POLYNOMES ORTHOGONAUX ET EQUATIONS DE PAINLEVE DISCRETES

Polyndmes orthogonaux sur le cercle unité. Si p est une mesure de probabilité sur R admettant
des moments de tout ordre, la famille des polyndmes orthogonaux (P,(z))nen pour cette mesure est
Porthogonalisée de Gram-Schmidt de (z™),en pour le produit scalaire

(1) (19 = [ £@)ala) nlda).
Toute famille de polynémes orthogonaux graduée en degré satisfait une relation de récurrence a 3 termes

(2) Pri1(z) = (anz + bn) Pa(z) — cn Pao1(2),

et les coefficients a,,, b,, ¢, sont reliés aux moments m,, = f[R ™ u(dz) de la mesure p et a sa transformée
de Cauchy-Stieltjes par les relations :

1 — —n—1 @0
(3) /[Rz_xu(dz);mnz -

C1
apz + bg —
+ b1 — 672
@z ! 0,224’1727"'
¢f. [Fla80, Vie84]. Pour la plupart des exemples classiques, les coefficients ay,, by, ¢, m,, ont des inter-

prétations combinatoires. Par exemple, si du(r) = l,ec(—2,2] 42;9”2 dx est la loi du demi-cercle, alors les

polynoémes orthogonaux sont (& une renormalisation prés) les polyndémes de Chebyshev de seconde espéce,
et

(4) an=1 ; b,=0 ; ¢,=1 ; ma,=C, (nombre de Catalan) ; map+1 =0.

Plus généralement, la plupart des polyndmes orthogonaux classiques rentrent dans le cadre du schéma
d’Askey, c’est-a-dire qu’ils s’obtiennent par spécialisation ou passage a la limite des parameétres des
polynémes orthogonaux d’Askey-Wilson associés aux poids

(€% )0 > da

5 Ha.b.c.d; dr) = - - - -

( ) a,0,¢, 111( ) (ae16; Q)oo (bele; q)oo (0616; Q)oo (de16; Q)oo /1 — 22
Pour ces derniers, les coefficients de récurrence et une interprétation combinatoire des moments sont
également connus, voir par exemple [CW10].

avec x = cosf.

On s’intéresse au probléme analogue pour des polynémes orthogonaux sur le cercle unité, c’est-a-dire
pour l'orthogonalisée de Gram-Schmidt (¢, (2))nen de (2™)nen relativement & une mesure 4 sur le cercle
T!. Dans ce qui suit, on supposera que x a pour forme

(e g)os |”
(0e'?; q) oo
Les relations de récurrence des polynomes orthogonaux sur le cercle sont dues & G. Szeg6 (voir [Sze75]).
Ainsi, il existe des coefficients «,, € C (appelés coefficients de Verblunsky) tels que, si ¢ (2) = 2" ¢, (271),
alors :

(7)

(6) du(8) = w(el?) df = de.

Pnt1(2) = 20n(2) + ant1 ¢5,(2)
:1-1-1(2) = pt126n(2) + d):(z)
ce qu’on peut réécrire sous la forme @, 11(z) = By, (z) P, (z) avec D, (2) = (il‘g;) et Byp(2) = (oo 1)
On s’intéresse donc & ces coefficients «v, ; ils vont s’avérer satisfaire des relations non linéaires qu’on peut
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interpréter comme itérations d’une transformation birationnelle du plan projectif complexe éclaté en neuf
points.

Relations vérifiées par les coefficients de Verblunsky. Le poids w(el?) peut étre prolongé en une
fonction holomorphe vérifiant I’équation
v —a)(l1-2b
(8) w(gz) = (2) ooy = (@2 =@ —b2)
W) (¢ —b)(1 —az)
Ceci implique D'existence de matrices A, (2) = A2 22 + Al 2 + AV telles que ®,,(¢z) =
matrices A, et B,, vérifient la condition de compatibilité
9) An+1(2) Bn(z) = Bn(qz) An(2)
qui va se révéler étre une forme de Lax d’une équation de Painlevé discréte ([JS96, Sak01]). Dés lors, le
probléme se raméne & 1’étude de ’équation matricielle

w(2)

(10) A(z) = B(qz) A(2) B(2) ",
avec
2 0 z— ~ K122 +52+§ z—1
1) Az) = (% ferth y A= (M 1 v
(11) (2) ( cz(z — w) Koz? + bz + 0y ’ (2) cz(z —w) Foz? + bz + 0

et B(z) = (£, %) En effet, étant donnée une matrice A(z), il existe génériquement une unique matrice

A(z) vérifiant I’équation (10), et d’autre part, pour le probléme des coefficients de Verblunsky,
Qo (a _ Bqn)
12 - n )
(12) Y @b

donc il suffit clairement de comprendre la transformation y — .

Etude d’une transformation birationnelle du plan projectif CP? éclaté en neuf points. On
doit & H. Sakai une théorie reliant les équations de Painlevé discrétes a des surfaces rationnelles et & des
systémes de racines affines ([Sak01]). Dans I’équation (10),

(13) det A(z) = K1ka(z —c1)(z — c2)(z — ¢3)(z — ¢c4)
(14) det A(z) = grikra(z — c1)(z — ¢2)(z — ¢3)(2 — c4)

ce qui impose en particulier K1 = gk1, ke = Ka, 51 = b et 52 = 5. Les coefficients ¢y, co, c3, c4,
K1, K2, 61, 02 étant fixés, 'espace X, x,.0,,0, constitué des matrices A(z) ayant pour déterminant (13)
est une variété complexe de dimension 2, et la transformation A(z) — A(z) est une bijection entre un
ouvert dense de Xy, ,.0,,0, €t un ouvert dense de Xy, x,.46,,0, ; autrement dit, c’est une transformation
birationnelle v : Xy, «,.6,1,00 = Xqri1,k2,q01,62-

(—c)(y—c2)
K1y2+ay+61
elle s’identifie au plan projectif complexe CP? éclaté en neuf points!, et on peut donner des expressions

explicites des fractions rationnelles mises en jeu dans la transformation v : (y,&) — (¥, ). Par exemple,
) c oo 6 —2) - Ly - )] 6y - 22) - Ly - )]
MO ey — ) = Ly - 725)]| [€@—ea) = Ll - %)

La forme factorisée ci-dessus peut étre expliquée en considérant ’isométrie * induite par i entre les

groupes de Picard? Pic(X) et Pic(X). Pour CP?, le groupe de Picard est Pic(CP?) = Z, et il est
engendré par la classe & dune droite générique de CP? ; D’éclatement en neuf points rajoute neuf

La variété X = X, x,.6,,6, est paramétrée par y et par { = ; avec ces coordonnées,

LCrest aussi CP! x CP! éclaté en huit points.
2Comme X est (au sens de Sakai) une surface de Halphen généralisée, on peut reconstruire ¢ & partir de ¥*.



diviseurs exceptionnels &1, .. ., &, donc Pic(X) = Z'°. L’orthogonal du diviseur canonique Kx (I'unique
cubique passant par neuf points génériques) pour la forme d’intersection sur Pic(X) est un réseau de rang

9 engendré par les racines d’un systéme de type Eél) :

Eo—&1—E — &

o, O O O O O O O

(16) E1—E& E3—E E—-E E4—-E& E—-E E—E Er—&& E—&

et la matrice de ¢* dans les bases (&;)7_, et (&;)}_, s'écrit

6 2 2 2 3 0 0 3 2 1
-2 0 -1 -1 -1 0 0 -1 -1 0
-2 -1 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0
-2 -1 -1 0 -1 0 0 -1 -1 0
0 0 0 0 0O 0 1 O 0 0
(17) -3 -1 -1 -1 -2 0 0 -1 -1 -1
-3 -1 -1 -1 -1 0 0 -2 -1 -1
0 0 0 0 0O 1 0 O 0 0
-2 -1 -1 -1 -1 0 0 -1 O 0
-1 0 0 0 -1 0 0 -1 0 0

On peut encore simplifier 'analyse de 1 en remarquant que 'isométrie ¢* agit trivialement sur le sous-
réseau de Pic(X) engendré par les composantes irréductibles

Es — &

Eo—E—Er— & -
(18) Eo— E1— Er— Es

.. . . .. . R . 1
du diviseur anticanonique —/C x — ces diviseurs constituent un systéme de racines de type Ag

Eo—E1—E — &

). L’orthogonal

de ce sous-réseau est engendré par un systéme de racines de type Dél) :

ag=Ey— &1 — & — &g oy =& — &
ay =E&1 — & a3 =& —&E—E1—E&
(19) ap = &9 *53 (0753 :54755

et 'action de ¢* sur ce dernier sous-réseau est simplement une translation, dont une écriture réduite dans
le groupe de Weyl affine est

(20) P* = 0wy w3 wo Wo Wi Wo W3 Wy .

Ici, les w; désignent les réflexions associées aux racines simples «;, et o est 'automorphisme du diagramme
de Dynkin Dél) donné par o(agp) = a1 et o(as) = as. Relevées au plan projectif éclaté en neuf points,
les w; sont toutes conjuguées a la transformation élémentaire

(21) [z;y; 2] € CP? {l, l; l] € CP?;
x'y z

on a donc compris la combinatoire de 'opération ¢ : (y, &) — (¥, §).
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