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Rappel: Syntaxe

Le A-calcul

M,N::=x | Ax.M| M N
» variables (ensemble infini de "noms"),
» abstraction (fonctions anonymes, x — M)

» application (comme en ML, M "fonction”, N "argument”)

Qa-conversion

» variable liée (par un A\): Ax.((x z) Ay.(x y))
» variable libre (non liée): Ax.((x z) Ay.(x y))
» renommage des variables liées Ax.M = Ay.(M[y/x]) si y ¢ M.

» Convention de Barendregt: variable liées différentes deux a deux et
différentes des variables libres.

Eviter, par exemple, (Ax.x) (Ax.x x) ou (Ax.x) x
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Rappel: Sémantique

Substitution

» M[N/x|: terme M ol I'on a remplacé chaque occurence de x par N

» (M[Ny/xa])[N2/30] = (M[N2/ 5] ) [(N1[N2/x2]) / x]
» opération magique instantanée.
> implémentation ? A-calcul avec substitutions explicites.

5) M— M
(Ax.M) N — M[N/x] MN— M N
N— N M— M
MN—MN Ax.M — .M’
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Rappel: Exemples

Premier Exemple

(Axx x) (Ay.y)
— (x)[(\y-y)/x]
= (Ary) (y)
=a (Axx) (Ay.y)
— (W)

Non-Déterminisme

(Ax.x x) (A\y.y) (A\z.2))

— ((\y-y) (Az.2)) ((Au.u) (Av.v))

(vex 1) () (\2.2))
—  (Axx x) (M\z.2)
—




Rappel: Termes usuels

> Axy.M pour Ax.(Ay.M) (regroupement des paramétres)
» My My Ms pour (My M) Ms (parenthesage a gauche)
» Ax.M N pour Ax.(M N) (maximalité du X)

I = Ax.x (identité)

K = Axy.x (sélection gauche ou T)

F = Axy.y (sélection droite ou L)

S = Axyz.(x z) (y z) (application généralisée)

d = Ax.(x x) (auto-application)

Q =6 § (divergence)

Y = AM.(Ax.f (x x)) (Ax.f (x x)) (combinateur paradoxal)

vV vV.v v v v .Yy
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Graphes de Réduction

Définition

Un graphe de réduction est un multi-graphe dirigé connexe ou les
sommets sont des termes. |l y a une aréte de M vers N pour chaque
maniere d'obtenir M — N.

N

RN

11 ani

~N 7

(n

|

/
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Graphes de Réduction (II)

)

KIQ——s(\y.l)Q——>1

avec Tr = Ax.(x x x)

Tr Tr——Tr Tr Tr ——Tr Tr Tr Tr —— . ...

(Ax.) (Tr Tr) ——— (Ax.!) (Tr Tr Tr) ———= (\x.) (Tr Tr Tr Tr) ——— ...
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Section 2

Rappel: Expressivité




Rappel: Couples

(x,¥) CINFF x y

(-,.) = Aabf.f a b (encouplage)

N3 = Ac.(c K) (projection gauche)
N% = Ac.(c F) (projection droite)
<= Acf.f (N3 ¢) (N} ¢) (échange)

vV v . v v



Rappel: Entiers de Church

n % Me.f (f ... (fe)...) (n applications de f a e)

0 = F (zéro)

1= Me.(f e) (unité)

add = Anmfe.n f (m f e) (addition)
mult = Anmfe.n (m f) e (multiplication)

power = Anmfe.(m n) f e (puissance)

vV v v v v Y

pour pred il faut définir o : (x,y) — (x + 1, x) en utilisant les
couples.
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Rappel: Listes

> [] = 0 (liste vide)
[.] = Necn.c e n (encapsulation)
cons = Aelen.c e (I ¢ n) (construction)

hd = AL.L K 0 (téte)
pour t/ (queue) il faut définir la fonction
o:a, (x,y)— ((cons ay),y)
» map = Mlen.l (Aas.(c (f a) s)) n
» filter = Aplen.l (Aas.(p @) (c as)s)n
» reduce = Mal.l f a

arbres

(e,Ag,Aq) “ Nen.c e Ag Ad

>
>
» append = Ahhen.(h ¢ (h ¢ n)) (concaténation)
>
>




These de Church [1940-1950]

Modeles de calcul au 20eme siécle:
» Machines de Turing: automate + rubans + lecture/écriture,
» Fonctions récursives: schéma de définition de fonctions,

» A-calcul: syntaxe épurée fonctionnelle.

Forme physique (prouvée)

Le A-calcul, les machines de Turing et les fonctions récursives ont la
méme expressivité.

Forme psychologique (conjecturée)

Le cerveau humain aussi.
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Limites du M\-calcul

Substitutions

» écrire M[N/x] c’est triché.
> Aoq calcul implémentant les substitutions de maniére explicite

» on descend dans le terme avec |'argument et on remplace au bon
endroit.

Qa-conversion

> le A-calcul est trop syntaxique.

» la notion de variable est décevante.
» difficulté d'implémentation

» X avec indices de De Bruijn: M,N :=n | AXM | M N
» le nombre de \ a traverser pour trouver le \ liant.
» K=X\1letS=X\\.(20)(10)

» Réseaux d'interaction.
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Non-Déterminisme

|
Un modele de calcul est non-déterministe quand deux réductions
aboutissant a deux termes différents sont possibles depuis un méme
terme.

| 4

vV vy VY

It ty, to.(t — t) A (t — ) A (t1 # B)

langages usuels: déterministes,
machines de Turing: non-déterministes (cf. P & NP),
réseaux de Petri et CCS: non-déterministes.

A-calcul: non-déterministe
s (L)L) 1 (1)
(DNl

un "endroit ol I'on peut réduire” est appelé redex.

on a parfois le choix entre plusieurs redex.
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Confluence Locale

—*: cloture réflexive transitive de — (i.e. —" pour un certain n > 0)

Un modele de calcul est localement confluent quand deux réductions
aboutissant a deux termes différents sont joignables en 0 ou plus
réductions.

> Vit b (t — 8) A (t — &) = Ju.(t; —* u) A (tp —* u)

7N

Tk

SN2
u
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Confluence

Un modele de calcul est confluent quand deux séries de réductions
aboutissant a deux termes différents sont joignables en 0 ou plus
réductions.

> Vi by, to.(t —* t) A (t —* &) = Ju.(t1 —* u) A (b2 —* u)

t
*
*
t1 to
A £
u

Différence entre les deux notions

_—
-~ —
~N~——



Church-Rosser

> u =t (équivalence) quand il existe une suite (u;)o<j<k avec up = u et u, =t
telle que, Vi < k, (Ll,' — u,-+1) \Y% (u,-+1 — u,-).
» u =t quand on peut utiliser — dans les deux sens pour les relier.

Un modele de calcul est Church-Rosser quand deux termes équivalents
sont joignables en 0 ou plus réductions.

> Vit by, to.(t = ) = Ju.(tt —* u) A (2 —* v)

N
IV avae
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Cas du M\-calcul

» le A-calcul est Church-Rosser.

» implication pratique: pas de concurrence.
» "aucun choix n'est définitif’

» nombre de réductions:

» K| (power 1021 1) — — |,
» K I (power 102 1 1) —+ ™) | (avec N tres grand).

» "vu qu'on est confluent, autant réduire au plus rapide”.
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Normalisation Faible

|
Une forme normale n d'un terme t est un réduit de t qui ne se réduit pas

> (t —*n)A—(3s,n — s)

» | est une forme normale de S K K.

]
Un terme est faiblement normalisant s'il admet une forme normale.

» S K K est faiblement normalisant.
» K | Q est faiblement normalisant.

» € n’est pas faiblement normalisant.

|
Un modele de calcul est faiblement normalisant si tous les termes sont
faiblement normalisants.

» le A\-calcul n'est pas faiblement normalisant. § i



Unicité de la forme normale

> soit un terme t qui a deux formes normales n; et ny,

» comme t —* ny et t —* ny, par confluence, il existe n tel que
ni —* netnp —"*n,

» comme n; est une forme normale ny = n,
» comme n, est une forme normale ny = n,

» finalement n; = ny.

|
Les termes du A-calcul ont au plus une forme normale.
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Normalisation Forte

Un terme est fortement normalisant (terminant) s'il n'existe pas de suite
infinie de réductions depuis ce terme.

> A(tn)nen-(to = t) A (Vk € N, tx — tiya)

» S K K est fortement normalisant.
» £ n'est pas fortement normalisant.
» K | Q n’est pas fortement normalisant.

Un modele de calcul est fortement normalisant (terminant) si tous les
termes sont fortement normalisants.

» le A-calcul n'est pas fortement normalisant (divergent).
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Combinateur de point fixe

> A-calcul divergent:

» comment exprimer la récursion ?
» nécessaire pour la Turing-completude.

|
Un combinateur de point fixe fix est une fonction(nelle), qui quand elle
est appliquée a une fonction F, donne un point fixe de F.

» F (fix F) = (fix F)

» plusieurs combinateurs de points fixe en A-calcul.
> Y = M. f (x x)) (Ax.f (x x))
> vérifier que (Y F)=F (Y F).

» Y permet de programmer des fonctions récursives.
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Factorielle

> jsZero = An.n (Ay.F) K (égalité avec 0)
» F = An.(isZero n) 1 (mult n (f (pred n))) (fonctionnelle)
» fact =Y F (factorielle, point fixe de la fonctionnelle)

fact 3

(Y F)3

F(Y F)3

(isZero 3) 1 (mult 3 ((Y F) (pred 3)))

(mult 3 ((Y F) 2))

(mult 3 ((isZero 2) 1 (mult 2 (Y F) (pred 2)))))
(mult 3 (mult 2 ((Y F) 1)))

e
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A-calcul pur

M,N:=x | AxM|MN

() M — M
(x.M) N — M[N/x] MN— M N
N — N M — M
MN-— MN XM —s Ax.M’

» Syntaxe et sémantique du A-calcul pur.
» Modele de programmation fonctionnelle réaliste 7

> non-déterminisme.
» réduction sous les .

|
Une stratégie est un ensemble de regle de réduction tel qu'un terme a au
plus un réduit.

> une stratégie est une sous-relation déterministe de —.



Appel par Valeur de Gauche a Droite (LtR-CbV)

M,N == x| xM|MN
% = x| AXxM]xV
) M — M
(Ax.M) V — M[V/x] MN— M N
N— N
VN— VN

v

Syntaxe des valeurs: termes qu’on ne peut pas réduire.
» variable, abstraction, ou application bloquée.

(B-réduction uniquement si |I'argument est une valeur.
On réduit d'abord la fonction et apres |'argument.

On ne réduit pas sous le \.

vV v v v

C'est la stratégie de la plupart des langages de programmation.
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Appel par Nom (CbN)

M,N == x|xM|MN

M— M
(Ax.M) N — M[N/x| MN— M N

(8)

Syntaxe classique.
(B-réduction classique.

>
>
> On ne peut pas réduire |'argument.
> On ne réduit pas sous le \.

>

C'est la stratégie de Haskell (stratégie paresseuse).
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Continuations

» programmer par continuation, c'est manipuler explicitement le futur
du résultat
> il est passé en parameétre.

let add x y k = k (x + vy)

let n = add 1 2 (fun x —> add x 3 (fun y —> y))
» Programmer par continuation permet de manipuler 'environnement.

» dans certain langage: call/cc
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Stratégies CPS

[x] = x

Mx.M] = Mx.[M]

vi = Ak.k [V]

[MN] = Xk.M] (Aa.[N](Ab.a b k))
> Lont

= (\k.[8] (Ma.[1] (Ab.a b k))) I
—[8] (Ma.[/] (Ab.a b 1))

= (Ak-k[8]) (Aa.[1] (\b.a b 1))
—(a[l] (Ab.a b 1))[]
—([/T (Ab.[6] b 1))
—(AKk.K[1]) (AB.[5] b 1))
—(\b[5] b 1) [1]
—([6] [1] 1))

VY Y VY VY VY VY VvV VY

» Encodage par continuation: implémente la stratégie CbV-LtR.



Réduction Standard

» tout terme M s'écrit
)\X1X2 .. .Xk.Ml M2 N Mn

avec k >0, n > 0 et My une variable ou une abstraction
> (et si My est une abstraction n > 1).
> si My est une variable on dit que M est en forme normale de téte.
» sinon My = Ax.Ny et (Ax.Ny My) est le redex de téte.
> la réduction standard est la stratégie qui

1. réduit le redex de téte s'il existe.
2. applique la réduction standard aux Ma ... M, si M est en forme
normale de téte.

» la réduction standard termine si M a un forme normale.
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» Certains termes paraissent " étranges” du point de vue de la
programmation:

» § = Ax.x x: on applique un programme a lui-méme.
> Me.(f e) (e f)

» On pourrait essayer d'éliminer de tels termes.

» Le typage peut permettre de discriminer des termes bien-formés.
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Syntaxe des Types Simples

T.S:=a|T—S5

» «: variables de type (différentes des variables de termes),
» T — S: type fonctionnel, T paramétre, S résultat,
> exemples:
ra—rQ,
»a— (8 —a)
» parenthésage a droite: a« — 3 — v = a — (8 — )
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Typage

Environnement

Un environnement de typage I est une fonction partielle des variables de
terme dans les types.

> T=xg:T1,....%x,: T,

» On peut modifier I'ordre de T.

Jugement

Le jugement de typage = M : T indique que, sous |'environnement [, le
terme M est typable avec le type T.

OH1:a— «a

DE1:(a—a) — (a— )
IFK:a—f8—a«
x:o,y:a—BEAzz(yx):(B—7) —7

vV v v v
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Mx: T-M:S

Ab
(AbS) M T s

(Var)—————
Mx: TEx:T

rEmM:S—T r=EN:S
Fr’EMN:T

(App)

» typer une variable: elle doit apparaitre dans I'environnement,

> typer une abstraction: un type T — S si le parameétre a un type T
et le corps de la fonction un type S

» typer une application: M doit avoir un type fonctionnel et N le type
du parametre de M, et M N a le type du résultat.

» de haut en bas: déduction.

» de bas en haut: inférence.
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Dérivation

> typage de K | | = (Az1z0.z1) (Ay.y) (Ax.x)

(Var) m
n:a-a,n:a-abz:ia->a
A Var) ——
(bs)21:oz—>a|—)\zz.zl:(a—>o¢)—>(a—>oz) (ar)y:al—y:a
(Abs) (Abs) (Var)
(App) IEK:(a>a)>(a-a)- (a—a) DEIl:a— (Abs) x:abx:a
PP DFKI:(ax—a)>(a—a) Y 0l asa

PEFKI:a—a
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Inférence

» on part du terme a typer,
» on crée des contraintes de typage en remontant la dérivation,
» on unifie les contraintes de typage:

» succes: on récupere le type le plus général,
» échec: le terme n'est pas typable.

(Var)

z21:Ta,z: T1kz1: To

(Abs) (Abs) z1:TabEAzzy : Ty = To (Abs) (Var)y: TskEy:Ts (Var)——
(App) DFK:Tsg =Ty - To ODF1:T, (Abs) x:Tobkx:T3
PEFKI:T1 - To OFI1:Ty
DEKII:To

{li=T->T3,To=T3,Ta=Ts > T, T5s = To, To = T4}
s'unifie en
To=Ths=a—a, 1 =—06,To=T3=a,Ts=Tg=0

P\ SORBONNE
UNIVERSITE




Algorithmes

> On explore le terme en construisant la dérivation.

» les (Var) produisent des contraintes,
> les (Abs) produisent des contraintes et génerent des variables,
> les (App) générent des variables.

» Algorithmes d'unification:
» Martelli-Montanari, W, Hindley-Milner.
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Termes non-typables

> typage de § = Ax.x x

@ [ (5 : To

(Abs): x . ik xx:Toet To=T1 — T2

(App): (V) x:Thikx:T3— T, (2)x: Takx:T;3
(Var) pour (1),ona T1=T3 — T

(Var) pour (2),ona T1 = T3

I'unification explose devant T3 = T3 — T

v

vVvyVvVVvyvy

P\ SORBONNE
UNIVERSITE



Réduction assujettie

SiTEM:TetM-— M, alorsTHEM :T.

Terminaison

SiTEM: T, alors M est fortement normalisant.

> le A-calcul simplement typé termine.
» entre autres, £ n'est pas typable.
» plusieurs preuves:
» relation logiques (interpretation des types), David, Gandi.

» la réduction est élémentaire en la taille du terme.
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Types Habités

|
On dit que le type T est habité s'il existe M tel que T M : T.

a — « est habité par /,

o —> [ n'est pas habité,

(0 — B) — a — 3 est habité (par Axy.x y).
(o — B) — B n'est pas habité.

vV v v v Y

"on doit utiliser les types des parameétres pour produire le type
résultat”.
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Correspondance de Curry-Howard

> les types simples sont les formules de la logique propositionnelle.

> un type est habité si la formule correspondante est prouvable en
logique intuitionniste.

> un terme est une preuve: la dérivation de typage du terme est la
dérivation de preuve.

» la réduction d'un terme est |'élimination des coupures dans la preuve
correspondante.

» "La Programmation c'est de la Logique” (et vice-versa),

» construction de theorem provers (Coq, Agda, Isabelle)

» autre correspondance: logique classique et call/cc (A,;)
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Prochain Cours

» Polymorphisme: @ F Ax.x x : (Va.ao — ) — (Va.ao — @)
» Inférence de ML (Hindley-Milner).
» Typage des opérateurs impératifs.

Typer S K K.
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