Table des matières

0 Introduction 7 0.1 Systèmes à Evénements Discrets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 0.2 Approche algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 0.3 Systèmes Déterministes-Stochastiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 0.4 Résumé et Contributions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 0.5 Problèmes Non Résolus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

I Systèmes Linéaires Déterministes 13

1 Exemples de Systèmes (max,+) Linéaires 14 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.2 Modèle Mathématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.3 Réseaux de Petri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.3.1 Présentation générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.3.2 Atelier flexible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.3.3 Files d’attente avec blocage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 1.4 Automates temporisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.4.1 Un modèle de stockage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 1.4.2 Réseaux de Petri avec choix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 1.5 Optimisation Dynamique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 1.6 Mécanique Statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 1.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 2 Minimal Representation of Uniform Recurrence Equations 36 2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 2.2 Basic Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.2.1 Dependence graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 2.2.2 Reduced graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.2.3 Recycled case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 2.2.4 Preliminary remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 2.3 Parallel Executions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.3.1 Relations with the basic scheduling problem . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.3.2 Pebble game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.3.3 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 2.4 Cuts and Pebbles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 2.4.1 Cuts in D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4.2 Relations with executions of Game 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 2.4.3 Complexity results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 2.5 Cuts and Delays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 2.5.1 Retiming . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 2.5.2 Counting the delays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 2.5.3 Cuts and delays . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 2.5.4 Summary and open problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 2.6 Application 1 : Registers in Circuit Design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 2.6.1 Definition of a circuit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 2.6.2 Counting the registers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 2.6.3 Minimizing the registers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 2.6.4 Complexity results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 2.7 Application 2: (max,+) Linear Systems and Parallel Simulation . . . . . . . . . . 64 2.7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 2.7.2 MPR of order 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2.7.3 Parallel simulation of time varying MPR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 2.7.4 Optimization results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 2.7.5 Backward transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 2.7.6 Stochastic issues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 3 Graphical Approach of the Spectral Theory in the (max,+) Algebra 72 3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 3.2 The (max,+) Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 3.3 A Simple Manufacturing Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 3.4 Spectral Theory in R_{max} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 3.4.1 General presentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 3.4.2 The projective space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 3.4.3 Change of basis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 3.4.4 Classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 3.5 Illustrated Spectral Theory in Dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 3.5.1 Scs1-Cyc1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 3.5.2 Scs3-Cyc1 and Scs1-Cyc3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 3.5.3 Scs2-Cyc1 and Scs1-Cyc2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 3.5.4 Scs2-Cyc2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 3.5.5 Transient regimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 3.6 Application to the Manufacturing Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 3.7 A Projectively Infinite Semigroup of Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 3.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 4 Application in Cyclic Scheduling 100 4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 4.2 Periodicity of the Schedule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 4.3 Graphical Illustration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 4.4 Quantitative Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5 Algorithms 110 5.1 Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 5.2 Complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 5.3 Alternative Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

II Systèmes Linéaires Stochastiques 116

6 Products of Random Matrices in the (max,+) Algebra 117 6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 6.2 Two Motivating Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 6.2.1 Task graphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 6.2.2 Cyclic Jackson network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 6.3 (max,+) Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 6.4 Deterministic Spectral Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 6.5 Semigroup of Matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 6.6 Borovkov’s Renovating Events Theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 6.7 Presentation of the Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 6.7.1 Results from Baccelli [4] and Cohen [46] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132 6.7.2 Preliminary results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 6.7.3 Stability of discrete models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 6.7.4 Stability of general models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 6.8 Converse Theorems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 6.8.1 Finite models in Q^{k×k}_{max} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 6.8.2 General models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 6.9 Complementary Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 6.9.1 Without irreducibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 6.9.2 Boundedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 6.10 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 6.10.1 Loynes scheme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 6.10.2 Proof of Theorem 6.7.14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 6.10.3 Proof of Theorem 6.8.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 6.10.4 Proof of Theorem 6.8.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 6.10.5 Proof of Theorem 6.8.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

7 Illustration of Multiple Stationary Regimes 159 7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 7.2 Multiple Stationary Regimes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 7.3 Quantitative Results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 7.3.1 Systems with two matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 7.3.2 Other systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 8 Application to Stochastic Event Graphs 170 8.1 Event Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 8.2 Stochastic Event Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

9 Task Resource Models and (max,+) Automata 176 9.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 9.2 Basic Task Resource Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 9.2.1 General presentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 9.2.2 Linear representation over the (max,+) semiring . . . . . . . . . . . . . . 179 9.2.3 Interpretation in terms of hypergraphs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 9.2.4 Interpretation in terms of heaps of pieces . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 9.3 Performance Evaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 9.3.1 Stochastic case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 9.3.2 Optimal case and worst case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 9.4 Extensions of Task Resource Models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 9.4.1 Tetris game . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 9.4.2 Gagny’s triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 9.5 Appendix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

III Systèmes Non-Linéaires Stochastiques 194

10 Ergodic Theory of Stochastic Operators and Discrete Event Networks 195 10.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 10.2 Probabilistic Tools . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 10.3 Application to Stochastic Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 10.3.1 Subadditivity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198 10.3.2 Projective boundedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 10.4 Application to Stochastic Discrete Event Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 10.4.1 Discrete event networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 10.4.2 The monotone–separable framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 10.4.3 Open discrete event networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 10.4.4 Stochastic discrete event networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 10.5 Relations Between Operators and Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 10.6 Basic Example and Probabilistic Tools . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 10.7 Application to Stochastic Discrete Event Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 10.7.1 Open discrete event networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 208 10.7.2 General discrete event networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 10.8 Application to Stochastic Operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 10.8.1 Monotonicity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 10.8.2 Fixed point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 10.9 Models Entering the Framework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 10.9.1 Stochastic operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 10.9.2 Discrete event networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222