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Motivation

Motivation

Quasicristal : matériau ordonné mais non périodique (# cristal).
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Modele de la structure : pavages et contraintes locales (~ puzzle).
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Idée naturelle : assemblage tuile a tuile respectant les contraintes.
Probléme : conduit a des “impasses’ non prolongeables.
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Motivation

Modéliser la formation d'un quasicristal ?

Idée naturelle : assemblage tuile a tuile respectant les contraintes.
Probléme : conduit a des “impasses’ non prolongeables.

Alternative : corrections locales aléatoires de contraintes violées.
Probléme : convergence?
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@ Pavages et flips



Pavages et flips
°

Pavages par dimeres

Domaine fini et (simplement) connexe de la grille triangulaire.




Pavages et flips
°

Pavages par dimeres

Pavage par dimeéres : appariement de triangles adjacents (dimeres).
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Pavages par dimeres

Ombrage ad-hoc ~~ point de vue spatial : piles de cubes.

Lggggprps

,




0 (hauteur).

plan x+y+z

spatial ~~ distance au

nt de vue

Poi

0
()
|-

Rz

E

o
-~
©
o
0
(0]
20
@
>
©

(e



es).

deux tuiles identiques (a translation pre

(PRI
NEWR (I2 S0E
N
/

NN




rs séparent les tuiles de hauteurs différentes.




Pavages et flips
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Erreurs

Pavage sans erreur : joue le réle de quasicristal (périodique!)




Pavages et flips s de refro men 1p. quasi-optimale sup. moins optimale

lles et trous

Une Tle de hauteur 1, d'aire 5 et de périmetre 16.
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Tle, de hauteur 2 cette fois.
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Tle de hauteur 1.

Un trou dans la grosse

()]
>3
(©)
—
)
i)
[
0
9



ube.

ut/retrait d'un c

~ ajo

Flip : échange de trois tuiles
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ut/retrait d'un c

~ ajo

Flip : échange de trois tuiles




(nb. d'erreur:

son périmetre

Tle

Un flip modifie I'aire d'une




Topologiquement, un flip peut fusionner ou




étruire ou créer

...etd
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@ Processus de refroidissement



Processus de refroidissement
°

Refroidissement

Refroidissement : processus de Markov (w¢)¢>o défini par

@ pavage initial wo;
@ w¢ — wiy1 : choisir unif. au hasard un flip t.q. AE <0;
@ pas de flip t.q. AE <0 ~ arrét.

On montre : arrét du processus < E =0, i.e., quasicristal.
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Flips tels que AE < 0 : autour des points bleus.
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Refroidissement : flips au hasard tel que AE < 0 (10 par 10).
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Exemple

Refroidissement : flips au hasard tel que AE < 0 (10 par 10).
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Processus de refroidissement
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Exemple

Refroidissement : flips au hasard tel que AE < 0 (10 par 10).
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Processus de refroidissement
0®00

Exemple

Jusqu’a ce que plus aucun flip ne soit autorisé (169 flips faits).




Processus de refroidissement
°

Temps de convergence

v.a. T : durée du refroidissement (nb. flips faits).

Pire temps moyen de convergence pour un domaine D fixé :

7': max E(T | w = wp).
wo€P(D) ( | 0)

Comportement asymptotique de T quand n:=|D| — o0 ?
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Processus de refroidissement
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Simulations numériques

Nombreuses simulations numériques ~~ conjecture : T = ©(n?).
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Borne sup. quasi-optimale
°

Un outil

Un outil pour borner T:

Proposition

Soit (w¢)e>0 une chaine de Markov sur . S'il existe € > 0 et une
fonction “potentiel” ¢ : Q — R tels que

Awt) >0 = Elp(wir1) — d(wr)|we] < —ep(wr),

alors I
E(min{t | ¢(wr) = 0}) < 2E20),

- €

~> potentiel ¢ vérifiant une telle “équation différentielle” 7



Le cas d'une 1le

Considérons la frontiére d’une Tle sans trou.
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Le cas d'une 1le

Elle a 6 angles saillants de plus que d'angles rentrants (induction).
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a donc : E(A¢) < —6 x 2/F.

Avec ¢ =4V + E, on
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D'une ile a plusieurs
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D'une ile a plusieurs

Appliqué a chacune des k fles d'un pavage :

12k
E(A¢) < T

Or¢p=4V +E <4kn+2n<6knet F<n. Dou:
2
E(Ag¢) < —?gb
Avec ¢ = ”72 et ¢(wp) = O(ny/n), notre outil donne :

T = 0(n?log n).
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°

D'une ile a plusieurs

Appliqué a chacune des k fles d'un pavage :
12k
Ap) < ——
E(Ag) < — .
Or¢p=4V +E <4kn+2n<6knet F<n. Dou:
2
E(A¢) < —5¢.
Avec € = ”72 et ¢(wp) = O(ny/n), notre outil donne :

T = 0(n?log n).

Triple arnaque!
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@ Une borne supérieure moins optimale



Borne sup. moins optimale
°

Un autre outil

Un autre outil pour borner T:

Proposition
Soit (w¢)r>0 une chaine de Markov sur I'espace Q. S'il existe € > 0
et une fonction “potentiel” ¢ : Q — R, tels que

Plwe) >0 = E[p(wir1) — d(wr)|we] < —e,

alors
E(min{t | ¢(we) = 0}) < ¢(‘;’°).




Enveloppe triconvexe w de w : convexité dans trois directions.
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Rustine : enveloppe triconvexe

Enveloppe triconvexe w de w : convexité dans trois directions.
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Rustine : enveloppe triconvexe

Enveloppe triconvexe w de w : convexité dans trois directions.
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Borne sup. moins optimale
°

Rustine : enveloppe triconvexe

Si w n'a que deux niveaux, on retrouve le cas d'une fle :

E[A¢(w)] < “F@)

Avec ¢(w) := ¢(w), on se ramene alors de @ & w (technique) :

— 12
E[Ag(w)] < TF@)



Borne sup. moins optimale
°

Rustine : enveloppe triconvexe
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E[A¢(w)] < “F@)

Avec ¢(w) := ¢(w), on se ramene alors de @ & w (technique) :

— 12
E[Ag(w)] < TF@)

Et comme ¢ < 6n et F < n, notre outil donne :

E(min{t | ¢(w:) = 0}) < 6n°.
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Rustine : enveloppe triconvexe

Si w n'a que deux niveaux, on retrouve le cas d'une fle :

E[A¢(w)] < “F@)

Avec ¢(w) := ¢(w), on se ramene alors de @ & w (technique) :

— 12
E[Ag(w)] < TF@)

Et comme ¢ < 6n et F < n, notre outil donne :
E(min{t | ¢(w;) = 0}) < 6n°.
Si w a O(y/n) niveaux, le plus haut disparait en temps O(n?). D’ol

T = 0(n?V/n).
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Plus d'arnaque ici, mais on a perdu quelque part un facteur /n.
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Plus d'arnaque ici, mais on a perdu quelque part un facteur /n.

Prendre I'enveloppe triconvexe : oublie les flips dans I'enveloppe.
Mais le refroidissement triconvexifie naturellement un pavage.
D'ailleurs, sur deux niveaux, les simulations suggerent T = ©(n?).
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°

Ou perd-t-on ce facteur \/n?

Plus d'arnaque ici, mais on a perdu quelque part un facteur /n.

Prendre I'enveloppe triconvexe : oublie les flips dans I'enveloppe.
Mais le refroidissement triconvexifie naturellement un pavage.
D'ailleurs, sur deux niveaux, les simulations suggerent T = ©(n?).

Raisonner sur le plus haut niveau : oublie les flips des sous-niveaux.
Or ces flips sont souvent utiles et peuvent &tre nombreux.
Etude plus fine des blocages inter-niveaux ?
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Perspectives

Perspectives

Quelques perspectives pour finir :

@ Borne optimale (~ inférieure aussi!)

e Cas moyen (pavage de départ choisi aléatoirement)
e Codimensions supérieures (pavages de Penrose etc.)
°

Aller manger!
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