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Introduction

Les nombres de Genocchi sont : Go =1, G4 =1, Gg = 3, Gg = 17,
[

cet > ng% = x -tan (%)

Considérons la récurrence F; = 1, et :
Fn(X7y7z) = (X —l—y)(X +Z)Fn—1(x+ 1,y7Z) - XFn—l(Xayuz)‘

Proposition (Dumont, Foata)

Fn(x,y,z) est symétrique en x, y, et z, a coefficients positifs, et
Fn(1,1,1) = Ganto.
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Polynémes de Gandhi F,(x,1,1) :
o [Carlitz 1972] [Riordan et Stein 1973].

Interprétations combinatoires de Fj, :

e Applications excédantes surjectives [Dumont et Foata 1976]
e Triangles colorés surjectifs [Viennot 1981]
e Applications excédantes surjectives [Han 1993]

Formule explicite pour Fn(x,y,z) :
o [Carlitz 1980] [Han 1993] [Zeng 1995]

J-fraction pour > t"F, :
e [Dumont, Randrianarivony, Zeng 1995] [Gessel et Zeng]
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Example
Soit A un diagramme de Young. Un tableau
alternatif est un remplissage (partiel) de A
avec des fleches <« et | tel que : —
e toute les cases sous un | (resp. a — |
gauche d'un <) sont vides. —

Tableaux de permutation [Steigrimsson, Corteel, Williams],
tableaux alternatifs [Viennot, Nadeau], liens avec la combinatoire
des permutations et le PASEP [Corteel-Williams, Viennot]
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On peut montrer que Gp,t4 est le nombre de tableau alternatif en
escalier a n lignes et n colonnes.

(Gan compte certaines permutations appelés permutations de
Dumont, qui correspondent aux tableaux en escalier via des
bijections dues a Steingrimsson et Williams, Corteel et Nadeau,
Viennot).

Example
= = | U] 1]
1] ] ] [(—] [—] [1]
I I i e T 1]
[ [1] [ (] [
1] = o I A Y R G Gg = 17

6
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Example
Soit les trois statistiques : 1 =z
e a(T) = nombre de lignes sans «, —
e 3(T) = nombre de colonnes sans |, —| 1! z
e v(T) = nombre de coins avec < ou [, |
y yy
w(T) = xy32?

Théoreme

Soit Esc(n — 1) I'ensemble des tableaux alternatifs en escalier a
n—1 lignes et n — 1 colonnes. Alors :

Fa(x,y,z) = Z w(T)

TeEsc(n—1)
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Proposition

F, est symétrique en x, y et z.

Démonstration.

F, est symétrique en y et z par la récurrence :

Fn(X,y,Z) = (X —l—y)(X +Z)Fn—1(x+ 17y72) - X2Fn—1(X7yaz)'

F, est symétrique en x et y par |'interprétation combinatoire (on
peut conjuguer les tableaux alternatifs).

«—

sz
7

/

4

i/
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Preuve du théoreme
On suppose le résultat vrai pour F,_1. On a alors :

Lemme

Z w(T)=y(x+z)Fp_1(x+1,y,2)
T € Esc(n—1), sans |
dans la 1ére colonne

Démonstration.

On construit T € Esc(n — 1) a partir de T" € Esc(n — 2) en
rajoutant une colonne.

La case supérieure peut étre vide ou contenir «,

d’ol un facteur (x + z).
— Pour chaque ligne de T’ sans <, on ajoute soit
l une case vide, soit une case contenant <, d'ou la
<—| substitution de x a x + 1.
O
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Lemme

Z W(T): y(X+Z)Fn—1(X+17y7Z)
T € Esc(n—1)
sans | dans la 1ére colonne
au moins un < dans la 1ére colonne

—yxFp_1(x,y,z)

Lemme

Z w(T) = x(x+2z)Fp—1(x+1,y,2)

TEESC(HT].) _X2Fn—1(X7yaz)
avec un | dans la 1ére colonne
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En additionnant les premier et troisieme lemmes on obtient :

> w(T) = (x+y)(x+2)Faa(x+1,y,2)

T€Esc(n—1) —X2Fn—1(XaY7z)

= Fn(Xa)/az)

d'ou le résultat par récurrence.

11/34



Introduction Tableaux alternatifs Matrix Ansatz J-fraction pour > t"F, Conclusion

(e]e] (e]e] ®00000 00000000 e}
[e] 00000

.
Enumération des tableaux alternatifs par «Matrix Ansatz»
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Soit A un diagramme de Young. Il

N }
correspond a un mot men D et E.
(— devient D, | devient E)

m = DDEEDE
Proposition (Corteel-Williams)
Etant donné D, E, (W| et |V) tels que :
DE—-ED=D+E, (WE=x(W|,  D|V)=y|V),

ona:
(W|m|V) = Zxa(T

ol on somme sur les tableaux alternatifs T de forme .

13 /34
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DE — ED =D + E, (WI|E = x(W|, D|V) = y|V),
Explication : en utilisant DE = ED + D + E, on peut mettre m
sous la forme : o

m = Z C;,J'E'DJ
ij=>0

avec ¢;j > 0. Alorson a (W|m|V) = Y ¢ x'y/.
i,j=0

Example
DDE = DED + DE +~ DD = DED + ED + D+ E + DD

= EDD + 2ED + 2DD + E + D,
(W|m|V) = xy? + 2xy +2y° + x + y.

N I o 1 o N O B = e A M e S
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Démonstration.
On fait une récurrence sur |A|.

Le cas initial est celui ot le mot est m = E'D/ (diagramme ) avec
i lignes vides et j colonnes vides). Alors :

(WIE'DI|V) = x'yJ

car (W|E = x(W] et F|V) = y|V).

A=

15/34



Démonstration.

Matrix Ansatz

0000e0

Récurrence sur les opérateurs :

DED(DE)DEE = DED(ED)DEE + DED(E)DEE + DED(D)DEE

Récurrence sur les tableaux :

........

16
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Démonstration.
Récurrence sur les opérateurs :

DED(DE)DEE = DED(ED)DEE + DED(E)DEE + DED(D)DEE

Récurrence sur les tableaux :
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Démonstration.
Récurrence sur les opérateurs :

DED(DE)DEE = DED(ED)DEE + DED(E)DEE + DED(D)DEE

Récurrence sur les tableaux :




Démonstration.

Matrix Ansatz

0000e0

Récurrence sur les opérateurs :

DED(DE)DEE = DED(ED)DEE + DED(E)DEE + DED(D)DEE

Récurrence sur les tableaux :

........
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Démonstration.

Matrix Ansatz

0000e0

Récurrence sur les opérateurs :

DED(DE)DEE = DED(ED)DEE + DED(E)DEE + DED(D)DEE

Récurrence sur les tableaux :

........
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Démonstration.
Récurrence sur les opérateurs :

DED(DE)DEE = DED(ED)DEE + DED(E)DEE + DED(D)DEE

Récurrence sur les tableaux :

= ]+ :::E+

Les relations de récurrence sont identiques. O
21/34
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Le diagramme en escalier correspond au mot (DE)"~!, donc :
Proposition

Facoy, )= > w(T)lz=1 = (W|(DE)" V).
T€Esc(n—1)

Pour compter les coins contenant < ou |, on écrit
DE = ED + D + E et on marque D et E avec z :

Proposition

Falx,y,2)= > w(T) = (W|(ED + zD + zE)"*|V).

T€Esc(n—1)

22 /34



Introduction Tableaux alternatifs Matrix Ansatz
[e]e] [e]e] 000000
o] 00000

I1.
J-fraction pour > t"F,

J-fraction pour >° t"Fp
©0000000

Conclusion

e}
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Lemme (Flajolet)

[t"] =

A1 t2

Ao t?
l—blt—z—

1— bot —

ou le poids w(P) est le produit de :

e b; pour chaque pas — a hauteur i,

e )\; pour chaque pas \, partant a hauteur i.

J-fraction pour 37 t"Fp Conclusion
0@000000 [e]e]

>, w(P),

chemin de Motzkin
P de longueur n

Example

24 /34
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Lemme (Flajolet)

1
n R
[t"] W = E w(P),
1—bpyt — ————— = chemin de Motzkin
0 )\2 t2 P de longueur n

1—bt——

Example
ou le poids w(P) est le produit de :

e b; pour chaque pas — a hauteur i, ol by

e \; pour chaque pas \, partant a hauteur i. bl

(Le coefficient de t" dans la fraction continue est aussi le néme
moment d'une suite de polyndmes orthogonaux {P;(t)} telle que
tP; = Piy1+ biPi + A\iPj_1)

25 /34
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Théoreme (Dumont, Randrianarivony, Zeng)

1

o0
Fo(x,y,z)t"" 1=

z_: oy A1t?

n=1 1—b0t—

Ao t?
1—b1t—2—

avec

bi=(x+ i)y + i)+ (x+ )z 4 i)+ (y + i)z +i)—i(i +1),
N=ilx+y+i—-Dx+z+i-1)(y+z+i-1).

26 /34
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Théoreme (Dumont, Randrianarivony, Zeng)

o
— n 7 Altz
n=1 1—b0t—

Ao t?
1—b1t—2—

avec

bi=(x+ i)y +i)+ (x+i)z+i)+(y+i)z+i)—i(i +1),
N=ilx+y+i—-Dx+z+i-1)(y+z+i-1).

(conséquence : F,i1 est le néme moment de la suite des
polynémes de Hahn duaux continus [Gessel-Zeng])

27 /34
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Lemme
1
Soit M = (mjj)i jen une matrice tridiagonale, |V) = 0 |, et
(W|=(1,0,...). Alors
(WIM"|V) = > w(P),
chemin de Motzkin
e longueur n
ou le poids w(P) est le produit de : Example

e mj; pour chaque pas — a hauteur i,

® mji+1 pour chaque pas /* partant a hauteur i,

® mj;_1 pour chaque pas ™\, partant a hauteur i.

28 /34



Introduction Tableaux alternatifs Matrix Ansatz J-fraction pour >° t"Fp Conclusion

0O000e000

Démonstration.
(W|C"|V) est le coefficient (C™)go de C". Nous avons donc :

(W[C"V) = Z €0i1 Ciri -+ + Cip—2ip—1Cin—10-

M1yeeesin—120

C étant tridiagonale, on peut supposer |i; — ij+1| < 1, de sorte que
0, /1, ip,... définit un chemin de Motzkin avec poids
Co,'1 C,'l,'2 e C,'n_2,'n_1 Cin—10' ]
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Comme F,(x,y,z) = (W|(ED + zD + zE)""Y| V), si
M = ED + zD + zE est tridiagonale on peut déduire le
développement en fraction continue, avec :

bi = m; , Ai=mj_1;mj;_1.

Probleme : trouver D et E telles que
DE—-ED=D+E, (W|E=x{(W|, D|V)=y|V),

et DE + zD + zE soit tridiagonale.

30/ 3
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cf. Derrida & al, [Exact solution of a 1D asymmetric exclusion

model using a matrix formulation]

y ag (0)
y+1 ai
y+2 a2 JE

y+3
(0)

(0)

avec a; = /(i + 1)(x + y + i), satisfont :

DE—ED=D+E, (W|E=x(W|,

x4+1
ai X+ 2

an x+3
DIV) = y|V),

(0)
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Avec M = E;D; + zE; + zD1, on calcule explicitement :

mi ;= e j—1di—1;+ € id; i+ zej j + zd; ;

=iy + O+ Dy + i)+ z(x+ i)+ 2(y + 1)
=ilx+y+i=1)+x+i)y+i)+z(x+y+2i)
=(x+Ny+)+x+Dz+D)+(y+i)z+i)—i(i+1)

mi—1,; = €j—1j-1di—1,; + zdi_1;
=(x+i—1)aj_1+za-1=ai—1(x+z+i—-1),

mii—1= € j—1di—1,i—1+ z&i i1
=a1(y+i—1)4+za_1=ai1(y+z+i-1),

mi_yimjji—1=i(x+y+i—-1)(x+z+i-1)(y+z+i-1),

ainsi on a bien m; ; = b; et m; ;_1mj_1; = \;, avec b; et \; comme
annoncés. D'ou la J-fraction.

32/34



Conclusion
[ le]

Conclusion

Dumont a défini une généralisation Iy(x,y,z,X,¥,Zz), qui admet
une récurrence :
Co(x,y,2,%,¥,2) = (x + Z)(y + X)Tp-1(x + Ly, 2,x + 1,7, 2)
+ (x(7 —y) = x(z — 2) = xX)T0-1(x, ¥, 2,%, 7, 2),

et une fraction continue avec parametres :

bi=(x+)F+i)++i)Z+i)+(z+i)(x+i)—i(i+1),
Ni=ix+y+i-D)F+z+i—-1)Z+x+i-1).
On peut aussi la voir dans les tableaux alternatifs : on distingue les

lignes sans < (resp. colonnes sans |) selon qu'elles sont vides ou
non vides, on distingue les coins contenant «— et ceux contenant |.
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Conclusion

e Plus généralement, la méthode du Matrix Ansatz permet de
relier diverses classes de tableaux avec les J-fraction ou
moments de polyndmes orthogonaux :

e placements de tour et polyndmes de g-Hermite et g-Charlier,

e tableaux 0-1 [Leroux] et polynémes g-Charlier,

o tableaux alternatifs et polynémes de g-Laguerre et
Al-Salam-Chihara

e Les suites de polyndmes orthogonaux classiques donnent
d'autres généralisations de F,(x,y,z) dont on ne connait pas
encore bien les propriétés combinatoires :

e moments de polynémes de Wilson,
e moments de polynémes g-Hahn duaux continus...
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