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|. Groupe Libre




Groupe

» Un groupeest un ensemble muni d’'une loi de composition
interne associative, avec un élément neutre 1, et tebaaut
élementx possede un inverse L.

» SoitH un sous-groupe d&, pour toutg € G, la classe a gauche

degest
gH = {gh|h e H}

» L’indiced’'un sous-groupe est le nombre de classes a gauche.

» SigH = Hg, pour toutg € G, on dit que que le sous-groupe est
normal (ou encoredistingLé).

» SiH est normal, alors I'ensemble des classes a gauche a
naturellement une structure de groupe, on le @tH, c’est le
groupe quotientde G parH.




Groupe libre

» On se donne leang r > 2 et un alphabeA de cardinak comme
base.

» Pour construire le groupe libie = F(A), on ajoute les inverses
formels des lettres dg, I’aIphabetA—l, et on considere des mots
réduitssurAU A—L,

» Réduit signifie qu’il n’y a pas une lettre suivie par son irses
dans le mot (naa* ni a—1a).
» Exemples :

aab ta—labcca? ab b laaba?

» On a une structure de groupe pour la concaténation/rieduict




Sous-groupes

» Les sous-groupes d’'un groupe libre sont libres (Théoréene
Nielsen-Schreier).

» On s'intéresse aux sous-groupes finiment engendrés :emad kr
générateurt) = {uy, - - - , uc} et on considére tous les mots
(réduits) obtenus en multipliant des éléementdJdeu des
inverses d'élements dé.

» De tels sous-groupes peuvent étre représentés, de fajgque,
par un graphe fini (une sorte d’automate fini).

» Cette description est tres utilisée, on peut lire un geriambre
de propriétés du sous-groupe directement sur son graphe.




Exemple de tel graphe




Repliage de Stallings (Stallings foldings)

On part deY = {aba 'ba?!, b?a—!, blalb~1}.
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Repliage de Stallings (Stallings foldings)

On part deY = {aba 'ba?!, b?a—!, blalb~1}.




Repliage de Stallings (Stallings foldings)

On applique autant de fois que possible les simplificatiomses
configurations :

a

a
a

On obtient le méme résultat si on change 'ordre des sfioations.

a



Automate inversible (inverse automaton)

» L'automate obtenu est un automate inversible, il est dé@teste
et co-déterministe : I'action de chaque lettre est unectiga
partielle de I'ensemble des états dans lui-méme.




Automate inversible (inverse automaton)

» L'automate obtenu est un automate inversible, il est dé@teste
et co-déterministe : I'action de chaque lettre est unectiga
partielle de I'ensemble des états dans lui-méme.

» Réciproguement, si on se donne un automate inversiblaigel g

» un état est le seul état initial et le seul état final
» tous les états sont accessibles (au sens non-orienté)
» a part I'etat initial, tous les états sont adjacents anains deux
transitions.
Alors il représente, de fagon unique, un sous-groupe &nim
engendré du groupe libre. Un tel automate inversible ést di
réduit




Automate eduit — exemples d'’utilisation

» On peut tester facilement si un mot réduit est dans le
sous-groupe.

» On peut calculer une base et le rang du sous-groupe.
» On peut calculer le produit de deux sous-groupes.
» On peut tester si le sous-groupe est d’indice fini.




Exemple de rang

PourY = {aba tba!,b%a~t b3a~!b~!}, on a trouvé




Consickrations algorithmiques

» Le repliement se calcule é(nlog* n) en utilisant du “Union
and Find”. (Touikan)

» Pour trouver une base, on replie puis on fait un arbre cotivran
Chaque aréte qui n'est pas dans la base permet de former un
générateur de la base.

» Pour calculer le rang : nombre d’arcs - nombre de sommets + 1
» L'intersection de deux sous-groupes en temps et esSpéacan, ).




Hanna Neumann conjecture 1957

» Howson : I'intersection de deux sous-groupes finiment
engendrés est finiment engendrée.




Hanna Neumann conjecture 1957

» Howson : I'intersection de deux sous-groupes finiment
engendrés est finiment engendrée.

» Conjecture d’'Hanna Neumann :
rang(H NK) —1 < (rang(H) — 1)(rang(K) — 1)
» Elle a prouvé

rang(H NK) — 1 < 2(rang(H) — 1)(rang(K) — 1)




Il. Deux distributions




Distribution sur les grérateurs (Jitsukawa)

» On fixek, le nombre de générateursrefa taille maximale de
chaqgue générateur.

» On considere donc la distribution uniforme sur kegplets de
mots réduits de longueur au plos




Distribution sur les grérateurs (Jitsukawa)

» On fixek, le nombre de générateursrefa taille maximale de
chaqgue générateur.

» On considere donc la distribution uniforme sur kegplets de
mots réduits de longueur au plos

» SoitR, le nombre de mots réduits de longuewion a
Ry=2r(2r —1)"*

» Mots sans deux fois la méme lettre de suite : les mots de
Smirnov.

» La longueur d’'un mot d’urk-uplet aléatoire est proche de




Injections partielles

Q{}O@@




Injections partielles

Q@O@@

» On a soit des séquences soit des cycles.
» Ensemble(Cycle ou Sequence non vide)
» Par la méthode symbolique :

1 1
1(2) = exp<|og 5+ 1i z) = e/(1-2)




Asymptotique

Cas d'ecole pour la méthode du col :

'2) = 1izeXp<1iz>

271(2) ~ ze \/j_rezﬁn—i




Asymptotique

Cas d'ecole pour la méthode du col :




Résultat probabiliste

Théoreme

La probabilité qu'un automate inversible de taitisoit réduit tend
vers 1 quanch tend vers l'infini.
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Résultat probabiliste

Théoréeme

La probabilité qu'un automate inversible de taitisoit réduit tend
vers 1 quanch tend vers l'infini.

On peut donc voir un automate réduit commertuplet d'injections
partielles.

> un état est le seul état initial et le seul état final
» tous les états sont accessibles (au sens non-orienté)

» a part I'état initial, tous les états sont adjacents aains deux
transitions.




Connexié

Théoréeme

La probabilité que injections partielles de tailla forment un graphe
(faiblement) connexe est

or 1
Ph=1-"7+0{ =




Connexié

Théoréeme

La probabilité que injections partielles de tailla forment un graphe
(faiblement) connexe est

2 1
Ph=1-+ol 7=

Preuve

Bender : 1+ J(z) = exp(C(z)) d’'ou C(z) = log(1 + J(2)). Il faut
vérifier quej, = o(jn—1) et que

n—s
> likin—kl = Oljn-s)
k=s




Nombre moyen deéxjuences

> Soitl(z,u) = 3 Ink2"u¥/n! la série génératrice dy est le
nombre d’injections partielles de taillecontenank séquences,
on obtient :

zu 1 1 zu
@W=exp{ 5o\ 15) ) = 1P 1=




Nombre moyen deéxjuences

> Soitl(z,u) = 3 Ink2"u¥/n! la série génératrice dy est le
nombre d’injections partielles de taillecontenank séquences,
on obtient :

zu 1 1 zu
@W=exp{ 5o\ 15) ) = 1P 1=

» On trouve, par la méthode du col qu’en moyenne ily &/n
séquences, et que la probabilité d’avoir plus gérzéquences
tend vers 0.




Preuve avec les mains

» La probabilité qu’un indice soit une extrémité (soit ugbdt ou
une fin de séquence) est@&l//n).

» La probabilité qu’un indice soit isolé eS{(1/n).




Preuve avec les mains

» La probabilité qu’un indice soit une extrémité (soit ugbdt ou
une fin de séquence) est@&l//n).

» La probabilité qu’un indice soit isolé eS{(1/n).

La probabilité gu'il y ait un indice qui soit une extrémipour une
lettre et isolé pour une autre tend vers O.




l1l. Géereration akatoire




On utilise des rejets

utomate réduit aléatoire

1 [repeat
for ac Ado
3 L action dea = injection aléatoire

4 until Automate n’est pasduit

Le nombre moyen d'itérations esti10(1).




Calculer le nombre d’injections partielles




Calculer le nombre d’injections partielles

2 = 1izeXp<1iz>

, 2 1 2
R e R e==lC




Calculer le nombre d’injections partielles

I(Z)::lizexp<1iz>

r . 2—Z 1 2~z
'@ =a=23 eXp<1—z> ~1=22'?

In = 2nlp_1 — (n—1)2I,_»




Méthode ecursive

7T = Set(Cycles ou Séquencgs
©Z = O (Cycle ou Séquengex Set(Cycles ou Séquences

On extrait une composante de tallen temp(k), I'algorithme est
linéaire une fois qu’'on a précalculé ks




Meéthode d’Alonso

» On veut générer des objets de
taille n “décomposés” selon un
parametrek. Pour Alonso,
c'étaient des arbres
unaires-binaires avdcnoeuds
binaires.

O Bn

» On tire au sork avec la bonne
probabilité, puis un objet
uniformément parmi ceux de
parametre valark.

» Pour tirerk, on sur-approxime
par une binomiale, et on utilise
des rejets.




Conditions

» Sur-approximation par une binomiale.
» Faire un rejet avec acceptation &g /B k facilement.
» Aires proches pour limiter le nombre de rejets.

» Savoir construire facilement un objet de taitl@avec un
parametre valark.




Soitl,k le nombre d'injections partielles de] avec un domaine de
taille k.
n!?
Ik = —mn
(n — k)!2k!

La séquence est unimodale avec le modgwes n+ 3 — 2/4n+5




Soitl,k le nombre d'injections partielles de] avec un domaine de

taille k.
n!2

k= T o

La séquence est unimodale avec le modgea- n+ %’ = % 4dn+5
» On choisitk selon une Binomiale(2, — 1,3)
» On rejette avec une probabilité de la forme :

5

» Le nombre moyen de rejet est aH*.




Soitl,k le nombre d'injections partielles de] avec un domaine de

taille k.
n!2

Ik = —————
KT In— k)1
La séquence est unimodale avec le modgea- n+ %’ = % 4dn+5
» On choisitk selon une Binomiale(2, — 1,3)
» On rejette avec une probabilité de la forme :

5

» Le nombre moyen de rejet est aH*.

La complexité de I'algorithme e€(n®*) en ne manipulant que des
entiers de taille au plusi2




Au passage ...

On a appliqué la méthode pour générer aléatoiremenadees
unaires-binaires colorés en temps linéaire.

. u +
VA NVA VAN
AN N AN VAN

X cst




Au passage ...

On a appliqué la méthode pour générer aléatoiremenadees
unaires-binaires colorés en temps linéaire.

. u +
NN LN
AN N AN VAN

X cst

Egalement : permutations fragmentées, paires d’injestformant un
sous-groupe de rang fixé.




IV. Comparer les deux
distributions




Méthodologie

» Comment comparer les deux distributions ? il n’y a pas de
benchmarks.
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probabilité qu’'un élément d¥, vérifie P tend vers 1
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etP une propriété. On dit que estnégligeablepour (X,) quand
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Méthodologie

» Comment comparer les deux distributions ? il n’y a pas de
benchmarks.

» Propriété (fortement) générique : sPX,) une famille d’objets et
P une propriété. On dit que estgérériquepour (X,) quand la
probabilité qu’'un élément d¥, vérifie P tend vers 1
(exponentiellement vite).

» Propriété (fortement) négligeable : sOX,) une famille d’objets
etP une propriété. On dit que estnégligeablepour (X,) quand
la probabilité qu'un élément d, vérifie P tend vers 0
(exponentiellement vite).

» On va examiner des propriétés algébriques et cherclediesi
sont génériques ou négligeables pour chaque distitouti




Résultats exprimentaux
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Malnormalie

» Rappel : un sous-groupé de G est normal quand pour tout
ge G,g Hg = H.

» Un sous-groupe eshalnormalquand pour touty ¢ H,
g tHgNH =1.

Théoréeme

Un sous-groupe du groupe libre n’est pas malnormal ssistexieux
sommetx # y et un mot réduit non vide, tels qu’il y a un circuit
étiqueté pan depuisx et un depuisy.




Malnormalie

Théoréeme

Pour la distribution basée sur les générateurs la malalite est

générique alors qu’elle est négligeable pour la distiitm basée sur
les graphes.




Malnormalie

Théoréeme

Pour la distribution basée sur les générateurs la malalite est

générique alors qu’elle est négligeable pour la distiitm basée sur
les graphes.

Démonstration

» La probabilité qu'une injection partielle n’ait pas de &yest
~ % (permutations fragmentées)

» La probabilité qu’'une injection partielle n’ait qu’un dexycle et

qu'’il soit de longueur 1 est %
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Groupes finiment f@sengs

» Tout groupe est le quotient d’'un groupe libre.

» L'idée est de quotienter le groupe libre par un sous-groupe
finiment engendré aléatoité.

» |l faut quotienter par la cléture normale Hequi est le plus petit
sous-groupe normal contendtit

» Ca revient a voir chaque mgtdeH comme une relatior = 1.




Exemples

» H =< aaa>, soitG le quotient d&~({a, b}) par la cldture
normale deH. On peut voir les éléments d&comme un mot
réduit avec en plus la réductiai = 1 : abaaa= ab.




Exemples

» H =< aaa>, soitG le quotient d&~({a, b}) par la cldture
normale deH. On peut voir les éléments d&comme un mot
réduit avec en plus la réductiai = 1 : abaaa= ab.

» H =< aa aba 'b~! >, aababa= baba= bbaa= bb.
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si deux mots réduits sont les mémes pGur
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Le probEme du mot

Probleme du mot

Soit G un groupe finiment présenté, le probleme du mot est delelec
si deux mots réduits sont les mémes pGur

La décidabilité ne dépend pas de la présentation. Bargé c’est
indécidable : la cléture normale est un objet compliqué.
H =< ba abaa>, onaa=bletaa=bla1donc

aa=blal=aal=1

alors queaa ¢ H.
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Groupes a@atoirement @senés

» Sion prend la distribution sur les générateurs, le grappient
est génériquement infini.

» Sion prend la distribution sur les graphes le groupe qubésh
génériguement trivial (mauvaise nouvelle)

Si on déplace I'état initial/final, on construit toujoudes mots de la
cléture normale.

Si on a des boucles de la forra® de longueurs premieres entre elles,
alorsa= 1.




Trivialité

Théoréeme

Génériguement, le pged des longueurs des cycles dariajengon
partielle est 1.




Trivialité

Théoréeme

Génériguement, le pged des longueurs des cycles darigjenton
partielle est 1.

Théoréeme

Génériguement, le pged des longueurs des cycles dans une
permutation est 1.




Trivialité (suite)

Lemme
Soitp un diviseur premier da, le nombre de permutations dont
toutes les longueurs de cycles sont divisiblesypast au plus

1
2nine *

Lemme
La taille de la “partie permutation” d’'une injection patkealéatoire

est eny/n.




Et apes?

» Parameétriser les distributions.
» Analyse d’algorithmes.
» Cryptographie.




