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Processus a mémoire infinie

L'arbre des contextes a été introduit par Rissanen en 1983 ("A
universal data compression system”) pour modéliser une source
générale. L'algorithme CONTEXT permet a partir de la source,
d'estimer les contextes et les probabilités de transition. Une fois
I'arbre des contextes reconstruit, que peut-on en dire ? Existence
d'une mesure stationnaire, propriétés de cette mesure (mélange,
récurrence)
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Sources dynamiques

» Source (au sens de la théorie de I'information) : mécanisme
qui produit des mots infinis sur un alphabet.
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dynamique.
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Sources dynamiques

» Source (au sens de la théorie de I'information) : mécanisme
qui produit des mots infinis sur un alphabet.

» Source dynamique : le mécanisme repose sur un systéme
dynamique.

» Source a contextes : le mécanisme repose sur un arbre des
contextes probabilisé.
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Tries

» Tries généraux : hauteur, nombre de noeuds internes, longueur
de cheminement. Méthodes de combinatoire analytique
(Flajolet, Vallée, Fayolle) pour les sources dynamiques,
méthodes probabilistes basées sur les propriétés de mélange de
la source (Jacquet, Szpankowski).

» Trie des suffixes : niveau de saturation.
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But de I'exposé

» Relier sources dynamiques et sources a contextes.
» Existence et unicité de mesures invariantes pour les VOMC.
Propriétés de mélange.

» Fonctions génératrices de la r-ieme apparition d'un motif pour
une source a contexte.
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Définition

Definition (arbre des contextes probabilisé)

Un sous arbre de I'arbre complet est dit saturé si tous les noeuds
internes ont 2 descendants. Un arbre des contextes est un sous
arbre saturé de I'arbre complet dont la frontiére est finie ou
dénombrable. Un arbre des contextes probabilisé est une paire

(T’ (p”)u687)

ot T est un arbre des contextes et (py), .57 est une famille de
mesures de probabilité sur {0, 1}, indexée par I'ensemble OT de
toutes les feuilles de T .
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Définition

Definition (VOMC associée)

Soit S = {0,1}%~ La VOMC associée & I'arbre des contextes
probabilisé (T, (pu) ,co7) est une chaine de Markov (Sp)neN
d’ordre 1 sur S définie par les formules de transition

Vn > 0, Va € {0, 1}, P (Sn+1 = Sna\Sn) = psuff(sn) (a) o
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suffixe du mot 11010100

Poo11
Poo1oo

Poo1o1
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suffixe du mot 11010100

Poo11
Poo1oo

Pooio1
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Processus de la derniére lettre

On note X, la lettre la plus a droite de S,.

(Xn)new est une chaine de Markov d’ordre d si I'arbre des
contextes est fini de hauteur d.

(Xn)new n'est pas Markov si I'arbre est infini.
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Une mesure stationnaire pour la VOMC est une mesure sur S qui
rend le processus (S,)nev stationnaire.

Est-ce que toute VOMC admet une unique mesure stationnaire ?
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Py Py

w mot fini, C,, ensemble des mots infinis finissant par w.

Siw=a_ka_ky1...ap et Ps; est la mesure stationnaire alors

Pst(Cw) = Pst(Ca_)Pa_(@—k+1)Pa_iir(@—k+2) - Pa_y (o)
Pst(Ca_,) Hogjgk_l Pa,(,-ﬂ)(a—j
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Systéme dynamique : deux contextes donnent quatre intervalles

0 1
/ \ / N
00 10 01 11
[lo] = Ps:(Co)
|h| = Ps:(C1)

lloo| = Pst(Coo)
llo1| = Pst(Cor)
|ho| = Pst(C10)
|h1| = Ps¢(C11)
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b,
Poo Py
siw=aias...ap, alors
N—1
Pst (CW) = H pSuff(al...ak)(ak+1)
k=0
Ps:(110100) = pp1(0) Ps:(11010)
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b,
Poo Py
siw=aias...ap, alors
N—1
Pst (CW) = H pSuff(al...ak)(ak+1)
k=0
Pst(110100) = po1(0)p1(0) Ps:(1101)

<O «Fr « = = = A




b,
Poo Py
siw=aias...ap, alors
N—1
Pst (CW) = H pSuff(al...ak)(ak+1)
k=0

Ps:(110100) = po1(0)p1(0)po1(1) Ps(110)
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b,
Poo Py
siw=aias...ap, alors
N—1
Pst (CW) = H pSuff(al...ak)(ak+1)
k=0

Ps:(110100) = po1(0)p1(0)po1(1)p1(0) Ps:(11)
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b,
Poo Py
siw=aias...ap, alors
N—1
Pst (CW) = H pSuff(al...ak)(ak+1)
k=0

Ps:(110100) = po1(0)p1(0)po1(1)p1(0)p1(1) Pse(1)
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Systeme dynamique : trois contextes donnent six intervalles
00 01

/ N\ /

000 100 001

11

T :[0,1] — [0, 1] affine sur
chaque intervalle.

c:[0,1] — {0,1} codage de T :
c(l) =0et c(h)=1.




¢ de loi uniforme sur [0, 1].

1. La mesure de Lebesgue est T-invariante.
2. X, et ¢(T"€) ont méme loi.

la source dynamique et la source issue de I'arbre des contextes
probabilisé sont les mémes.
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Le peigne infini

Proposition

Soit (Sn)n>0 la VOMC définie par le peigne infini probabilisé. Alors
le processus de Markov (S,)n admet une mesure de probabilité
stationnaire sur S si et seulement si la série numérique suivante

converge
n
Z H Po1(0)
k=0

n

De plus, si pge # 0, la mesure stationnaire est unique.
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Le peigne infini

Fonction génératrice de la r-ieme occurence d'un mot w

. e r
Soit w = wy ... wg, T, la r'®™ occurence de w dans S et CD‘(,V) sa
fonction génératrice.

Proposition
Pour |x| <1 :

00 (x) = oW () () )7
avec
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Fonction génératrice de la r-ieme occurence d'un mot w

o
Sw(x) = ijﬂjJrk_i(lOk_i,w)
=k

k—1
. ki —i K
+ .lxj]l{V‘{,!fH:Wf_J}XJWJ 1(10 ”Wk—j-l-l)’
J:
k C
oPx) = 2 PsilCy)

(1—=x) (14 Sw(x))’

et pour deux mots finis u et v et tout entier n > |u| + |v| — 1,

ﬂn(u, V) =P (Xn—|v|+1 Xy = V|X0 .. 'X|u|—1 = U) .
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Le peigne infini
GG G O a Q@ ds drdy d

1 1
T(0) = lim —— T'(co) = lim ————
(0= 0 o T = T 0 0)
» si (por1(0))ne converge vers | < 1, systéme uniformément
dilatant, mélange exponentiel.
» si / =1, 0 est point fixe indifférent, mélange polyndmial.
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Le bambou fleuri

Proposition

Soit (Sp)n>0 la VOMC définie par le bambou fleuri probabilisé.
Alors le processus de Markov (S,), admet une mesure de
probabilité stationnaire sur S si et seulement si les deux séries
numériques suivantes convergent.

n—1
5= Z p1(0)” H P(01)k1(1)
k=0

(31)
n—1
Soo =Y | P1(0)" [T proryo2(1)
n k=0

De plus, si Soo(1 + p1(0)) — S1 # 0, alors la mesure stationnaire
est unique.
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7T arbre des contextes avec branche infinie de la forme u = v

(Iv] = k)
Proposition

Il existe une mesure de probabilité stationnaire Ps; pour 'arbre si

et seulement si les k séries suivantes convergent : pour
i€{0,....,k—1},

k—1 "
Si=>_ | [T Pstwinn(v) L1 Psuse.vuvmy ()
n j=1 m=1

avec
S(V, i,j) = Suﬁ‘(v,'+1v,' e V]_VVk c. VJ'+1)
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Contextes minimaux

certains contextes jouent un réle particulier : 1 pour le peigne
infini, 1 et 00 pour le bambou.

Definition

Une feuille finie est un contexte minimal quand son code renversé
W =aj...qk est tel queVj € {1,... , k—1},
Suff(az ... «j) ¢ 07.
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Questions

» Peut-on trouver des conditions d’existence et d'unicité de la
mesure stationnaire pour des VOMC plus générale ?

» Comment montrer que le systéme dynamique associé est
dilatant ?

» Quel type de mélange pour ce systeme?
» Peut-on utiliser les séries de Dirichlet pour le trie des suffixes ?

P. Cénac, B. Chauvin, F. Paccaut®, N. Pouyanne Abres des contextes et sources dynamiques



	Introduction, motivation
	Arbres des contextes
	Définition
	Mesures stationnaires

	Exemples
	Chaîne de markov d'ordre 1
	Chaîne de Markov d'ordre 2
	Le peigne a deux dents
	Le peigne infini
	Le bambou fleuri

	Vers des résultats généraux : questions

