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1IntroductionLe calcul formel (ou symbolique) est un domaine qui se situe �a la charni�ere des math�ema-tiques et de l'informatique. On cherche �a r�esoudre alg�ebriquement des probl�emes d'essencemath�ematique par des moyens informatiques. L'int�erêt est de calculer de mani�ere exacte enmanipulant des symboles qui ont une port�ee g�en�erale. Le r�esultat d'un calcul pourra êtrealors directement exploit�e avec des valeurs particuli�eres pour ces symboles, contrairement �ades techniques num�eriques o�u il faudrait recommencer tout le calcul �a chaque changement devaleur. Cette exactitude a un coût. Pour la r�esolution de syst�emes d'�equations polynomiales,elle permet cependant d'obtenir des informations globales sur l'ensemble des z�eros du sys-t�eme alors que l'on �etudie g�en�eralement des propri�et�es locales avec des techniques d'analysenum�erique. De plus, il ne faut pas oublier que le calcul formel est une discipline plus jeuneque le calcul num�erique. N�eanmoins il parâ�t primordial pour son d�eveloppement que desr�ealisations pratiques e�caces soient �elabor�ees. Le travail pr�esent�e ici tente de contribuer �acet objectif, qui demande un investissement �equilibr�e sur les aspects th�eoriques et les soucisd'implantation du calcul formel.L'axe de cette th�ese est la r�esolution pratique de syst�emes d'�equations polynomiales.Mais les liens entre di��erentes parties des math�ematiques sont fr�equents et nos r�esultatsnous ont aussi men�e �a d�evelopper notre travail en th�eorie de Galois e�ective. Nous avonsobtenu des r�esultats d'ordre math�ematique exploitables algorithmiquement et �a des �nsd'optimisation. De plus, nos implantations r�ealis�ees dans le cadre le plus g�en�eral montrentque notre approche �a l'aide d'ensembles triangulaires de polynômes est particuli�erementperformante dans le domaine de la th�eorie de Galois par rapport �a des techniques plus�eprouv�ees et mieux optimis�ees en machine telles que celles fond�ees sur les bases de Gr�obner.En calcul formel, la r�esolution de syst�emes d'�equations polynomiales est un probl�emefondamental, dans le sens o�u c'est la source d'applications vari�ees et que sa complexit�e lerend extrêmement di�cile. Les applications sont en e�et multiples. Nous en d�etailleronscertains aspects par la suite, mais en voici d�ej�a un aper�cu :{ probl�eme des n-corps en m�ecanique c�eleste,{ cin�ematique des robots,{ compression d'images,{ preuve automatique de th�eor�emes,{ calcul de groupes de Galois et d�etermination du corps de d�ecomposition d'un polynômeen th�eorie de Galois.



2 Les techniques symboliques de r�esolution de syst�emes polynomiaux font intervenir desalgorithmes qui sont tr�es souvent de complexit�e au moins exponentielle. On doit alors porterune grande attention �a la repr�esentation des donn�ees et �a l'implantation pour rendre les cal-culs r�ealisables. Les meilleurs algorithmes th�eoriques permettent de savoir ce qui est possiblemais sont parfois plus lents que les meilleurs algorithmes pratiques, dont la complexit�e n'estpas toujours connue. De plus, dans le cas o�u le nombre de solutions d'un syst�eme n'est pas�ni, se pr�esente le probl�eme de donner une description de l'ensemble de ces solutions.Un syst�eme d'�equations polynomiales en n variables x1; x2; : : : ; xn �a coe�cients dansun corps k correspond �a un ensemble F de polynômes de k[x1; : : : ; xn] dont on cherche lesz�eros communs. La m�ethode de r�esolution la plus r�epandue consiste �a remplacer F par unsyst�eme appel�e base de Gr�obner, qui a des propri�et�es particuli�eres permettant d'obtenirdes informations d'ordre alg�ebrique importantes avec les algorithmes appropri�es. Elle estd�evelopp�ee depuis les travaux de Buchberger [Buc65] et a fait l'objet d'implantations deplus en plus e�caces. Cependant, si le syst�eme de d�epart est form�e de polynômes de degr�emaximal d, alors la base de Gr�obner obtenue peut contenir un nombre de polynômes del'ordre de d2O(n) .Pour des raisons d'e�cacit�e et de lisibilit�e des solutions, on a int�erêt �a scinder le probl�emelorsque c'est possible. On calcule alors une d�ecomposition du syst�eme de d�epart en plusieurssyst�emes. Cette approche a �et�e utilis�ee sur les bases de Gr�obner en factorisant des polynômesen cours de calcul. Une autre possibilit�e, �etudi�ee principalement depuis [Wu87], consiste �ae�ectuer une d�ecomposition �a l'aide d'ensembles triangulaires de polynômes. En supposantles variables de F ordonn�ees de sorte que x1 < x2 < : : : < xn (on peut s'y ramener parrenum�erotation), un ensemble T � k[x1; : : : ; xn] est triangulaire si pour toute variable xi ilexiste au plus un polynôme p de T dont xi est la plus grande variable.Le nombre r�eduit des �el�ements d'un ensemble triangulaire de polynômes est un facteurpositif. Ces ensembles permettent de lire facilement des propri�et�es g�eom�etriques. Il est n�ean-moins pr�ef�erable de leur imposer des conditions suppl�ementaires pour optimiser cette lisibilit�eet leur fournir des caract�eristiques g�eom�etriques intrins�eques satisfaisantes. Par exemple, ledegr�e de la vari�et�e du syst�eme peut être surestim�e. L'ajout de propri�et�es suppl�ementaires per-mettra alors de lire directement ce degr�e, notamment en rendant les polynômes square-freedans des tours d'extensions. Di��erents algorithmes de d�ecomposition bas�es sur l'utilisationd'ensembles triangulaires ont �et�e pr�esent�es depuis [Wu87]. Les conditions impos�ees aux en-sembles triangulaires varient d'une m�ethode �a l'autre. Il en va de même concernant la relationentre les z�eros communs des polynômes de d�epart et les ensembles triangulaires calcul�es. Ilest donc di�cile de comparer les possibilit�es pratiques de ces di��erents algorithmes. Nousavons r�ealis�e en collaboration avec M. Moreno Maza un premier travail de comparaison ex-p�erimentale pour quatre d'entre elles. On y constate en particulier l'h�et�erog�en�eit�e du sensde r�esolution. Ce travail est expos�e dans le chapitre 7.La complexit�e des m�ethodes ((triangulaires)) pourrait être simplement exponentielle se-lon [GM90]. Cela justi�e leur d�eveloppement si on compare au comportement doublementexponentiel des bases de Gr�obner dans le pire des cas. Malheureusement, ces m�ethodes neb�en�e�cient pas encore d'implantations aussi optimis�ees que celles fond�ees sur les bases deGr�obner. Nous verrons pourtant plus loin que les implantations que nous avons r�ealis�eesdans le syst�eme g�en�eraliste de calcul formel axiom bas�e sur le langage LISP peuvent dans



3certains cas, être performantes par rapport �a des implantations adapt�ees pour le calcul debases de Gr�obner et �ecrites en C.Nos r�esultats sont prometteurs même s'il reste beaucoup �a faire pour calculer directementdes d�ecompositions triangulaires dans des probl�emes di�ciles. Le passage de nos implanta-tions dans un langage plus e�cace pourrait donc être un prolongement naturel du travailpr�esent�e ici. Actuellement les techniques de triangulation o�rent tout de même une compl�e-mentarit�e au calcul de bases de Gr�obner. En e�et, une d�ecomposition triangulaire fournitg�en�eralement plus d'informations g�eom�etriques sur l'ensemble des z�eros du syst�eme que laseule base de Gr�obner. Mais dans les cas di�ciles, le seul moyen d'obtenir une telle d�e-composition est de calculer d'abord une base de Gr�obner du syst�eme �a l'aide d'un logiciele�cace, et d'appliquer ensuite une m�ethode triangulaire sur cette base. De mani�ere simi-laire, lorsque le syst�eme a un nombre �ni de solutions, le calcul de Repr�esentation Univari�eeRationnelle [Rou96] est plus facile �a partir d'une d�ecomposition triangulaire du syst�eme qu'�apartir d'une base de Gr�obner.Au cours de cette th�ese, notre travail s'est d�evelopp�e dans plusieurs directions. La subdi-vision ci-dessous ne signi�e pas du tout un cloisonnement car ces di��erents aspects sont eninteraction :(i) th�eorique : un travail de base math�ematique est n�ecessaire pour comprendre, optimiseret d�evelopper des algorithmes. La d�ecouverte de nouvelles structures et propri�et�espermet d'envisager de nouveaux algorithmes. Le chapitre 6 donne une illustration dece ph�enom�ene en th�eorie de Galois. On peut aussi mentionner le travail entam�e par F.Rouillier (INRIANancy) et M. Safey (LIP6) visant �a r�esoudre les probl�emes de d�ecisionsur les vari�et�es alg�ebriques r�eelles et qui utilise certains r�esultats math�ematiques duchapitre 4.(ii) algorithmique : les avanc�ees sont souvent obtenues �a partir du travail math�ematique ci-dessus. Nos algorithmes permettent en particulier d'am�eliorer l'e�cacit�e de m�ethodesde d�ecomposition triangulaire existantes et de proposer de nouvelles sp�eci�cations.(iii) implantation et exp�erimentation : on doit prêter attention �a disposer de structures dedonn�ees adapt�ees. L'implantation des fonctions de base sur les polynômes est primor-diale pour l'e�cacit�e. L'implantation de domaines correspondant �a une hi�erarchie denotions d'ensembles triangulaires s'inscrit dans un travail de programmation objet. Lapartie de comparaison exp�erimentale demande beaucoup d'investissement; elle induitune r�e
exion sur le comportement des implantations qui font �evoluer celles-ci. Nousavons implant�e une m�ethode de d�ecomposition triangulaire propos�ee par D. Wang[Wan93b] et la m�ethode de d�ecomposition de M. Kalkbrener [Kal93] [Kal95]. Nousavons optimis�e cette derni�ere grâce au travail th�eorique men�e sur la notion d'ensembletriangulaire.(iv) applications : c'est d'une part la recherche et l'�etude de syst�emes qui correspondent �ades probl�emes autres que des exemples-tests. L'autre aspect concerne l'int�erêt de nosr�esultats pour des questions ind�ependantes du probl�eme de la r�esolution de syst�emesalg�ebriques. Jusqu'�a maintenant, l'utilisation de la notion d'ensemble triangulaire pour



4 d'autres buts que la r�esolution de syst�emes, s'est essentiellement limit�ee �a la d�emons-tration automatique de th�eor�emes en g�eom�etrie. Nous ouvrons de nouveaux horizonspuisque l'apport de notre technologie permet des avanc�ees en th�eorie de Galois.On peut d�egager trois parties dans cet ouvrage. La premi�ere pr�esente les notions, lesr�esultats math�ematiques et les algorithmes permettant la r�esolution de syst�emes alg�ebriquespar des ensembles triangulaires de polynômes (chapitres 1 �a 5). Dans la deuxi�eme partie,compos�ee de l'unique chapitre 6, sont d�evelopp�es des outils en th�eorie de Galois e�ective. Latroisi�eme pr�esente des travaux d'implantation et d'exp�erimentation et quelques applicationsde nos implantations (chapitres 7 et 8). Le document est structur�e comme suit. Pr�ecisonsque chaque chapitre est pr�ec�ed�e d'un r�esum�e auquel on se reportera pour plus de d�etails.Le premier chapitre pr�esente le probl�eme de la r�esolution de syst�emes alg�ebriques. Lesecond chapitre met en place les d�e�nitions et propri�et�es de base qui seront utilis�es par lasuite.On s'int�eresse dans le chapitre 3 aux anneaux de polynômes en une variable. Apr�esquelques faits connus, nous introduisons la notion nouvelle d'id�eal quasi-monog�ene r�egulierdans ces anneaux et en pr�esenterons les propri�et�es principales qui nous fournissent l'essencede certaines preuves concernant les ensembles triangulaires. La derni�ere section traite ducalcul de pgcd de polynômes lorsque l'anneau de base est un produit de corps. On y pr�esentele principe dynamique de calcul de pgcd qui est utilis�e par nos algorithmes du chapitre 5.Le chapitre 4 �etudie les propri�et�es des ensembles triangulaires. Il prolonge le travail men�een collaboration avec M. Moreno Maza et D. Lazard dans [ALM99] en faisant apparâ�treplusieurs r�esultats nouveaux. Nous pr�esentons dans le th�eor�eme 4.1.4 un nouveau r�esultatde structure sur l'id�eal satur�e d'un ensemble triangulaire. On s'int�eresse ensuite �a quelquestypes particuliers d'ensembles triangulaires. Le concept d'ensemble caract�eristique de Ritt etde Wu est examin�e dans la section 4.2. Nous introduisons dans la section 4.3 une d�e�nitionsimple dont nous montrons l'�equivalence avec le concept de châ�ne r�eguli�ere de M. Kalkbre-ner. Puis nous d�egageons la structure de produit de corps associ�ee dans laquelle travaillentles algorithmes du chapitre 5. Une synth�ese des relations entre ces di��erentes th�eories est ex-prim�ee dans le th�eor�eme d'�equivalence de la section 4.6. Finalement, la section 4.7 contribueau rapprochement avec la th�eorie des bases de Gr�obner.Le chapitre 5 pr�esente des algorithmes qui permettent de calculer des d�ecompositionsde vari�et�es alg�ebriques en ensembles triangulaires. �A la base de ce travail se trouvent desalgorithmes propos�es par M. Kalkbrener dans [Kal93]. Nous en construisons d'autres quipermettent de d�ecomposer une vari�et�e avec des sp�eci�cations plus fortes. Nous avons im-plant�e ces algorithmes en axiom. Les calculs de pgcd modulo un ensemble triangulaireinterviennent de fa�con intensive pour de telles d�ecompositions comme dans la m�ethode ded�ecomposition triangulaire de D. Lazard [Laz91a] [Mor97]. Nous sommes pass�es pour plusd'e�cacit�e de l'algorithme de type euclidien pr�esent�e par M. Kalkbrener �a un algorithmebas�e sur la m�ethode des sous-r�esultants, puis nous avons adapt�e plus r�ecemment les am�e-liorations apport�ees par L. Ducos �a cet algorithme des sous-r�esultants [Duc96] [Duc97] pourles utiliser avec nos ensembles triangulaires.La deuxi�eme partie de cette th�ese est uniquement compos�ee du chapitre 6 qui peut se lirede fa�con ind�ependante. Elle traite de la th�eorie de Galois alg�ebrique constructive et n�ecessite



5donc l'introduction de la terminologie n�ecessaire pour travailler dans ce domaine. La lecturede cette partie n'est pas n�ecessaire pour la compr�ehension du reste du document car sonobjet principal n'est pas la r�esolution de syst�emes polynomiaux. On y retrouvera n�eanmoinscertains liens avec ce probl�eme. Ce chapitre reprend l'article [AV98] (en anglais) r�ealis�e encollaboration avec A. Valibouze (LIP6) et pr�esent�e �a la conf�erence internationale MEGA'98.Nos r�esultats passent par une nouvelle approche qui d�eveloppe des liens avec l'alg�ebre com-mutative, qui se limitaient jusqu'�a maintenant aux notions d'id�eal des relations et d'id�eal desrelations sym�etriques. Nous y pr�ecisons la structure d'id�eaux plus g�en�eraux qui interviennenten th�eorie de Galois et proposons de nouveaux algorithmes qui permettent de calculer demani�ere alg�ebrique les r�esolvantes relatives ainsi que la base de Gr�obner lexicographique d'untel id�eal, qui a pour particularit�e d'être aussi un ensemble triangulaire.La derni�ere partie du document commence avec le chapitre 7, r�edig�e en anglais, quipr�esente un travail de comparaison exp�erimentale de quatre m�ethodes de d�ecompositionde syst�emes polynomiaux �a l'aide d'ensembles triangulaires que nous avons r�ealis�e avec M.Moreno Maza [AM99]. Ces quatres m�ethodes ont �et�e implant�ees dans le langage orient�e-objetaxiom, dans un cadre commun pour partager les mêmes routines de base et permettre unecomparaison signi�cative. Le travail de conception men�e �a cette occasion est illustr�e dansla �gure 7.1 p. 115, qui pr�esente les cat�egories et les domaines implant�es correspondant auxpropri�et�es des di��erentes m�ethodes �etudi�ees. La complexit�e des algorithmes de d�ecompositiontriangulaires n'est pas encore connue et les consid�erations de complexit�e ne sont de toutesfa�cons pas su�santes pour le d�eveloppement du calcul formel. Il est par cons�equent importantd'�evaluer pratiquement les possibilit�es des algorithmes au niveau pratique pour des exemples-tests connus. Mais il faut aussi les �evaluer avec des exemples provenant de la physique, del'analyse num�erique, du traitement du signal, . . . .Le chapitre 8 illustre en�n l'int�erêt de nos implantations avec quelques applications. Nosnouveaux algorithmes permettent de r�esoudre de fa�con performante des probl�emes de th�eoriede Galois alg�ebrique constructive. D'autre part, les m�ethodes de d�ecomposition triangulairecompl�etent les bases de Gr�obner dans des probl�emes de compression d'images. En�n, nosimplantations peuvent être utilis�ees e�cacement pour r�esoudre certains syst�emes provenantdu probl�eme des n-corps en m�ecanique c�eleste.On trouvera �a la �n de la th�ese deux annexes et un index. La premi�ere annexe est compo-s�ee de rappels d'alg�ebre commutative qui sont utiles pour la compr�ehension de r�esultats duchapitre 4. La seconde rappelle quelques �el�ements de base sur la notion de base de Gr�obner.
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9Chapitre 1Vari�et�es et syst�emes alg�ebriquesR�esum�eNous rappelons dans ce court chapitre quelques notions et propri�et�es a��erentes aux va-ri�et�es alg�ebriques. Nous pr�ecisons ensuite ce qu'on peut entendre par r�esoudre un syst�emed'�equations polynomiales. On peut en e�et distinguer la r�esolution au sens g�eom�etrique, o�ul'on ne s'int�eresse qu'�a l'ensemble des solutions du syst�eme, de la r�esolution au sens alg�e-brique o�u l'on d�esire conserver la stucture alg�ebrique de l'id�eal engendr�e par les polynômesdu syst�eme. Les m�ethodes de r�esolution bas�ees sur les ensembles triangulaires de polynômes(d�e�nis dans le chapitre 2) se limitent �a l'aspect g�eom�etrique du probl�eme.



10 Chapitre 1. Vari�et�es et syst�emes alg�ebriques1.1 Vari�et�es alg�ebriquesDans tout l'ouvrage, on consid�ere un corps commutatif k et une extension K du corps k.Soit n un entier strictement positif et x1 < : : : < xn des variables, ordonn�ees alg�ebriquementind�ependantes sur k. On note [1; n] l'ensembles des entiers compris entre 1 et n. Pour touti 2 [1; n] on pose Pi = k[x1; : : : ; xi]. Par convention P0 d�esigne le corps k.On d�esignera par A un anneau commutatif unitaire. Pour une partie E de A on d�esignepar hEiA l'id�eal engendr�e par E dans A. Pour E = fa1; : : : ; ang on note ha1; : : : ; aniA.Lorsqu'aucune confusion n'est �a craindre on �ecrit simplement hEi. Si E est vide, on posepar convention h;i = f0g. Un id�eal I de A est dit propre s'il est distinct de A. Dans tout ledocument le radical d'un id�eal I est not�e pI.Soit F un sous-ensemble de Pn. On appelle z�ero de F tout �el�ement z de Kn tel quef(z) = 0 pour tout f 2 F . On note alors VK(F ) l'ensemble des z�eros de F . Pour unpolynôme p de Pn et une partie V de Kn, on dira que p s'annule sur V si p(z) = 0 pour toutz 2 V .D�e�nition 1.1.1 Une partie V de Kn est une k-vari�et�e s'il existe une partie F de Pn telque V = VK(F ). Dans la suite, si aucune confusion n'est �a craindre on dira simplementvari�et�e pour une k-vari�et�e et on notera V(F ) au lieu de VK(F ).Remarque 1.1.2 Il est clair que tout z�ero de F � Pn est un z�ero de l'id�eal engendr�e parF dans Pn et vice-versa, d'o�u l'�egalit�e suivante :VK(F ) = VK(hF i) :D�e�nition 1.1.3 Soit V une k-vari�et�e de Kn. On appelle id�eal associ�e �a V sur k l'id�eal dePn compos�e des polynômes qui s'annulent sur V . On le note Idk(V ) ou Id(V ) si aucuneconfusion n'est �a craindre.Rappelons quelques propri�et�es classiques.Proposition 1.1.4 Soit I et J deux id�eaux de Pn. Soit V et W deux sous-ensembles deKn. On a alors les propri�et�es suivantes:(i) I � Idk(VK(I))(ii) V � VK(Idk(V ))(iii) I � J ) V(J) � V(I)(iv) V � W ) Idk(W ) � Idk(V )(v) V(I) [ V(J) = V(I \ J) = V(I : J)(vi) V(I) \ V(J) = V(I + J)(vii) Idk(V \W ) = Idk(V ) + Idk(W )



1.2. R�esolution de syst�emes alg�ebriques 11(viii) Idk(V [W ) = Idk(V ) \ Idk(W ) :Preuve. Les quatre premiers points se d�eduisent clairement des d�e�nitions. V�eri�ons (v).Les inclusions I : J � I \ J � I ; Jentrâ�nent V(I) [ V(J) � V(I TJ) � V(I : J) :R�eciproquement, soit � un �el�ement de Kn tel que � 62 V(I) [ V(J). Il existe p 2 I tel quep(�) 6= 0 et q 2 J tel que q(�) 6= 0. Par cons�equent l'�el�ement pq de IJ ne s'annule pas sur �.Les �egalit�es suivantes s'obtiennent facilement de mani�ere similaire. 2Proposition 1.1.5 Si V et W sont deux k-vari�et�es de Kn alors(i) VK(Idk(V )) = V ;(ii) V � W () Idk(W ) � Idk(V ) :Preuve. Il existe F � Pn tel que V = VK(hF i). On a clairement hF i � Idk(V ) d'o�uVK(Idk(V )) � V par le point (iii) de la proposition 1.1.4. De plus, cette même proposi-tion a�rme l'inclusion r�eciproque. Pour (ii), l'implication directe est encore donn�ee dans laproposition 1.1.4. La r�eciproque r�esulte de (i) apr�es passage aux vari�et�es associ�ees. 2Ci-dessous, nous pr�esentons rapidement la notion de clôture de Zariski pour des partiesde Kn. Elle apparâ�tra dans le th�eor�eme 2.2.21 qui pr�ecise la relation entre deux notionsassoci�ees aux ensembles triangulaires. Mentionnons que la notion de clôture intervient natu-rellement pour la projection de vari�et�es alg�ebriques et l'�etude des id�eaux d'�elimination. Onpourra voir �a ce sujet le chapitre 3 de [CLO92].D�e�nition 1.1.6 Soit W une partie de Kn. La clôture de Zariski de W sur k, not�ee W , estla plus petite k-vari�et�e qui contient W .Proposition 1.1.7 Soit W une partie de Kn. On a W = VK(Idk(W )).Preuve. Soit V une vari�et�e de Kn telle que W � V . On en d�eduit Idk(V ) � Idk(W )puis VK(Idk(W )) � VK(Idk(V )). On a ainsi VK(Idk(W )) � V d'apr�es la proposition 1.1.5.L'assertion en r�esulte imm�ediatement. 21.2 R�esolution de syst�emes alg�ebriquesOn constate avec l'�egalit�e (i) de la proposition 1.1.5 que la connaissance de l'id�eal associ�e�a une vari�et�e permet de retrouver celle-ci. Par contre, il n'est pas possible de reconstruire unid�eal seulement �a partir de la donn�ee de sa vari�et�e associ�ee. En e�et, prenons par exemplel'id�eal I = hx21; x32i dans P2. Il est clair que sa vari�et�e associ�e est V = f (0; 0) g : Malheu-reusement, la seule connaissance de cette vari�et�e n'est pas su�sante pour en d�eduire I. Onpeut ais�ement v�eri�er que Idk(V ) = hx1; x2i, qui contient I comme le pr�ecise le point (i) de



12 Chapitre 1. Vari�et�es et syst�emes alg�ebriquesla proposition 1.1.4, mais l'inclusion est stricte. Ce ph�enom�ene provient du fait qu'il existeune multitude d'id�eaux dont V est la vari�et�e, comme on le voit simplement avec les id�eauxdu type hxl1; xm2 i. Cependant, le th�eor�eme classique des z�eros de Hilbert (Nullstellensatz)ci-dessous pr�ecise le lien entre un id�eal I de Pn et l'id�eal des polynômes qui s'annulent surles z�eros de I dans le cas o�u l'extension K est alg�ebriquement close. On pourra consulter lasection 16.5 de [vdW91] pour la preuve.Th�eor�eme 1.2.1 (Nullstellensatz fort) Soit k un corps et K une extension alg�ebrique-ment close de k. Si I est un id�eal de Pn alorsIdk(VK(I)) = pI :Le Nullstellensatz permet, pour K alg�ebriquement clos, d'�etablir une bijection entrel'ensemble des k-vari�et�es de Kn et l'ensemble des id�eaux radicaux de Pn avec les op�erationsId et V. Nous supposerons d�esormais que K est alg�ebriquement clos, la situation classiqueconsistant �a prendre pour K le corps des complexes et k = Q. Un syst�eme alg�ebrique est ladonn�ee d'un ensemble �ni F de polynômes de Pn.Soit I l'id�eal de Pn engendr�e par F . Math�ematiquement, ((r�esoudre)) le syst�eme F c'estd�eterminer la vari�et�e V = VK(F ) = VK(I). Cela peut être entendu de plusieurs mani�eres.D'un point de vue num�erique, pour K = C on cherchera �a trouver un ensemble de n-uplets (a1; : : : ; an) de Kn qui fournissent des valeurs approch�ees des coordonn�ees des pointsde V . On peut aussi adopter une approche formelle pour d�ecrire exactement la vari�et�e V ;c'est dans ce cadre que nous nous pla�cons. En utilisant la correspondance entre vari�et�es etid�eaux, il s'agit alors de d�eterminer un ou plusieurs ensembles de polynômes qui d�ecrivent leradical de I de fa�con plus satisfaisante que F lui-même. Ce qu'on entend par ((satisfaisant))d�epend �etroitement de l'usage qu'on veut faire de la solution. On e�ectue ainsi une r�esolutiong�eom�etrique du probl�eme.Mais nous avons vu plus haut qu'en passant de l'id�eal I �a sa vari�et�e,autrement dit �a son radical, on perdait de l'information. On peut donc choisir de conserverl'information maximale tout au long du calcul pour obtenir en �n de compte une descriptionde l'id�eal I lui-même. C'est ce que nous appellerons une r�esolution alg�ebrique.Une forme bien connue de r�esolution alg�ebrique est bas�ee sur l'utilisation de bases deGr�obner. La notion de base de Gr�obner et ses principales propri�et�es sont rappel�ees dansl'annexe B (le lecteur pourra consulter [BW93] ou [CLO92] pour plus de d�etails �a ce sujet).Cette r�esolution consiste �a calculer une base de Gr�obner de l'id�eal I. Lorsque le syst�eme aun nombre �ni de solutions, on peut ainsi obtenir pour l'ordre lexicographique un syst�emeG de g�en�erateurs de I sous la forme :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>: g1(x1)g2;1(x1; x2): : :g2;r2(x1; x2): : :gn;1(x1; : : : ; xn): : :gn;rn(x1; : : : ; xn) :



1.2. R�esolution de syst�emes alg�ebriques 13�A partir du syst�eme G on peut r�epondre �a certaines questions qui n'�etaient en g�en�eralpas accessibles directement avec le syst�eme de d�epart. Il est possible, par exemple, de direalgorithmiquement si un polynôme p donn�e appartient ou non �a l'id�eal I en calculant laforme normale de p par rapport �a G.Les d�eveloppements e�ectu�es �a partir de l'algorithme de Buchberger [Buc65] ont permisdes implantations de plus en plus e�caces de cette m�ethode (gb [Fau94], magma [CP97],...)bien que la complexit�e de cet algorithme soit doublement exponentielle en le nombre de va-riables [Huy86]. R�ecemment, la nouvelle g�en�eration d'algorithmes pr�esent�ee par J.C. Faug�ere[Fau97] o�re encore des progr�es consid�erables.N�eanmoins la lecture de la g�eom�etrie du syst�eme sur une base de Gr�obner n'est pasforc�ement facile. Pour y rem�edier, on peut utiliser comme alternative, ou en compl�ement,une m�ethode de r�esolution g�eom�etrique qui repr�esente l'ensemble des z�eros du syst�eme �al'aide de syst�emes triangulaires de polynômes. Dans ce cadre, une solution du syst�eme estalors constitu�ee d'une famille �nie de syst�emes triangulaires Tj qui, dans le cas o�u le nombrede z�eros est �ni, s'�ecrivent sous la forme8>>>>>><>>>>>>: g1(x1)g2(x1; x2)g3(x1; x2; x3): : :gn(x1; : : : ; xn) :L'expression des z�eros de F en fonction des Tj peut être variable selon les algorithmesemploy�es. Toujours dans le cas d'un nombre �ni de z�eros, avec de bonnes m�ethodes, onaura VK(F ) = [j VK(Tj) et des polynômes gi dont l'image dans (Pi�1=hg1; : : : ; gi�1i)[xi]est unitaire. On peut alors d�eduire ais�ement avec un tel r�esultat les solutions num�eriques.Attention, si le syst�eme de d�epart admet une in�nit�e de z�eros alors certains des gi ci-dessuspeuvent être absents. De plus, l'expression de VK(F ) en fonction des Tj ne correspond pasobligatoirement �a celle donn�ee ci-dessus (voir les sections 5.4 et 5.5), mais n�ecessite desnotions qui sont introduites plus loin.Lorsque le syst�eme F est de dimension z�ero, une autre fa�con de r�esoudre au sens al-g�ebrique consiste �a calculer une Repr�esentation Univari�ee Rationnelle (RUR) du syst�eme[Rou98]. Une implantation e�cace de F. Rouillier [Rou96] permet de calculer une telle repr�e-sentation �a partir d'une base de Gr�obner de I pour un ordre quelconque. Cette repr�esentationa pour int�erêt de conserver les multiplicit�es des z�eros du syst�eme F et d'être particuli�erementadapt�ee �a la recherche des z�eros r�eels du syst�eme. La RUR est aussi un ensemble triangulairemais comporte une variable suppl�ementaire t, et s'�ecrit sous la forme8>>>>>>>><>>>>>>>>: p(t)g1(t; x1)g2(t; x2)g3(t; x3): : :gn(t; xn)o�u les gi sont lin�eaires en xi. Pour obtenir une d�ecomposition en plusieurs RUR, il faudraitencore factoriser le polynôme p(t), dont le degr�e est celui de l'id�eal I et peut donc être



14 Chapitre 1. Vari�et�es et syst�emes alg�ebriques�elev�e. Si on ne cherche pas �a conserver les multiplicit�es, le calcul de RUR et les m�ethodesde d�ecomposition triangulaire que nous pr�esentons dans ce document peuvent alors êtrecompl�ementaires. En e�et, le calcul de RUR est plus facile �a partir d'une d�ecompositiontriangulaire qu'�a partir d'une base de Gr�obner de I car le degr�e des vari�et�es associ�ees auxensembles triangulaires obtenus est plus petit que celui de l'id�eal de d�epart. On obtient decette fa�con plusieurs RUR qui ont l'avantage d'être plus compactes qu'une RUR calcul�ee�a partir d'une base de Gr�obner de I. Ce ph�enom�ene est particuli�erement visible sur desexemples qui se scindent en beaucoup de composantes (comme les cyclic-n [Bj�o85]).



15Chapitre 2Les structures de baseR�esum�eCe chapitre pr�esente les structures de donn�ees que nous utilisons dans nos algorithmes.Nous introduisons les notions li�ees �a la repr�esentation r�ecursive des polynômes que nousutilisons. Dans les m�ethodes de d�ecomposition triangulaire de syst�emes de polynômes dek[x1; : : : ; xn], les polynômes sont consid�er�es commedes polynômes �a une variable sur l'anneauk[x1; : : : ; xn�1]. La terminologie associ�ee �a cette vision r�ecursive est pr�ecis�ee dans la premi�eresection. Nous y examinons aussi quelques propri�et�es de la pseudo-division. Cette op�erationest en e�et �a la base de nos algorithmes.La section 2 pr�esente la notion d'ensemble triangulaire de polynômes et la terminologieassoci�ee dont nous aurons besoin dans tout le document. Les di��erentes notions de r�eductionpar un ensemble triangulaire sont rappel�ees. Grâce �a la propri�et�e que nous �etablissons dansle lemme 2.2.11, la proposition 2.2.13 relie la r�eduction par un ensemble triangulaire avec leconcept de monôme de tête, bien connu dans la th�eorie des bases de Gr�obner, et permet demontrer les r�esultats de la section 4.7 concernant les ensembles triangulaires extraits d'unebase de Gr�obner . On introduit ensuite le concept fondamental de satur�e d'un ensembletriangulaire dont le th�eor�eme 2.2.21 pr�ecise la relation avec la notion de z�eros r�eguliers.



16 Chapitre 2. Les structures de base2.1 PolynômesNous pr�ecisons dans cette section les d�e�nitions et notations qui concernent les polynômes�a plusieurs variables que nous manipulerons ensuite. La vision naturelle des polynômes asso-ci�ee aux m�ethodes que nous pr�esenterons plus loin est une vision r�ecursive. Sommairement,un polynôme p sera consid�er�e comme un polynôme univari�e en la variable la plus grandequi apparâ�t dans p. C'est une repr�esentation tout-�a-fait di��erente de celle utilis�ee dans lath�eorie des bases de Gr�obner o�u l'on consid�ere un polynôme comme une somme de monômes.Certaines notions similaires dans cette derni�ere th�eorie et dans celle bas�ee sur les ensemblestriangulaires pourraient prêter �a confusion quand on utilise les deux th�eories simultan�ement.Pour cette raison nous utilisons une terminologie sp�eci�que introduite dans [ALM99]. Cetteterminologie n'est pas non plus compl�etement nouvelle puisque le concept important d'initiald�e�ni ci-dessous est standard en alg�ebre di��erentielle.2.1.1 D�e�nitions et notationsPour un polynôme p de Pn on d�esignera le degr�e de p en la variable xi par deg(p; xi).D�e�nition 2.1.1 Soit p un polynôme de Pn tel que p 62 k. La variable principale de p, qu'ond�esigne par mvar(p), est la plus grande des variables x1; : : : ; xn qui apparâ�t dans p.D�e�nition 2.1.2 Soit p un polynôme non constant de Pn tel que mvar(p) = xi. Posonsp = cxdi + r o�u d est le degr�e de p en xi, et c le coe�cient de tête de p en xi. On d�e�nit lesnotions suivantes :{ le degr�e d est appel�e degr�e principal de p. Il est not�e mdeg(p).{ le coe�cient c 2 Pn�1 est appel�e initial de p et not�e init(p).{ le polynôme r est appel�e queue de p, qu'on note tail(p).{ le terme cxdi est appel�e tête de p, d�esign�e par head(p).Exemple 2.1.3 Soit n = 4. Si p = (x2x3+x32)x4�2x1 alors on a mvar(p) = x4, mdeg(p) = 1,init(p) = x2x3 + x32 et tail(p) = �2x1.L'ordre partiel sur les polynômes de Pn que nous d�e�nissons ci-dessous est introduit dans[Rit66].D�e�nition 2.1.4 Soit p; q 2 Pn. On dit que p est plus petit que q pour l'ordre de Ritt eton �ecrit p �r q si l'une des conditions suivantes est satisfaite :(i) p 2 k et q 62 k,(ii) p; q 62 k et mvar(p) < mvar(q),(iii) p; q 62 k et mvar(p) = mvar(q) et mdeg(p) < mdeg(q).



2.1. Polynômes 17On dit que p est plus grand que q pour l'ordre de Ritt et on �ecrit p �r q si q �r p. Lespolynômes p et q sont �equivalents pour l'ordre de Ritt si on a ni p �r q, ni p�r q. On �ecritalors p �r q.Remarque 2.1.5 Soit p 2 Pn tel que p 62 k. On a alorsinit(p) �r p et tail(p) �r p :De plus, il est clair que toute suite de Pn de premier �el�ement p qui est d�ecroissante pourl'ordre de Ritt est �nie.2.1.2 R�eduction et normalisationLa notion de r�eduction est importante pour la terminaison de certains algorithmes ded�ecomposition triangulaire. Celle de normalisation apparâ�t dans [Laz91a]; c'est une notioncruciale de la m�ethode de d�ecomposition en ensembles triangulaires propos�ee dans ce dernierarticle. Les d�e�nitions donn�ees ici induisent de fa�con naturelle les notions de r�eduction et denormalisation pour les ensembles triangulaires qui seront donn�ees plus loin.D�e�nition 2.1.6 Soit p; q 2 Pn tels que q 62 k. On dit que p est r�eduit par rapport �a q eton �ecrit red?(p; q) si l'une des conditions suivantes est satisfaite :(i) p�r q,(ii) p 62 k et mvar(p) > mvar(q) et red?(init(p); q) et red?(tail(p); q).La r�eduction, qu'on appelle aussi quelquefois r�eduction forte, se caract�erise de fa�consimple.Proposition 2.1.7 Pour des polynômes p et q de Pn tels que q 62 k, les assertions suivantessont �equivalentes :(i) red?(p; q),(ii) deg(p;mvar(q)) < mdeg(q).Preuve. L'�equivalence est triviale pour les �el�ements de k qui sont les �el�ements minimauxdans Pn pour l'ordre de Ritt. La remarque 2.1.5 permet d'obtenir le r�esultat par une induc-tion sur p. 2Pr�ecisons maintenant de fa�con similaire une notion plus faible de r�eduction, dite au sensdes initiaux it�er�es. Une caract�erisation simple en termes de degr�es est donn�ee ensuite dansla proposition 2.1.10.D�e�nition 2.1.8 Soit p; q 2 Pn tels que q 62 k. On dit que p est initialement r�eduit parrapport �a q et on �ecrit iRed?(p; q) si l'une des conditions suivantes est satisfaite :(i) p�r q,



18 Chapitre 2. Les structures de base(ii) p 62 k et mvar(p) > mvar(q) et iRed?(init(p); q).La d�e�nition suivante permet de caract�eriser la r�eduction au sens des initiaux it�er�es etd'introduire le concept de normalisation.D�e�nition 2.1.9 Soit p un polynôme de Pn. L'ensemble des initiaux it�er�es de p est lapartie de Pn not�ee iter(p) d�e�nie comme suit : si p 2 k alors iter(p) = ;, sinon iter(p) =fpg [ iter(init(p)).Il est clair que pour une variable v donn�ee, il existe au plus un �el�ement de iter(p) quiadmet v pour variable principale. Par exemple, l'ensemble des initiaux it�er�es du polynômep = (x2x3 + x32)x4 � 2x1 est donn�e par iter(p) = fx2; x2x3 + x32; pg.Le r�esultat suivant se d�emontre de la même fa�con que la proposition 2.1.7 .Proposition 2.1.10 Pour des polynômes p et q de Pn tels que q 62 k, les assertions suivantessont �equivalentes :(i) iRed?(p; q) ;(ii) 8h 2 iter(p) n k; mvar(h) = mvar(q) ) mdeg(h) < mdeg(q) :D�e�nition 2.1.11 Soit p; q 2 Pn tels que q 62 k. On note v = mvar(q). On dit que p estnormalis�e par rapport �a q si aucun polynôme de l'ensemble iter(p) n'admet v comme variableprincipale.Remarque 2.1.12 Si p est normalis�e par rapport �a q alors p est initialement r�eduit parrapport �a q.Exemple 2.1.13 Soit p = (x2x3 + x32)x4 � 2x1 d�ej�a donn�e ci-dessus. Le polynôme p estnormalis�e (mais non r�eduit) par rapport au polynôme x1 puisqu'aucun �el�ement de iter(p)n'a pour variable principale x1. Si q = x1x22 � 3 alors p n'est pas normalis�e par rapport �a qpuisque le polynôme x2 est un �el�ement de iter(p) dont la variable principale est la même quecelle de q. Il est clair que p n'est pas r�eduit par rapport �a q. Cependant p est initialementr�eduit par rapport �a q car mdeg(x2) < mdeg(q). En�n avec q = x23 � 2x1x2x3 + 3x1 on peutconstater que p peut être r�eduit par rapport �a q sans être normalis�e.Notation 2.1.14 Soit F une partie de Pn et i un entier de [1; n]. On noteF�xi = F \Pi�1 et F+xi = ff 2 F j mvar(f) > xig :2.1.3 Propri�et�es de la pseudo-divisionNotation 2.1.15 Soit A un anneau commutatif unitaire. Soient p; f 2 A[X] avec p 6= 0. Onnotera lc(p) le coe�cient du monôme de plus haut degr�e de p et deg(p) ce degr�e. On d�esignepar prem(p; f) et pquo(p; f) le pseudo-reste et le pseudo-quotient de p par f . Rappelons queces polynômes sont d�e�nis par :(i) � = max(0; deg(p) � deg(f) + 1) ,



2.1. Polynômes 19(ii) lc(f)� p = pquo(p; f) p + prem(p; f) ,(iii) prem(p; f) 6= 0 =) deg(prem(p; f);X) < deg(f) :Donnons d'abord quelques propri�et�es imm�ediates de la pseudo-division.Proposition 2.1.16 Soit A un anneau int�egre et c un �el�ement non nul de A. Soit p 2 A[X]et f 2 A[X] nA. On note h l'initial de f et � = max(deg(p;X)� deg(f;X) + 1; 0). Si r estle pseudo-reste de p par f , alors on a :(i) prem(cp; f) = c r ;(ii) prem(p; cf) = c� r :Preuve. Il existe un unique polynôme q tel que h�p = qf+ r:On a alors h�(cp) = (cq)f+cr :Si r 6= 0 alors cr 6= 0 et deg(cr;X) < deg(f;X). Si r est nul alors cr aussi. Dans les deuxcas, le r�esultat (i) d�ecoule donc de l'unicit�e du pseudo-reste.On montre (ii) maintenant. Si � = 0 alors prem(p; f) = p et l'�egalit�e est �evidente. Si � > 0alors on a h� c� p = c��1 q (cf) + c� r : Puisque hc est l'initial de cf et deg(c�r;X) < deg(f;X)dans le cas o�u r est non nul, l'unicit�e du pseudo-reste assure encore ici le r�esultat. 2Nous verrons que les notions de r�eduction pour les ensembles triangulaires sont li�ees �aune situation o�u le polynôme p de la proposition 2.1.16 a une variable principale plus grandeque celle de f . On s'int�eresse ci-dessous au propri�et�es particuli�eres �a ce cas de �gure.Proposition 2.1.17 Soit i et j deux entiers de [1; n] tels que i < j. On consid�ere deuxpolynômes f et p de Pn tels que mvar(f) = xi et mvar(p) = xj. On pose h = init(f) etp = Pdk=0 pkxkj , o�u d = mdeg(p). Pour tout entier k on pose �k = deg(p; xi) � deg(pk; xi).Alors si deg(p; xi) � deg(f; xi) on aprem(p; f) = dXk=0 h�k prem(pk; f) xkj :Preuve. Soit r le pseudo-reste de p par f et � = deg(p; xi) � deg(f; xi) + 1. De même�k = deg(pk; xi)� deg(f; xi) + 1. Il existe un polynôme q tel queh�p = qf + r : (2.1)Notons pk (resp. qk; rk) le coe�cient de p (resp. q; r) de degr�e k en xj. La variable xjn'apparaissant ni dans f ni dans h, on obtienth�pk = qkf + rk : (2.2)Par cons�equent on a h�k(h�kpk) = qkf + rk : (2.3)Puisque deg(rk; xi) < deg(r; xi) < mdeg(f), on en conclut rk = prem(h�kpk; f). Comme xin'est pas une variable de h, il su�t ensuite d'appliquer la proposition 2.1.16 pour obtenirrk = h�kprem(pk; f). 2



20 Chapitre 2. Les structures de baseLe corollaire ci-dessous est une cons�equence imm�ediate de la proposition 2.1.17.Corollaire 2.1.18 Avec les hypoth�eses de la proposition 2.1.17, on a{ prem(p; f) = 0 () (8k 2 [0; d]) prem(pk; f) = 0 :{ deg(prem(p; f);mvar(p)) = mdeg(p) () prem(pd; f) 6= 0 ;2.2 Ensembles triangulaires2.2.1 D�e�nitions et notationsDans cette section nous donnons les d�e�nitions les plus g�en�erales concernant les ensemblestriangulaires. La notion de r�eduction est rappel�ee. Celle-ci est primordiale dans certainsalgorithmes utilisant les ensembles triangulaires. La terminaison des algorithmes de Ritt[Rit66] et de Wu [Wu87] est bas�ee sur la notion d'ensemble triangulaire r�eduit (qu'on trouvesous les termes anglais de ((chain)) dans [Rit66] et de ((ascending set)) dans [Wu87]). D'autresnotions plus faibles de r�eduction sont utiles pour am�eliorer l'e�cacit�e de la m�ethode de Wu.Nous pr�ecisons en particulier celle d'ensemble triangulaire initialement r�eduit qui apparâ�tdans les relations entre bases de Gr�obner et ensembles triangulaires �etudi�ees dans la partie4.7.D�e�nition 2.2.1 Une partie T de Pn est appel�e un ensemble triangulaire si aucun �el�ementde T n'appartient au corps de base k et si pour tout couple d'�el�ements distincts (p; q) de Ton a mvar(p) 6= mvar(q).Une variable v 2 fx1; : : : ; xng est dite alg�ebrique par rapport �a T s'il existe un polynômep de T tel que v = mvar(p). Dans le cas contraire v est dite transcendante par rapport �a T .L'ensemble des variables qui sont alg�ebriques par rapport �a T est not�e algVar(T ). Si T n'estpas vide, on note mvar(T ) le plus grand �el�ement de algVar(T ).Exemple 2.2.2 Soit n � 4. Le sous-ensemble fx31x2 + 1; x1x22 � 1g de Pn n'est pas unensemble triangulaire. Par contre T1 = fx1x22 � 3; x23 � 2x1x2x3 + 3x1; (x2x3 + x32)x4 � 2x1gest un ensemble triangulaire, et algVar(T1) = fx2; x3; x4g .Remarque 2.2.3 Si p est un polynôme de Pn alors iter(p), l'ensemble des initiaux it�er�es dep (voir d�e�nition 2.1.9), est un ensemble triangulaire.Notation 2.2.4 Soit T un ensemble triangulaire de Pn et i un entier de f1; : : : ; ng. Si xiest une variable alg�ebrique par rapport �a T alors on note Txi l'unique polynôme de T devariable principale xi. Rappelons aussi queT�xi = T \ Pi�1 et T+xi = ft 2 T j mvar(t) > xig :



2.2. Ensembles triangulaires 21La terminologie associ�ee au concept de r�eduction avec les ensembles triangulaires provientnaturellement de celle introduite dans la section 2.1 concernant la r�eduction entre deuxpolynômes.D�e�nition 2.2.5 Soit p 2 Pn et T un ensemble triangulaire de Pn. On dit que p est r�eduit(resp. initialement r�eduit, resp. normalis�e) par rapport �a T si p est r�eduit (resp. initialementr�eduit, resp. normalis�e) par rapport �a chaque �el�ement de T . On �ecrit alors respectivementred?(p; T ), iRed?(p; T ) et normalized?(p; T ).Un ensemble triangulaire de Pn est dit r�eduit (resp. initialement r�eduit, resp. norma-lis�e) si pour chaque t 2 T tel que v = mvar(p), on a red?(t; T�v ) (resp. iRed?(t; T�v ), resp.normalized?(t; T�v )).Exemple 2.2.6 Soit n � 4. L'ensemble triangulaire T1 (exemple 2.2.2) de Pn est unensemble triangulaire initialement r�eduit, mais il n'est ni r�eduit, ni normalis�e (consulterl'exemple 2.1.13). L'ensemble triangulaire T2 = fx1x22 � 3; x3 � 2x1x2; (x2x3 + x32)x4 � 2x1gn'est pas initialement r�eduit puisque le degr�e en x3 de l'initial du troisi�eme polynôme n'estpas strictement inf�erieur au degr�e principal du deuxi�eme polynôme x3 � 2x1x2. L'ensembleT3 = fx1x22 � 3; x3 � 2x1x2; 3(x2 + 2x1)x4 � 2x1g est r�eduit mais pas normalis�e. En�nT4 = fx1x22�3; x3�2x1x2; (12x31+9)x4+2x21x2�4x31g est un ensemble triangulaire normalis�e.La d�e�nition d'un ensemble triangulaire r�eduit donn�ee ci-dessus correspond �a celle de[Rit66] et [Wu87]. Cependant la notion d'ensemble triangulaire initialement r�eduit est plusfaible que celle d'ensemble triangulaire r�eduit en tête que Wu appelle ((ascending set in theweak sense)) (voir p. 6 de [Wu87]). Un ensemble triangulaire T est r�eduit en tête si l'initialde tout �el�ement t de T est r�eduit par rapport �a T . Pour être initialement r�eduit, il su�t quepour chaque polynôme p 2 iter(t) n ftg tel qu'il existe t0 2 T avec mvar(p) = mvar(t0) on aitred?(p; t0). Wu avait remarqu�e que ses calculs �etaient souvent plus rapides lorsqu'il n'utilisaitaucune notion de r�eduction. Mais la terminaison de son algorithme n'�etait alors plus assur�ee.La notion de r�eduction par rapport aux initiaux it�er�es permet d'assurer la terminaison del'algorithme de Wu tout en pouvant b�en�e�cier d'une plus grande e�cacit�e qu'avec les notionsde r�eduction plus fortes utilis�ees par Wu.Passons maintenant �a la notion de pseudo-reste par rapport �a un ensemble triangulaire.�Etant donn�e un ensemble triangulaire T et un polynôme p de Pn, on peut construire parpseudo-divisions successives un polynôme r r�eduit par rapport �a T comme il est pr�ecis�e ci-dessous. En vue de l'�etude des ensembles caract�eristiques dans la section 4.2, on d�e�nit alorsl'ensemble des polynômes p qui se r�eduisent ainsi �a 0 (notation 2.2.8).Notation 2.2.7 Soit p; q 2 Pn avec q 62 k. Dans toute la suite, on d�esigne par prem(p; q) etpquo(p; q) respectivement le pseudo-reste et le pseudo-quotient de p par q, consid�er�es commedes polynômes en la variable mvar(q). Soit T � Pn un ensemble triangulaire. Si T = ;on d�e�nit prem(p; T ) = p sinon prem(p; T ) = prem(prem(p; Tv); T�v ) o�u v est la plus grandevariable de algVar(T ). Par exemple, avecT4 = fx1(x1 � 1); x1x2 � 1get p = x22 + x1x2 + x21 ;



22 Chapitre 2. Les structures de baseon a prem(p; T ) = prem(prem(p; Tx2); Tx1) = prem(x41+ x21 + 1; Tx1) = 2 x1 + 1 :Notation 2.2.8 Soit T un ensemble triangulaire de Pn. On d�esigne par red 7!0(T ) le sous-ensemble de Pn d�e�ni par :red7!0(T ) = fp 2 Pn j prem(p; T ) = 0gRemarque 2.2.9 L'ensemble red7!0(T ) n'est pas n�ecessairement un id�eal de Pn. En e�et,consid�erons l'ensemble triangulaire T4 = fx21 � x1; x1x2 � 1g donn�e dans la notation 2.2.7.On pose p = �(x21 � x1)x2 + x1 � 1 et q = (x21 � x1)x2. On v�eri�e imm�ediatement queprem(p; T ) = prem(q; T ) = 0. On a pourtant p+ q = x1�1 donc (p+ q) 62 red7!0(T ). De plus,puisque p+ q 2 hT i, on constate que red7!0(T ) ne contient pas toujours l'id�eal engendr�e parT . La propri�et�e suivante apparâ�t dans [Wu84] sous le nom de remainder formula.Proposition 2.2.10 Soit p 2 Pn et T = ft1; : : : ; tmg un ensemble triangulaire non vide dePn. On note ck l'initial de tk. Alors on a red?(prem(p; T ); T ). De plus il existe des entiersnaturels e1; : : : ; em et des polynômes q1; : : : ; qm de Pn tels quece11 � � � cemm p = q1t1 + � � �+ qmtm + prem(p; T ) :Preuve. Ce r�esultat est facilement obtenu par r�ecurrence sur m en utilisant la proposi-tion 2.1.7. 2Les propri�et�es suivantes seront principalement exploit�ees dans les sections 4.2 et 4.7.Lemme 2.2.11 Soit T un ensemble triangulaire de Pn et p un polynôme non nul de Pn. Siprem(p; T ) = 0 alors il existe un polynôme c 2 iter(p) de variable principale v tel que(i) v 2 algVar(T ),(ii) mdeg(c) � mdeg(Tv),(iii) prem(c; T ) = 0.Preuve. Il est clair que p 62 k donc iter(p) est non vide. On raisonne par r�ecurrence sur lenombre d'�el�ements de iter(p). Supposons que iter(p) = fpg et posons v = mvar(p). Remar-quons d'abord que prem(init(p); T�v ) 6= 0 (2.4)puisque init(p) est une constante non nulle. Si v �etait transcendante on aurait prem(p; T�v ) =prem(p; T ) = 0 donc prem(init(p); T�v ) = 0 selon le corollaire 2.1.18, ce qui contredit l'�ega-lit�e (2.4). On en d�eduit que v 2 algVar(T ). Si on avait maintenant mdeg(p) < mdeg(Tv) il en



2.2. Ensembles triangulaires 23r�esulterait que prem(p; T�v ) = prem(p; T ) = 0 comme dans le cas pr�ec�edent, et on aboutiraitencore �a une contradiction. Finalement, il su�t de prendre c = p. Supposons maintenantque iter(p) 6= fpg et posons h = init(p). Si p ne v�eri�e pas les conditions voulues alors on amvar(p) transcendante par rapport �a T ou bien mvar(p) alg�ebrique et mdeg(p) < mdeg(Tv). Ilen r�esulte dans les deux cas que prem(p; T�v ) = prem(p; T ) = 0 et le corollaire 2.1.18 entrâ�nealors prem(init(p); T�v ) = 0. Puisqu'ainsi prem(init(p); T ) = 0, on conclut avec l'hypoth�ese der�ecurrence. 2Remarque 2.2.12 Soit p un polynôme non constant de Pn et h1�rh2�r : : :�rhs = p l'en-semble des �el�ements de iter(p). Notons leur variable principale respectivement xi1 < xi2 : : : <xis et dj = mdeg(hj). On a alors lm(p) = Y1�j�s xdjij :A partir du lemme 2.2.11 on d�eduit alors clairement la proposition suivante qui estprimordiale pour l'�etude des liens entre bases de Gr�obner et ensembles caract�eristiques dansla section 4.7.Proposition 2.2.13 Soit T un ensemble triangulaire de Pn et p un polynôme non nul dePn. Si prem(p; T ) = 0 alors lm(p) n'est pas r�eduit par rapport �a T .La notion d'ensemble triangulaire standard pr�ecis�ee ci-dessous est plus faible que celled'ensemble triangulaire initialement r�eduit. Elle est utilis�ee dans certains algorithmes ded�ecomposition triangulaire [CG90] [Wan93b]. Tout en restant assez g�en�erale, elle est ad�equatepour �etablir certains r�esultats de la section 4.2 et intervient ainsi dans le th�eor�eme 4.6.1 quipermet d'uni�er des notions provenant de di��erentes th�eories.D�e�nition 2.2.14 Un ensemble triangulaire T de Pn est dit standard s'il n'est pas vide etsi pour toute variable v de algVar(T ) on a prem(init(Tv); T�v ) 6= 0. Le terme anglais originalcorrespondant est �ne triangular set.Proposition 2.2.15 Tout ensemble triangulaire non vide initialement r�eduit est standard.Preuve. C'est une cons�equence du lemme 2.2.11. 22.2.2 Satur�e et z�eros r�eguliersDans les m�ethodes de r�esolution de syst�emes d'�equations alg�ebriques qui travaillent avecdes ensembles triangulaires, ce n'est pas g�en�eralement la k-vari�et�e associ�ee �a un ensembletriangulaire T que l'on prendra en compte. Dans des m�ethodes telles que celles de Wu [Wu87],Wang [Wan93b], Lazard et Moreno Maza [Laz91a] [Mor97], on consid�ere l'ensemble des z�erosr�eguliers de T (d�e�nition 2.2.20).D'autre part, nous verrons plus loin que les sp�eci�cations de la m�ethode de Kalkbre-ner [Kal93] et des extensions que nous en obtenons, font intervenir la notion d'id�eal satur�ede T (d�e�nition 2.2.16). Le concept d'id�eal satur�e d'un ensemble triangulaire apparâ�t sous



24 Chapitre 2. Les structures de baseun autre nom dans [CG90]. Cependant, le concept plus g�en�eral d'id�eal satur�e par rapport �aun sous-ensemble multiplicativement clos d'un anneau est standard en alg�ebre commutative(voir [Bou61a], p. 90).Cette section pr�ecise les notions pr�ec�edentes qui nous permettront d'�etudier les propri�et�esdes ensembles triangulaires de polynômes.D�e�nition 2.2.16 Soit T � Pn un ensemble triangulaire non vide et h le produit des ini-tiaux des polynômes de T . On appelle id�eal satur�e de T , ou plus simplement satur�e de T ,l'id�eal de Pn, not�e sat(T ) et d�e�ni par :sat(T ) = fp 2 Pn j (9n 2 N) hnp 2 hT ig :Lorsque T = ; on pose sat(T ) = f0g.Notation 2.2.17 Pour i 2 f0; : : : ; ng, si T est un ensemble triangulaire inclus dans Pi, ond�esigne par sati(T ) l'id�eal satur�e de T dans Pi.La propri�et�e suivante s'obtient de fa�con triviale avec la proposition 2.2.10.Proposition 2.2.18 Pour tout ensemble triangulaire T � Pn on a la relation suivante :red7!0(T ) � sat(T ) :Remarque 2.2.19 L'inclusion ci-dessus peut ne pas correspondre �a une �egalit�e. Il su�t dereprendre l'exemple donn�e dans la remarque 2.2.9, o�u red7!0(T ) ne contient pas hT i et n'estmême pas un id�eal.D�e�nition 2.2.20 Soit T � Pn un ensemble triangulaire non vide et h le produit des ini-tiaux des polynômes de T . On appelle z�ero r�egulier de T tout z�ero de T sur lequel h nes'annule pas. L'ensemble des z�eros r�eguliers de T est d�esign�e par W(T ) :W(T ) = V(T ) nV(h) :Th�eor�eme 2.2.21 Pour un ensemble triangulaire T de Pn non vide, on a :W(T ) = V(sat(T ))Preuve. C'est une application de la proposition A.1.16 puisque par d�e�nition V(sat(T )) =V(hT i : h1), o�u h est le produit des initiaux des �el�ements de T . 2D�e�nition 2.2.22 Un ensemble triangulaire T est dit consistant si W(T ) 6= ;, autrementdit si sat(T ) 6= Pn ou encore h 62 qhT i.Exemple 2.2.23 L'ensemble triangulaire T = fx22�x21; (x1+x2)x3� 2x21; (x3�x1)x4+x1gn'est pas consistant. On v�eri�e e�ectivement que l'ensemble des z�eros de T est param�etr�epar V = f(0; 0; 0; t); t 2 Kg [ f(0; 0; t; 0); t 2 K; t0 2 Kg :Tout z�ero de T est donc z�ero d'un initial de T .



2.2. Ensembles triangulaires 25On peut se demander pourquoi s'int�eresser �a l'id�eal satur�e de T plutôt qu'�a l'id�eal engen-dr�e par T lui-même. En fait, le satur�e de T pr�esente des propri�et�es intrins�eques que n'a pasl'id�eal hT i. Les exemples suivants illustrent comment peut se manifester cette insu�sance.Le lecteur pourra aussi consulter les exemples 4.3.7 et 4.3.9 donn�es plus loin.Exemple 2.2.24 Int�eressons-nous �a l'exploitation num�erique des z�eros d'un ensemble tri-angulaire. Avec une telle structure, il semble naturel de vouloir d�eterminer successivementles valeurs possibles de x1, puis x2 etc... en substituant �a chaque �etape dans un polynômede variable principale xi les variables x1; : : : ; xi�1 d�ej�a �etudi�ees. Prenons T = fx21 � x1; x3�x2; x2x4�x1g et voyons les di�cult�es qui peuvent survenir lorsqu'on essaie d'obtenir les z�erosde T . On d�etermine les z�eros du premier polynôme, puis la valeur de x2 peut être quelconque.Ensuite x3 doit être �egal �a x2. Mais lors de l'�etude du polynôme de variable principale x4, onest amen�e �a consid�erer la possibilit�e x1 = 0 et x2 = 0, ce qui montre que l'on ne se trouve pasdans le cadre d'une r�esolution par substitution successive. On remarque facilement que lefait de prendre en compte les z�eros r�eguliers permet d'�eviter cet �ecueil. On a d�ej�a mentionn�equ'on pouvait toutefois aboutir �a un ensemble de z�eros r�eguliers vide.Exemple 2.2.25 Nous verrons dans la section 4.1 que le satur�e de T est �equidimensionnelet que la dimension de sat(T ) = n � s o�u s est le nombre d'�el�ements de T . On n'a rien detout �ca pour l'id�eal hT i. En e�et, soit T = fx21�x1; x1x3�x2; x1x4�x2g. L'ensemble V desz�eros de T peut être param�etr�e comme suit :V = f(1; t; t; t); t 2 Kg [ f(0; 0; t; t0); t 2 K; t0 2 Kg :On constate donc que la dimension de V , c'est-�a-dire la dimension de hT i, est 2, avec unecomposante de dimension 1 et une autre de dimension 2. Le passage au satur�e permetd'�eliminer la seconde composante pour obtenir �nalement un id�eal de dimension 1.



26 Chapitre 2. Les structures de base



27Chapitre 3Anneaux de polynômesR�esum�eNous avons d�ej�a pr�ecis�e que la r�esolution de syst�emes polynomiaux �a l'aide d'ensemblestriangulaires faisait intervenir naturellement une vision r�ecursive des polynômes. Nous trai-tons g�en�eralement les polynômes de Pn comme des polynômes en une variable sur Pn�1.De plus, nous consid�erons souvent plutôt que ces polynômes eux-mêmes, leur image dans unanneau de polynômes en une variable sur un anneau total de fractions d�e�ni par un ensembletriangulaire. C'est en e�et cette image qui importe dans les algorithmes de la section 5.Ce chapitre commence par la pr�esentation de quelques propri�et�es des extensions d'id�eauxd'un anneau A dans A[X]. Certaines sont classiques mais d'autres correspondent plutôt �a desexercices d'alg�ebre commutative. N'ayant pas trouv�e ces derniers r�esultats dans la litt�eratureclassique, nous en donnons leur preuve car ils sont n�ecessaires pour �etablir la plupart despropri�et�es relatives aux ensembles triangulaires.La seconde section introduit la notion nouvelle d'id�eal quasi-monog�ene, qui correspondaux id�eaux J de A[X] engendr�es par un id�eal I de A et un polynôme f 2 A[X] nA. Nous end�egageons les propri�et�es principales, plus particuli�erement lorsque cet id�eal est r�egulier, c'est-�a-dire quand l'initial du polynôme f n'est pas diviseur de z�ero modulo I. Nous montrons quenotre notion d'id�eal quasi-monog�ene r�egulier se comporte bien pour le passage aux id�eauxd'�elimination (proposition 3.2.5) et mettons en �evidence qu'on peut dans ce cas caract�eriserl'id�eal satur�e de J par l'initial de f en termes de pseudo-reste (propositions 3.2.9 et 3.2.10).Les propri�et�es �etudi�ees dans ces deux premi�eres sections sont fondamentales puisqu'ellesrecouvrent les deux cas de �gure qu'on rencontre en travaillant r�ecursivement avec les châ�nesr�eguli�eres ou ensembles triangulaires r�eguliers (d�e�nitions 4.3.3 et 4.4.5). Le travail que nousavons r�ealis�e sur les concepts de ces deux premi�eres sections a fourni le moteur inductif der�esultats apparus dans [AM97] puis publi�es dans [ALM99], qui sont pr�esent�es ici dans leth�eor�eme 4.3.11 sous une forme plus large et dans le th�eor�eme 4.4.11.Nous nous int�eressons �nalement dans la troisi�eme section au cas o�u A est un produit decorps. �A partir de la d�e�nition la plus g�en�erale possible d'un pgcd, on dispose sur de tellesstructures de propri�et�es presque similaires �a celles observ�ees dans le cas d'un corps. Cettepartie permet de comprendre le principe de gestion dynamique de scindages des algorithmesggcd de [Kal93] et [Kal95] et subResGcd du chapitre 5, qui sont �a la base de m�ethodes ded�ecomposition triangulaire que nous avons implant�ees. L'isomorphisme que nous �etablirons



28 Chapitre 3. Anneaux de polynômesdans le th�eor�eme 4.4.14 montre que ces algorithmes calculent un pgcd sur un produit de corpset fournit une validation math�ematique �a l'algorithme ggcd de M. Kalkbrener. Il montre aussila base commune avec les autres algorithmes de gestion dynamique de scindages pr�esent�esdans [MR95] et [Mor97], ce qui n'avait rien d'�evident jusqu'alors.



3.1. Id�eaux de A[X] engendr�es par un id�eal de A 293.1 Id�eaux de A[X] engendr�es par un id�eal de ASoit A un anneau commutatif unitaire. On examine les relations entre les id�eaux de A etleur extension dans l'anneau de polynômes A[X] par l'homomorphisme injectif canonique.Pour un id�eal I de A, nous d�esignerons dans tout le document par I[X] l'extension Ie de Idans A[X]. Dans le cas particulier d'un anneau de polynômes en une variable les propri�et�esdes extensions rappel�ees dans la proposition A.1.4 se renforcent. Ensuite, la proposition 3.1.4permet de caract�eriser les ensembles compos�es respectivement des �el�ements inversibles, desnilpotents et des diviseurs de z�ero de A[X]. Les propri�et�es de la proposition 3.1.5 sont despropri�et�es de base pour l'�etude des ensembles triangulaires et seront couramment utilis�eesdans l'ouvrage.Notation 3.1.1 Dans toute la suite, on d�esigne par Un(A) l'ensemble des unit�es de A etpar Div(A) l'ensemble des �el�ements de A qui sont diviseurs de z�ero. Le nilradical de A,c'est-�a-dire l'id�eal des �el�ements nilpotents de A, est not�e Nil(A).Proposition 3.1.2 Soit I un id�eal de A. Soit p 2 A[x] tel que p =Pdi=0 cixi. Alorsp 2 I[X] () 8i 2 f1; : : : ; dg; ci 2 I:Preuve. Supposons que p 2 I[X]. Il existe a1; : : : ; am 2 I et p1; : : : ; pm 2 A[x] tels quep = Pmj=1 ajpj . On ordonne alors p suivant ses puissances croissantes et on constate quechaque coe�cient ci est une somme de aj, donc un �el�ement de I. L'implication r�eciproqueest triviale. 2Proposition 3.1.3 Soit I, I1 et I2 des id�eaux de l'anneau A. On a :(i) I[X] \A = I(ii) (I1 \ I2)[X] = I1[X] \ I2[X]:Preuve. Montrons (i). Tout d'abord, il est clair que I � I[X] \ A. R�eciproquement, sip 2 I[X] \ A alors la proposition 3.1.2 entrâ�ne imm�ediatement que p 2 I.Passons �a (ii). Puisque (I1\ I2) � I1 on a (I1 \ I2)[X] � I1[X] et de la même fa�con (I1 \I2)[X] � I2[X], ce qui prouve l'inclusion directe. Consid�erons maintenant p 2 I1[X]\ I2[X].On pose p = Pdi=0 ciX i. L'application de la proposition 3.1.2 �a I1 (resp. I2) entrâ�ne queci 2 I1 (resp. ci 2 I2) pour tout 1 � i � d. On en d�eduit imm�ediaement que p 2 (I1\ I2)[X]donc I1[X] \ I2[X] � (I1 \ I2)[X]. 2Proposition 3.1.4 On note B l'anneau de polynômes A[X]. Soit f = Pn0aiX i un polynômede B avec ai 2 A et an 6= 0. Alors on a :(i) (f 2 Un(B)) () ((a0 2 Un(A)) et (a1; : : : ; an 2 Nil(A))) ;(ii) (f 2 Nil(B)) () (a0; : : : ; an 2 Nil(A)) ;(iii) (f 2 Div(B)) () (9a 2 A j (a 6= 0) et (af = 0)) :



30 Chapitre 3. Anneaux de polynômesPreuve. V�eri�ons (i). Cette propri�et�e est imm�ediate si n = 0. Supposons maintenant n > 0et v�eri�ons tout d'abord l'implication directe. On suppose donc qu'il existe g 2 A[X] tel quefg = 1. On pose g = Pm0 bjXj . Quitte �a introduire des bj nuls, on peut supposer : m � n.On a alors : 8>>>>>>><>>>>>>>: anbm = 0anbm�1 + an�1bm = 0anbm�2 + an�1bm�1 + an�2bm = 0...anb0 + � � �+ a0bn = 0En multipliant la seconde �equation par an on tire des deux premi�eres �equations a2nbm�1 = 0.Puis, en multipliant la troisi�eme �equation par a2n on obtient a3nbm�2 = 0. Par r�ecurrence, ilvient am+1n b0 = 0. Or on a a0b0 = 1. Par suite am+1n = 0 et donc an 2 Nil(A). �A l'aide dela proposition A.2.28 on en d�eduit que f � anXn = Pn�10 aiX i est une unit�e. On montreainsi que tous les ai pour 1 � i � n sont nilpotents. En�n, a0 est une unit�e puisque l'on aa0b0 = 1. La r�eciproque est imm�ediate �a l'aide de la proposition A.2.28.V�eri�ons (ii). Si f est nilpotent, alors 1+Xf est une unit�e, d'apr�es la proposition A.2.28.Par suite, avec (i), on en tire a0; : : : ; an nilpotents. La r�eciproque s'obtient en �elevant f �aune puissance assez grande.V�eri�ons (iii). Supposons tout d'abord qu'il existe g non nul dans A[X] tel que fg = 0.On choisit g de degr�e minimal avec cette propri�et�e. On pose g =Pm0 bjXj avec bm 6= 0. Soitr 2 N tel que 0 � r � n. On a :(Xnr aiX i) g = �(Xr�10 aiX i) gdont le degr�e est inf�erieur ou �egal �a r � 1 +m. Posons h = (PnraiX i�r) g. Supposons que hne soit pas nul. Alors, son degr�e est inf�erieur strictement �a celui de g. Or on a :(Xnr aiX i�r) g f = 0C'est-�a-dire : hf = 0Comme g est de degr�e minimal avec le fait d'appartenir �a 0 : hfi, le polynôme h doit êtrenul. On a donc : (Xnr aiX i�r) g = 0Pour r = n on en d�eduit : ang = 0. Puis, pour avec r = n� 1, . . . , r = 0, il vient :an�1g = an�2g = � � � = a0g = 0Par suite, tous les produits aibj sont nuls. On en d�eduit la conclusion. La r�eciproque estimm�ediate. 2Proposition 3.1.5 Soit I un id�eal de l'anneau A et h un �el�ement de A. Les propri�et�esci-dessous sont alors v�eri��ees :(i) A[X]=(I[X]) ' (A=I)[X] ;



3.1. Id�eaux de A[X] engendr�es par un id�eal de A 31(ii) I premier () I[X] premier,(iii) qI[X] = pI[X] ;(iv) I primaire () I[X] primaire,(v) (I : h1)[X] = (I[X]) : h1 :Preuve. La propri�et�e (i) est classique. Elle s'obtient en consid�erant l'homomorphisme sur-jectif d'anneaux � de A[X] dans (A=I)[X] d�e�ni de la mani�ere suivante :{ �(X) = X ;{ 8a 2 A; �(a) = aI :En utilisant la proposition 3.1.2, on v�eri�e que � a pour noyau I[X] ce qui prouve (i).On utilise l'isomorphisme � pour �etablir les �equivalences suivantes : I premier () A=Iint�egre () (A=I)[X] int�egre () A[X]=(I[X]) int�egre () I[X] premier.Soit p 2 A[X]. En utilisant l'isomorphisme � on a : p 2 qI[X] () p est nilpotent dansA[X]=I[X] () p est nilpotent dans (A=I)[X]. Il r�esulte du point (ii) de la proposition3.1.4 que p 2 qI[X] si et seulement si chaque coe�cient de p appartient �a pI, ce qui prouvela relation (iii).V�eri�ons (iv). Montrons tout d'abord que si I est primaire dans A alors I[X] est primairedans A[X]. Il su�t d'�etablir que tout diviseur de z�ero dans (A=I)[X] est nilpotent. Soitp = Pdi=0 ciX i 2 A[X] dont la classe r�esiduelle dans (A=I)[X] est un diviseur de z�ero. Alors,d'apr�es le point (iii) de la proposition 3.1.4 il existe a 2 A tel queaI 6= 0 et ap 2 I[X] :Comme I est primaire, on en d�eduit que chaque coe�cient ci de f a une puissance dans I.Ainsi, chaque ciI est un nilpotent dans A=I et par cons�equent p est nilpotent dans (A=I)[X](voir proposition 3.1.4). R�eciproquement, supposons que I[X] soit primaire dans A[X] etv�eri�ons que I est primaire dans A. Soit a et b dans A avec ab 2 I et b 62 I. Nous avonsaussi : ab 2 I[X] et b 62 I[X]. L'id�eal I[X] �etant primaire, on obtient am 2 I[X] pour unentier m. On a ainsi am 2 I[X] \A, et par cons�equent am 2 I d'apr�es la proposition 3.1.3.Passons �nalement �a (v). Soit a un �el�ement de I : h1. Il est clair que a 2 I[X] : h1. Parcons�equent l'id�eal engendr�e par I : h1 dans A[X] est contenu dans I[X] : h1, ce qui montrel'inclusion directe. R�eciproquement, si p = Pdi=1 cixi 2 I[X] : h1 alors il existe un entier mtel que hmci 2 I pour tout i 2 [1; d]. On a donc ci 2 I : h1 pour tout i, d'o�u p 2 (I : h1)[X].2 Pour �nir on rappelle le r�esultat bien connu ci-dessous (voir [Kap74], th�eor�eme 149) quipr�ecise la hauteur d'un id�eal premier (d�e�nition A.3.1) dans A[X] selon que celui-ci est uneextension ou non d'un id�eal premier de A.Proposition 3.1.6 Soit P un id�eal premier dans un anneau noeth�erien A. Soit P 0 un id�ealpremier dans l'anneau de polynômes A[X] tel que P 0 \A = P. Alors{ P 0 = P[X]) ht(P 0) = ht(P) ;{ P 0 6= P[X]) ht(P 0) = ht(P) + 1 :



32 Chapitre 3. Anneaux de polynômes3.2 Id�eaux de A[X] quasi-monog�enesOn introduit dans cette section des outils g�en�eraux qui s'appliquent directement par in-duction pour les ensembles triangulaires de polynômes. Avec la notion nouvelle d'id�eal quasi-monog�ene r�egulier nous d�egageons les propri�et�es fondamentales pour l'�etude des ensemblestriangulaires r�eguliers et des châ�nes r�eguli�eres pr�esent�ee dans le chapitre 4. Les r�esultats decette section conjugu�es aux propri�et�es de la section pr�ec�edente, permettent e�ectivement detraiter les deux cas distingu�es par la construction inductive d'ensembles triangulaires dansplusieurs des preuves des r�esultats importants du chapitre 4. Dans toute la section A est unanneau noeth�erien. On notera le degr�e d'un polynôme p de A[X] par deg(p). Par abus denotation, l'image d'un polynôme p 2 A[X] dans (A=I)[X] par l'homomorphisme canoniquesera d�esign�ee par pI .D�e�nition 3.2.1 Soit A un anneau noeth�erien. On appelle id�eal quasi-monog�ene de l'an-neau polynomial A[X] tout id�eal J de A[X] qui peut s'�ecrireJ = hI [ ffgiA[X ]o�u I est un id�eal de A et f 2 A[X] nA. On notera alors J = (I; f).Nous �etudions plus particuli�erement dans cette section les propri�et�es de certains id�eauxquasi-monog�enes. Il nous faut d'abord renforcer la d�e�nition 3.2.1 pour obtenir des propri�et�esint�eressantes. On cherche par exemple �a avoir J \A = I. Cette �egalit�e n'est �evidemment pasv�eri��ee dans le cas g�en�eral comme le montre le contre-exemple simple ci-dessous.Exemple 3.2.2 Soit A = Q[Y ] et f = Y X + 1. Soit I l'id�eal de A engendr�e par Y 2 + Y .L'inclusion I � J \ A est stricte puisque le polynôme Y + 1 = (Y + 1)f �X(Y 2 + Y ) estun �el�ement de J \ A, mais qu'il n'appartient pas �a I. Remarquons de plus que si on prendpour I l'id�eal engendr�e par Y 2 alors on a même J \A = A.D�e�nition 3.2.3 Soit A un anneau noeth�erien et J = (I; f) un id�eal quasi-monog�ene deA[X]. On dit que J est r�egulier si pour tout id�eal premier P de A associ�e �a I, on a init(f) 62 P.D'apr�es la proposition A.1.23 il est �equivalent de dire : l'id�eal quasi-monog�ene (I; f) estr�egulier si init(f) n'est pas diviseur de z�ero dans l'anneau quotient A=I.Remarque 3.2.4 Soit A un anneau noeth�erien et J = (I; f) un id�eal quasi-monog�ene deA[X]. Pour tout id�eal premier P associ�e �a I, il est clair que le degr�e de f modulo P est �egalau degr�e de f . Il en est de même pour le degr�e de f modulo I.Proposition 3.2.5 Soit A un anneau noeth�erien. Pour tout id�eal quasi-monog�ene r�egulierJ = (I; f) de A[X] on a I = J \A.Preuve. L'inclusion directe �etant triviale, il su�t de montrer que (I; f) \ A � I. Soitp 2 J \ A. Il existe donc r 2 I[X] et q 2 A[X] tels que p = r + qf : Puisque rI = 0, on enconclut que pI = qI f I :



3.2. Id�eaux de A[X] quasi-monog�enes 33Par hypoth�ese l'initial de f n'est pas diviseur de z�ero modulo I. Si on suppose qI 6= 0, ona par cons�equent deg(pI) = deg(qI) + deg(f I). Puisque deg(f I) > 0 (remarque 3.2.4) onobtient deg(pI) > 0, ce qui contredit le fait que p est dans l'anneau A. On a donc qI = 0 etpar suite pI = 0. 2Corollaire 3.2.6 Soit A un anneau noeth�erien et J = (I; f) un id�eal quasi-monog�ene r�egu-lier de A[X]. On pose h = init(f). Alors on a I = (J : h1) \A.Preuve. Il su�t de montrer (J : h1) \ A � I. Soit a 2 J : h1 \ A. Il existe un entier mtel que hma est dans J . Puisque h 2 A la proposition 3.2.5 entrâ�ne hma 2 I. Le r�esultatd�ecoule alors du corollaire A.1.21. 2En utilisant la relation pJ c = pJ c (proposition A.1.4), on obtient imm�ediatement les�egalit�es suivantes.Corollaire 3.2.7 Sous les hypoth�eses du corollaire 3.2.6, on a :{ pJ \A = pI,{ q(J : h1) \A = pI.Lemme 3.2.8 Soit A un anneau noeth�erien et J = (I; f) un id�eal quasi-monog�ene r�egulierde A[X]. On pose h = init(f). Soit r un polynôme non nul de A[X] tel que deg(r) < deg(f).Soit r 2 J : h1 non nul tel que deg(r) < deg(f). Alorsr 2 J : h1 ) r 2 I[X] :Preuve. Par hypoth�ese, il existe un entier � et un polynôme q tels que h�r� qf appartient�a l'id�eal engendr�e par I dans A[X]. On a donch�I rI = qI f I : (3.1)Si q �etait non nul modulo I on aurait deg(qI f I) � deg(f). La relation (3.1) serait alors encontradiction avec l'hypoth�ese deg(r) < deg(f). On a donc qI = 0 et h�IrI = 0. Comme Jest r�egulier, on sait que hI n'est pas un diviseur de z�ero. Par cons�equent rI = 0, ce qu'ilfallait prouver. 2Proposition 3.2.9 Soit A un anneau noeth�erien et J = (I; f) un id�eal quasi-monog�ener�egulier de A[X]. Les a�rmations suivantes sont �equivalentes :(i) p 2 J : init(f)1 ;(ii) prem(p; f) 2 I[X] :Preuve. Montrons d'abord que (i) implique (ii). Puisque f 2 J : init(f)1, l'hypoth�ese (i)entrâ�ne prem(p; f) 2 (I+hfi) : init(f)1. Le lemme 3.2.8 s'applique alors avec r = prem(p; f)et on obtient (ii). Prouvons maintenant l'implication r�eciproque. Il existe un entier � � 0 etq 2 A[X] tels que h�p = qf + prem(p; f). Il r�esulte de l'hypoth�ese (ii) que prem(p; f) 2 J .Comme on a �evidemment f 2 J on en conclut que p 2 J : h1. 2



34 Chapitre 3. Anneaux de polynômesProposition 3.2.10 Soit A un anneau noeth�erien et J = (I; f) un id�eal quasi-monog�ener�egulier de A[X]. Les a�rmations suivantes sont �equivalentes :(i) p 2 qJ : init(f)1 ;(ii) (9 l � 0) j prem(pl; f) 2 I[X] ;(iii) (9m � 0) j prem(pm; f) 2 qI[X] :Preuve. L'�equivalence (i) , (ii) est une cons�equence imm�ediate de la proposition 3.2.9.L'implication (ii)) (iii) est triviale. Il nous su�t donc de montrer (iii)) (i). Le principeest identique �a celui de la preuve de la proposition 3.2.9 dont nous reprenons les notations.A partir de la relation h�pm = qf + prem(pm; f), on obtient h�pm 2 pJ. Selon la proposi-tion A.1.14 on a pJ : h1 = pJ : h1 donc pm 2 pJ : h1. Il en r�esulte que p 2 pJ : h1.2 La caract�erisation du satur�e �a l'aide de la notion de pseudo-reste dans la proposition3.2.9 entrâ�ne la propri�et�e suivante �a l'aide de laquelle nous pourrons scinder des ensemblestriangulaires.Corollaire 3.2.11 Soit A un anneau noeth�erien et f 2 A[X] nA d'initial h. Soit I1; : : : ; Imdes id�eaux de A et I = \m̀=1I`. On suppose que les id�eaux quasi-monog�enes J = (I; f) et(I`; f) (1 � ` � m) sont r�eguliers. AlorsJ : h1 = m\̀=1 (hI` [ ffgi : h1) :Preuve. Soit p 2 A[x]. Avec les hypoth�eses et �a l'aide la proposition 3.2.9, on a clairementles �equivalences suivantes :p 2 J : h1 () prem(p; f) 2 I[X]() prem(p; f) 2 \m̀=1 I`[X]() (8` 2 [1;m]) p 2 hI` [ ffgi : h1 : 2Proposition 3.2.12 Soit A un anneau noeth�erien et f 2 A[X] n A d'initial h. Soit a un�el�ement non nul de A et I 0 un id�eal de A. On note I l'id�eal I = I 0 : a1. Si l'id�eal quasi-monog�ene (I; f) est r�egulier alorshI [ ffgi : h1 = hI 0 [ ffgi : (ah)1 :Preuve. On pose J = (I; f). Si p 2 J : h1 alors prem(p; f) 2 I[X] d'apr�es la pro-position 3.2.9, ce qui �equivaut �a prem(p; f) 2 I 0[X] : a1 selon la proposition 3.1.5. Parcons�equent il existe un entier m tel que amprem(p; f) 2 I 0, c'est-�a-dire prem(amp; f) 2 I 0puisque a 2 A (proposition 2.1.16). Il existe un entier � et un polynôme q tels que h�amp =qf + prem(amp; f): On a donc h�amp 2 hI 0 [ ffgi, ce qui montre l'inclusion directe.



3.3. Pgcd sur un produit de corps 35R�eciproquement, Soit p 2 hI 0 [ ffgi : (ah)1. Il existe un entier m tel que amp 2hI 0 [ ffgi : h1. Il est clair qu'on a alors amp 2 J : h1. D'apr�es la proposition 3.2.9on a prem(amp; f) 2 I. Puisque a est un �el�ement de A la relation pr�ec�edente �equivaut �aamprem(p; f) 2 I. Il r�esulte des hypoth�eses de d�epart que I = I : a1 donc prem(p; f) 2 I.Une nouvelle application de la proposition 3.2.9 donne p 2 J : h1. On a ainsi hI 0 [ ffgi :(ah)1 � J : h1 et �nalement hI 0 [ ffgi : (ah)1 = J : h1 23.3 Pgcd sur un produit de corpsNous nous int�eressons dans cette section au cas particulier o�u l'anneau A est un produit�ni de corps et examinons comment cette structure alg�ebrique fournit un bon support pourle calcul de pgcd de polynômes. Nous mettons e�ectivement en �evidence plus loin que l'al-gorithme ggcd propos�e dans [Kal93] calcule un pgcd sur un produit de corps. Ce fait, quin'apparâ�t pas du tout dans les travaux de Kalkbrener, explique l'utilisation d'un processus�a la D5 [DDD85] [DD85] dans cet algorithme. Mais ce processus est g�er�e de fa�con dyna-mique; il distingue les cas �a chaque �etape du calcul de pgcd contrairement aux implantationspr�esent�ees dans [Duv87] et [Gom92], qui produisent des r�esultats sous forme de distinctionsde cas, mais celles-ci ne sont e�ectu�ees qu'apr�es des calculs r�ealis�es g�en�eriquement sur lespolynômes �a plusieurs variables. Un principe similaire de gestion dynamique pour le calcul depgcd sur des tours d'extensions simples est explicit�e dans [MR95] pour les tours alg�ebriques,puis dans [Mor97](chap. 2 et 4); mais ces m�ethodes n�ecessitent de travailler constammentdans la structure de produit de corps sous-jacente. Notre travail met donc en lumi�ere desliens forts entre les algorithmes de calcul de pgcd de [MR95] et [Mor97] d'une part, o�u lastructure de produit de corps intervient clairement du fait qu'elle est associ�ee �a un id�ealradical, et l'algorithme ggcd de [Kal93] d'autre part, o�u cette structure de produit de corpsest cach�ee. Nous pr�esenterons dans la section 5.1 un nouvel algorithme pour calculer despgcd modulo un ensemble triangulaire par gestion dynamique de scindage, qui utilise destechniques bas�ees sur les sous-r�esultants.Apr�es l'examen de quelques propri�et�es de la notion de pgcd dans des produits d'anneauxprincipaux, nous exposons de fa�con non formelle le principe de base d'une gestion dynamiquepour le calcul e�cace de pgcd sur un produit de corps.La notion de pgcd peut être d�e�nie de mani�ere tr�es g�en�erale sur un anneau quelconquecomme suit :D�e�nition 3.3.1 Soit a et b deux �el�ements d'un anneau A. On dit que a divise b s'il existec 2 A tel que b = ac. On dit que d 2 A est un pgcd de a et b s'il v�eri�e les deux conditionssuivantes :{ d divise a et d divise b,{ pour tout d0 2 A, si d0 divise a et d0 divise b alors d0 divise d.[BW93](section 1.7) dont nous avons extrait la d�e�nition ci-dessus, limite ensuite l'�etudedu pgcd au cas o�u A est un anneau int�egre, en pr�ecisant que c'est dans ce cadre qu'ellepr�esente principalement un int�erêt. Un anneau de polynômes sur un produit de corps est un



36 Chapitre 3. Anneaux de polynômesproduit d'anneaux principaux et n'est g�en�eralement pas int�egre (sauf si le produit se limite �aun terme). On constatera ci-dessous que l'on dispose n�eanmoins dans un produit d'anneauxprincipaux de la plupart des propri�et�es du pgcd dans un anneau principal.Proposition 3.3.2 Le nilradical d'un produit de corps est r�eduit �a f0g et tout �el�ementr�egulier est inversible.Preuve. Soit a = (a1; : : : ; am) un �el�ement d'un produit de corps A. Une puissance am estnulle si et seulement si chaque amj est nul, ce qui �equivaut �a chaque aj est nul puisque aj est�el�ement d'un corps. Pour la seconde partie de l'a�rmation, dire que a est r�egulier revient �adire qu'aucun des aj n'est nul. Chaque aj est donc inversible et ainsi a est inversible dansA. La r�eciproque est triviale. 2Proposition 3.3.3 Dans un produit d'anneaux A = A1 � : : : � As, les id�eaux sont lesid�eaux I1 � : : : � Is o�u les Ij sont des id�eaux de Aj. Les id�eaux premiers sont du typeA1 � : : : Aj�1 �Pj �Aj+1 : : :�As o�u Pj est un id�eal premier de AjPreuve. Pour j 2 [1; s] on note �j la projection de A sur l'anneau Aj et �j l'�el�ement de Atel que �j(�j) = 1 et �i(�j) = 0 pour tout i 6= j. Si I1; : : : ; Is sont des id�eaux respectifs deA1; : : : ; As, il est imm�ediat que le produit I1� : : :�Is est un id�eal de A. Consid�erons mainte-nant un id�eal I de A et j 2 [1; s]. L'image Ij de I par �j est un id�eal de Aj puisque �j est unmorphisme surjectif. On a ainsi I � I1� : : :�Is. Pour l'inclusion r�eciproque, comme I est ungroupe additif il su�t de v�eri�er que pour tout aj 2 Ij on a aj�j = (0; : : : ; 0; aj; 0; : : : ; 0) 2 I.On sait que pour tout i 6= j il existe bi 2 Ai tel que � = (b1; : : : ; bj�1; aj; bj+1; : : : ; bs) 2 I.Puisque I est un id�eal on a ��j 2 I c'est-�a-dire aj�j 2 I.Supposons maintenant que I est premier. Par d�e�nition I est propre; il existe donc unindice j tel que Ij 6= Aj. Montrons que Ij est premier. Si a et b sont deux �el�ements de Ajtels que ab 2 Ij alors ab�j 2 I donc a�j 2 I ou b�j 2 I, autrement dit a 2 Ij ou b 2 Ij. Ilreste �a prouver que pour tout indice i 6= j on a Ii = Ai. Supposons le contraire et prenonsi = 1 < jpour simpli�er l'�ecriture. Pour a 2 I1 et b 2 Ij on a alors (1; 0; : : : ; 0; b; 0; : : :) 62 Iet (a; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :) 62 I. Le produit de ces deux �el�ements (a; 0; : : : ; 0; b; 0; : : :) est dans I,ce qui contredit l'hypoth�ese que I est premier. 2Proposition 3.3.4 Dans un produit d'anneaux �a id�eaux principaux tous les id�eaux sontprincipaux.Preuve. En utilisant les notations de la proposition 3.3.3, si Ij = haji pour tout j 2 [1; s]alors il est clair que I = hai avec a = (a1; : : : ; as). 2Lemme 3.3.5 Si I = I1� : : :� Is est un id�eal dans un produit �ni d'anneaux A1� : : :�As,on a pI = pI1 � : : :�pIs. En particulier, I est radical si et seulement si les Ij le sont.Preuve. On le montre pour s = 2. Le cas g�en�eral s'en d�eduit ais�ement. Soit a1 2 A1et a2 2 A2. Si (a1; a2) 2 pI alors il existe un entier m tel que (am1 ; am2 ) 2 I1 � I2, donc(a1; a2) 2 pI1 �pI2. R�eciproquement il existe des entiers m et p tels que (am1 ; ap2) 2 I. Enmultipliant par (ap1; am2 ) on a (a1; a2)m+p 2 I donc (a1; a2) 2 pI. 2



3.3. Pgcd sur un produit de corps 37Le lemme suivant est trivial.Lemme 3.3.6 Soit A = A1 � : : : �As un produit d'anneaux. Alors l'anneau A[X] est iso-morphe �a A1[X]� : : :�As[X].L'int�erêt de travailler sur un produit de corps est d'avoir une notion de pgcd dans A[X]similaire �a celle dont on a l'habitude sur un corps. En particulier, tout couple d'�el�ements deA[X] admet un pgcd et on dispose de plus d'une relation de Bezout.Lemme 3.3.7 Soit A un produit d'anneaux int�egres. Soit a et b deux �el�ements de A quiadmettent un pgcd g. Alors un �el�ement g0 de A est un pgcd de a et b si et seulement si g etg0 sont associ�es.Preuve. Si g etg0 sont deux pgcd de a et b alors g divise g0 et g0 divise g. On en d�eduitfacilement qu'il existe u et v tels que g = ug0 = uvg, d'o�u (1 � uv)g = 0. En notant wi lai-�eme composante d'un �el�ement w 2 A on a soit 1 � uivi = 0 et alors u0i = ui est inversibledans Ai, soit gi = 0 et alors g0i = 0; dans ce cas on choisit u0i = 1 et on a g = u0g0 avecu0 inversible, ce qui prouve l'implication directe. La contrapos�ee provient du fait que deux�el�ements associ�es satisfont les mêmes relations de divisiblit�e avec tout �el�ement de A. 2La proposition suivante est une extension d'une propri�et�e bien connue pour les anneauxprincipaux au cas de produits d'anneaux principaux .Proposition 3.3.8 Soit a et b des �el�ements d'un produit d'anneaux principaux A = A1 �: : :�As. Alors a et b admettent un pgcd g 2 A tel que ha; bi = hgi. En particulier, il existes et t dans A tels que g = sa+ tb.Preuve. Pour toute composante Ai de A il existe gi 2 Ai tel que hai; biiAi = hgiiAi . Il su�tde prendre g = (g1; : : : ; gs). 2De plus, si f est un �el�ement de A tel que ha; bi = hfi, on v�eri�e imm�ediatement �a l'aidede la proposition 3.3.7 que f est un pgcd de a et b.Dans ce qui suit, la d�eriv�ee d'un polynôme p 2 A[X] est not�ee p0.Proposition 3.3.9 Soit A = k1� : : :� ks un produit de corps et p un polynôme unitaire deA[X]. Si hp; p0i = A[X] alors l'id�eal engendr�e par p dans A[X] est radical.Preuve. Notons pj l'image de p modulo kj . Puisque p est unitaire le degr�e de pj est �egal audegr�e de p; en particulier pj n'est pas nul. Puisque 1 est un pgcd de p et p0, alors dans chaqueanneau kj [X] le pgcd de pj et p0j est 1. Par cons�equent les polynômes pj sont s�eparables etles id�eaux hpjikj [X ] sont radicaux. Il r�esulte du lemme 3.3.5 que l'id�eal engendr�e par p estradical. 2Supposons que A = k1� : : :�ks soit un produit de corps. Nous avons vu que tout couplede polynômes de A[X] admet un pgcd et que g = (g1; : : : ; gs) 2 k1[X]� : : :� ks[X] est unpgcd de a = (a1; : : : ; as) et b = (b1; ; : : : ; bs) si et seulement si pour tout j la composante gjest un pgcd de aj et bj dans kj[X].



38 Chapitre 3. Anneaux de polynômesSoit (a; b) un couple d'�el�ements de A[X]. Puisqu'on sait calculer un pgcd de aj et bj surchaque corps kj , avec l'algorithme d'Euclide par exemple, on peut donc calculer un pgcdde a et b dans A[X]. Mais il faut e�ectuer s calculs de pgcd, ce qui devient lourd quands grandit. De plus, cela suppose qu'on a la connaissance explicite des di��erents corps. Or,savoir qu'un anneau est un produit de corps n'implique pas qu'on connaisse tous ces corps.Nous serons confront�es �a ce probl�eme majeur plus loin. Bien qu'en ce qui nous concerne lescorps puissent être calcul�es, cela n�ecessite des factorisations sur des extensions de corps; ilest pr�ef�erable d'�eviter ces calculs coûteux.Le principe introduit dans [DDD85] consiste �a calculer sur A comme si c'�etait un corpstout en e�ectuant des scindages de ce produit de corps uniquement lorsqu'un diviseur dez�ero est rencontr�e. En g�en�eral A sera associ�e �a un id�eal de Pn�1 et les polynômes a et bseront repr�esent�es par des polynômes de Pn. Sur le plan pratique, on peut calculer le pgcdde a et b sur Pn�1 par la technique des sous-r�esultants, puis remonter dans la suite dessous-r�esultants calcul�es pour d�eceler de possibles diviseurs de z�ero en sp�ecialisant. Il est pluse�cace de g�erer dynamiquement cette distinction de cas �a chaque �etape du calcul de pgcd.Nous en expliquons le principe ci-dessous sur un calcul de type euclidien pour en faciliter lacompr�ehension.Notons h l'initial du polynôme b. E�ectuons la pseudo-division de a par b dans A[X]. Ilexiste deux polynômes q et r tels que hma = bq + ravec r nul ou de degr�e strictement plus petit que deg(b). De plus, si h n'est pas diviseur dez�ero dans A alors q et r sont uniques (on pourra se r�ef�erer �a [SZ67] p. 30). Dans un produitde corps, cela correspond au cas o�u aucune composante de h n'est nulle; on sait qu'alors hest inversible dans A donc la relation ci-dessus entrâ�ne que a 2 hb; ri. On a encore r 2 ha; bi,d'o�u hb; ri = ha; bi.En r�eit�erant le processus ci-dessus comme on le fait classiquement sur un corps, on obtientun pgcd de a et b. Il su�t donc de savoir g�erer le cas o�u h est diviseur de 0 dans A, c'est-�a-direlorsque l'image de h est nulle dans au moins un corps kj . Sans perte de g�en�eralit�e on peutsupposer que h est nul dans k1; : : : ; kr et h non nul dans kr+1; : : : ; ks avec r 2 [1; s� 1]. Onpose alors B = k1 � : : :� kret B0 = kr+1 � : : :� ks :L'image de h dans B[X] est nulle. On a par cons�equentha; biB[X ] = ha; tail(b)iB[X ] :Par induction on trouve dans B[X] un pgcd gB de a et tail(b) tel queha; biB[X ] = hgBiB[X ] :D'autre part h est inversible dans B 0; on se retrouve donc dans le cas �etudi�e au d�ebut. L�aencore, on pourra d�eterminer gB0 2 B0[X] tel queha; biB0[X ] = hgB0iB0[X ] :



3.3. Pgcd sur un produit de corps 39L'isomorphisme A[X] ' B[X] � B0[X] permet de d�e�nir un polynôme g 2 A[X] d'imagesrespectives gB et gB0 dans B[X] et B0[X]. Il est clair alors queha; biA[X ] = hgiA[X ] :On a ainsi obtenu un pgcd de a et b dans A[X] sans calculer de pgcd sur chaque corps.Remarquons que le processus pr�esent�e ci-dessus permet en fait de calculer des polynômesg1; : : : ; gr et des produits de corps A1; : : : ; Ar tels queA est isomorphe au produit A1�: : :�Aret gi est unitaire sur Ai pour tout i 2 [1; r]. Cette propri�et�e qu'utilisent les algorithmes decalcul de pgcd modulo un ensemble triangulaire permet alors de scinder la r�esolution d'unsyst�eme alg�ebrique en plusieurs branches.



40 Chapitre 3. Anneaux de polynômes



41Chapitre 4Propri�et�es des ensembles triangulairesR�esum�eLes ensembles triangulaires de polynômes apparaissent dans de nombreux articles traitantdes syst�emes d'�equations alg�ebriques. Ritt introduit en 1932 la notion d'ensemble caract�e-ristique pour certains ensembles triangulaires [Rit32] et donne dans [Rit66] un algorithmede d�ecomposition de syst�emes alg�ebriques �a l'aide de calcul d'ensembles caract�eristiques etde factorisation dans des extensions de corps. Plus r�ecemment, l'algorithme pr�esent�e parWu [Wu86] [Wu87] calcule des ensembles caract�eristiques (dans un sens di��erent de celui deRitt) qui n'engendrent pas forc�ement un id�eal premier. Cette approche a �et�e poursuivie etam�elior�ee par de nombreux auteurs principalement dans [CG90], [CG91], [CG92], [GM90],[GM91], [Wan92b], [Wan93a], [Wan95] .Un nouveau type d'ensembles triangulaires, appel�es châ�nes r�eguli�eres, a �et�e introduitd'une part dans [YZ94], et d'autre part dans [Kal93], qui tire parti de propri�et�es des châ�nesr�eguli�eres pour pr�esenter un algorithme de d�ecomposition de vari�et�es alg�ebriques en vari�et�es�equidimensionnelles d�ecrites par des châ�nes r�eguli�eres. La notion d'ensemble triangulairenormalis�e s�eparable est introduite dans [Laz91a], qui propose une m�ethode d�ecomposantl'ensemble des solutions d'un syst�eme alg�ebrique en z�eros r�eguliers de tels ensembles trian-gulaires. Ce travail est prolong�e dans [Mor97] qui pr�esente le concept de tour d'extensionssimples. R�ecemment, [Wan98] donne une g�en�eralisation de la notion de châ�ne r�eguli�ere �ades paires d'ensembles polynomiaux (le premier pour les �equations et le second pour les in-�equations) dont l'union est un ensemble triangulaire. De telles paires sont appel�ees syst�emessimples. Il pr�esente en même temps un algorithme de r�esolution de syst�emes polynomiauxdont les sorties sont des syst�emes simples.Toutes les th�eories mentionn�ees ci-dessus sont assez proches les unes des autres. La situa-tion est plutôt confuse car beaucoup de notions l�eg�erement di��erentes peuvent apparâ�tred'un article �a l'autre sous le même nom (ou au contraire, un nom compl�etement di��erent).Avec M. Moreno Maza [AM97], puis avec D. Lazard et M. Moreno Maza [ALM99], nousavons essay�e de clari�er cette situation, et d'�etablir des liens entre les types d'ensemblestriangulaires utilis�es dans di��erentes approches. Ce chapitre reprend, corrige et prolonge cetravail.Certaines preuves sont ici plus simplement obtenues �a partir du cadre plus g�en�eral duchapitre 3. Ce sont en e�et les propri�et�es du concept d'id�eal quasi-monog�ene r�egulier pr�esent�e



42 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesdans le chapitre 3 qui sont la base inductive du th�eor�eme 4.3.11 et des r�esultats concernantles id�eaux d'�elimination d'une châ�ne r�eguli�ere et de ses id�eaux premiers associ�es (th�eo-r�emes 4.3.4 et 4.3.6).Dans la section 1, nous montrons l'�equidimensionnalit�e du satur�e d'un ensemble trian-gulaire consistant et nous nous int�eressons �a ses id�eaux d'�elimination. Ce nouveau r�esultat,plus pr�ecis que celui de [CG93] nous permet de valider l'�equivalence des notions de châ�ner�eguli�ere et d'ensemble triangulaire r�egulier.La section 2 rappelle ce qui a trait aux ensembles caract�eristiques de Ritt et la fa�condont Wu les utilise.Nous introduisons dans la section 3 la notion d'ensemble r�egulier. Les r�esultats du chapitre3 permettent d'obtenir des propri�et�es fondamentales qui caract�erisent les ensembles r�eguliers.Pr�ecisons que nous avons aussi voulu simpli�er autant que possible les d�e�nitions. Dans cetteoptique, la d�e�nition d'ensemble triangulaire r�egulier (4.3.3) nous parâ�t assez compacte etclaire. La coh�erence avec la d�e�nition plus lourde employ�ee dans [AM97] et [ALM99] estassur�ee par les r�esultats de la section 4.5.La section 4 rappelle d'abord la fa�con dont Kalkbrener d�e�nit les châ�nes r�eguli�eres etleur repr�esentation. Ce fut une de nos premi�eres pr�eoccupations que de pr�eciser ce que re-couvraient exactement ces deux notions. Kalkbrener les d�e�nit simultan�ement d'une fa�coninductive qui pr�esente des inconv�enients. Il est di�cile de comprendre au premier abord lesobjets alg�ebriques sur lesquels op�ereront les algorithmes; les sp�eci�cations de ces dernierssont alors obscures. Or, il faut mâ�triser ces points si on veut obtenir une implantation etune optimisation e�caces. Nous montrons ainsi que la repr�esentation d'une châ�ne r�eguli�erecorrespond au radical de son satur�e (th�eor�eme 4.4.11). Grâce au th�eor�eme d'�equidimension-nalit�e de la section 1, on en d�eduit qu'une châ�ne r�eguli�ere peut être d�e�nie plus simple-ment comme un ensemble triangulaire r�egulier. L'isomorphisme que nous �etablissons dansle th�eor�eme 4.4.14 montre ensuite que la structure alg�ebrique sur laquelle les algorithmes deKalkbrener travaillent implicitement est un produit de corps. Comme nous l'avons expos�edans la section 3.3, tout couple de polynômes sur un produit de corps admet un pgcd. Nousdonnons ainsi une validation math�ematique de l'algorithme ggcd de [Kal93]. Ce r�esultat faitde plus clairement apparâ�tre les similitudes de structures alg�ebriques avec les algorithmesde [Laz91a] et [Mor97] qui travaillent explicitement sur des produits de corps.Dans la section 5 nous associons �a tout ensemble triangulaire une suite d'anneaux de frac-tions. Nous montrons que si l'ensemble est r�egulier alors cette suite est une tour d'extensionssimples au sens de [Mor97]. R�eciproquement, toute tour d'extensions simples peut être asso-ci�ee �a un ensemble triangulaire r�egulier. L'ensemble de cette section nous permet de donnerune version corrig�ee de la preuve du th�eor�eme 5.1 de [ALM99] (voir la proposition 4.5.7).La section 6 pr�esente l'uni�cation de concepts provenant de th�eories di��erentes par l'�equi-valence de plusieurs propri�et�es dans le th�eor�eme 4.6.1. On y trouvera une nouvelle caract�e-risation d'une châ�ne r�eguli�ere qui n'apparaissait pas dans [ALM99].Nous terminons par une �etude des relations entre ensembles triangulaires et bases deGr�obner o�u nous obtenons des r�esultats plus forts que dans [ALM99]. On constate qu'onpeut obtenir facilement �a partir d'une base de Gr�obner lexicographique d'un id�eal au moinsun ensemble caract�eristique de Ritt de cet id�eal. Et dans le cas o�u l'id�eal est premier, il estencore plus facile d'extraire de la base de Gr�obner un ensemble triangulaire r�egulier.



4.1. �Equidimensionnalit�e 434.1 �Equidimensionnalit�eL'objectif de cette section est de montrer que si T est un ensemble triangulaire de Pnalors l'id�eal sat(T ) est fortement �equidimensionnel (voir la d�e�nition A.3.6) lorsqu'il ne cor-respond pas �a l'anneau Pn tout entier. Ce r�esultat est nouveau et plus pr�ecis que celui de[CG93] qui a�rme uniquement que sat(T ) est �equidimensionnel lorsque c'est un id�eal propre.C'est en particulier la cl�e qui est n�ecessaire pour donner une preuve correcte de l'�equivalencedes notions de châ�ne r�eguli�ere (d�e�nition 4.4.5) et d'ensemble triangulaire r�egulier (d�e�ni-tion 4.3.3) qui est a�rm�ee dans [AM97], [Mor97] et [ALM99].L'id�ee est d'utiliser les propri�et�es des suites r�eguli�eres (voir la section A.4) en passantdans un anneau de fractions (voir la section A.2). Dans toute la section on consid�ere unensemble triangulaire T = ff1; : : : ; fsg de Pn. Pour tout j 2 [1; s], on pose hj = init(fj). Ond�esigne par S la partie multiplicative engendr�ee par h1; : : : ; hs, c'est-�a-dire l'ensemble desproduits �nis hm11 : : : hmss . On utilisera les notations usuelles d'extension et de contractionintroduites dans la section A.2 pour les id�eaux de Pn et S�1Pn.Lemme 4.1.1 Avec les hypoth�eses �enonc�ees ci-dessus, on note I l'id�eal engendr�e par T dansPn. Alors Iec = sat(T ).Preuve. Soit I = \si=1Qi une d�ecomposition primaire minimale de I. On note Pi = pQiet h = Qf2T init(f). On sait avec la proposition A.2.22 queIec = \Pi\S=;Qi : (4.1)D'autre part, la proposition A.1.20 donne la relationsat(T ) = \h62PiQi : (4.2)Remarquons que h 2 S. Si S \ Pi = ; on a donc h 62 Pi. Supposons maintenant que h 62 Pi.Pour tout f 2 T on a alors init(f) 62 Pi. Il en r�esulte imm�ediatement, par construction de S,que pour tout s 2 S on a s 62 Pi. Ainsi h 62 Pi si et seulement si S \ Pi = ;, d'o�u l'�egalit�edes d�ecompositions (4.1) et (4.2) ci-dessus. 2Proposition 4.1.2 Avec les hypoth�eses ci-dessus, on note �S(f) l'image dans S�1Pn d'unpolynôme f 2 Pn . Si sat(T ) 6= Pn alors �S(f1); : : : ; �S(fs) est une suite r�eguli�ere de S�1Pn.Preuve. Soit I l'id�eal engendr�e par T dans Pn. Posons A = S�1Pn. Alors l'id�eal engendr�epar les �S(fj) dans A est Ie. Il nous faut d'abord montrer que Ie 6= A. Si ce n'�etait pasle cas, le lemme 4.1.1 entrâ�nerait l'�egalit�e sat(T ) = Iec = Pn, ce qui serait en contradic-tion avec l'hypoth�ese. Il reste �a prouver que pour tout j 2 [1; s], l'image de �S(fj) dansA=h�S(f1); : : : ; �S(fj�1)i n'est pas un diviseur de z�ero. C'est trivial pour j = 1. Suppo-sons j > 1; il su�t de montrer que �S(fj) n'appartient �a aucun id�eal premier associ�e �ah�S(f1); : : : ; �S(fj�1)i. Soit P un id�eal premier associ�e �a hf1; : : : ; fj�1i tel que S \ P = ;.On a ainsi hj = init(fj) 62 P. Notons ij la variable principale de fj ; en remarquant queP = (P \ Pij�1)Pn = (P \ Pij�1)Pn, on en d�eduit fj 62 P. La relation entre les id�eauxpremiers associ�es �a hf1; : : : ; fj�1i et ceux associ�es �a h�S(f1); : : : ; �S(fj�1)i (voir corollaireA.2.24) assure alors le r�esultat. 2



44 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesLa proposition 4.1.3 et le th�eor�eme 4.1.4 ci-dessous �etablissent l'�equidimensionnalit�e puredes satur�es pour des ensembles triangulaires consistants. Nous compl�etons donc le r�esultatde [CG93] qui a�rme que le satur�e d'un ensemble triangulaire T est �equidimensionnel,autrement dit que le radical de T est �equidimensionnel.Proposition 4.1.3 Soit T = ff1; : : : ; fsg un ensemble triangulaire de Pn. Si sat(T ) est unid�eal propre de Pn alors il est purement �equidimensionnel de hauteur s.Preuve. Soit P un id�eal premier associ�e �a sat(T ). Alors Pe est un id�eal premier associ�e�a sat(T )e (voir corollaire A.2.24). En notant I l'id�eal engendr�e par T dans Pn, il r�esulte del'�egalit�e du lemme 4.1.1 que Pe est un id�eal premier associ�e �a Ie = Iece. Or l'id�eal Ie estengendr�e par la suite r�eguli�ere �S(f1); : : : ; �S(fs) de la proposition 4.1.2. En utilisant le faitque Pn est un anneau de Macaulay et que le passage �a un anneau de fractions conserve cettepropri�et�e (proposition A.4.11), le th�eor�eme A.4.12 assure que la hauteur de Pe est s. On enconclut que ht(P) = s avec la proposition A.3.8. 2Th�eor�eme 4.1.4 Tout ensemble triangulaire consistant T = ff1; : : : ; fsg de Pn est forte-ment �equidimensionnel. De plus, pour tout id�eal premier P associ�e �a sat(T ), on a ht(P \Pi) =card(T \Pi) pour tout i 2 [0; n].Preuve. Soit P un id�eal premier de sat(T ). Pour tout j 2 [0; s], on note ij la variableprincipale de fj et on pose Qj = (P \ Pij )[xij+1; : : : ; xn]. Puisque Qs = P, les Qj sont desid�eaux premiers dont l'intersection avec S est vide. On obtient donc dans S�1Pn la châ�nesuivante d'id�eaux premiers h0i = Qe0 � Qe1 : : : � Qes = Pe : (4.3)Nous a�rmons que les inclusions de (4.3) sont strictes. En e�et, on remarque trivialementd'une part que �S(fj) 2 Qej pour tout j 2 [1; s]. D'autre part �S(fj) 62 Qej�1 car sinon, on afj 2 Qj�1 (par la proposition A.2.16) donc init(fj) 2 Qj�1 � P, ce qui contredit le fait queinit(fj) 2 S.�Etant donn�e que ht(Pe) = s, la châ�ne d'id�eaux (4.3) est maximale. On en conclutfacilement que ht(Qej) = j puis ht(Qj) = j (proposition A.3.8) pour tout j. Il r�esulte alors dela proposition 3.1.6 que ht(P \Pij ) = j pour tout j 2 [0; s]. Le r�esultat se g�en�eralise alorsaux autres id�eaux P \Pi en utilisant le fait qu'il existe j 2 [0; s] tel queQij � (P \Pi)[xi+1; : : : ; xn] � Qij+1 : 2Le th�eor�eme 4.1.4 a pour cons�equence imm�ediate que sat(T )\Pi n'a que des composantesprimaires isol�ees (voir la proposition A.3.7). On en d�eduit sans peine ce qui suit.Corollaire 4.1.5 Avec les hypoth�eses du th�eor�eme 4.1.4, on aass(sat(T ) \Pi) = ass(qsat(T ) \Pi) = fP \Pi j P 2 ass(sat(T ))g ;o�u ass(I) d�esigne l'ensemble des id�eaux premiers associ�es �a un id�eal I d'un anneau noeth�erien(d�e�nition A.1.18).



4.2. Ensembles caract�eristiques 45Remarque 4.1.6 Malgr�e le th�eor�eme 4.1.4 on n'est pas pleinement satisfait. On aimeraitdisposer sur le satur�e de propri�et�es plus fortes du type de celles qu'on trouve avec les basesde Gr�obner . On sait par exemple que si G est une base de Gr�obner minimale de Pn alorsl'id�eal hGi = Pn si et seulement si G = f1g ou encorehGi \Pi = hG \ PiiPi : (4.4)Or certains ensembles triangulaires ne sont pas consistants. Et lorsqu'ils sont consistants, onn'a pas de relation similaire �a (4.4) sur le satur�e. On constate par exemple avec l'ensembletriangulaire T = fx21 � x1; x1x2 � 1g quesat1(T \P1) = hx21 � x1ine correspond pas �a sat(T ) \ P1 = hx1 � 1i :Ce ph�enom�ene est �a mettre en rapport avec ce qui se passe pour la notion d'id�eal quasi-monog�ene pr�esent�ee dans le chapitre 3 o�u il su�t d'ajouter une condition pour b�en�e�ciercette fois de bonnes propri�et�es. Nous verrons plus bas qu'il en va de même pour les ensemblestriangulaires.4.2 Ensembles caract�eristiquesLes ensembles caract�eristiques forment une famille particuli�ere d'ensembles triangulaires.[Rit32] a introduit le concept d'ensemble caract�eristique d'un ensemble �ni ou in�ni depolynômes di��erentiels. Un de ses objectifs �etait de fournir une m�ethode pour r�esoudre dessyst�emes d'�equations di��erentielles. Un sous-produit de ce travail consiste en un algorithmede d�ecomposition de syst�emes polynomiaux au moyen d'ensembles triangulaires (voir p. 95dans [Rit66]). Plus pr�ecis�ement, �etant donn�ee une partie �nie F de Pn, cet algorithme calculedes ensembles caract�eristiques d'id�eaux premiers tels que :V(F ) = [1̀ W(Ti):Les ensembles caract�eristiques d'id�eaux premiers pr�esentent de bonnes propri�et�es (voir leth�eor�eme 4.7.4) mais le processus de Ritt entrâ�ne des factorisations dans des extensions decorps qui peuvent s'av�erer coûteuses. Wu a utilis�e plus tard les travaux de Ritt pour donnerune m�ethode de r�esolution de syst�emes polynomiaux �a l'aide d'ensembles triangulaires qui nefait pas intervenir de factorisation et n�ecessite uniquement des calculs de pseudo-divisions.Il obtient ainsi une d�ecomposition du type V(F ) = [1̀ W(Ti) mais les ensembles Ti y ontdes propri�et�es plus faibles que dans l'algorithme de d�ecomposition de Ritt. La m�ethode deWu est bas�ee sur une proc�edure nomm�ee CHRST-REM (voir p. 3 dans [Wu87]). �Etantdonn�ee une partie �nie F de Pn, cette proc�edure calcule un ensemble caract�eristique T d'unsous-ensemble �ni G de Pn v�eri�ant hF i = hGi. Mais l'ensemble T n'est pas forc�ementun ensemble caract�eristique de l'id�eal F . Un inconv�enient majeur r�eside dans le fait que Fpeut engendrer l'id�eal unit�e de Pn sans que la proc�edure CHRST-REM ne le d�ecouvre. Onpourra aussi obtenir dans la d�ecomposition fournie par la m�ethode de Wu des composantes



46 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairessuper
ues. Le lecteur trouvera des illustrations de ces probl�emes parmi les exemples du cha-pitre 7. Mentionnons tout de même que [CG92] montre d'une part que l'algorithme de Wucalcule une d�ecomposition en composantes �equidimensionnelles ou vides, et d'autre part ony donne un moyen de supprimer ces composantes vides. Wu a ainsi utilis�e la terminologied'ensemble caract�eristique dans une situation plus g�en�erale que celle o�u Ritt l'employait.Mais il n'a pas donn�e de d�e�nition pr�ecise en ce qui le concerne; [Wu87] d�e�nit un ensemblecaract�eristique comme le r�esultat de l'algorithme CHRST-REM. Remarquons que ce r�esul-tat d�epend de l'ordre dans lequel les polynômes d'entr�ee sont pris en compte. En prenant encompte la fa�con dont fonctionne l'algorithme CHRST-REM, nous proposons ci-dessous lad�e�nition 4.2.2 pour un ensemble caract�eristique au sens de Wu.Les calculs d'ensembles caract�eristiques de Wu sont bas�es sur l'ordre de Ritt pour lesensembles triangulaires r�eduits pr�ecis�e en page 4 de [Rit66]. Dans la d�e�nition 4.2.5 nousg�en�eralisons cet ordre pour des ensembles triangulaires standards (voir la d�e�nition 2.2.14).dans l'optique du th�eor�eme 4.6.1 qui pr�ecise l'�equivalence de plusieurs notions d'ensembletriangulaire. Avec cette modi�cation, nous rappelons la d�e�nition d'un ensemble caract�e-ristique au sens de Ritt (d�e�nition 4.2.8) et leurs propri�et�es principales (proposition 4.2.10et th�eor�eme 4.2.11). Le contenu de cette section est classique, mais les r�esultats g�en�erale-ment donn�es pour des ensembles caract�eristiques r�eduits sont ici �etablis pour des ensemblestriangulaires standards.Notation 4.2.1 Dans cette section F d�esigne un sous-ensemble non vide de polynômes nonnuls de Pn.D�e�nition 4.2.2 Un sous-ensemble T de hF i est un ensemble caract�eristique de Wu de Fsi l'une des conditions ci-dessous est satisfaite :(i) T = fag o�u a 2 k n f0g,(ii) T est un ensemble triangulaire et il existe un sous-ensemble G de hF i tel que hF i = hGiet G � red7!0(T ).Proposition 4.2.3 Soit T = ft1; : : : ; t`g un ensemble triangulaire de Pn. On d�esigne parck l'initial de tk. Si T est un ensemble caract�eristique de Wu de F alors on a :(i) hF i � sat(T )(ii) W(T ) � V(F ) � V(T )(iii) V(F ) = W(T ) [ [lk=1 V(F [ fckg)(iv) Si hF i est un id�eal premier et si W(T ) 6= ; alors V(F ) =W(T ).Preuve. La propri�et�e (i) se d�eduit rapidement de la proposition 2.2.18. Par passage auxvari�et�es associ�ees, on obtient V(sat(T )) � V(F ), c'est-�a-direW(T ) � V(F ) (voir th�eor�eme2.2.21). Le point (ii) en r�esulte imm�ediatement puisque la seconde inclusion est triviale. Onpeut alors a�rmer que W(T ) [ [l1 V(F [ fckg) � V(F ) :



4.2. Ensembles caract�eristiques 47R�eciproquement, soit � 2 V(F ). Supposons que � n'appartienne pas �a W(T ). Puisqu'on aW(T ) � V(F ) � V(T ), alors � est un z�ero de T qui annule un initial ck. Par cons�equent� 2 V(F [fckg), ce qui clôt la preuve de (iii). Supposons �nalement que F engendre un id�ealpremier et que W(T ) 6= ;. Notons V la vari�et�e [l1 V(F [ fckg). La relation (iii) entrâ�neV(F ) = W(T ) [ V . Soit � un z�ero r�egulier de T . Il est clair que V ne contient pas �. Lavari�et�e V(F ) �etant par hypoth�ese irr�eductible, on en d�eduit V(F ) =W(T ). 2Remarque 4.2.4 Soit F et T d�e�nis comme ci-dessus. L'ensemble triangulaire T peut êtreun ensemble caract�eristique de F au sens de Wu même si F engendre l'id�eal unit�e de Pn.Choisissons par exemple F = fx22 � x1; x1x23 � 2x2x3 + 1; (x2x3 � 1)x4 + x22g. L'ensemble Fest triangulaire. C'est un ensemble caract�eristique de Wu de lui-même, mais on a hF i = h1i.En e�et, puisque tout z�ero de F v�eri�e x22 = x1 on d�eduit de la deuxi�eme �equation quex2x3 � 1 = 0 puis de la troisi�eme que x2 = 0, ce qui contredit la condition pr�ec�edente.D�e�nition 4.2.5 Soit T = ft1; : : : ; t`g et S = fs1; : : : ; skg deux ensembles triangulairesstandards de Pn. On dit que T est plus petit que S pour l'ordre de Ritt, et on �ecrit T �r Ssi l'une des conditions suivantes est v�eri��ee :(i) (9i 2 f1; : : : ;min(k; `)g) (8j 2 f1; : : : ; i� 1g) tj �r sj et ti <r si(ii) ` > k et (8j 2 f1; : : : ; kg) tj �r sjOn dit que T est plus grand que S pour l'ordre de Ritt et on �ecrit T �r S si S�r T . Lorsqueni T �r S ni T �r S, on dit que T et S sont �equivalents pour l'ordre de Ritt; on �ecrit alorsT �r S.Rappelons que les travaux de Ritt concernaient uniquement des ensembles triangulairesr�eduits. La d�e�nition 4.2.5 ci-dessus est plus g�en�erale, mais les propri�et�es que Ritt a montr�eespour les ensembles triangulaires r�eduits sont conserv�ees pour les ensembles triangulairesstandards. Cela est dû essentiellement �a la propri�et�e suivante :Lemme 4.2.6 Soit I un id�eal de Pn et T = ft1; : : : ; t`g un ensemble triangulaire stan-dard de Pn contenu dans I. Alors l'ensemble T 0 = ft01; : : : ; t0̀g d�e�ni par t01 = t1 et t0j =prem(tj; ft01; : : : ; t0j�1g) pour tout j 2 [2; `], est un ensemble triangulaire r�eduit contenu dansI et tel que T 0 �r T .Preuve. On le montre par r�ecurrence. Pour ` = 1 c'est �evident. Consid�erons alors ` > 1.Il est clair que l'ensemble T 0 ainsi construit est r�eduit. Le fait que T 0 soit inclus dans Ise d�eduit de la \remainder formula" (proposition 2.2.10) avec l'hypoth�ese de r�ecurrence.Finalement, puisque T est standard, le corollaire 2.1.18 entrâ�ne que les ensembles T et T 0sont �equivalents pour l'ordre de Ritt. 2Proposition 4.2.7 Soit T = ft1; : : : ; t`g et S = fs1; : : : ; skg deux ensembles triangulairesstandards de Pn. On a alors les a�rmations suivantes :(i) T �r S () l = k et (8j 2 f1; : : : ; kg) tj �r sj



48 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulaires(ii) (8p 2 Pn n k) (red?(p; T ) et xi = mvar(p)) =) T�xi [ fpg �r TPreuve. Ce sont des cons�equences directes des d�e�nitions 2.1.6 et 4.2.5. 2D�e�nition 4.2.8 Un sous-ensemble T de F est un ensemble caract�eristique de Ritt de Fsi l'une des conditions suivantes est satisfaite :(i) T = fag pour un �el�ement a non nul de k,(ii) F\k � f0g et T est un �el�ement minimal pour �r dans F , o�u F est la famille compos�eede tous les ensembles triangulaires standards contenus dans F .Remarque 4.2.9 Tout ensemble triangulaire T de Pn est clairement un ensemble caract�e-ristique au sens de Wu de hT i. Ce n'est cependant pas forc�ement un ensemble caract�eristiquede hT i au sens de Ritt, même dans le cas o�u il n'engendre pas l'anneau Pn tout entier. L'en-semble T = fx21�x1; x1x2�1g donn�e dans la remarque 2.2.9 illustre ce ph�enom�ene. On peutv�eri�er que l'ensemble triangulaire standard fx1 � 1; x2 � 1g, plus petit que T pour l'ordre�r, est une base de Gr�obner de hT i pour l'ordre lexicographique.Proposition 4.2.10 Soit T un ensemble caract�eristique de hF i au sens de Ritt. Alors T estun ensemble caract�eristique de F au sens de Wu. De plus, si T est un ensemble triangulairealors hF i � red7!0(T ).Preuve. Le cas T � k est trivial. Supposons donc que T soit un ensemble triangulaire.On a alors hF i \ k = f0g. Soit f 2 hF i. Posons r = prem(f; T ). La relation donn�ee par laproposition 2.2.10 entrâ�ne r 2 hF i. Si on suppose r 6= 0 alors on a forc�ement r 62 k. Notonsv la variable principale de r. Puisque r est r�eduit par rapport �a T , il r�esulte de la proposition4.2.7 que T�v [ frg �r T :On aboutit ainsi �a une contradiction, et par cons�equent r = 0 et hF i � red7!0(T ). 2Th�eor�eme 4.2.11 Soit T un ensemble triangulaire standard contenu dans hF i. Alors lespropri�et�es suivantes sont �equivalentes :(i) T est un ensemble caract�eristique de hF i au sens de Ritt,(ii) hF i � red7!0(T ).Preuve. L'implication (i) ) (ii) a d�ej�a �et�e prouv�ee dans la proposition 4.2.10. Il nousreste �a montrer que si T n'est pas un ensemble caract�eristique de hF i alors il existe unpolynôme p 2 hF i tel que prem(p; T ) 6= 0. Supposons donc qu'il existe un ensemble trian-gulaire standard S � hF i tel que S �r T . On note S = fs1; : : : ; skg et T = ft1; : : : ; t`g.En utilisant au besoin le lemme 4.2.6, on peut consid�erer que S est r�eduit. On distinguealors deux cas. Premi�erement, si ` < k et si pour tout j 2 f1; : : : ; `g on a tj �r sj , alorsposons p = s`+1. Remarquons que red?(p; fs1; : : : ; s`g). Comme pour tout j 2 f1; : : : ; `g ona tj �r sj, alors on a aussi red?(p; ft1; : : : ; t`g). Passons �a l'autre possibilit�e. Supposons qu'ilexiste i 2 f1; : : : ;min(k; `)g tel que si �r ti et tj �r sj pour tout j 2 f1; : : : ; i� 1g. Posonsp = si. Comme ci-dessus, nous avons red?(p; ft1; : : : ; ti�1g). Puisque p �r ti et puisque pourj 2 fi+1; : : : ; `g on a mvar(p)�rmvar(tj), on obtient red?(p; ft1; : : : ; t`g). Dans les deux cas,nous avons �nalement trouv�e un polynôme p tel que prem(p; T ) 6= 0. 2



4.3. Ensembles triangulaires r�eguliers 49Remarque 4.2.12 Le calcul d'ensembles caract�eristiques de Wu au moyen de la proc�edureCHRST-REM de Wu s'av�ere tr�es di�cile sur certains exemples. Dans un but d'e�cacit�e,[Wan92b] utilise la notion plus faible d'ensemble m�edial de F . Un ensemble triangulairecontenu dans l'id�eal hF i est appel�e ensemble m�edial si T n'est plus grand qu'aucun ensemblecaract�eristique de F pour l'ordre de Ritt. Tout ensemble caract�eristique de Wu de F , et donctout ensemble caract�eristique de Ritt de hF i est ainsi un ensemble m�edial de F .4.3 Ensembles triangulaires r�eguliersLa notion d'ensemble triangulaire r�egulier pr�esent�ee ci-dessous permet d'�eviter la d�e�ni-tion inductive un peu lourde d'une châ�ne r�eguli�ere et de sa repr�esentation que nous rap-pellerons et �etudierons dans la section 4.4. Elle est plus simple que la d�e�nition d'ensembler�egulier introduite dans [AM97] qui n�ecessite aussi une induction dont on peut s'a�ranchir.Nous pensons que notre d�e�nition et le travail que nous avons r�ealis�e dans cette section etla suivante apporte non seulement des nouveaux r�esultats, mais aussi une vision plus simpleet plus claire des concepts et des algorithmes pr�esent�es par [Kal91], [Kal93], [Kal95]. Leth�eor�eme 4.3.4 est tr�es important et �a mettre en rapport avec le comportement des basesde Gr�obner pour le passage aux id�eaux d'�elimination. Nous prouvons même plus loin (sec-tion 4.6) que notre r�esultat caract�erise les ensembles triangulaires r�eguliers. Il est compl�et�epar le th�eor�eme 4.3.6 concernant les id�eaux d'�elimination des id�eaux premiers associ�es ausatur�e d'un ensemble triangulaire r�egulier. Le th�eor�eme 4.3.11 montre que le satur�e d'unensemble triangulaire r�egulier T et son radical se caract�erisent en termes de pseudo-reste.Ces r�esultats se d�eduisent r�ecursivement des propri�et�es des id�eaux quasi-monog�enes et desextensions d'id�eaux dans un anneau polynomial que nous avons pr�esent�ees dans le chapitre 3.Ils apparaissent sous une forme voisine dans [AM97]. On s'int�eresse rapidement �a la �n decette section aux ensembles triangulaires normalis�es d�e�nis dans [Laz91a] (voir la d�e�ni-tion 2.2.5). Nos r�esultats pr�ec�edents permettent de montrer ais�ement que tout ensembletriangulaire normalis�e est r�egulier (proposition 4.3.14).On exploite d'abord les r�esultats du chapitre 3 pour exprimer le satur�e d'un ensembletriangulaire T de Pn en fonction du satur�e de T�xn.Proposition 4.3.1 Pour tout ensemble triangulaire T de Pn tel que xn 62 algVar(T ) on asat(T ) = satn�1(T )[xn] :Preuve. C'est une cons�equence directe de la proposition 3.1.5. 2Proposition 4.3.2 Soit T un ensemble triangulaire de Pn tel que xn 2 algVar(T ) et Txnn'est pas diviseur de z�ero dans l'anneau quotient Pn�1=satn�1(T�xn). On a alors la propri�et�esuivante : sat(T ) = hsatn�1(T�xn) [ fTxngi : (init(Txn))1 :Preuve. Notons I = satn�1(T�xn) et f = Txn. On d�esigne par h l'initial de f . En posanta = Qt2T�xn init(t), on a I = hT�xni : a1. Comme hI [ ffgi est quasi-monog�ene r�egulier, laproposition 3.2.12 s'applique et donne la relationhI [ ffgi : h1 = hhT�xni [ ffgi : (ah)1 : (4.5)



50 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesOn a ainsi prouv�e le r�esultat puisque le membre droit de l'�egalit�e (4.5) est �egal �a sat(T ). 2Pour obtenir une relation int�eressante dans le cas o�u xn est alg�ebrique il a fallu ajouterune hypoth�ese suppl�ementaire; elle consiste �a imposer que l'id�eal hsatn�1(T�xn) [ fTxngi soitun id�eal quasi-monog�ene r�egulier de Pn�1[xn] (voir la d�e�nition 3.2.3). En ajoutant cettecondition pour chaque variable alg�ebrique, on d�e�nit simplement une classe d'ensemblestriangulaires qui b�en�e�cie de propri�et�es agr�eables.D�e�nition 4.3.3 Soit T un ensemble triangulaire de Pn. On dit que T est r�egulier si pourtoute variable xi 2 algVar(T ), l'initial de Txi n'est pas diviseur de z�ero dans l'anneau quotientPi�1=sati�1(T�xi).On peut dire de mani�ere �equivalente que l'initial de Txi n'appartient �a aucun des id�eauxpremiers associ�es au satur�e de T�xi .Nous avons vu dans la section 4.1 que la propri�et�e fondamentale des ensembles triangu-laires consistants est de repr�esenter des id�eaux fortement �equidimensionnels et de permettreune lecture ais�ee de leur structure g�eom�etrique. Le probl�eme est alors de savoir pour unensemble triangulaire T donn�e si T est consistant, c'est-�a-dire s'il admet des z�eros r�egu-liers. En e�et, dans l'optique de la r�esolution de syst�emes polynomiaux, le fait d'obtenir�eventuellement des sorties inutiles semble gênant. Ce qui suit montre l'avantage d'utiliserdes ensembles triangulaires r�eguliers. Nous prouvons dans le th�eor�eme 4.3.4 que tout id�eald'�elimination de sat(T ) \ Pi s'exprime facilement �a l'aide de polynômes de Pi uniquement.On v�eri�e alors non seulement que tout ensemble triangulaire r�egulier est consistant, maisaussi que tout id�eal premier du satur�e de l'ensemble triangulaire tronqu�e T \ Pi est l'id�eald'�elimination d'un id�eal premier de sat(T ); autrement dit, �a partir de tout z�ero g�en�eriqued'une vari�et�e irr�eductible de W(T \ Pi) (qui est alors un z�ero r�egulier de T \ Pi) on peutobtenir un z�ero g�en�erique d'une vari�et�e irr�eductible de W(T ).Th�eor�eme 4.3.4 Si T est un ensemble triangulaire r�egulier de Pn alors pour tout entieri 2 [0; n] on a sat(T ) \Pi = sati(T \ Pi) :Preuve. La d�emonstration s'e�ectue par r�ecurrence sur l'entier n. Si n = 0 c'est trivial.Lorsque n > 0, il su�t simplement de prouver la relation pour i = n� 1. Dans le cas o�u xnn'est pas une variable alg�ebrique de T , on a sat(T ) = satn�1(T )[xn] d'apr�es la proposition4.3.1. L'application de la proposition 3.1.3 fournit alors le r�esultat. Supposons maintenantque xn 2 algVar(T ) et posons f = Txn. D'apr�es la proposition 4.3.2 on asat(T ) = hsatn�1(T \Pn�1) [ ffgi : (init(f))1En appliquant le corollaire 3.2.6 avec I = satn�1(T\Pn�1), on obtient bien satn�1(T\Pn�1) =sat(T ) \Pn�1. 2Corollaire 4.3.5 Tout ensemble triangulaire r�egulier est consistant.



4.3. Ensembles triangulaires r�eguliers 51Preuve. On a sat(T )\P0 = sat0(;) = f0g. Donc 1 n'appartient pas �a sat(T ). Or, dire quel'ensemble des z�eros r�eguliers de T est non vide revient �a dire que l'id�eal sat(T ) est un id�ealpropre de Pn�1 (utiliser le th�eor�eme 2.2.21) 2Nous avons vu pr�ec�edemment que les ensembles triangulaires g�en�eraux n'�etaient pas for-c�ement consistants, contrairement aux ensembles r�eguliers. On peut ajouter qu'un ensembletriangulaire g�en�eral qui est consistant ne satisfait pas forc�ement �a l'�egalit�e du th�eor�eme4.3.4. Un contre-exemple simple est donn�e avec l'ensemble T = fx21 � x1; x1x2 � 1g de laremarque 2.2.9. On a sat(T ) = hx1 � 1; x2 � 1i donc sat(T ) \ P1 = hx1 � 1i, alors quesat1(T \P1) = hx21 � x1i.Th�eor�eme 4.3.6 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn. Alors sat(T ) est un id�ealfortement �equidimensionnel. De plus, la hauteur de sat(T ) \ Pi est donn�ee par le nombred'�el�ements de T \Pi etass(sati(T \ Pi)) = fP \ Pi j P 2 ass(sat(T ))g :Preuve. Sachant que T est consistant, le th�eor�eme 4.1.4. s'applique et fournit la premi�erepartie de l'�enonc�e. L'ensemble des id�eaux premiers associ�es �a sati(T \ Pi) est alors donn�epar le corollaire 4.1.5 en utilisant le fait que sat(T ) \Pi = sati(T \Pi). 2Illustrons avec l'exemple ci-dessous ce que signi�e g�eom�etriquement l'�equidimensionnalit�eforte d'un ensemble triangulaire r�egulier T . Cet exemple montre encore une fois comment lesatur�e de T se comporte de fa�con plus satisfaisante que l'id�eal engendr�e par T .Exemple 4.3.7 On consid�ere l'ensemble triangulaireT = fx32 � x2; x1x23 � x2g :L'id�eal engendr�e par T admet la d�ecomposition primaire minimale hT i = Q1 \ : : :\Q4 avecQ1 = hx2; x23iQ2 = hx2 + 1; x23 x1 + 1iQ3 = hx2 � 1; x23 x1 � 1iQ4 = hx1; x2i :On constate que l'id�eal hT i est �equidimensionnel mais la composante Q4 di��ere g�eom�etri-quement des trois autres dans le sens o�u tout z�ero g�en�erique de la vari�et�e (irr�eductible)de Q4 a une premi�ere coordonn�ee alg�ebrique contrairement aux vari�et�es irr�eductibles asso-ci�ees respectivement �a Q1; Q2; Q3 (on pourra consulter la section 16.3 de [vdW91] sur leconcept de z�ero g�en�erique). Par d�e�nition le satur�e de T correspond �a l'id�eal hT i : x11 . Uned�ecomposition primaire r�eduite est donc donn�ee parsat(T ) = Q1 \Q2 \Q3 :Les vari�et�es irr�eductibles V1; V2; V3 associ�ees �a Q1; Q2; Q3 admettent respectivement commez�eros g�en�eriques les �el�ements de Kn qui s'�ecrivent (�; 0; 0; �), (�;�1;q�1� ; �) et (�; 1;q1� ; �),



52 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulaireso�u � est transcendant sur C et � est transcendant sur C (�). Ces points ont une caract�eris-tique commune : pour tout z�ero g�en�erique (a1; a2; a3; a4) de V1; V2 et V3 le nombre a1 esttranscendant sur k, puis a2 alg�ebrique sur k(a1), a3 alg�ebrique sur k(a1; a2), et �nalement a4est transcendant sur k(a1; a2; a3). Cette propri�et�e est une mani�ere d'exprimer que le satur�ede T est fortement �equidimensionnel.Lorsque l'ensemble triangulaire r�egulier T d�e�nit un id�eal satur�e de dimension z�ero,la proposition suivante montre qu'on peut consid�erer indi��eremment l'ensemble des z�erosr�eguliers, sa clôture ou l'ensemble des z�eros lui-même, ce qui se r�ev�ele bien pratique pour lad�ecomposition de syst�emes z�ero-dimensionnels.Proposition 4.3.8 Si T = ff1; : : : ; fng est un ensemble triangulaire r�egulier de Pn decardinal n alors(i) sat(T ) = hT i ;(ii) W(T ) = V(T ) ;(iii) W(T ) = V(T ) :Preuve. On prouve l'�egalit�e (i) par r�ecurrence sur n. C'est v�eri��e par convention pourn = 0. Supposons n > 0. Par hypoth�ese fn a pour variable principale xn. On pose h = init(fn)et I = satn�1(T�xn). La relation de la proposition 4.3.2 donnesat(T ) = hI [ ffngi : h1 :Nous a�rmons d'abord que si P est un id�eal premier associ�e �a hI [ ffngi alors h 62 P. Ene�et, l'id�eal I [ ffng est par hypoth�ese un id�eal quasi-monog�ene r�egulier. Il r�esulte doncde la proposition 3.2.5 que P \ Pn�1 est un id�eal premier de qui contient I. Il contient parcons�equent un id�eal premier Q de Pn�1 associ�e �a I. Puisque Q est de hauteur n� 1 d'apr�esle th�eor�eme 4.3.6, on en d�eduit que P\Pn�1 = Q. Comme T est r�egulier, on sait que h 62 Q,d'o�u h 62 P.La proposition A.1.20 entrâ�ne alors quesat(T ) = hI [ ffngi :Puisque T 0 est un ensemble triangulaire r�egulier dePn�1 de cardinal n�1, on a par r�ecurrenceI = hT�xni, et ainsi sat(T ) = hT i, ce qui clôt la preuve de (i).L'�egalit�e (ii) est une cons�equence directe de (i) par le th�eor�eme 2.2.21. Finalement, soita 2 V(T ). C'est donc un z�ero d'un id�eal premier P associ�e �a hT i. On sait avec le point (i)et le th�eor�eme 4.3.6 que P est maximal et que pour tout i 2 [1; n] on a init(fi) 62 P. On end�eduit que hP [ finit(fi)gi = Pn :On en d�eduit que a ne peut être z�ero de init(fi). C'est donc un z�ero r�egulier de T . Commeon a trivialementW(T ) � V(T ) l'�egalit�e (iii) s'ensuit. 2



4.3. Ensembles triangulaires r�eguliers 53L'exemple ci-dessous illustre que c'est bien le fait que T soit r�egulier qui est primordialdans les hypoth�eses de la proposition 4.3.8.Exemple 4.3.9 Soit T l'ensemble triangulaire de P3 d�e�ni parT = fx21 � x1; x22 � x1; x1x3 � x2g :Il est clair que T�x3 est un ensemble triangulaire r�egulier qui v�eri�e les propri�et�es de laproposition 4.3.8. Mais T n'est pas r�egulier car l'initial du polynôme x1x3 � x2 est diviseurde z�ero modulo T�x3.Comme le nombre de polynômes de T correspond au nombre de variables, on pourraits'attendre �a ce que la vari�et�e V(T ) soit de dimension z�ero. Mais on v�eri�e facilement queV(T ) = f(1; 1; 1)g [ f(1;�1;�1)g [ f(0; 0; t); t 2 Kget par suite que V(T ) a un nombre in�ni de points. Le passage au satur�e de T �elimine laderni�ere composante, de dimension trop grande, puisquesat(T ) = hx1 � 1; x22 � x1; x1x3 � x2i= hx1 � 1; x22 � 1; x3 � x2i :On constate imm�ediatement que les propri�et�es de la proposition 4.3.8 ne sont e�ectivementpas v�eri��ees.Les relations des id�eaux quasi-monog�enes r�eguliers avec la notion de pseudo-reste �etabliesdans la section 3.2 nous permettent d'�etablir facilement des propri�et�es similaires pour lesensembles triangulaires r�eguliers.Lemme 4.3.10 Soit T un ensemble triangulaire non vide de Pn tel que xn 2 algVar(T ) etinit(Txn) n'est pas diviseur de z�ero dans Pn�1=satn�1(T�xn). Alors pour tout p 2 Pn on ap 2 sat(T ) () prem(p; Txn) 2 sati(T�xi) :Preuve. On part de l'�egalit�e sat(T ) = hsatn�1(T�xn) [ fTxngi : (init(Txn))1 donn�ee dans laproposition 4.3.2. L'id�eal quasi-monog�ene engendr�e par satn�1(T�xn) et Txn �etant r�egulier, ler�esultat est alors une application directe de la proposition 3.2.9. 2Th�eor�eme 4.3.11 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn. Pour tout polynôme pde Pn on a les �equivalences suivantes :(i) p 2 sat(T ) () prem(p; T ) = 0 ;(ii) p 2 qsat(T ) () (9m � 0) j prem(pm; T ) = 0 :



54 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesPreuve. L'assertion (ii) est en fait une cons�equence de (i). Montrons donc l'�equivalence (i)par r�ecurrence sur l'entier n. Elle est triviale pour n = 0. Soit n > 0 et p un polynôme de Pnde degr�e d en xn. On pose p = Pdk=0 pkxkn. Dans le cas o�u xn est une variable transcendantepar rapport �a T , on sait que sat(T ) = satn�1(T )[xn]. D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence, ona donc p 2 sat(T ) () (8k 2 [0; d]) prem(pk; T ) = 0 :On en d�eduit avec le corollaire 2.1.18 quep 2 sat(T ) () prem(p; T ) = 0 :Si xn est une variable alg�ebrique, le lemme 4.3.10 donne l'�equivalencep 2 sat(T ) () prem(p; Txn) 2 satn(T�xn) :Le r�esultat prouv�e pour le cas pr�ec�edent entrâ�nep 2 sat(T ) () prem(prem(p; Txn); T�xn) = 0 ;c'est-�a-dire ce qu'on voulait prouver. 2Remarque 4.3.12 Avec le th�eor�eme 4.3.11, on v�eri�e facilement que tout ensemble tri-angulaire r�egulier T est un ensemble triangulaire standard. En e�et, pour toute variablev 2 algVar(T ) l'initial de Tv n'est pas diviseur de z�ero modulo T�v . Par cons�equent il n'ap-partient pas au satur�e de T�v et ne peut donc se r�eduire �a z�ero par T�v .Nous terminons cette section par l'�etude d'une classe importante d'ensembles triangu-laires d�e�nis dans [Laz91a], �a savoir celle des ensembles normalis�es.Lemme 4.3.13 Soit p un polynôme non nul de Pn et T un ensemble triangulaire r�egulierde Pn. Si p est normalis�e par rapport �a T alors il n'est pas diviseur de z�ero dans Pn=sat(T ).Preuve. On raisonne par induction en utilisant l'ordre �r sur les polynômes. Le cas o�up 2 k est trivial. Consid�erons donc que mvar(p) = xi. Soit P un id�eal premier de sat(T ). Onnote Q l'id�eal P \ Pi. Il s'agit de montrer que p 62 Q. Puisque p est normalis�e par rapport�a T , la variable xi n'est pas alg�ebrique pour T . D'apr�es la proposition 4.3.2 on a ainsisati(T \Pi) = sati�1(T \Pi�1)[xi] :Puisque Q est un id�eal premier associ�e �a sati(T \ Pi) (th�eor�eme 4.3.6), on en d�eduit queQ = (P \Pi�1)[xi] : (4.6)Le polynôme p �etant normalis�e par rapport �a T , son initial h l'est aussi. Comme h �r p ilr�esulte de l'hypoth�ese de r�ecurrence que h 62 P, puis de la relation 4.6 que p 62 Q. 2Proposition 4.3.14 Tout ensemble triangulaire normalis�e est r�egulier.Preuve. On obtient facilement le r�esultat par une induction sur n par application du lemme4.3.13. 2



4.4. Châ�nes r�eguli�eres 554.4 Châ�nes r�eguli�eresLe concept de châ�ne r�eguli�ere est introduit de fa�con ind�ependante dans [YZ94] et dans[Kal91]. Les châ�nes r�eguli�eres apparaissent aussi dans [CG92]. Ces ensembles triangulairesstandards sont utilis�es par ces auteurs pour proposer des algorithmes qui calculent des d�e-compositions �equidimensionnelles de vari�et�es alg�ebriques qui ont des propri�et�es meilleuresque les d�ecompositions produites par la m�ethode de Wu sans n�ecessiter de factorisation.La d�e�nition originale de Kalkbrener est fond�ee sur la notion de point pseudo-g�en�erique.�A toute châ�ne r�eguli�ere T est associ�ee une vari�et�e �equidimensionnelle V appel�ee repr�esenta-tion de T (qui n'est pas l'ensemble des z�eros de T ). L'ensemble des points pseudo-g�en�eriquesde T est en fait l'ensemble des points g�en�eriques des composantes irr�eductibles de V . Rap-pelons que toute vari�et�e irr�eductible est d�e�nie par l'un quelconque de ses points g�en�eriques.[Kal91] d�e�nit de fa�con inductive une châ�ne r�eguli�ere dePn en même temps que son ensembledes points pseudo-g�en�eriques. Kalkbrener propose alors une m�ethode pour d�ecomposer l'en-semble des z�eros d'un syst�eme alg�ebrique en un nombre �ni de repr�esentations d'ensemblestriangulaires. Toutefois, il n'apparâ�t pas que la repr�esentation peut en fait être d�e�nie sim-plement de fa�con globale dans Pn. Or il nous a sembl�e important d�es le d�ebut de notre th�esede pr�eciser clairement les sp�eci�cations de cette m�ethode qui ne d�ecompose pas en z�eros r�egu-liers d'ensembles triangulaires comme celle de Wu [Wu87] ou celle de Lazard [Laz91a], maisen clôtures de z�eros r�eguliers comme le montre le th�eor�eme 4.4.11. Nous prouvons simultan�e-ment que la notion de châ�ne r�eguli�ere de Kalkbrener et celle d'ensemble triangulaire r�egulierde la section 4.3 sont �equivalentes. En�n, le dernier objectif de cette section est de faire ap-parâ�tre en quoi la repr�esentation d'une châ�ne r�eguli�ere induit une structure de produit decorps ad�equate pour les algorithmes pr�esent�es dans le chapitre suivant (th�eor�eme 4.4.14).Pr�ecisons encore que, contrairement �a [Kal91] et [Kal93] o�u la terminologie est celle desvari�et�es, nous travaillons dans cette section avec des id�eaux. Ce cadre nous a paru le mieuxadapt�e �a nos objectifs et rejoint en cela l'habilitation de M. Kalkbrener [Kal95] [Kal98]. Il yd�e�nit une notion plus g�en�erale { les syst�emes de repr�esentations { pour �etudier le transfertd'algorithmes (calcul de hauteur, radical, d�ecomposition d'id�eaux) d'un anneau commutatifnoeth�erienA �a l'anneau polynomialA[X]. Un syst�eme de repr�esentations dans A est compos�ed'un ensemble S de parties �nies de A et d'une application qui, �a tout �el�ement de S, associeun id�eal radical propre de A (la repr�esentation de S). De plus, pour tout id�eal I de A, il doitexister C1; : : : ; Cs dans S tels que pI = C1 \ : : : \ Cs. Puisque les vari�et�es correspondent �ades id�eaux radicaux et les points g�en�eriques �a des id�eaux premiers, on peut alors consid�ererles châ�nes r�eguli�eres dans Pn comme un cas particulier de syst�eme de repr�esentations. Avecce point de vue, la repr�esentation d'une châ�ne r�eguli�ere correspond �a l'id�eal de ce queKalkbrener appelle repr�esentation de T dans [Kal91].Notation 4.4.1 Soit I un id�eal de A. Pour un polynôme p de A[x] nous notons bpI l'imagecanonique de p dans fr(A=I)[x], o�u fr(A=I) d�esigne l'anneau total des fractions de A=I (voirla d�e�nition A.2.3). De plus, si P est un id�eal premier associ�e �a I et � = fr(A=P), alors ondit que � est un corps associ�e �a I et on �ecrit bp� pour bpP .Remarque 4.4.2 Soit p 2 A[x] n A. Le polynôme bpI est unitaire dans fr(A=I)[x] si etseulement si pour tout id�eal premier P associ�e �a I l'initial de p n'appartient pas �a P (voir



56 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesla proposition A.1.23). En supposant que bpI est unitaire, on a alors clairement deg(p; x) =deg(bpI ; x). De plus, �etant donn�e un autre polynôme r 2 A[x], si deg(r; x) < deg(p; x) alorson a deg(brI ; x) < deg(bpI ; x).Exemple 4.4.3 Soit k le corps des rationnels Q et n = 3. Soit T5 = fp1; p2g o�up1 = x41 � 5 x21 + 6 ;p2 = �x21 � 2� x22 + ��2 x31 + 4 x1� x2 + x41 � 2 x21 :On note I l'id�eal engendr�e par T5 dans P3. Cet id�eal admet pour d�ecomposition primaireI = hx21 � 3; (x2 � x1)2i \ hx21 � 2i:Par cons�equent les id�eaux premiers associ�es �a I sontP1 = hx21 � 3; (x2 � x1)i et P2 = hx21 � 2i :On a ainsi pI = P1 \ P2. Les corps associ�es �a I sont�1 = fr(Q[x1; x2]=P1) = Q(p3) et �2 = fr(Q[x1; x2]=P2) = Q(p2)(x2) :On pose maintenant p = (x21 � 2) x43 + (x2 � x1) x33 + (1 � x1) x3 + 1 et h = init(p). Onv�eri�e imm�ediatement que bh�1 = 1 et bh�2 = 0. Ainsi, le polynôme bpI n'est pas unitaire dansfr(A=I)[x]:Notation 4.4.4 Soit i 2 f1; : : : ; ng et T un ensemble triangulaire de Pi. Dans ce qui suit,la notation Repi(T ) sera utilis�ee pour d�esigner un id�eal de Pi qui sera associ�e �a T dans lesens pr�ecis�e par la d�e�nition 4.4.5 ci-dessous. On d�e�nit alors Ki(T ) comme l'ensemble detous les corps � = fr(Pi=P), o�u P est un id�eal premier associ�e �a Repi(T ).D�e�nition 4.4.5 Soit T un ensemble triangulaire de Pi. On dit que T est une châ�ne r�egu-li�ere dans Pi, de repr�esentation Repi(T ), si l'on a :(i) soit i = 0, l'ensemble T est vide et Rep0(T ) = f0g,(ii) soit i > 0, l'ensemble T�xi est une châ�ne r�eguli�ere de Pi�1 de repr�esentation Repi�1(T )et l'une des conditions suivantes est v�eri��ee :(a) xi 62 algVar(T ) et pour tout p 2 Pi on a :p 2 Repi(T ) () (8� 2 Ki�1(T�xi)) bp� = 0(b) xi 2 algVar(T ), et pour tout � 2 Ki�1(T�xi) on a \init(Txi)� 6= 0 et pour tout p 2 Pion a : p 2 Repi(T ) () (8� 2 Ki�1(T�xi)) bp� 2 qhdTxi�i :



4.4. Châ�nes r�eguli�eres 57Exemple 4.4.6 Reprenons l'ensemble triangulaire T1 d�e�ni dans l'exemple 2.2.2. On a T1 =ff1; f2; f3g avec{ f1 = x1x22 � 3,{ f2 = x23 � 2x1x2x3 + 3x1,{ f3 = (x2x3 + x32)x4 � 2x1.L'ensemble ff1; f2g est �evidemment une châ�ne r�eguli�ere. Soit I l'id�eal engendr�e par ff1; f2gdans P3. Cet id�eal est primaire et correspond �a l'id�eal satur�e de l'ensemble triangulaireff1; f2g. On v�eri�e que init(f3) n'appartient pas au radical de I, ce qui permet de conclureque T1 est une châ�ne r�eguli�ere.Consid�erons maintenant l'ensemble triangulaire T 01 = ff 01; f2; f3g o�u f 01 = x2 f1. NotonsI 0 l'id�eal engendr�e par ff 01; f2g dans P3. La d�ecomposition primaire de I 0 estI 0 = I \ hx2; x23 + 3x1i :On constate alors que init(f3) appartient au radical de hx2; x23 + 3x1i. Par cons�equent T 01n'est pas une châ�ne r�eguli�ere.Exemple 4.4.7 On v�eri�e ais�ement que l'ensemble T5 de l'exemple 4.4.3 n'est pas unechâ�ne r�eguli�ere car init(p2) est diviseur de z�ero modulo hp1i. Par contre, les deux ensemblesC1 = fx21 � 3; (x2 � x1)2g et C2 = fx21 � 2g sont des châ�nes r�eguli�eres, de repr�esentationsrespectives P1 et P2. De plus, l'ensemble C1 [ fpg est aussi une châ�ne r�eguli�ere puisqu'on abh�1 = 1, o�u h = init(p) . Sa repr�esentation est l'id�eal hx21 � 3; x2 � x1; (x23 � x1) (x23 + 1)i.Proposition 4.4.8 Soit T une châ�ne r�eguli�ere de Pi. Alors on axi 62 algVar(T ) =) Repi(T ) = qRepi�1(T )[xi]:Preuve. Soit p 2 Pi et � 2 Ki�1(T�xi). La relation bp� = 0 signi�e que chaque coe�cient dep, vu comme un polynôme en une variable dans Pi�1[xi], est nul dans �. Ainsi p 2 Repi(T )signi�e que chacun des coe�cients de p appartient �a tout id�eal premier associ�e �a Repi�1(T ).Puisque qRepi�1(T ) est l'intersection des id�eaux premiers associ�es �a Repi�1(T ), on obtientle r�esultat. 2Remarque 4.4.9 Soit T une châ�ne r�eguli�ere de Pn telle que xn 2 algVar(T ). Il est clairavec la d�e�nition 4.4.5 que l'id�eal de Pn engendr�e par Repn�1(T�xn) et Txn est un id�eal quasi-monog�ene r�egulier.Proposition 4.4.10 Soit T une châ�ne r�eguli�ere de Pi. Alors on axi 2 algVar(T ) =) Repi(T ) = fp 2 Pi j (9m � 0) prem(pm; Txi) 2 Repi(T�xi)g:



58 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesPreuve. Soit p 2 Pi. D�e�nissons t = Txi et h = init(t). Soit e un entier positif. On posere = prem(pe; t). Il existe un entier positif �e et un polynôme qe de Pi tels que :h�epe = qet+ re : (4.7)Supposons d'abord que p 2 Repi(T ) et prouvons qu'il existe un entier m � 0 tel que rm 2Repi(T�xi). Soit � 2 Ki�1(T�xi). D'apr�es le point (b) de la d�e�nition 4.4.5 il existe un entierm � 0 tel que (bp�)m appartient �a l'id�eal engendr�e par bt�. En choisissant m assez grandon peut prendre le même entier m pour chaque id�eal premier P associ�e �a Repi�1(T�xi). Larelation (4.7) entrâ�ne alors que crm� appartient �a l'id�eal engendr�e par bt�. On en d�eduit quecrm� = 0 d'apr�es la remarque 4.4.2. De la même mani�ere que dans la preuve de la proposition4.4.8 on obtient rm 2 qRepi�1(T�xi)[xi] :Cette derni�ere proposition assure alors que rm 2 Repi(T�xi). R�eciproquement, supposons qu'ilexiste un entier m � 0 tel que rm 2 Repi(T�xi). Soit � 2 Ki�1(T�xi). Puisque crm� = 0, nousobtenons \h�mpm� 2 hbt�i d'apr�es la relation (4.7). Selon le point (b) de la d�e�nition 4.4.5l'�el�ement dh�m� est inversible. Il s'ensuit que bp� appartient au radical de hbt�i. On en conclutque p 2 Repi(T ). 2Th�eor�eme 4.4.11 Soit T une châ�ne r�eguli�ere de Pi. Alors on aRepi(T ) = qsati(T )Preuve. On raisonne par r�ecurrence sur i. Pour i = 0 on a T = ; et Repi(T ) = f0g d'apr�esla d�e�nition 4.4.5. L'�egalit�e r�esulte de la convention sati(;) = f0g donn�ee dans la d�e�nition2.2.16 et du fait que Pi est un anneau int�egre.Supposons maintenant i > 0. Comme T�xi est une châ�ne r�eguli�ere de Pi�1, on a d'apr�esl'hypoth�ese de r�ecurrence Repi�1(T�xi) = qsati�1(T�xi). D'autre part, avec les commuta-tions �etablies dans la proposition 3.1.5, il r�esulte de la proposition 4.4.8 que Repi(T�xi) =qRepi�1(T�xi)[xi]. On d�eduit alors imm�ediatement le r�esultat de ce qui pr�ec�ede lorsquexi 62 algVar(T ). Dans le cas o�u xi 2 algVar(T ) on a selon la proposition 4.4.10 :Repi(T ) = fp 2 Pi j (9m � 0) prem(pm; Txi) 2 Repi(T�xi)g:Rappelons que l'id�eal J engendr�e par Repi�1(T�xi) et Txi est quasi-monog�ene r�egulier (re-marque 4.4.9). Il r�esulte alors de la proposition 3.2.10 queRepi(T ) = q(Repi�1(T�xi) + hTxii) : h1 ; (4.8)o�u h est l'initial de f . Notons h0 le produit des initiaux de T�xi. On a ainsi Repi�1(T�xi) =qhT�xii : h01 en utilisant la proposition A.1.14. L'application de la proposition 3.2.12 sur lemembre droit de la relation 4.8 entrâ�ne alorsRepi(T ) = r(qhT�xii + hTxii) : (h0h)1 :On en d�eduit imm�ediatement le r�esultat demand�e. 2



4.4. Châ�nes r�eguli�eres 59Le satur�e d'un ensemble triangulaire �etant �equidimensionnel, les id�eaux premiers associ�es�a Repi(T ) sont donc les id�eaux premiers associ�es �a sati(T ) d'apr�es le corollaire 4.1.5. Il r�esultealors clairement des d�e�nitions d'une châ�ne r�eguli�ere et d'un ensemble triangulaire r�egulierce qui suit.Proposition 4.4.12 Un ensemble triangulaire de Pn est une châ�ne r�eguli�ere si et seulementsi c'est un ensemble triangulaire r�egulier.L'�equivalence ci-dessus sera compl�et�ee dans le th�eor�eme 4.6.1 de la section 4.6. En e�et,les ensembles triangulaires r�eguliers (ou si l'on pr�ef�ere, châ�nes r�eguli�eres) peuvent aussiêtre caract�eris�es en termes d'ensembles caract�eristiques. La proposition 4.4.12 nous permetdans l'imm�ediat d'assurer que les sorties des algorithmes de d�ecomposition triangulaire desyst�emes polynomiaux propos�es par M. Kalkbrener [Kal93] [Kal95] admettent e�ectivementdes z�eros r�eguliers.Corollaire 4.4.13 Si T est une châ�ne r�eguli�ere de Pi alors T est consistant.Preuve. C'est simplement une r�e�ecriture du corollaire 4.3.5. 2Nous nous int�eressons maintenant �a la structure alg�ebrique importante que l'on peutassocier �a toute châ�ne r�eguli�ere. C'est une structure de produit de corps que Kalkbrenerne mentionne pas. Cette propri�et�e permet pourtant de pr�eciser math�ematiquement ce quecalcule l'algorithme ggcd de [Kal93], �a savoir un pgcd de polynômes sur cette structure. Nousmontrons ainsi que l'algorithme de d�ecomposition triangulaire de [Kal93] n�ecessite le mêmeoutil de base que l'algorithme de [Laz91a] et [Mor97] qui n'a pourtant pas du tout le mêmetype de sp�eci�cations. Ce point commun n'avait rien d'�evident jusqu'alors, même pour lesauteurs ci-dessus. Il �etait cach�e par le manque de clart�e de la d�e�nition des châ�nes quedonnait M. Kalkbrener.Les algorithmes de [Kal93] interpr�etent en fait implicitement les polynômes comme �el�e-ments ou polynômes en une variable sur un anneau du type ci-dessous. Si T est une châ�ner�eguli�ere de Pn, pour tout i 2 [1; n] on poseAi = fr(Pi=Repi(T )) = fr(Pi=qsati(T \Pi)) = fr(Pi=qsat(T ) \Pi) :Chacun des anneaux Ai pr�esente alors la propri�et�e suivante qui est fondamentale pour led�eveloppement des algorithmes pr�esent�es dans le chapitre 5.Th�eor�eme 4.4.14 Soit T une châ�ne r�eguli�ere de Pn. Soit fP1; : : : ;Pmg l'ensemble desid�eaux premiers associ�es �a sat(T ). Alors l'anneau An = fr(Pn=Repn(T )) est un produit �nide corps et An ' fr(Pn=P1) � : : :� fr(Pn=Pm) :Preuve. L'anneau noeth�erien Pn=Repn(T ) est r�eduit puisqu'un anneau quotient A=I puis-qu'un anneau quotient A=I est r�eduit si et seulement si l'id�eal I est radical. La propositionA.2.34 a�rme alors que son anneau total des fractions est un produit �ni de corps. L'ex-pression de An sous forme de produit est obtenue �a partir de la même proposition puisqueles Pj correspondent dans Pn=Repn(T ) aux id�eaux premiers associ�es �a l'id�eal nul. et 2Remarque 4.4.15 De la même fa�con, on v�eri�e que chaque anneau Ai d�e�ni ci-dessus estun produit de corps du type fr(Pi=Pj \Pi).



60 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulaires4.5 Tours d'extensions simplesLe concept de tour d'extensions simples g�en�eralise celui bien connu de tour d'exten-sions de corps. Il est introduit dans [Mor97] et utilis�e dans [ALM99]. Notre pr�esentation estun peu di��erente et apporte quelques corrections et pr�ecisions. Nous montrons dans le th�eo-r�eme 4.5.9) qu'�a tout ensemble triangulaire r�egulier T , on peut associer une tour d'extensionssimples dont le dernier �el�ement est l'anneau total des fractions de Pn=sat(T ). Nous pensonsfournir dans cette section une preuve valide de ce r�esultat qu'utilise [Mor97] et [ALM99].Nous �etablissons alors l'�equivalence entre la radicalit�e de T et le fait que la tour d'extensionsassoci�ee soit s�eparable (proposition 4.5.10). La proposition 4.5.12 v�eri�e qu'on peut r�ecipro-quement construire un ensemble triangulaire r�egulier dont la tour d'extensions simples estdonn�ee. En �n de section, nous montrons que la repr�esentation d'une châ�ne r�eguli�ere ned�e�nit pas toujours une tour d'extensions simples. La notion de châ�ne r�eguli�ere (ou d'en-semble triangulaire r�egulier) est ainsi plus g�en�erale mais elle est pourtant su�sante pourle d�eveloppement d'algorithmes de calcul de pgcd modulo un ensemble triangulaire (voir lechapitre 5). Notre travail permet donc de constater qu'il n'est pas n�ecessaire de disposerd'une tour d'extensions simples s�eparables pour ce type d'algorithme. Le point fondamentalest plutôt l'association d'un produit de corps ad�equat �a un ensemble triangulaire disposantde propri�et�es minimales.D�e�nition 4.5.1 On dit qu'une suite (A0; A1; : : : ; An) d'anneaux commutatifs est une tourd'extensions simples du corps k si A0 = k et si pour tout i 2 [1; n] l'une des conditionssuivantes est v�eri��ee :(i) Ai = fr(Ai�1[xi]),(ii) il existe fi 2 Ai�1[xi] de degr�e positif et unitaire tel que Ai = fr(Ai�1[xi]=hfii).Si, de plus, l'id�eal hfii est radical chaque fois que la condition (ii) est respect�ee, la tourd'extensions simples est dite s�eparable.La proposition suivante pr�ecise l'int�erêt des tours s�eparables.Proposition 4.5.2 Soit (A0; : : : ; An) une tour d'extensions simples s�eparable de k. Alorspour tout i 2 [0; n], l'anneau Ai est un produit de corps.Preuve. Le r�esultat se montre par r�ecurrence. Pour i = 0, c'est trivial. Supposons i > 0.Puisque Nil(Ai�1[xi]) = Nil(Ai�1)[xi] (voir la proposition A.2.31), il r�esulte de l'hypo-th�ese de r�ecurrence que Ai�1[xi] est un anneau r�eduit. Dans le cas (ii), l'anneau quotientAi�1[xi]=hfii est r�eduit puisque par hypoth�ese hfii est radical. Ainsi, pour les deux cas pos-sibles, la proposition A.2.34 entrâ�ne imm�ediatement que Ai est un produit �ni de corps.2 Consid�erons un ensemble triangulaire r�egulier T dans Pn. On pose A0 = k etAi = fr(Pi=sati(T \Pi))



4.5. Tours d'extensions simples 61pour tout i 2 [1; n]. L'homomorphisme canonique de Pi vers Ai induit un morphisme naturelde Pi+1 dans Ai[xi+1] qu'on note Fi. Sa restriction �a Pi pr�esente ainsi les caract�eristiquessuivantes :Proposition 4.5.3 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn et i 2 [0; n]. Pour toutp 2 Pi on a les �equivalences suivantes :(i) Fi(p) = 0 , p 2 sati(T \Pi) , p 2 sat(T ),(ii) Fi(p) 2 Un(Ai) , (8P 2 ass(sati(T \Pi))) p 62 P , (8P 2 ass(sat(T ))) p 62 P:Preuve. Le morphisme canonique de Pi=sati(T \ Pi) vers son anneau total des fractionsAi est injectif, ce qui justi�e la premi�ere �equivalence de (i). Les �el�ements de Pi=sati(T \Pi)dont l'image est inversible par ce morphisme sont exactement les �el�ements non-diviseurs dez�ero. On en d�eduit la premi�ere �equivalence de (ii). La seconde �equivalence pour chaque pointest cons�equence respectivement du th�eor�eme 4.3.4 et du th�eor�eme 4.3.6. 2Remarque 4.5.4 Soit f un polynôme de l'ensemble triangulaire r�egulier T ayant pourvariable principale xi. Si on note h l'initial de f alors Fi�1(h) est un �el�ement inversible deAi�1. En e�et, par hypoth�ese h n'est pas diviseur de z�ero dans Pi�1=sati�1(T�xi).Nous montrons ci-dessous que la suite (A0; A1; : : : ; An) est une tour d'extensions simplesde k. Commen�cons par �etablir le lien entre les anneaux Ai�1 et Ai.Lemme 4.5.5 Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. Alors(S�1A)[X] ' S�1(A[X]) :Preuve. Posons B = (S�1A)[X]. Soit f : A[X] ! B le morphisme naturellement induitpar l'homomorphisme canonique de A dans S�1A. V�eri�ons que les trois conditions de laproposition A.2.8 sont satisfaites par f . Pour (i), il est clair que les �el�ements de f(S) sont desinversibles de B. Soit p = Pdk=1 akXk un �el�ement de Ker(f). Pour tout k 2 [1; d] le coe�cientck=1 est nul dans S�1A; il existe donc sk 2 S tel que skck = 0 (remarque A.2.2). En notants le produit des ck on alors sp = 0, ce qui assure le point (ii). D'autre part, tout �el�ement deB s'�ecrit Pdk=1(ak=sk)Xk avec ak 2 A et sk 2 S. Par une mise en d�enominateur commun, onpeut l'�ecrire f(p)f(s)�1 avec p 2 A[X] et s 2 S, c'est-�a-dire sous la forme demand�ee dans(iii). 2Lemme 4.5.6 Soit S � reg(A) une partie multiplicative de l'anneau A. Alors on afr(S�1A) ' fr(A) :Preuve. il su�t d'appliquer la proposition A.2.9 avec T = reg(A). 2Proposition 4.5.7 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn. Pour tout i 2 [0; n� 1]on d�esigne par Ji+1 l'extension du satur�e de T \Pi+1 dans Ai[xi + 1] par l'homomorphismeFi. Alors on a Ai+1 ' fr(Ai[xi+1]=Ji+1) :



62 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesPreuve. On d�esigne par Si l'ensemble des �el�ements r�eguliers de Bi = Pi=sati(T \Pi). Ona ainsi Ai = Si�1Bi. En notant S l'image de S dans Bi[xi+1]=(Ii+1=Ii), on a d'apr�es le lemme4.5.5 puis la proposition A.2.13Ai[xi+1]=Ji+1 ' Si�1Bi[xi+1]=Ji+1' Si�1Bi[xi+1]=(Ii+1=Ii) :On veut utiliser l'isomorphisme donn�e par le lemme 4.5.6 en prenant Bi[xi+1]=(Ii+1=Ii) pourA. Il su�t de s'assurer que Si � reg(Bi[xi+1]=(Ii+1=Ii)), ce qui revient �a v�eri�er que l'in-tersection de Si avec tout id�eal premier de Bi[xi+1] associ�e �a Ii+1=Ii est vide. Soit � 2 Si.C'est l'image canonique d'un �el�ement p de Pi tel que pour tout id�eal premier P de Ii, on ap 62 P. Il r�esulte du th�eor�eme 4.3.6 que si P 0 2 ass(Ii+1), alors p 62 P 0. On en d�eduit que �n'appartient �a aucun id�eal premier associ�e �a Ii+1=Ii dans Bi[xi+1], ainsi qu'on le d�esirait. Lelemme 4.5.6 entrâ�ne alorsfr(Ai[xi+1]=Ji+1) ' fr(Bi[xi+1]=(Ii+1=Ii))' fr((Pi+1=Ii[xi+1])=(Ii+1=Ii[xi+1]))' fr(Pi+1=Ii+1) ;qui correspond �a l'isomorphisme de la proposition. 2Lemme 4.5.8 Avec les notations ci-dessus, posons Ii = sati(T \ Pi). Alors l'id�eal Ji en-gendr�e par Fi�1(Ii) a pour image r�eciproque Ii lui-même. De plus, si xi 2 algVar(T ) alorsJi = hFi�1(Txi)i, sinon Ji est r�eduit �a 0.Preuve. Notons Bi�1 = (Pi�1=Ii�1) et S 0i�1 l'ensemble des �el�ements r�eguliers de Bi�1. Ond�esigne par I 0i l'image de Ii dans Bi�1[xi]. C'est un id�eal de Bi�1[xi] d'image r�eciproqueIi. De plus, il r�esulte du th�eor�eme 4.3.6 que pour tout id�eal premier P 0 associ�e �a I 0i on aP 0 \ S0i�1 = ;. L'id�eal Ji �etant l'extension de I 0i dans l'anneau S0i�1�1(Bi�1[xi], on en d�eduitavec la proposition A.2.22 que I 0i est le contract�e de Ji, et par suite que I � i est l'imager�eciproque de Ji par Fi� 1. On a ainsi prouv�e la premi�ere partie du lemme.Supposons maintenant que xi 2 algVar(T ) et notons f = Txi et h = init(f). L'id�ealengendr�e par Fi�1(f) est �evidemment inclus dans Ji. R�eciproquement, soit p 2 sati(T \Pi).D'apr�es la proposition 4.3.2, il existe m tel que hmp 2 sati(T \ Pi�1) + hfiPi. On a parcons�equent Fi�1(h)mFi�1(p) 2 hFi�1(f)i. L'inversibilit�e de Fi�1(h) (remarque 4.5.4) entrâ�neFi�1(p) 2 hFi�1(f)i. Il en r�esulte Ji � hFi�1(f)i.Le cas o�u xi est une variable transcendante par rapport �a T est imm�ediat. 2Th�eor�eme 4.5.9 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn. Alors la suite d'anneaux(A0; A1; : : : ; An) d�e�nis par Ai = fr(Pi=sati(T \ Pi)) est une tour d'extensions simples ducorps k. On dit que c'est la tour associ�ee �a T .Preuve. En appliquant le lemme 4.5.8 dans la relation donn�ee par la proposition 4.5.7,on obtient selon le cas Ai ' fr(Ai�1[xi]) ou bien Ai ' fr(Ai�1[xi]=hFi�1(Txi)i). Il r�esultede la remarque 4.5.4 que Fi�1(Txi) est unitaire donc la suite (A0; A1; : : : ; An) satisfait auxconditions de la d�e�nition. 2



4.5. Tours d'extensions simples 63On peut ainsi associer �a tout ensemble triangulaire r�egulier une tour d'extensions simplesqui, dans le cas o�u elle est s�eparable, permet d'obtenir la propri�et�e suivante.Proposition 4.5.10 Avec les notations du th�eor�eme 4.5.9, la tour A0; A1; : : : ; An est s�epa-rable si et seulement si l'id�eal sat(T ) est radical.Preuve. On reprend les notations du lemme 4.5.8. Par d�e�nition, si la tour est s�eparablealors Jn est un id�eal radical de An�1[xn]. L'id�eal sat(T ) qui est le contract�e de Jn par Fn�1 estdonc radical d'apr�es la proposition A.1.4. R�eciproquement, supposons que sat(T ) est radical.On a alors encore selon la proposition A.1.4F�1n�1(qhJn�1i) = qF�1n�1(hJn�1i)= qsat(T )= sat(T ) :On en d�eduit qhJn�1i = Fn�1(sat(T )) = hJn�1i. 2On introduit ainsi la même terminologie pour les ensembles triangulaires que pour lestours.D�e�nition 4.5.11 Un ensemble triangulaire r�egulier T est dit s�eparable si sat(T ) est radi-cal.On s'int�eressemaintenant au probl�eme r�eciproque de celui qui est �evoqu�e dans le th�eor�eme4.5.9. Autrement dit, on cherche �a associer �a une tour d'extensions simples de k un ensembletriangulaire r�egulier.Proposition 4.5.12 Soit (A0; A1; : : : ; An) une tour d'extensions simples de k. Alors il existeun ensemble triangulaire r�egulier T de Pn tel que (A0; A1; : : : ; An) soit la tour associ�ee �a T .Preuve. La construction se fait par induction sur n. Pour n = 0 il est clair que l'ensemblevide convient pour T . Soit n > 0. D'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence on peut associer �aA0; : : : ; An�1 un ensemble triangulaire r�egulier T 0 dePn�1 tel queAn�1 = fr(Pn�1=satn�1(T 0)).Dans le cas o�u An = fr(An�1[xn]) on v�eri�e imm�ediatement avec le lemme 4.5.8 et la propo-sition 4.5.7 que T = T 0 convient. Supposons maintenant que f est un polynôme de An�1[xn]tel que An = fr(An�1[xn]=hfi). On note S l'ensemble des �el�ements de Pn�1 qui ne sont pasdiviseurs de z�ero modulo satn�1(T 0). Le polynôme f s'�ecritf = dXj=0(aj=sj )xjno�u aj est la classe r�esiduelle dans Pn�1=satn�1(T 0) d'un �el�ement aj de Pn�1 et sj est laclasse d'un �el�ement sj de S. De plus le coe�cient ad 2 S par hypoth�ese. Puisqu'une mise end�enominateur commun ne modi�e pas ces propri�et�es, on peut supposer que les sj sont tousidentiques; on note alors s cette valeur commune. Le polynôme g = Pdj=0(aj=1)xjn = (s=1)fengendre dans An�1[xn] le même id�eal que f puisque (s=1) est inversible. Soit t le polynômede Pn d�e�ni par t = Pdj=0 ajxjn. Alors T = T 0 [ ftg est un ensemble triangulaire r�egulier dePn. Puisque g est l'image de t dans An�1[xn], il r�esulte ici encore du lemme 4.5.8 et de laproposition 4.5.7 que T convient. 2



64 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesRemarquons qu'il est aussi possible d'associer �a un ensemble triangulaire r�egulier T uneautre suite d'anneaux (A00; A01; : : : ; A0n), d�e�nie parA0i = fr(Pi=qsati(T \Pi)) :Nous avons vu que chaque anneau A0i est alors un produit de corps. Disposerait-on avecla suite A0i d'une tour d'extensions simples s�eparables ? La r�eponse est non car A0i n'estpas même pas forc�ement une tour d'extensions simples. Consid�erons par exemple l'ensembletriangulaire r�egulier T de P2 suivant :T = fx21 � x1; x22 � x1g :On a A01 = fr(P1=hx21 � x1i) ' k1 � k2o�u k1 est le corps fr(P1=hx1i) et k2 le corps fr(P1=hx1 � 1i). L'id�eal engendr�e par l'image deqsat(T ) dans l'anneau A01[x2] = k1[x2]� k2[x2] est d'apr�es ce qui pr�ec�ede, l'id�ealJ = qhF1(x22 � x1)i :L'image de x22 � x1 dans k1[x2] est f1 = x22 et son image dans k2[x2] est f2 = x22 � 1. Onv�eri�e ais�ement que qhf1ik1[x2] = hx2ik1[x2] et que l'id�eal hf2ik2 [x2] est radical. D'apr�es lelemme 3.3.5, l'id�eal J est donc engendr�e dans k1[x2] � k2[x2] par le couple (x2; x22 � 1). Cecouple correspond au polynôme x1x22� (x1� 1)x2+x1 de A1[x2] qui n'est pas unitaire, doncla condition (ii) de la d�e�nition 4.5.1 n'est pas remplie.4.6 �Equivalence de di��erentes notionsLes di��erents concepts attach�es aux ensembles triangulaires qui ont �et�e introduits dansce chapitre se retrouvent dans le th�eor�eme ci-dessous pour fournir des caract�erisations �equi-valentes d'ensembles triangulaires.Th�eor�eme 4.6.1 Pour tout ensemble triangulaire T non vide de Pn les conditions ci-dessous sont �equivalentes :(i) T est un ensemble triangulaire r�egulier de Pn,(ii) T est une châ�ne r�eguli�ere de Pn,(iii) red7!0(T ) = sat(T ),(iv) sat(T ) \Pi = sati(T \ Pi) pour tout i 2 [0; n],(v) T est un ensemble caract�eristique au sens de Ritt de sat(T ),



4.7. Ensembles triangulaires et bases de Gr�obner 65Preuve. L'�equivalence entre les deux premi�eres notions a d�ej�a �et�e donn�ee dans la propo-sition 4.4.12. V�eri�ons maintenant que (i) , (iii) et (i) , (iv). Si T est r�egulier, l'�egalit�e(iii) a �et�e �etablie dans le th�eor�eme 4.3.11 et la relation (iv) dans le th�eor�eme 4.3.4 R�ecipro-quement, supposons que T ne soit pas r�egulier. Il existe un indice i > 0 tel que l'initial deTxi soit diviseur de z�ero dans Pi�1=sati�1(T�xi). Posons h = init(Txi). On dispose ainsi d'unpolynôme p 2 Pi�1 tel que p 62 sati�1(T \ Pi�1) (4.9)et hp 2 sati�1(T \Pi�1) : (4.10)A partir de la relation (4.10) on obtient ais�ement que p 2 sati(T \ Pi) donc p 2 sat(T ).On en d�eduit conjointement avec la relation (4.9) que sat(T ) \ Pi�1 6= sati�1(T \ Pi�1), cequi prouve (iv) ) (i). De plus, la relation (4.9) entrâ�ne aussi que prem(p; T�xi) 6= 0 doncprem(p; T ) 6= 0 puisque p 2 Pi�1. On a par cons�equent red7!0(T ) 6= sat(T ) et ainsi (iii)) (i).On obtient facilement (iii), (v). En e�et, par d�e�nition T est un ensemble caract�eris-tique de sat(T ) si et seulement si sat(T ) � red7!0(T ). L'�equivalence voulue r�esulte simplementdu fait qu'on a toujours red7!0(T ) � sat(T ) (proposition 2.2.18). 24.7 Ensembles triangulaires et bases de Gr�obnerNous �etudions dans cette section la construction d'ensembles triangulaires avec des pro-pri�et�es minimales �a partir d'une base de Gr�obner lexicographique minimale G d'un id�ealI. On montre d'abord que lorsque I est premier, on peut extraire imm�ediatement de G aumoins un ensemble triangulaire r�egulier T tel que I = sat(T ) (th�eor�eme 4.7.4). Lorsque In'est pas premier on ne dispose pas de propri�et�e aussi forte. Le th�eor�eme 4.7.14 pr�ecise qu'onpeut cependant toujours extraire facilement de G au moins un ensemble caract�eristique ausens de Ritt de I qu'on appelle ensemble m�edian associ�e �a I (d�e�nition 4.7.6). Ces r�esultatsprolongent ceux de [ALM99] o�u est introduite la notion d'ensemble m�edian d'un syst�eme deg�en�erateurs d'un id�eal I. Celle-ci correspond �a un cas particulier d'ensemble m�edian associ�e �aI. Notre g�en�eralisation montre qu'il y a �eventuellement plusieurs ensembles caract�eristiquesdisponibles dans la base de Gr�obner G et permet de choisir parmi ceux-ci. Elle fait aussiapparâ�tre le rôle principal des initiaux des polynômes de G dans ces probl�emes, et a ainsil'avantage de limiter les calculs de pseudo-restes sur ces initiaux au lieu de les e�ectuer surles polynômes eux-mêmes.Notation 4.7.1 Nous supposons dans cette section que I est un id�eal propre de Pn. Nousutilisons les notations de l'annexe B pr�esentant les bases de Gr�obner. L'ordre lexicographiquesur les monômes de Pn, associ�e �a l'ordre de variables x1 < � � � < xn, est not�e �lex (d�e�nitionB.0.16). Pour cet ordre, le monôme de tête d'un polynôme p de Pn est not�e lm(p). Toutes lesr�ef�erences aux bases de Gr�obner dans cette partie seront relatives �a cet ordre. On d�esigne parG la base de Gr�obner minimale de I pour l'ordre �lex. Soit v une variable de fx1; : : : ; xng.On pose Gv = fg 2 G j mvar(g) = vg et G�v = fg 2 G j mvar(g) < vg :En�n, on note algVar(G) l'ensemble des variables v telles que Gv 6= ;.



66 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesLemme 4.7.2 Soit G une base de Gr�obner minimale pour l'ordre lexicographique. Alorspour tout polynôme g 2 G on a init(g) 62 hGi.Preuve. Posons h = init(g) et supposons au contraire que h 2 hGi. Alors il existe g0 2G n fgg tel que lm(h) soit divisible par lm(g0). Puisque lm(h) divise lm(g) on en d�eduitalors que lm(g0) divise lm(g), ce qui contredit le fait que G est une base minimale (voir lad�e�nition B.0.18). 2Lemme 4.7.3 Soit G une base de Gr�obner minimale qui engendre un id�eal premier de Pn.Pour tout ensemble triangulaire T tel que T � G on asat(T ) � hGi :Preuve. Posons T = fg1; : : : ; gsg et hi = init(gi) pour tout i 2 [1; s]. On a hT i � hGi doncsat(T ) = hT i : (h1 : : : hs)1 � hGi : (h1 : : : hs)1 :Puisque par hypoth�ese hGi est premier, il r�esulte du lemme 4.7.2 que h1 : : : hs 62 hGi et parcons�equent hGi : (h1 : : : hs)1 = hGi (proposition A.1.15), ce qui permet de conclure. 2Th�eor�eme 4.7.4 Soit I un id�eal premier de Pn et G une base de Gr�obner minimale de I.Soit T un ensemble triangulaire extrait de G tel que :{ algVar(T ) = algVar(G),{ pour toute variable v 2 algVar(T ) le polynôme Tv est un �el�ement de Gv de degr�e minimalen v.Alors T est un ensemble triangulaire r�egulier etI = sat(T ) = red7!0(T ) : (4.11)On dira que T est un ensemble triangulaire r�egulier extrait de G, ou associ�e �a I.Preuve. On montre d'abord que I � red7!0(T ) par l'absurde. Soit p 2 I et r = prem(p; T ).La \remainder formula" (proposition 2.2.10) entrâ�ne r 2 I donc il existe g 2 G tel que lm(g)divise lm(r). Posons v = mvar(g). Par construction de T , la variable v est alg�ebrique parrapport �a T et mdeg(Tv) � mdeg(g). Supposons r 6= 0. Le polynôme r est r�eduit par rapport�a T donc son monôme de tête l'est aussi. Par cons�equent lm(g) est r�eduit par rapport �a T ;en particulier on a mdeg(g) < mdeg(Tv), en contradiction avec ce qui pr�ec�ede. On en d�eduitque r = 0.Il r�esulte ensuite de la proposition 2.2.18 queI � red7!0(T ) � sat(T ) :Puisque le lemme 4.7.3 assure que sat(T ) � I, on en d�eduit les �egalit�es (4.11). Le fait que Tsoit r�egulier est cons�equence directe du point (iii) du th�eor�eme 4.6.1. 2



4.7. Ensembles triangulaires et bases de Gr�obner 67Exemple 4.7.5 Soit n = 4. On consid�ere les polynômes suivants :p1 = x2x3 � x1p2 = x1x4 � x2p3 = x3x4 � 1L'ensemble G = fp1; p2; p3g est une base de Gr�obner minimale d'un id�eal premier. Il existedeux ensembles triangulaires r�eguliers extraits de G qui sont T1 = fp1; p2g et T2 = fp1; p3g.On a ainsi hGi = sat(T1) = sat(T2): Les z�eros de G forment la vari�et�e irr�eductibleV = f(t1; t2; t1=t2; t2=t1) j t1; t2 2 C n f0g g :Bien que p2�lex p3, l'ensemble T2 peut se r�ev�eler plus int�eressant que l'ensemble T1 car on aaussi hGi = hT2i alors que V(T1) = V [ f(0; 0; t3; t4) j t3; t4 2 C g.Remarquons cependant qu'on ne peut pas toujours trouver un ensemble triangulairer�egulier T extrait de G tel que hGi = T . Soit T = fx22x3 � x21; x1x4 � x2g et I = sat(T ).L'id�eal I admet pour base de Gr�obner minimaleG = fx22x3 � x21; x1x4 � x2; x2x3x4 � x1; x3x24 � 1g :On v�eri�e facilement que l'id�eal I est premier. Les ensembles triangulaires r�eguliers associ�es�a I sont T et T 0 = fx22x3 � x21; x2x3x4 � x1g mais le calcul des bases de Gr�obner des id�eauxhT i et hT 0i montrent que ceux-ci sont strictement inclus dans I.Dans le cas g�en�eral o�u I n'est pas premier, on ne peut plus extraire aussi facilement quedans le th�eor�eme 4.7.14, un ensemble triangulaire qui ait des propri�et�es minimales de la basede Gr�obner lexicographique de I. La construction inductive de la d�e�nition 4.7.6 ci-dessous,qui ne demande qu'un simple calcul de pseudo-reste sur les initiaux de polynômes de G,permet quand même d'exhiber au moins un ensemble caract�eristique de Ritt de I.D�e�nition 4.7.6 Soit I un id�eal propre de Pn et G une base de Gr�obner minimale de I.On appelle ensemble m�edian extrait de G, ou ensemble m�edian associ�e �a I, tout ensembletriangulaire T de Pn qui v�eri�e les conditions suivantes :(i) si n = 0 alors T = ;(ii) si n > 0 alors T 0 = T�xn est un ensemble m�edian extrait de G�xn et on distingue deuxcas :(a) si finit(g) j g 2 Gxng � red7!0(T 0) alors T = T 0(b) sinon T = T 0 [ ffg o�u f est un polynôme de Gxn de degr�e minimal en xn parmiles �el�ements g 2 Gxn v�eri�ant prem(init(g); T 0) 6= 0.Tout id�eal propre de Pn admet au moins un ensemble m�edian associ�e. La propositionsuivante montre que la d�e�nition 4.7.6 g�en�eralise le cas o�u I est un id�eal premier que nousavons �etudi�e plus haut.Proposition 4.7.7 Soit I un id�eal premier de Pn et T un ensemble triangulaire. Alors Test un ensemble triangulaire r�egulier associ�e �a I si et seulement si T est un ensemble m�edianassoci�e �a I.



68 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesPreuve. On le v�eri�e par induction sur l'entier n. C'est trivial pour le cas n = 0 quicorrespond �a I = f0g. Supposons n > 0. Soit G la base de Gr�obner minimale de I. Le casGxn = ; est imm�ediat. Dans le cas contraire tout polynôme g 2 Gxn est tel que init(g) 62I \Pn�1 (lemme 4.7.2). Puisque par induction T�xn est r�egulier et I \Pn�1 = sat(T�xn), on aprem(init(g); T�xn) 6= 0 selon le th�eor�eme 4.3.11. Par cons�equent les �el�ements de Gxn de degr�eminimal en xn sont exactement ceux qui v�eri�ent la condition (b) de la d�e�nition 4.7.6, cequi entrâ�ne l'�equivalence voulue. 2Revenons au cas g�en�eral des ensembles m�edians pour lequel nous donnons quelquesexemples. Nous en d�egagons ensuite les propri�et�es principales.Exemple 4.7.8 Soit n = 4 et F = fx1x2; x2x3; x3x4g. On pose I = hF i. Alors on a G = Fet le seul ensemble m�edian associ�e �a I est fx1x2; x3x4g.Exemple 4.7.9 Soit n = 5 et T = fx22 � x1; x23 � x2x3; (x3 + x2)x4; (x3 � x2)x5g. La basede Gr�obner minimale de l'id�eal I engendr�e par T est G = F [ fx1x4; x2x4x5g. On trouveici deux ensembles m�edians extraits de G. Le premier est T lui-même et le second est T 0 =fx22 � x1; x23 � x2x3; x1x4; (x3 � x2)x5g.Exemple 4.7.10 Soit n = 4. On pose F = fx22 � x1; x23 � 2x2x3 + x1; (x3 � x2)x4g. L'id�ealI = hF i admet F comme base de Gr�obner minimale. L'unique ensemble m�edian extrait deF est F lui-même. Notons que W(F ) = ; puisque (x3 � x2) appartient au radical de F�x4.Contrairement au cas o�u I est un id�eal premier, il n'est donc pas possible d'assurer qu'unensemble m�edian associ�e �a I soit consistant.Remarque 4.7.11 Même dans le cas o�u I est radical, les ensembles m�edians associ�es �a Ipeuvent être inconsistants. Avec n = 4, prenons T = fx21�2; x22�2; (x1�x2)x3; (x1+x2)x4get I = hT i. On a alors G = T [ fx3x4g. Le seul ensemble m�edian extrait de G est T carprem(x3x4; Tx3) = 0. On v�eri�e sans peine que le produit des initiaux de Tx3 et Tx4 appartient�a l'id�eal engendr�e par T�x3 donc W(T ) = ;.Proposition 4.7.12 Tout ensemble m�edian associ�e �a un id�eal propre non nul de Pn est unensemble triangulaire standard.Preuve. La construction de T donn�ee dans la d�e�nition 4.7.6 ci-dessus entrâ�ne imm�edia-tement que T satisfait les conditions de la d�e�nition 2.2.14. 2Proposition 4.7.13 Soit I un id�eal propre de Pn. Tout ensemble m�edian T associ�e �a I esttel que T � I � red7!0(T ) :Preuve. La premi�ere inclusion est triviale. Passons �a la seconde. On note G la base deGr�obner minimale de I. Soit p 2 I et r = prem(p; T ). Puisque T � I on a r 2 I. Il existedonc g 2 G tel que lm(r) est multiple de lm(g) (proposition B.0.20). Supposons que r estnon nul. Puisque red?(r; T ) on a aussi red?(lm(r); T ) etred?(lm(g); T ) : (4.12)



4.7. Ensembles triangulaires et bases de Gr�obner 69Posons v = mvar(g). Si v est alg�ebrique par rapport �a T on a donc mdeg(g) < mdeg(Tv)(voir la remarque 2.2.12). Il r�esulte alors de la d�e�nition 4.7.6 que prem(init(g); T�v ) = 0. Eton a clairement la même relation lorsque v est transcendante par rapport �a T . La proposi-tion 2.2.13 implique alors que lm(g) n'est pas r�eduit par rapport �a T , ce qui contredit (4.12).On en conclut que r est nul. 2Th�eor�eme 4.7.14 Soit I un id�eal propre de Pn. Tout ensemble m�edian associ�e �a I est unensemble caract�eristique de Ritt de I.Preuve. Cette a�rmation est une cons�equence directe des propositions 4.7.13 et 4.7.12 etdu th�eor�eme 4.2.11. 2Les propri�et�es des ensembles m�edians sont bien moins fortes en g�en�eral que dans le casd'un id�eal premier. Le th�eor�eme 4.7.14 montre cependant que tout id�eal I de Pn poss�edeun ensemble caract�eristique de Ritt et qu'un tel ensemble n'est pas plus di�cile �a calculerqu'une base de Gr�obner lexicographique de I.Remarque 4.7.15 Si on dispose d'un ensemble m�edian T associ�e �a I alors on peut ais�ementtester si un sous-ensemble C de I est un ensemble caract�eristique de Ritt de I. Il su�t dev�eri�er que C est un ensemble triangulaire standard tel que C �r T .Nous distinguons dans la d�e�nition suivante l'un des ensembles m�edians extraits d'unebase de Gr�obner. Celui-ci a comme propri�et�e suppl�ementaire d'être initialement r�eduit. Cetted�e�nition permet aussi de faire �nalement le lien avec la d�e�nition d'ensemble m�edian de[ALM99].D�e�nition 4.7.16 Soit I un id�eal propre de Pn et G la base de Gr�obner minimale de I.L'ensemble m�edian de I, not�e M(I), est l'ensemble triangulaire d�e�ni de mani�ere uniquepar(i) si n = 0 alors T = ;(ii) si n > 0 alors T 0 = T�xn est l'ensemble m�edian de I \ Pn�1 et on distingue deux cas :(a) si finit(g) j g 2 Gxng � red7!0(T 0) alors T = T 0(b) sinon T = T 0 [ fgg o�u g est le plus petit polynôme de Gxn par rapport �a l'ordre�lex tel que prem(init(g); T 0) 6= 0.Proposition 4.7.17 L'ensemble m�edian M(I) est initialement r�eduit.Preuve. Soit G la base de Gr�obner minimale de I. On prouve la proposition par l'absurde.Supposons que T = M(I) ne soit pas initialement r�eduit. Il existe alors une variable v 2algVar(T ) telle que g = Tv ne soit pas initialement r�eduit par rapport �a T�v . Posons p =prem(g; T�v ). On a ainsi p�lexg et p 2 I.Puisque T est un ensemble triangulaire standard on a prem(init(g); T�v ) 6= 0 et il r�esultede la proposition 2.1.17 que deg(p; v) = mdeg(g). On sait avec la proposition 4.7.13 quep 62 hG�v i car prem(p; T�v ) = p 6= 0. Par cons�equent le monôme de tête de p est divisible parle monôme de tête d'un polynôme g0 2 Gv tel que g0�lexg. On en conclut que prem(g0; T�v ) = 0et donc que lm(g0) n'est pas r�eduit par rapport �a T�v d'apr�es la proposition 2.2.13. On aboutitainsi �a une contradiction puisque par construction p est r�eduit par rapport �a T�v . 2



70 Chapitre 4. Propri�et�es des ensembles triangulairesLa proposition 4.7.18 ci-dessous montre que si T = M(I) et v 2 algVar(T ) alors Tv estaussi le plus petit polynôme g de Gv pour l'ordre de Ritt qui v�eri�e prem(g; T�v ) 6= 0.Proposition 4.7.18 Soit I un id�eal propre non nul de Pn et G sa base de Gr�obner minimale.Soit g 2 M(I) tel que mvar(g) = v. Alors pour tout g0 2 G tel que g0�lexg on a prem(g0; T�v ) =0.Preuve. Posons T = M(I). Si deg(g0; v) < mdeg(g) alors prem(g0; T�v ) = prem(g0; T ) =0 d'apr�es la proposition 4.7.13. Supposons maintenant que g0 a pour variable principalev et que mdeg(g0) = mdeg(g). Il r�esulte de la construction de l'ensemble m�edian de Ique prem(init(g0); T�v ) = 0. On en d�eduit avec la proposition 2.1.17 que prem(g0; T�v ) =prem(tail(g0); T�v ). On est ainsi ramen�e au cas pr�ec�edent, d'o�u prem(g0; T�v ) = 0. 2La proposition suivante permet de constater que la distinction des cas (a) et (b) dans lad�e�nition 4.7.16 peut se faire indi��eremment en calculant les pseudo-restes des polynômesde Gxn par rapport �a T 0 ou en ne calculant que les pseudo-restes de leurs initiaux.Proposition 4.7.19 Soit G une base de Gr�obner lexicographique minimale de Pn et T unensemble m�edian extrait de G�xn . On aGxn � red7!0(T ) () finit(g) j g 2 Gxng � red7!0(T ) :Preuve. L'implication directe est imm�ediate avec le corollaire 2.1.18. R�eciproquement, sifinit(g) j g 2 Gxng � red7!0(T ) alors par d�e�nition T est un ensemble m�edian de hGi. Laproposition 4.7.13 a�rme alors que hGi � red7!0(T ), et en particulier Gxn � red 7!0(T ). 2Remarque 4.7.20 La d�e�nition de l'ensemble m�edian d'un id�eal I dans [ALM99] corres-pond �a la d�e�nition 4.7.16 donn�ee plus haut o�u les termes init(g) sont �a remplacer par g. Lespropositions 4.7.18 et 4.7.19 montrent par cons�equent que les deux d�e�nitions sont en fait�equivalentes.



71Chapitre 5Calcul modulo un ensembletriangulaire et d�ecompositiontriangulaire R�esum�eCe chapitre pr�esente les algorithmes qui permettent de calculer modulo un ensembletriangulaire r�egulier T , ce qui ici, signi�e e�ectuer des calculs avec des polynômes en unevariable �a coe�cients dans le produit de corps A(T ) = fr(Pn=qsat(T )) d�e�ni par T . Cesalgorithmes permettent ensuite de construire des algorithmes de d�ecomposition triangulairede syst�emes de polynômes. Ils utilisent le principe de scindage dynamique que nous avonsexpos�e dans la section 3.3.On peut de mani�ere similaire �a [Laz91a] et [Mor97] les utiliser pour calculer une d�ecom-position des z�eros du syst�eme de d�epart en z�eros r�eguliers d'ensembles triangulaires. Pournotre part, nous nous sommes investi dans le calcul de d�ecompositions en clôtures de z�erosr�eguliers d'ensembles triangulaires dont l'id�ee apparâ�t dans [Kal93].Nous pr�esentons d'abord le probl�eme du scindage d'un ensemble triangulaire qui corres-pond �a celui �evoqu�e dans le chapitre 3 pour scinder un produit de corps a�n de calculer despgcd sur des produits de corps. Nous verrons qu'un algorithme de scindage de A(T ) permetde d�e�nir un algorithme de calcul de pgcd modulo T , qui lui-même servira �a r�esoudre notreprobl�eme de scindage. C'est sur ce principe que fonctionnent les algorithmes split et ggcdintroduits par M. Kalkbrener [Kal93]. Notre pr�esentation est di��erente et il nous semblequ'elle permet avec les r�esultats du chapitre 4 de mieux comprendre le travail qu'e�ectuentces algorithmes. De plus, nous pr�esentons un nouvel algorithme de calcul de pgcd moduloun ensemble triangulaire qui utilise la technique des sous-r�esultants pour plus d'e�cacit�e.Notons que nous avons encore am�elior�e r�ecemment cet algorithme par l'adaptation des tech-niques propos�ees par [Duc96].Notre travail de validation math�ematique de l'algorithme de calcul de pgcd de Kalkbrenernous a permis d'aller plus loin que lui. Nous utilisons le principe dynamique de son algorithmepour d�evelopper des algorithmes de calcul de partie sans facteur carr�e d'un polynôme etd'inversion modulo une châ�ne r�eguli�ere (sections 5.2 et 5.3).



72 Chapitre 5. Calcul modulo un ensemble triangulaire et d�ecomposition triangulaireNous rappelons ensuite l'algorithme de d�ecomposition triangulaire de [Kal95]. Les algo-rithmes de calcul de partie sans facteur carr�e et d'inversion cit�es ci-dessus nous permettentde modi�er cet algorithme de d�ecomposition pour obtenir des d�ecompositions triangulairesavec des sp�eci�cations plus fortes.Mentionnons pour �nir que l'id�ee de calculer des parties sans facteur carr�e et d'inverserapparâ�t dans [Laz91a] pour calculer des d�ecompositions triangulaires en z�eros r�eguliers.Une mise en �uvre est propos�ee dans [MR95] puis [Mor97] o�u ces calculs et les calculsde pgcd au-dessus d'une tour d'extensions simples sont e�ectu�es de mani�ere dynamiquecomme dans nos algorithmes, mais n�ecessitent l'inversion des initiaux des polynômes toutau long du calcul. Il nous a sembl�e pr�ef�erable d'utiliser la normalisation uniquement dans leprocessus de construction d'un ensemble triangulaire. Nos d�ecompositions triangulaires ne lafont donc intervenir que dans le cas o�u on d�esire obtenir en sortie des ensembles triangulairesnormalis�es. En e�et, nous nous sommes rendus compte que le calcul des coe�cients deBezout pouvait rendre le calcul de pgcd beaucoup plus coûteux. Les performances de nosimplantations ont montr�e que notre choix �etait justi��e.



5.1. Scindage et pgcd modulo un ensemble triangulaire 73Notation 5.0.21 Dans ce chapitre T d�esigne un ensemble triangulaire r�egulier de Pn. Nousavons montr�e dans la section 4.5 que l'anneau fr(Pn=qsat(T )) est un produit de corps. Nousle d�esignerons d�esormais par An(T ) ou simplement A(T ) et nous utiliserons la notationRep(T ) = qsat(T ) introduite pour les châ�nes r�eguli�eres.Si fP1; : : : ;Prg est l'ensemble des id�eaux premiers associ�es �a sat(T ), on a d'apr�es leth�eor�eme 4.4.14 A(T ) = fr(Pn=P1)� : : :� fr(Pn=Pr) :On notera K(T ) l'ensemble des corps associ�es �a T , c'est-�a-dire les fr(Pn=Pj) o�u j 2 [1; r].Pour travailler avec les notations ci-dessus qui �evitent les indices, nous introduisons unenouvelle variable xn+1 plus grande que xn. Rappelons que si � est un corps associ�e �a T etp un polynôme de Pn+1 on note bp� l'image canonique de p dans fr(Pn=P)[xn+1] (notation4.4.1). On d�esignera de plus l'image de p dans A(T ) par bpT .5.1 Scindage et pgcd modulo un ensemble triangulaireNous avons vu dans le chapitre 3 que tout couple de polynômes en une variable �a co-e�cients dans un produit de corps admet un pgcd. Le probl�eme est alors de d�eterminere�ectivement un tel pgcd. Disposant d'un ensemble triangulaire r�egulier T , nous ne connais-sons pas explicitement les corps associ�es �a T . Un aper�cu de la strat�egie �a la D5 sur laquellenous nous appuyons pour le calcul d'un pgcd sur A(T ) est pr�esent�e dans le chapitre 3. Celan�ecessite de pouvoir distinguer pour un �el�ement a donn�e dans A(T ), les corps de K(T )dans lesquels l'image de a est nulle des autres, autrement dit ceux dans lesquels l'imagede a est inversible. Il faut donc pouvoir scinder l'ensemble K(T ). Nous verrons ci-dessousque ce probl�eme du scindage et celui du pgcd se r�esolvent mutuellement dans le cadre desensembles triangulaires r�eguliers et qu'on dispose alors d'outils pour r�esoudre des syst�emespolynomiaux.Bien que les travaux de Kalkbrener ne mentionnent pas la structure de produit de corpsA(T ) et ne d�egagent pas une notion math�ematique de pgcd comme la d�e�nition 5.1.3, ontrouvera dans [Kal95] une �etude compl�ete dans le cadre des syst�emes de repr�esentations duprobl�eme du scindage d'un id�eal radical o�u intervient un algorithme dont les principes sont�a la base de l'algorithme de calcul de pgcd pr�esent�e plus bas. Les algorithmes split et gcdreprennent les id�ees de [Kal93]. Nous avons ajout�e un algorithme monicPolynomial pour desraisons pratiques et un algorithme subResGcd qui remplace le processus euclidien de calculde l'algorithme ggcd de Kalkbrener par un processus bas�e sur l'utilisation des sous-r�esultantset dont la gestion permet de plus d'�eviter de r�ep�eter certains calculs. On obtient de cettemani�ere une meilleure e�cacit�e.Commen�cons par d�e�nir plus pr�ecis�ement ce que nous entendons lorsque nous parlons descindage.D�e�nition 5.1.1 Soient T; T1; : : : ; Tm des ensembles triangulaires r�eguliers de Pn. On ditque l'ensemble fT1; : : : ; Tmg est un T -scindage si les ensembles K(Tj) sont deux �a deux



74 Chapitre 5. Calcul modulo un ensemble triangulaire et d�ecomposition triangulairedisjoints et K(T ) = m[j=1K(Tj) :On peut dire de mani�ere �equivalente que T1; : : : ; Tm est un T -scindage si les id�eauxpremiers associ�es aux satur�es des Tj sont tous distincts et queass(sat(T )) = m[j=1 ass(sat(Tj)) :Nous avons mentionn�e plus haut que dans l'optique d'un calcul de pgcd, le fait int�eressant�etait la capacit�e de s�eparer les corps fr(Pn=Pj) pour lesquels la composante d'un �el�ement ade A(T ) �etait nulle de ceux pour lesquels elle �etait non nulle. Nous introduisons dans ce butla d�e�nition suivante.D�e�nition 5.1.2 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier et p 2 Pn. On dit qu'un coupleN = fT1; : : : ; Tlg et I = fT 01; : : : ; T 0mg de familles d'ensembles triangulaires r�eguliers est unscindage de T suivant p si N [ I est un T -scindage et si{ (8� 2 K(N)) bp� = 0,{ (8� 2 K(I)) bp� 6= 0.Lorsque card(N [ I) = 1 on dit que T ne se scinde pas suivant p.Nous donnons en �n de section un algorithme split(T; p) qui calcule un scindage de Tsuivant un polynôme p. Cet algorithme utilise un calcul de pgcd modulo un ensemble trian-gulaire. Nous allons donc d'abord pr�eciser ce que nous entendons par l�a.Remarquons tout d'abord que tout couple (P1; P2) d'�el�ements de A(T )[xn+1] admet unpgcd qui est l'image d'un polynôme de Pn+1 par l'homomorphisme canonique. En e�et, ondispose d'un pgcd G dans A(T )[xn+1]; il su�t alors de mettre tous les coe�cients de G aumême d�enominateur puis de multiplier par ce d�enominateur. On obtient ainsi clairementl'image d'un polynôme de Pn+1 qui est un associ�e de G dans A(T )[xn+1] donc un pgcd de(P1; P2) d'apr�es le lemme 3.3.7.Si p1; p2 2 Pn+1, il existe donc un polynôme g 2 Pn+1 tel que bgT est un pgcd de cp1T etcp2T dans A(T )[xn+1]. Un tel pgcd n'est pas g�en�eralement unitaire dans A(T )[xn+1], c'est-�a-dire que son coe�cient de tête en xn+1 peut être nul dans certaines composantes du produitde corps A(T ). De plus, tel que nous l'avons pr�esent�e, le calcul d'un pgcd dans A(T )[xn+1]peut entrâ�ner plusieurs branches de calcul et fournir en fait la valeur du pgcd sur des sous-produits de corps de A(T )[xn+1]. En vue de d�ecomposer des syst�emes il est alors pr�ef�erablede remplacer A(T )[xn+1] par les sous-produits de corps obtenus, qui seront repr�esent�es pardes ensembles triangulaires r�eguliers. Cela permettra en même temps d'obtenir des pgcdsunitaires qui seront plus ais�ement manipulables. On aboutit ainsi �a la d�e�nition ci-dessous.D�e�nition 5.1.3 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn et deux polynômes p1 etp2 de Pn+1. On dit que g 2 Pn+1 est un pgcd de p1 et p2 modulo T si bgT est nul ou



5.1. Scindage et pgcd modulo un ensemble triangulaire 75unitaire dans A(T )[xn+1] et si bgT est un pgcd de cp1T et cp2T . Plus g�en�eralement, on dit quef(g1; T1); : : : ; (gm; Tm)g est un pgcd de p1 et p2 modulo T si les conditions suivantes sontr�ealis�ees :(i) fT1; : : : ; Tmg est un T -scindage,(ii) cgjTj est nul ou unitaire dans A(Tj) pour tout j 2 [1;m],(iii) cgjTj est un pgcd de cp1Tj et cp2Tj pour tout j 2 [1;m].Supposons que pour tout i 2 [0; n � 1] on dispose d'un algorithme gcdi(p1; p2; T ) quicalcule pour tout ensemble triangulaire r�egulier T de Pi et tous p1; p2 2 Pi+1 un pgcd de p1et p2 modulo T . Remarquons qu'un tel algorithme existe pour i = 0 puisqu'on retrouve alorsla notion de pgcd sur le corps k. Nous allons construire un algorithme monicPolynomial(p; T )qui, �a partir d'un polynôme p 2 Pn+1, scinde l'ensemble triangulaire T si l'image de pmoduloA(T ) n'est pas unitaire. Ce nouvel algorithme permet alors de construire un algorithmegcdn(p1; p2; T ). Pr�ecisons que dans les boucles des algorithmes qui suivent, it�erer signi�e quele reste du corps de la boucle est ignor�ee et qu'on passe directement �a l'it�eration suivante.Proposition 5.1.4 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn et p 2 Pn+1. Alors l'algo-rithme monicPolynomial(p; T ) ci-dessous calcule une famille de couples f(p1; T1); : : : ; (pm; Tm)gtelle que fT1; : : : ; Tmg est un T -scindage et p1; : : : ; pm sont des polynômes de Pn+1 tels quepour tout j 2 [1;m] on a(i) cpjTj est nul ou unitaire dans A(Tj),(ii) bpTj = cpjTj .� monicPolynomial(p; T ) ==si p 2 k alors retourner f(p; T )g� := ;xi := mvar(p)si xi 2 algVar(T ) alorspour (g; U) 2 gcdi�1(p; Txi; T�xi) fairesi g 2 Pi�1 alors � := � [ f(p; U [ fTxig)g, it�erer� := � [ f(0; U [ fgg)gsi mdeg(g) < mdeg(Txi) alorsq := pquo(Txi ; g)� := � [monicPolynomial(p; U [ fqg)sinonpour (h;U) 2 monicPolynomial(init(p); T�xi) fairesi h 6= 0 alors� := � [ f(p; U)gsinon� := � [monicPolynomial(tail(p); U)retourner f(p; U [ T+xi) j (p; U) 2 �g.



76 Chapitre 5. Calcul modulo un ensemble triangulaire et d�ecomposition triangulaireAlors pour tout ensemble triangulaire r�egulier T , si p1 et p2 sont des polynômes de Pn+1,l'algorithme gcdn(p1; p2; T ) ci-dessous calcule un pgcd de p1 et p2 modulo T . On dispose ainsipar induction des algorithmes monicPolynomial et gcd pour tout entier n.� gcdn(p1; p2; T ) ==si p1�rp2 alors �echanger p1 et p2� := ;pour (p; U) 2 monicPolynomial(p2 ; T ) fairesi p = 0 alors � := � [ monicPolynomial(p1; U) et it�erersi p 2 Pn alors � := � [ f(p2; U)gsinon � := � [ gcdn(prem(p1; p); p; U)retourner �.[Kal95] pr�esente un algorithme pour calculer des pgcds d'un ensemble de polynômesmodulo une châ�ne r�eguli�ere. L'algorithme gcd ci-dessus e�ectue le même travail pour deuxpolynômes que celui donn�e dans [Kal95]. Nous pr�ecisons de plus ici quel sens math�ematique ilfaut donner au terme de pgcd employ�e par Kalkbrener, alors que l'auteur s'est principalementappuy�e pour cette appellation de pgcd sur la similarit�e de structure de son algorithme aveccelle de l'algorithme d'Euclide classique sur un corps.Il est bien connu que l'utilisation de l'algorithme des sous-r�esultants ([Loo82]) pour lecalcul de r�esultant ou de pgcd de polynômes sur un anneau int�egre permet d'�eviter unecroissance exponentielle des coe�cients des polynômes interm�ediaires. Pour une implantationplus e�cace du calcul de pgcd modulo un ensemble triangulaire, l'utilisation de techniquesbas�ees sur les sous-r�esultants semble alors naturelle.Les sp�eci�cations sont les mêmes que pour l'algorithme ci-dessus, mais on suppose deplus que cp2T est unitaire et que p2 �r p1 avec mvar(p2) = xn+1. On l'utilise donc en pratique�a l'int�erieur de l'algorithme gcd pr�ec�edent �a la place de l'appel r�ecursif. L'actualisation descoe�cients �;  ; � en �n d'algorithme se fait exactement de la même mani�ere que dansl'algorithme de base du calcul de pgcd avec les sous-r�esultants.� subResGcdn(p1; p2; T ) ==� := mdeg(p1)�mdeg(p2) := -1; � := (�1)�+1lts := [T ]� := ;Tant que lts non vide fairep := prem(p1; p2)=�lmp := ST 02 lts monicPolynomial(p; T 0)lts := ;Pour (q; U) 2 lmp fairesi q = 0 alors � := � [ f(p2; U)g et it�erersi q 2 Pn alors � := � [ f(p; U)g et it�erersi mdeg(q) < mdeg(p) alorsr�eduire p2 et q par rapport �a U� := � [ subResGcdn(p2; q; U)



5.1. Scindage et pgcd modulo un ensemble triangulaire 77it�ererlts:= lts [ fUg(p1; p2) := (p2; q)actualiser (�;  ; �)retourner �Les algorithmes pr�ec�edents permettent de disposer d'un algorithme de scindage d'unensemble triangulaire r�egulier suivant un polynôme.Proposition 5.1.5 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn et p 2 Pn. L'algorithmesplitn(T; p) ci-dessous calcule un scindage (N; I) de T suivant p.Il est possible qu'il su�se dans certains cas de ne calculer que l'ensemble N , qui repr�esenteles composantes deA(T ) sur lesquelles p est nul, ou l'ensemble S regroupant les composantessur lesquelles p est inversible. A partir de splitn(T; p), on dispose trivialement pour ces tâchesrespectives d'algorithmes qu'on nomme nullCompn(T; p) et invCompn(T; p).� splitn(T; p) ==si p = 0 alors retourner (fTg; ;)si p 2 k alors retourner (;; fTg)si T � Pn�1alorssi p 2 Pn�1 alors retourner splitn�1(T; p)N := ;(N0; I) := splitn�1(T; init(p))pour T 0 2 N0 faire(N 0; I 0) := splitn(T 0; tail(p))N := N [N 0I := I [ I 0sinonU := T \ Pn�1f := Txnf(g1; U1); : : : ; (gm; Um)g := gcdn�1(p; f; U)I := fUj [ ffg j gj 2 Pn�1g (1)N := fUj [ fgjg j gj 62 Pn�1g (2)J := fj 2 [1;m] j gj 62 Pn�1 et mdeg(gj) < mdeg(f)gpour tout j 2 J faireq := pquo(f; gj)I := I [ invCompn(Uj [ fqg; p) (3)retourner (N; I).Le lecteur pourra se r�ef�erer �a [Kal93] ou [Kal95] pour la preuve de l'algorithme. Essayonsd'en d�egager les principes pour T non inclus dans Pn�1. On peut v�eri�er ais�ement que laproposition 4.5.7 est valide lorsqu'on consid�ere le radical du satur�e de T au lieu du satur�elui-même. On a ainsi dans notre situationAn(T ) ' fr(An�1(U)[xn]=qh bfU i) :



78 Chapitre 5. Calcul modulo un ensemble triangulaire et d�ecomposition triangulaireLe fait que An�1(U) soit un produit de corps permet de se ramener par scindage au cas o�uAn�1(U) est simplement un corps. Le calcul de pgcd consiste alors �a rechercher les facteursde bfU qui sont communs avec bpU et qui induisent des corps sur lesquels p est nul (ligne (2)de l'algorithme). Lorsque le pgcd est un �el�ement de An�1(U), les polynômes bfU et bpU sontpremiers entre eux et p est donc inversible dans A(U [ ffg) (ligne (1)). Mais si le pgcd g apour variable principale xn alors le pseudo-quotient de f par g ne fournit pas forc�ement desfacteurs premiers avec p sur An�1(U). En e�et, l'�el�ement bfU n'est pas �a priori sans facteurcarr�e. Pour être sûr d'isoler les facteurs premiers avec bpU on doit relancer la recherche descindage sur le pseudo-quotient comme l'exprime la ligne (3).Remarque 5.1.6 Dans l'algorithme split et dans l'algorithme monicPolynomial la rechercher�ecursive de scindages dûe au fait que les polynômes de l'ensemble triangulaire T ne sont passans facteur carr�e modulo le satur�e des �el�ements de T de variable principale inf�erieure ne nousa pas sembl�e satisfaisante. En remarquant que nous avions ci-dessus les outils n�ecessairespour e�ectuer d'autres op�erations sur des polynômes en une variable sur un anneau A(T ) ildevenait possible d'�eviter ce travail r�ecursif dans l'algorithme split. Nous pr�esentons en e�etdans la section suivante un algorithme qui calcule, pour p 2 Pn+1 et T � Pn, la partie sansfacteur carr�e de bpT . Avec un tel algorithme on peut construire des ensembles triangulairesr�eguliers qui sont radicaux et consid�erer par cons�equent simplement le satur�e d'un ensembletriangulaire r�egulier T au lieu de son radical Rep(T ).5.2 Partie sans facteur carr�eOn suppose dans cette section que k est de caract�eristique nulle. Nous pr�esentons danscette section un nouvel algorithme de calcul de partie sans facteur carr�e modulo un ensembletriangulaire r�egulier. Kalkbrener n'a pas utilis�e ses algorithmes de pgcd et de scindage pourobtenir un tel algorithme alors que cela est simple. Il mentionne l'int�erêt de pouvoir e�ectuerce type de calcul dans la section 6 de [Kal95]. L'importance d'un tel algorithme apparâ�t dans[Laz91a] et [Mor97] car on peut alors construire des ensembles triangulaires s�eparables, c'est-�a-dire dont le satur�e est radical (proposition 5.2.2). Dans ce qui suit, pour tout polynôme pon note p0 sa d�eriv�ee par rapport �a la variable principale de p.Proposition 5.2.1 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier de Pn et p 2 Pn+1. On supposeque mvar(p) = xn+1 et bpT est unitaire. Alors l'algorithme squareFreePartn(p; T ) ci-dessous cal-cule une famille de couples f(p1; T1); : : : ; (pm; Tm)g telle que fT1; : : : ; Tmg est un T -scindageet p1; : : : ; pm sont des polynômes de Pn+1 v�eri�ant les propri�et�es suivantes :{ cpjTj est unitaire dans A(Tj),{ hcpjTj ;cp0jTji = h1i.� squareFreePartn(p; T ) ==si mdeg(p) = 1 alors retourner f(p; T )g� := ;pour (g; T ) 2 gcdn(p; p0; T ) faire



5.2. Partie sans facteur carr�e 79si g 2 Pn alors � := � [ f(p; T )g et it�erer� := � [ f(pquo(p; g); T )gretourner �En utilisant l'algorithme ci-dessus on construit alors des ensembles triangulaires s�epa-rables comme l'indique la proposition suivante.Proposition 5.2.2 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable de Pn et p 2 Pn+1tel que{ mvar(p) = xn+1{ bpT est unitaire{ hcpjTj ;cp0jTji = h1i.Alors sat(T [ fpg) est un ensemble triangulaire r�egulier s�eparable de Pn+1 .Preuve. Cela r�esulte facilement des propositions 4.5.10 et 3.3.9. 2L'utilisation de cet algorithme dans la construction d'ensembles triangulaires au coursd'une d�ecomposition introduit une �etape suppl�ementaire. N�eanmoins, cela permet de suppri-mer des branches r�ecursives dans les algorithmes monicPolynomial et split comme nous l'avonsmentionn�e dans la remarque 5.1.6 et de simpli�er ainsi ces algorithmes. Lorsque la tour Test s�eparable l'algorithme monicPolynomial pr�esent�e dans la section pr�ec�edente devient� monicPolynomial(p; T ) ==si p 2 k alors retourner f(p; T )g� := ;xi := mvar(p)si xi 2 algVar(T ) alorspour (g; U) 2 gcdi�1(p; Txi; T�xi) fairesi g 2 Pi�1 alors � := � [ f(p; U [ fTxig)g, it�erer� := � [ f(0; U [ fgg)gsi mdeg(g) < mdeg(Txi) alorsq := pquo(Txi ; g)� := � [ f(p; U [ fqg)gsinonpour (h;U) 2 monicPolynomial(init(p); T�xi) fairesi h 6= 0 alors� := � [ f(p; U)gsinon� := � [monicPolynomial(tail(p); U)retourner f(p; U [ T+xi) j (p; U) 2 �g



80 Chapitre 5. Calcul modulo un ensemble triangulaire et d�ecomposition triangulaire5.3 InversionD�e�nition 5.3.1 Soit T un ensemble triangulaire r�egulier et p 2 Pn. On dit que (q; n) estun inverse de p modulo T si{ n est normalis�e par rapport �a T ,{ bpT bqT = bnT .On dira que n est le normalis�e de p modulo T , ou le normalis�e de p dans A(T ).Lorsque p 2 Pn+1 de variable principale xn+1, et que bpT est unitaire alors il existe unpolynôme q 2 Pn et n 2 Pn+1 de même degr�e principal que p tels que (q; n) est un inversede p modulo T . On a alors sat(T [ fpg) = sat(T [ fng). On peut, grâce �a cet algorithme,e�ectuer des d�ecompositions de vari�et�es en clôtures d'ensembles triangulaires normalis�es.�A partir d'un polynôme p unitaire sur A(T ), l'algorithme recip(p; T ) suivant calcule uninverse de pmodulo T . La fonction halfExtendedResultant(p; f; U) utilis�ee dans cet algorithmeretourne un couple (g; c) tel que g est un pgcd de p et f modulo U , et c est le coe�cient deBezout associ�e �a p. Il existe ainsi un polynôme c0 tel que bgU = bcU bpU + bc0U bfU . Le couple (g; c)s'obtient de fa�con classique �a partir d'un calcul de pgcd �etendu classique.� recip(p; T ) ==si p normalis�e par rapport �a T alors retourner (1; p)v := mvar(p)si v 2 algVar(T ) alors(g; c) := halfExtendedResultant(p; Tv; T�v )(q; n) := recip(g; T )retourner (q c; n)sinon(q; n) := recip(init(p); T )r := n mvar(p)mdeg(p) + q tail(p)r := prem(p; T )retourner (q; r)5.4 Algorithme de KalkbrenerD�e�nition 5.4.1 Soit F une partie �nie de Pn. Un famille fT1; : : : ; Tmg d'ensembles tri-angulaires r�eguliers de Pn est une d�ecomposition triangulaire de F au sens des satur�es si ona pF = m[j=1qsat(Tj) :On dira aussi que c'est une d�ecomposition triangulaire au sens des clôtures puisque cela�equivaut �a VF (K) = m[j=1W(Tj) :



5.5. De nouvelles sp�eci�cations 81Puisque les ensembles triangulaires d'une telle d�ecomposition sont r�eguliers, chaque sortierepr�esente un ensemble de z�eros qui n'est pas vide (voir le corollaire 4.3.5). On �evite ainsil'un des �ecueils de la m�ethode originale de Wu puisque celle-ci peut fournir des sorties nonconsistantes (nous avons constat�e r�eguli�erement ce ph�enom�ene dans les exemples trait�es dansle chapitre 7).[Kal95] montre que le fait de pouvoir calculer modulo des ensembles triangulaires r�egulierspermet d'obtenir l'algorithme decompose(F ) suivant qui calcule, �a partir d'un ensemble �niF de polynômes, une d�ecomposition triangulaire de F au sens des satur�es.� decomposen(F ) ==F := F n f0gsi F = ; alors retourner f;gsi F \ k 6= ; alors retourner ;� := ;F 0 := F \Pn�1�:= decomposen�1(F 0)pour U 2 � r�ep�eter� := gcdn(F n F 0; U)pour (Uj ; gj) 2 � r�ep�etersi gj = 0 alors � := � [ fUjg et it�erersi mvar(gj) < xn alors � := � [ decomposen(F [ fgjg) et it�erer� := � [ fUj [ fgjgg [ decomposen(F [ init(gj))retourner �La d�ecomposition triangulaire calcul�ee par l'algorithme decompose(F ) permet de r�e-pondre imm�ediatement �a la question de l'existence de solutions (dans K) au syst�eme F .Notons que la d�ecomposition n'est pas forc�ement r�eduite dans le sens o�u on peut avoirW(Tj1) �W(Tj2) pour deux indices j1 et j2 de [1;m].5.5 De nouvelles sp�eci�cationsLes algorithmes recip et squareFreePart des sections pr�ec�edentes permettent d'obtenir dessorties normalis�ees ou (et) s�eparables.Pour obtenir des sorties s�eparables l'algorithme de d�ecomposition devient� decomposen(F ) ==F := F n f0gsi F = ; alors retourner f;gsi F \ k 6= ; alors retourner ;� := ;F 0 := F \Pn�1�:= decomposen�1(F 0)� := gcdn(F n F 0; U)pour (Uj ; gj) 2 � r�ep�etersi gj = 0 alors � := � [ fUjg et it�erer



82 Chapitre 5. Calcul modulo un ensemble triangulaire et d�ecomposition triangulairesi mvar(gj) < xn alors � := � [ decomposen(F [ fgjg) et it�ererpour (g0; U 0) 2 squareFreePartn(gj; Uj) faire� := � [ fU 0 [ fg0gg� := � [ decomposen(F [ init(gj))retourner �Pour obtenir des sorties normalis�ees il su�t dans l'algorithme ci-dessus de remplacer lapartie pour (g0; U 0) 2 squareFreePartn(gj; Uj) faire� := � [ fU 0 [ fg0ggsimplement par(qj; nj) := recip(gj ; Uj)� := � [ fUj [ fnjggLes deux possibilit�es peuvent être combin�ees pour fournir en sortie des ensembles trian-gulaires normalis�es s�eparables.



83Chapitre 6Th�eorie de Galois et ensemblestriangulaires R�esum�eCe chapitre peut être lu de fa�con ind�ependante. Son objet principal n'est pas la r�esolu-tion de syst�emes polynomiaux. Nous nous y int�eressons �a la th�eorie de Galois et �etudions desid�eaux, que nous appelons id�eaux de Galois, qui apparaissent dans le cadre de cette th�eo-rie. C'est un travail r�ealis�e en collaboration avec A. Valibouze et pr�esent�e �a la conf�erenceinternationale MEGA'98 [AV98]. La notion d'id�eal de Galois est introduite dans [Val97].Elle g�en�eralise les notions d'id�eal des relations et d'id�eal des relations sym�etriques. Pour unpolynôme f de k[X] s�eparable, il est bien connu que l'id�eal des relations associ�e �a f est en-gendr�e par un ensemble triangulaire de polynômes normalis�e s�eparable puisque c'est un id�ealmaximal. Il en est de même pour l'id�eal des relations sym�etriques engendr�e par l'ensembletriangulaire compos�e des modules de Cauchy de f . Nous donnons ici une g�en�eralisation decette propri�et�e aux id�eaux de Galois.Cette propri�et�e g�eom�etrique que nous d�egageons semble importante pour le d�eveloppe-ment de m�ethodes symboliques en th�eorie de Galois. Elle peut e�ectivement être exploit�eepour optimiser des algorithmes existants. Nous montrons dans ce chapitre que ce r�esultatpermet de d�egager aussi de nouveaux algorithmes.Un algorithme pour calculer alg�ebriquement les r�esolvantes relatives est ainsi pr�esent�edans la section 6.7. Il fonctionne pour tout type d'invariant et peut être utilis�e dans diversesm�ethodes de calcul du groupe de Galois d'un polynôme. C'est par exemple un outil de basede la m�ethode d�ecrite dans [Val97]. Il permet encore de calculer des r�esolvantes relatives depr�ef�erence �a des r�esolvantes absolues dans la m�ethode des matrices de partition (voir [AV96]).En e�et, les r�esolvantes relatives sont des facteurs sur le corps de base des r�esolvantes absoluesdont le calcul devient inabordable lorsque le degr�e de f grandit.Conjointement nous donnons une mani�ere de calculer un ensemble triangulaire qui en-gendre un id�eal de Galois donn�e. Il est ainsi possible de trouver l'id�eal des relations entre lesracines de f et de travailler ensuite dans le corps de d�ecomposition de f .



84 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulaires6.1 IntroductionLet k be a perfect �eld and �k an algebraic closure of k. Let f be a univariate polynomialof k[X] supposed separable with degree n, and 
 be an ordered set of the n roots of f in�kn. In [Val97] is introduced the notion of ideal of 
-relations invariant by a subset L of thesymmetric group of degree n. It generalizes the notion of ideal of relations and the notion ofideal of symmetric relations. We call them Galois ideals.This paper presents two important results. First, we prove in Theorem 6.5.4 that aGalois ideal associated with a group L which contains the Galois group of f is generatedby a separable triangular set of polynomials which forms a reduced Gr�obner basis of thisideal for lexicographical order. We think that the knowledge of such a property may simplifysome problems, and thus it may be a basic tool to construct more e�cient algorithms inGalois theory. This remark may be taken into account when one is concerned with optimalimplementation issues. Moreover, it may lead to new algorithms in Galois theory. The secondmajor result of this paper illustrates this assertion since we give here an algebraic methodfor computing relative resolvents (see Section 6.7). We also specify (see Remark 6.7.11) thatwhen the Galois group of the polynomial f is known, our algorithms may be employed forcomputing the ideal of relations among the roots of f and consequently for computing in thedecomposition �eld of f .The resolvent is the fundamental tool, introduced by J.L. Lagrange [Lag70], in theconstructive Galois theory. Later, R.P. Stauduhar [Sta73] has extended the de�nition ofJ.L. Lagrange. Let us recall that the resolvents relative to the symmetric group Sn, calledabsolute resolvents, can be computed with many algorithms (see [Lag70], [MS85], [Soi81]and [Val89]). However, for computing resolvents relative to some proper subgroup L of Sn,there exists only a numerical method (see [Eic96] or [Sta73]) and a linear method whichrequires hard generic computation (see [Arn76] and [Col95]); the reader can see also [Yok96]for computing linear factors of resolvents. The numerical method is generally e�cient butis not adapted for the problems which require high precision; and it may be used only in aparticular algorithm for computing Galois groups. On the contrary our algebraic method isgeneral. Furthermore, it works with any kind of invariant.The interest of the computation of relative resolvents follows from complexity considera-tions. Indeed, the degree of the resolvents increases with the order of the group L; since theseresolvents have to be factorized for extracting informations on the Galois group of f , absoluteresolvents may be harder to handle than relative resolvents. For example, by the method ofpartition matrices (see [AV96]) it is possible to compute the Galois group of a polynomialwith resolvents relative to a group which contains this Galois group. The symmetric groupalways satis�es this requirement but, as explained above, it is preferable to use resolventsrelative to smaller groups. Moreover, these relative resolvents may avoid some degeneratedcases with non-separable absolute resolvents.Our algorithm requires only the triangular Gr�obner basis of the Galois ideal associatedwith the group L. Due to the particular structure of some considered Galois ideals I, ourmethod is in fact easily obtained from a natural algorithm for computing characteristic poly-nomial of the multiplication by a polynomial inside the �nite quotient algebra k[x1; : : : ; xn]=I(see Section 6.6).



6.2. De�nitions, notations 85The complexity of our method depends essentially on the complexity of lexicographicalGr�obner bases. The average arithmetic cost for the computation of Gr�obner bases in thezero dimensional case is dO(n), where n is the number of variables and d is the maximumdegree of input polynomials (see [Laz91b]). Practically, some e�cient implementations areavailable for the computations of Gr�obner bases (see [Fau97]). Note that this part of thecomputation in our method decreases when the polynomial f is reducible over k. In this casethe computation splits into several computations of Gr�obner bases with less variables. Thispoint will be developed in a future paper.The chapter is structured as follows. Section 6.2 introduces our terminology and notations.The third section contains some lemmas of commutative algebra; further proofs will refer tothem. In Section 6.4, we introduce the concept of equiprojectable variety and we show thatit gives a geometrical characterization of the ideals of k[x1; : : : ; xn] generated by a separabletriangular set. In Section 6.5, this characterization is exploited to prove the main property forGalois ideals that we mentioned above. Section 6.6 presents the algorithm for computing thecharacteristic polynomial of the multiplication by a polynomial inside k[x1; : : : ; xn]=I in theparticular case where the ideal I admits a separable triangular set of generators. The formerresults are exploited in Section 6.7 to give a method for computing relative resolvents inGalois theory. An explicit way of computing a triangular set of polynomials which generatesa Galois ideal is simultaneously presented. Finally an explicit example illustrates our method.6.2 De�nitions, notationsThroughout the chapter, k is a perfect �eld and �k is an algebraic closure of k. Let f bea univariate polynomial of k[X] supposed separable, with degree n. Let 
 = (�1; : : : ; �n) bea tuple of the n roots of the polynomial f in �kn with some �xed order. Let x1 < : : : < xn ben ordered variables which are algebraically independent over k. For P 2 k[x1; : : : ; xn], theevaluation of P in 
 is denoted by P (
). We denote by Sn the symmetric group of degreen. For � 2 Sn the action of � on 
, denoted by �:
 is de�ned by �:
 = (��(1); : : : ; ��(n)).The following de�nition has been introduced in [Val97] and generalizes the well-knownnotions of ideal of relations and ideal of symmetric relations.De�nition 6.2.1 Let L be a subset of the symmetric group Sn. The Galois (L,
)-ideal isthe ideal IL
 of k[x1; : : : ; xn] formed by the 
-relations invariant by L:IL
 = fR 2 k[x1; : : : ; xn] j (8� 2 L) (�:R)(
) = 0g ;where (�:R)(x1; : : : ; xn) = R(x�(1); : : : ; x�(n)).Since the tuple 
 is �xed throughout the chapter, the ideal IL
 will also be called the Galoisideal associated with L.De�nition 6.2.2 The ideal ISn
 is called the ideal of symmetric relations of f . The idealIfIdg
 is called the ideal of relations of f and is simply denoted by I
.Let us recall the de�nition of the Galois group.



86 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulairesDe�nition 6.2.3 The Galois group of 
 over k, denoted by G
, is the subgroup of Sn de�nedby G
 = f� 2 Sn j (8P 2 I
) �:P (
) = 0g :Usually G
 is also called the Galois group of f over k.Remark 6.2.4 From the de�nition of the Galois group, it follows directly that IG

 = I
.For i 2 [1; n] and E � k[x1; : : : ; xi] we denote by Z�ki(E) the set of zeros of E in �ki, andby V (E) the k-variety Z�kn(E).For a k-variety V in �kn we denote J (V ) the radical ideal of k[x1; : : : ; xn] composed bythe polynomials of k[x1; : : : ; xn] which cancel on V .Notation 6.2.5 Let i and j be two integers such that 1 � i � j � n. Let V be a subset of�kj. We denote by �j;i the natural projection map from �kj to �ki, which sends (a1; : : : ; aj) to(a1; : : : ; ai). Moreover, we set Vi = �j;i(V ).In this chapter we only need to deal with zero-dimensional ideals; For simplicity we willsay triangular set for a normalized triangular set of k[x1; : : : ; xn]. Thus, in this chapter, atriangular set of k[x1; : : : ; xn] is a triangular set such that each initial lies in the �eld k. For atriangular set T in k[x1; : : : ; xn], we will always use the notation T = ff1; : : : ; fng, where fiis the unique polynomial of T with xi as greatest variable. It is clear that the ideal generatedby a triangular set is zero-dimensional. The notion of separable triangular set that we use inthis chapter is de�ned as follows:De�nition 6.2.6 We say that a triangular set T = ff1; : : : ; fng of k[x1; : : : ; xn] is a sepa-rable triangular set if each polynomial fi satis�es the following condition:8� = (�1; : : : ; �i�1) 2 Vi�1, the univariate polynomial fi(�1; : : : ; �i�1; xi) is separable, i.e.it has no multiple root in �k[xi].We say that an ideal of k[x1; : : : ; xn] is a triangular ideal if it admits a separable triangularset of generators.Remark 6.2.7 If T is a triangular set, it is a triangular reduced Gr�obner basis of the idealhT i. for lexicographical ordering (see proposition 4 p.103 in [CLO92])Remark 6.2.8 Generally a zero-dimensional k-variety V cannot be expressed as zeros of asingle separable triangular set, as shown in [Laz92] with the following simple example:V = V (x1; x2) [ V (x1; x2 + 1) [ V (x1 + 1; x2) :However, it can always be decomposed into a �nite family of varieties de�ned by separabletriangular sets (see [AM99] and [Laz92]).



6.3. Commutative algebra preliminaries 876.3 Commutative algebra preliminariesIn this section we give some basic properties that we will use in the proofs of the nextsection. For a subset E of a ring S, we write hSiE or ES for the ideal generated in S by E.Lemma 6.3.1 Let � : R! S be a surjective homomorphism of commutative rings. Let I bean ideal in R such that Ker(�) � I. We denote by J the ideal �(I). Then I is the contractionof J to R under �, that is: ��1(J) = fr 2 R j �(r) 2 Jg = I :Proof. Note that J is an ideal of S since the homomorphism � is surjective. Let r 2��1(J). Then there exists an element p in I such that �(r) = �(p). It follows easily from thehypothesis that r 2 I. Therefore ��1(J) � I. The inverse inclusion is obvious. 2Corollary 6.3.2 With the hypothesis of Lemma 6.3.1, I is a radical ideal of R i� �(I) is aradical ideal of S.Proof. We set J = �(I). By Lemma 6.3.1 we have I = ��1(J). It is known that ��1(pJ) =q��1(J) (see [SZ67], p. 218). Hence if J is radical then I is clearly radical. Conversely, assumethat I is radical. Since ��1(pJ) = pI = I, an application of the homomorphism � givespJ = �(I) = J . 2Proposition 6.3.3 LetM be a maximal ideal of a commutative ring R and I a proper idealof R[x] such that M � I. If I 6=MR[x] then there exists a monic polynomial g 2 R[x] nRsuch that I = hM [ fggiR[x].Proof. The natural homomorphism from R to R=M induces a surjective homomorphism� : R[x] �! (R=M)[x] de�ned by �(P ck xk) = P ckM xk.By assumption the ideal J = �(I) is not the zero ideal of the principal ideal domain(R=M)[x]. Therefore J is generated by a monic univariate polynomial of (R=M)[x]. Thus,there exists g 2 R[x] { which can be chosen with a monic leading coe�cient in x { suchthat J is generated by �(g). It is clear that ��1(J) = hM [ fggiR[x]. Hence it follows fromLemma 6.3.1 that I = hM [ fggiR[x]. 2Proposition 6.3.4 Let k be a perfect �eld. LetM be a maximal ideal of k[x1; : : : ; xn�1] andg 2 k[x1; : : : ; xn] such that degree(g; xn) > 0 and g is monic w.r.t. the variable xn. Then thefollowing are equivalent:(i) the ideal hM [ fggi is radical;(ii) 8� = (�1; : : : ; �n�1) 2 V (M) ; g(�1; : : : ; �n�1; xn) is a separable polynomial.



88 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulairesProof. Let � 2 V (M). From the isomorphism between the �eld K = k(�1; : : : ; �n�1) andk[x1; : : : ; xn�1]=M we deduce the following surjective homomorphism:� : k[x1; : : : ; xn] �! K[xn]p =X ck(x1; : : : ; xn�1) xkn 7�! X ck(�1; : : : ; �n�1) xknThe ideal �(hM [ fggi) is generated in K[xn] by the image of g. Since the �eld k is perfectthe algebraic extensionK is also perfect. Thus hg(�1; : : : ; �n�1; xn)iK[xn] is radical if and onlyif the univariate polynomial g(�1; : : : ; �n�1; xn) is separable. Then the assertion follows fromCorollary 6.3.2. 2The following variant of Chinese remainder Theorem appears implicitly in [Laz92]. Itsproof is easily deduced from the proof of the standard version of the Chinese remainderTheorem.Lemma 6.3.5 Let I1; : : : ; Im be pairwise comaximal ideals in a commutative ring R andI = \mj=1Ij. Let p1; : : : ; pm be monic polynomials of the same positive degree d in R[X]. Thenthere exists a monic polynomial p 2 R[X] of degree d such that(8j 2 [1;m]) p � pj (mod IjR[X]) : (6.1)Moreover, we have hI [ fpgiR[X ] = \mj=1hIj [ fpjgiR[X ] : (6.2)Finally let us recall some properties on zero-dimensional varieties and triangular sets.Proposition 6.3.6 Let V be a zero-dimensional k-variety in �kn and I = J (V ). Then thefollowing hold:(i) The ideal I contains a non-constant univariate polynomial in each of the variables infx1; : : : ; xng, and the elimination ideal I \ k[x1; : : : ; xn�1] is a zero-dimensional idealof k[x1; : : : ; xn�1];(ii) For each i in [1; n], the projection Vi is a zero-dimensional k-variety in �ki and Vi =Z�ki(I \ k[x1; : : : ; xi]);(iii) The ideal of Vi in k[x1; : : : ; xi] equals I \ k[x1; : : : ; xi];(iv) If G is a Gr�obner basis of I then the ideal I \ k[x1; : : : ; xi] is generated by G \k[x1; : : : ; xi].Proof. See Lemma 6.50 in [BW93] for the �rst point. We obtain assertion 2 by inductionfrom the �rst point and Corollary 4 in p.124 of [CLO92]. The third assertion obviously followsfrom the relation Vi = Z�ki(I \ k[x1; : : : ; xi]) and the fact that I is radical. The last propertyis classic in Gr�obner bases theory. 2



6.4. A characterization of zero-dimensional triangular ideals 89Remark 6.3.7 For an integer i in [1; n] and a triangular set T = ff1; : : : ; fng it followsclearly from the above proposition that �n;i(V (T )) = Z�ki(f1(x1); : : : ; fi(x1; : : : ; xi)).Proposition 6.3.8 Let n > 0 and T be a separable triangular set of k[x1; : : : ; xn]. Then hT iis radical.Proof. It is obvious for n = 1. By induction, we assume that the ideal generated byff1; : : : ; fn�1g in k[x1; : : : ; xn�1] is the intersection of maximal ideals. The result is thenobtained for n by applying Lemma 6.3.5 (with fn for each pj) and Proposition 6.3.4. 26.4 A characterization of zero-dimensional triangularidealsThis section introduces the concept of equiprojectable variety. This concept characterizesthe zero-dimensional k-varieties which can be expressed as V (T ) where T is a separabletriangular set. It follows that the ideal of the equiprojectable k-variety is the ideal generatedby T . Our geometrical characterization of triangular ideals provides a tool to prove thetriangular structure of Galois ideals in Section 6.5.De�nition 6.4.1 Let 1 � i � j � n and V be a �nite subset of �kj. The set V is saidequiprojectable on Vi, its projection on �ki, if there exists an integer c such that for eachpoint M in Vi, we have card(��1j;i (M)) = c :The positive integer c will be denoted by ci(V ).De�nition 6.4.2 With the notations of De�nition 6.4.1, we say that V is equiprojectableif V is equiprojectable on Vi for each i 2 [1; j].An equiprojectable subset of �kn may be characterized by induction. This equivalence willbe useful for further proofs.Proposition 6.4.3 Let V be a �nite subset of �kn. Then V is equiprojectable i� Vi+1 isequiprojectable on Vi for each i 2 [1; n� 1].Proof. Let 1 � i < j � n and M be a point of Vi. Clearly we have the following disjointunion: ��1n;i(M) = [M 02��1j;i (M)��1n;j(M 0) ; (6.3)Let us assume that V is equiprojectable on Vi for each i 2 [1; n]. Let i 2 [1; n � 1]. Forsome point M in Vi, it follows from relation (6.3) above, thatci(V ) = card(��1i+1;i(M)) ci+1(V ) : (6.4)



90 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulairesTherefore card(��1i+1;i(M)) does not depend on the choice of the point M of Vi.Conversely, assume that Vi+1 is equiprojectable on Vi for each i 2 [1; n�1]. If i 2 [1; n�1]and M is a point of Vi, then an easy induction shows thatcard(��1n;i (M)) = Yi�j<n cj(Vj+1) : (6.5)It follows that V is equiprojectable on Vi. 2Before giving the main theorem of this section, we study in the following proposition thecase where V is a k-variety such that Vn�1 is irreducible. We will refer to this particular casein Theorem 6.4.5 by splitting Vn�1 into irreducible components and recombining results withChinese remainders.Proposition 6.4.4 Let n > 1 and V be a zero-dimensional k-variety in �kn such that Vn�1is irreducible over k. Let us denote by I = J (V ) the ideal of V , and M the ideal of Vn�1in k[x1; : : : ; xn�1]. Then V is equiprojectable on Vn�1 and there exists a polynomial g ink[x1; : : : ; xn] of degree d in xn such that(i) cn�1(V ) = d;(ii) I = hM [ fggi;(iii) the polynomial g is monic in xn;(iv) g(�1; : : : ; �n�1; xn) is a separable polynomial for each (�1; : : : ; �n�1) in Vn�1.Proof. By Proposition 6.3.3 there exists g in k[x1; : : : ; xn] for which properties (ii) and(iii) hold. Since the ideal I is radical, property (iv) follows from Proposition 6.3.4.Now we prove relation (i) and consequently that V is equiprojectable on Vn�1. Let M =(�1; : : : ; �n�1) be a point of Vn�1 and P = (�1; : : : ; �n�1; �n) with �n 2 �k. We have:P 2 ��1n;n�1(M) () (8f 2 hM[ fggi) f(�1; : : : ; �n) = 0() g(�1; : : : ; �n) = 0 :Thus P 2 ��1n;n�1(M) i� �n is a root of g(�1; : : : ; �n�1; xn). Since this latter polynomial isseparable we have card(��1n;n�1(M)) = degree(g; xn) = d. Relation (i) clearly follows. 2Theorem 6.4.5 Let V be a zero-dimensional k-variety in �kn. Then the following statementsare equivalent:(1) there exists a separable triangular set T = ff1; : : : ; fng such that J (V ) = hT i;(2) V is equiprojectable.Furthermore we have ci(Vi+1) = degree(fi+1; xi+1) and ci(V ) = Qnj=i+1 degree(fj; xj).



6.4. A characterization of zero-dimensional triangular ideals 91Proof. First, we assume (1). Let T = ff1; : : : ; fng and dj = degree(fj ; xj). Let i 2 [1; n�1]and M = (�1; : : : ; �i) a point of Vi. By hypothesis the polynomial fi+1(�1; : : : ; �i; xi+1) hasexactly di+1 distinct roots. Since Vi+1 = Z�ki+1(f1; : : : ; fi+1) by Remark 6.3.7, it is clearthat the cardinal of ��1i+1;i(M) equals di+1. Therefore Vi+1 is equiprojectable on Vi and V isequiprojectable (Proposition 6.4.3).Remark that we also have shown that degree(fi+1; xi+1) = ci(Vi+1). Moreover the equalityconcerning ci(V ) in the theorem is obtained by relation (6.5) above. Hence the last part ofthe theorem is proved.Reciprocally, let V be an equiprojectable k-variety. We show by induction on n that J (V )is a triangular ideal.For n = 1, the result follows from the fact that k is perfect. Let n > 1 and let Vn�1 =W1 [ : : :[Wr be the decomposition of the k-variety Vn�1 into irreducible components. If wedenote ��1n;n�1(Wj) = [M2Wj��1n;n�1(M), then we haveV = ��1n;n�1(W1) [ : : : [ ��1n;n�1(Wr) : (6.6)Let us denote by Mj the ideal of Wj in k[x1; : : : ; xn�1]; The ideal Mj is maximal. If I 0 isthe ideal of Vn�1 in k[x1; : : : ; xn�1], thenI 0 =M1 \ : : : \Mr :Each ��1n;n�1(Wj) is a k-variety (since it is the inverse image by an homomorphism of a closedset of �kn in the Zariski topology) which satis�es the hypothesis of Proposition 6.4.4. Hencethere exist r polynomials g1; : : : ; gr of k[x1; : : : ; xn] such that for each j 2 [1; r](i) degree(gj ; xn) = card(��1n;n�1(M)) where M is a point of Wj;(ii) J (��1n;n�1(Wj)) = hMj [ fgjgi;(iii) gj is monic as univariate in xn;(iv) gj(�1; : : : ; �n�1; xn) is a separable polynomial for each (�1; : : : ; �n�1) in Wj .Besides, the k-variety Vn�1 in �kn�1 is clearly equiprojectable. According to the inductionhypothesis, its ideal I 0 is therefore generated by a separable triangular set T 0. Now, theequiprojectability of V on Vn�1 will allow us to combine results (i) to (iv) in order to exhibita convenient polynomial g with greatest variable xn to extend T 0 into a triangular set ofk[x1; : : : ; xn]. We set d = cn�1(V ). By assertion (i), each gj has degree d relatively to xn. ByLemma 6.3.5, there exists a polynomial g 2 k[x1; : : : ; xn], monic w.r.t. the variable xn withdegree(g; xn) = d, such that(8j 2 [1; r]) g � gj (mod hMji) ; (6.7)and hI 0 [ fggi = \mj=1hMj [ fgjgi :It follows from identity (ii) and relation (6.6) thatJ (V ) = hT 0 [ fggi :Finally it su�ces to check that the triangular set T = T 0[fgg is separable. This is easilydone with relation (6.7) and assertion (iv). 2



92 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulaires6.5 Galois ideals: a fundamental propertyThis section states a main result. It is shown that if a group of permutations L containsthe Galois group of 
 (see De�nition 6.2.3) then the Galois ideal IL
 (see De�nition 6.2.1)is triangular. This remark may simplify some problems in Galois theory and provides anessential information for some implementation issues. The triangular structure of Galoisideals will be exploited in section 6.7 to give a new algebraic algorithm for computing relativeresolvents.Notation 6.5.1 Let L be a subgroup of Sn. For each i 2 [1; n] we denote by L(i) the stabilizerof f1; : : : ; ig under the natural action of L:L(i) = f� 2 L j 8k 2 [1; i]; � (k) = kg :We set L(0) = L. Thus we obtain this chain of subgroups of L:fIdg = L(n) < L(n�1) : : : < L(1) < L(0) = L :Now let us study the left classes of L modulo L(i), that is, the classes of the equivalencerelation �i, de�ned by ��i� 0 if and only if ��1� 0 2 L(i). We can characterize these classes asfollows:Lemma 6.5.2 Let L be a subgroup of Sn and (�; � 0) 2 L2. Then� �i � 0 () 8k 2 [1; i]; � (k) = � 0(k)and each equivalence class in L=�i has cardinality card(L(i)).Proof. We easily have the following equivalences:� �i � 0 () ��1� 0 2 L(i)() (8k 2 [1; i]) ��1� 0(k) = k() (8k 2 [1; i]) � 0(k) = � (k):The second part of this lemma is a basic result on the left classes of a group L modulo asubgroup of L. 2Lemma 6.5.2 applies to a particular family of subsets of �kn de�ned from subgroups of Snas follows:Proposition 6.5.3 Let f be a separable polynomial of k[X] and 
 = (�1; : : : ; �n) be then roots of f in �kn with some �xed order. If L is a subgroup of Sn then the subset V of �knde�ned by V = f�:
 j � 2 Lgis equiprojectable.



6.5. Galois ideals: a fundamental property 93Proof. Let i 2 [1; n] and M 2 Vi. It is su�cient to show that the cardinality of ��1n;i (M) isindependent from the choice of the point M .It follows from the de�nition of V that there exists a permutation � in L such thatM = (��(1); : : : ; ��(i)). Then the inverse image of M by �n;i may be de�ned by��1n;i (M) = f�:
 j � 2 L and (8k 2 [1; i]) �(k) = � (k)gSince the points of V are all distinct we havecard(��1n;i(M)) = card(f� 2 L j � �i �g) = card(L(i)) : (6.8)Thus the assertion is proved. 2In general, the set V de�ned in Proposition 6.5.3 is not a variety over k. However it is ak-variety when L contains the Galois group of f . In this case, Galois ideals have the followingbasic property:Theorem 6.5.4 Let 
 be an ordered set of roots of a univariate polynomial f supposedseparable and G
 be the Galois group of f . Let L be a subgroup of Sn which contains G
.Then there exists a separable triangular set T = ff1; : : : ; fng such thatIL
 = hT i :Moreover, the degree of each fi in xi is given bydegree(fi; xi) = card(L(i�1))=card(L(i)) :Proof. If L contains the Galois group of 
, it is known that V (IL
) = f�:
 j � 2 Lg (see[Val97]). Besides it is easy to verify that IL
 is radical; thus IL
 = J (V (IL
)). Then the resultfollows immediately from Proposition 6.5.3 and Theorem 6.4.5. The degree of fi with respectto xi is easily obtained from relations (6.8) and (6.4). 2The above result speci�es the structure of Galois ideals. Therefore it may be exploitedto develop and optimize algorithms in Galois theory. The knowledge of the degrees of thepolynomials in T may also be useful to improve the e�ciency of some techniques.Remark 6.5.5 The above result is well known when L is the group Sn. Let us recall thatISn
 is generated by the separable triangular set ff1; : : : ; fng of Cauchy moduli of f , de�nedby induction as follows:f1(x1) = f(x1)fi(x1; : : : ; xi) = fi�1(x1; : : : ; xi�2; xi)� fi�1(x1; : : : ; xi�2; xi�1)xi � xi�1 :



94 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulaires6.6 An algorithm for computing some characteristicpolynomialsIn this section I is a radical zero dimensional ideal of k[x1; : : : ; xn] and � is a polynomialof k[x1; : : : ; xn]. The �nite quotient algebra k[x1; : : : ; xn]=I is denoted by AI and the classof � in AI is denoted by �. When I is a triangular ideal a natural algorithm works forcomputing the characteristic polynomial of the multiplication by � in AI . This algorithmis presented in this section and will be exploited with Galois ideals for computing relativeresolvents (see Section 6.7).Let us denote by �̂ the following endomorphism of the quotient ring AI:�̂ : AI �! AIP 7! �:Pand by C�;I the characteristic polynomial of �̂. The coe�cients of C�;I lie in the �eld k likethose of the matrix of the endomorphism �̂. Since I is a radical ideal, the classical theoremof Stickelberger says that: C�;I (X) = Y�2V (I)(X ��(�)) : (6.9)Let K be an extension of the �eld k such that K \k[x1; : : : ; xn] = k. For two polynomialsp and q in K[x1; : : : ; xn] and for i 2 [1; n], we denote by Resxi(p; q) the resultant of thepolynomials p and q relatively to the variable xi.The following lemma presents an algorithm which eliminates the variables x1; : : : ; xn froma polynomial 	 in K[x1; : : : ; xn] and a separable triangular set of k[x1; : : : ; xn]. It will beexploited in Theorem 6.6.2 for computing the characteristic polynomial C�;I when I is atriangular ideal.Lemma 6.6.1 Let T = ff1; : : : ; fng be a separable triangular set of k[x1; : : : ; xn]. Let 	 2K[x1; : : : ; xn]. We de�ne inductively the n+ 1 polynomials 	0;	1; : : : ;	n relatively to T asfollows: 	n : = 	 2 K[x1; : : : ; xn]	i�1 : = Resxi(fi(x1; : : : ; xi);	i(x1; : : : ; xi)) 2 K[x1; : : : ; xi�1] ;Then the element 	0 of K is given by:	0 = Y�2V (T )	(�) :Proof. At the beginning, 	0 =Resx1(f1(x1);	1(x1)) = Q�12V1 	1(�1). Let us denote by Vthe variety V (T ). By induction, we prove that for each j 2 [1; n]	0 = Yf�1;:::;�jg2Vj	j(�1; : : : ; �j) :



6.7. Algebraic computation of relative resolvents 95Supposing that our assertion is valid for j = i� 1, we have	0 = Yf�1;:::;�i�1g2Vi�1	i�1(�1; : : : ; �i�1) : (6.10)By de�nition of 	i�1, the identity (6.10) becomes	0 = Yf�1;:::;�i�1g2Vi�1Resxi(fi(�1; : : : ; �i�1; xi);	i(�1; : : : ; �i�1; xi)) :Then the result follows from Remark 6.3.7 and the fact that, by assumption, the univariatepolynomial fi(�1; : : : ; �i�1; xi) is monic and separable in �k[xi]. 2Theorem 6.6.2 Let I be a triangular ideal of k[x1; : : : ; xn] generated by a separable triangu-lar set T . Let � be a polynomial in k[x1; : : : ; xn]. Then the characteristic polynomial C�;I(X)of k[X] is computable by the algorithm CharPol(T;�) below.CharPol(T;�) ==	 := X ��for i from n to 1 repeatf := the only polynomial in T with greatest variable xi	 := Resxi(f;	)output(	)Proof. It su�ces to apply Lemma 6.6.1 with the set T and the polynomial 	 = (X ��)of k[X][x1; : : : ; xn]. By Proposition 6.3.8 the ideal I is radical. Hence relation (6.9) appliesand we obtain C�;I(X) = Y�2V (T )(X ��(�)) = 	0 : 26.7 Algebraic computation of relative resolventsLet L be a subgroup of Sn which contains the Galois group of 
 (see 6.2.3). In this sectionwe de�ne the L-relative resolvent by a polynomial �, and specify the obvious connectionwith the characteristic polynomial C�;IL
 . We deduce an algorithm for computing relativeresolvents from the algorithm of Section 6.6.The idea appears in [RV99] for the algebraic computation of absolute resolvents. Indeedit is based on the triangular structure of the Cauchy moduli. We show here that a similarmethod is convenient for computing relative resolvents, and that the e�cient improvementspresented in [Leh97] and [RV99] for absolute resolvents are also available for our algorithm.The crucial point is that the ideal IL
 is triangular.Our algorithm depends on the computation of triangular sets of generators of Galoisideals. But we show that reciprocally, it is possible to obtain these triangular sets by usingour algorithm (see Theorem 6.7.10 and Remark 6.7.11). Thus, we present also in this sectionan algorithm for computing the generators of Galois ideals which is based on a recent resultpresented in [Val97] (see Lemma 6.7.7).



96 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulaires6.7.1 Resolvent and characteristic polynomialFrom now on we denote by G
 the Galois group of the polynomial f .De�nition 6.7.1 Let L be a subgroup of Sn which contains G
. Let � 2 k[x1; : : : ; xn]. TheL-relative resolvent of 
 by �, denoted by L�;IL
 , is the following polynomial of k[X]:L�;IL
 (X) = Y�2L:�(X ��(
)) ;where L:� is the natural orbit of the polynomial � under the action of the group L. WhenL = Sn the resolvent L�;ISn
 is called the absolute resolvent of f by �.Remark 6.7.2 In the literature the polynomial L�;IL
 is usually called an L-relative re-solvent of f by �. The fact that the coe�cients of L�;IL
 lie in k follows easily from Galoistheory.De�nition 6.7.3 Let H be a subgroup of L and � 2 k[x1; : : : ; xn]. The polynomial � is anL-primitive H-invariant if H = f� 2 L j �:� = �g :It is called an L-primitive H-invariant separable if H = f� 2 L j �:�(
) = �(
)g .The following results are well-known.Lemma 6.7.4 Let L and H be two subgroups of Sn such that G
 < L and H < L. Let �be an L-primitive H-invariant and d = card(H). Then the degree of L�;IL
 (X) is the indexof H in L and C�;IL
 = (L�;IL
 )d : (6.11)Since k is a perfect �eld, the above lemma gives another proof that the coe�cients of theL-relative resolvent of 
 by � belongs to k and when this resolvent is separable, it is exactlythe minimal polynomial of the endomorphism �̂.6.7.2 Some algorithmsSince the characteristic polynomial is a power of the resolvent it is possible to obtain aresolvent from a characteristic polynomial by a n-th root computation. Let p be a monicpolynomial in k[X] and q = pd where d is an integer. Let us call nthRoot(q; d) a functionwhich returns the polynomial p; it is based on the work of P. Henrici [Hen56] and F. Leho-bey [Leh97]. Based on the fact that the considered Galois ideals are triangular, an algorithmfor computing relative resolvents is easily obtained from the algorithm CharPol of Section 6.6.



6.7. Algebraic computation of relative resolvents 97Theorem 6.7.5 Let L be a subgroup of Sn such that G
 < L. Let TL = ff1; : : : ; fng bea separable triangular set which generates the ideal IL
 . Let H be a subgroup of L and �be an L-primitive H-invariant. Then the algorithm Resolvent(L; TL;H;�) presented belowcomputes the L-relative resolvent L�;IL
 of 
 by �.Resolvent(L; TL;H;�) ==d := card(H)C := CharPol(TL;�)output(nthRoot(C; d))Proof. It follows immediately from Theorem 6.6.2 and formula (6.11). 2Remark 6.7.6 The above algorithm gives the main idea for the computation of L-relativeresolvents. For an e�cient implementation, the power d has to be eliminated during thesuccessive computations of resultants in the algorithm charPol. This can be realized by adirect extension of the results in [Leh97].The other drawback is the growth of the number of terms. The computation may beperformed modulo the ideal IL
 as described in [RV99] for the particular case where L = Sn.Thus the growth of coe�cients is controlled and some variables may be eliminated before thecomputation of the corresponding resultant. But the following degenerated case may occurwith the computation modulo the ideal IL
: the resolvent is not the result of the computationbut a power of the result (see [RV99]). However, since its degree is known, the resolvent is thenimmediately obtained from the result of the computation as illustrated in Example 6.7.14 ofSection 7. A detailed review of these techniques could not take place here; their adaptationconsists mainly in replacing the Cauchy moduli by a triangular set which generates IL
 inthe proofs of the original papers.In order to compute practically the resolvent we need the triangular set TL. Of course itsu�ces to know any system of generators of the ideal IL
 to obtain TL by a Gr�obner basiscomputation. The following lemma is of prime importance to obtain a system of generatorsof IL
. The reader can refer to [Val97] for the proof.Lemma 6.7.7 Let M and L be two subgroups of Sn such that G
 < M and G
L is agroup. Let � be an M-primitive L-invariant. We set � = �(
). Let Min�;k be the minimalpolynomial of � over k. If � is a simple root of the resolvent L�;IM
 thenIL
 = IM
 + hMin�;k(�)i :Remark 6.7.8 The fact that � must be a simple root of the resolvent in Lemma 6.7.7 isnot really restrictive. Indeed it is known that if k is in�nite then there exists an L-primitiveH-invariant � such that L�;IL
 is separable (see [AV96]).From now on, we assume that k is in�nite. We thus consider that we always may computeseparable invariants. Let us denote by Groebner(PS) a function which computes a reducedlexicographical Gr�obner basis of the ideal generated by a �nite subset PS of k[x1; : : : ; xn]. We



98 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulairesshow below that the algorithm Resolvent is a convenient tool to compute triangular Galoisideals.Theorem 6.7.9 Let M and L be two subgroups of Sn such that G
 < L < M . LetTM be a separable triangular set of generators of the Galois ideal IM
 . Then algorithmTriangSet(L;M;TM ) given below computes a separable triangular set of generators of IL
 .TriangSet(L;M;TM ) ==� := an M -primitive L-invariant separable for 
L := Resolvent(M;TM ; L;�)factorize L� := the root of a linear factor of Loutput(Groebner(TM [ f�� �g))Proof. Let � = �(
). The polynomial � is invariant by the Galois group of 
 since � is anM -primitive L-invariant. Therefore we have � 2 k and Min�;k = X� �. Besides, � is a simpleroot of the resolvent L�;IL
 . It follows that the value of � is provided by the factorization ofL. Finally the output is a reduced lexicographical Gr�obner basis of IL
 by Lemma 6.7.7. It isa triangular set by Theorem 6.5.4 and Remark 6.2.7. 2With the notations of Theorem 6.7.9, we always can choose Sn forM and the Cauchy mo-duli of f for TM . Hence the Galois ideal IL
 is always computable by the algorithm TriangSet.The following theorem is obviously deduced:Theorem 6.7.10 Let L and be a subgroup of Sn which contains G
. Let H be a subgroupof L and � be an L-primitive H-invariant. Then the relative resolvent L�;IL
 is computed bythe algorithm RelativeResolvent(L;H;�) below.RelativeResolvent(L;H;�) ==T := the Cauchy moduli of fTL := TriangSet(L;Sn; T )output(Resolvent(L; TL;H;�))Remark 6.7.11 If we want to avoid computing resolvents with high degrees, the com-putation of L�;IL
 (and those of IL
) can be performed by several steps with intermediatecomputations of relative resolvents and Galois ideals. Actually, letL = Le < : : : < L0 = Snbe a chain of subgroups of Sn with G
 < L. For each j 2 [0; e] we denote by Tj thetriangular set which generates Lj . By repeating the algorithm TriangSet(Lj+1; Lj ; Tj) for jin [0; e � 1], we obtain TL = Te; then the algorithm Resolvent(L; TL;H;�) computes therelative resolvent L�;IL
 . Note that if L = G
 then the last triangular set Te computed bythe algorithm TriangSet generates the ideal of relations I
.Remark 6.7.12 Our algorithm is adapted for the computation of relative resolvents whichare involved by the incremental method presented in [Val97] for computing the Galois groupand the ideal of relations of a polynomial f . It also may be easily inserted in a method forcomputing Galois group by using partition and group matrices (see [Val95]).



6.7. Algebraic computation of relative resolvents 996.7.3 Explicit examplesOur method for computing relative resolvents is not yet fully implemented but the neces-sary tools are available in the AXIOM computer algebra system. The two examples presentedbelow give the idea of the implementation which may be realized. In these examples we consi-der the polynomial f = x6+2, irreducible over Q, whose Galois group is a transitive subgroupof S6.Example 6.7.13 Let L =PGL(2; 5) be the transitive maximal subgroup of S6 of degree120 and H be the dihedral group D6. We have H < L. The polynomial �1 = x1x4 + x4x5 +x5x2+x2x3+x3x6+x6x1 is a primitiveD6-invariant, and a fortiori a PGL(2; 5)-primitive D6-invariant. We compute below the PGL(2; 5)-relative resolvent of f by �1, which has degree10 = [L : H].First, we need the triangular set of generators TL of IL
. In this step it will be also veri�edthat G
 is a subgroup of L. The only way to obtain TL consists in applying the algorithmTriangSet(L;M;TM ) with S6 as M and the Cauchy moduli of f as TM . We have:TS6 = fx61 + 2;x52 + x1x42 + x21x32 + x31x22 + x41x2 + x51;x43 + x2x33 + x1x33 + x22x23 + x1x2x23 + x21x23 + x32x3 + x1x22x3 + x21x2x3+x31x3 + x42 + x1x32 + x21x22 + x31x2 + x41;x34 + x3x24 + x2x24 + x1x24 + x23x4 + x2x3x4 + x1x3x4 + x22x4 + x1x2x4 + x21x4+x33 + x2x23 + x1x23 + x22x3 + x1x2x3 + x21x3 + x32 + x1x22 + x21x2 + x31;x25 + x4x5 + x3x5 + x2x5 + x1x5 + x24 + x3x4 + x2x4 + x1x4 + x23 + x2x3+x1x3 + x22 + x1x2 + x21;x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x1g :We denote by �L the primitive L-invariant given in [Gir87] (we do not give the explicitexpression of this very big invariant). The computation of the separable absolute resolventof f by �L is realized by an implementation of the method given in [RV99] for which thepresent work is a generalization. Its factorization over Q is the following:L�L ;IS6f (X) = (X � 42)(X � 24)2(X + 6)3 :It gives a simple linear factor (X � 42) which proves that G
 < PGL(2; 5). As speci�edin our algorithm, we deduce that IL
 is generated by the union of the ideal IS6
 and the ideal< �L�42 >. The computation of the reduced Gr�obner basis for the lexicographical orderingof IL
 provides TL:TPGL(2;5) = fx61 + 2;x52 + x42x1 + x32x21 + x22x31 + x2x41 + x51;x43 + x33x2 + x33x1 + x23x22 + x23x2x1 + x23x21 + x3x32 + x3x22x1 + x3x2x21



100 Chapitre 6. Th�eorie de Galois et ensembles triangulaires+x3x31 + x42 + x32x1 + x22x21 + x2x31 + x41;24x4 + 5x33x42 + 6x33x32x1 + 8x33x22x21 + x33x2x31 + 8x23x42x1 + 4x23x32x21+8x23x22x31 + 12x3x42x21 + 10x3x32x31 + 4x3x22x41 + 4x3x2x51 + 4x3 + 5x42x31+14x2 + 12x1;24x5 � 5x33x42 � 7x33x32x1 � 16x33x22x21 � 7x33x2x31 � 5x33x41 � 8x23x42x1�12x23x32x21 � 12x23x22x31 � 8x23x2x41 � 12x3x42x21 � 16x3x32x31 � 12x3x22x41+8x3 � 5x42x31 � 5x32x41 � 2x2 � 2x1;24x6 + x33x32x1 + 8x33x22x21 + 6x33x2x31 + 5x33x41 + 8x23x32x21 + 4x23x22x31+8x23x2x41 + 6x3x32x31 + 8x3x22x41 � 4x3x2x51 + 12x3 + 5x32x41 + 12x2 + 14x1g :Now, it is possible to compute the L-relative resolvent of f by �1 with the algorithmResolvent(L; TL;H;�1). As explained in Remark 6.7.6, its computation may also be perfor-med modulo the ideal IPGL(2;5)
 as follows:{ Let R0(X;x1; : : : ; x6) = X��1. The reduction of R0 modulo the ideal IL
 (given by suc-cessive Euclidean divisions) eliminates the variables x6; x5 and x4. LetW0(X;x1; x2; x3)be the result of this reduction.{ We set R1(X;x1; x2) =Resx3(f3;W0). The reduction of R1 modulo the ideal IL
 does noteliminate the variables x1 and x2 of respective degrees 32 and 28 in R1, but producesa new polynomial W1 of degree 4 in each variables x1 and x2.{ The elimination of the variable x2 is given by R2(X;x1) =Resx2(f2;W1). The reduc-tion of R2 modulo the ideal IL
 produces a univariate polynomial of degree 20 whosefactorization is the following:X2(X3 � 2)2(X3 + 2)4 :{ Since the PGL(2; 5)-relative resolvent of 
 by �1 has degree 10 = [L : H], we obtainthe following factorization over Q:L�1;IPGL(2;5)
 (X) = X(X3 � 2)(X3 + 2)2 :For this example the extraneous power appears only at the last step, for the computa-tion of the polynomial R2. Hence we did not have to eliminate some extraneous powerand use the function nthRoot during the process.Example 6.7.14 Let �2 = x4x25+ x3x26+ x5x22+ x2x23 + x6x21+ x1x24. The polynomial �2 isa D6-primitive C6-invariant, where C6 is the cyclic group of order 6. We compute below theD6-relative resolvent of f by �2.Remark that the factorization of L�1 ;IPGL(2;5)
 , given in Example 6.7.13, provides a simplelinear factor over Q. This implies that D6 contains actually the Galois group G
.



6.7. Algebraic computation of relative resolvents 101The �rst step consists in computing the Galois ideal ID6
 . It can be e�ciently performedwith the algorithm TriangSet(D6;PGL(2; 5); TPGL(2;5)) instead of using S6 and the Cauchymoduli of f .We only have to compute a Gr�obner basis if we use the computation of the resolvent inExample 6.7.13 and its factorization. The ideal �xed by D6 is given by:ID6
 = IPGL(2;5)
 + h�1 � 0i ;where 0 is the value given by the simple linear factor over Q of the resolvent L�1;IPGL(2;5)
 .In the same way as for the ideal �xed by PGL(2; 5), we compute from �1 and thepolynomials of TPGL(2;5) the following triangular Gr�obner basis of the Galois ideal ID6
 :TD6 = fx61 + 2; x2 + x1; x23 + x1x3 + x21; x4 + x3; x5 + x3 + x1; x6 � x3 � x1g :Then we perform the computation of Resolvent(D6; TD6 ; C6;�2) modulo the ideal ID6
 .The reduction of �2 modulo the ideal ID6
 produces the value 0. Therefore the result of ourcomputation is immediately the polynomial X. But the degree of a D6-relative resolvent is2, the index of C6 in D6. We are in the degenerated case mentioned in Remark 6.7.6, wherethe resolvent is a power of the result of the computation. We thus deduce that the resolventis L�2 ;ID6
 (X) = X2 :Remark 6.7.15 We used the very powerful Gr�obner engine FGb (see [Fau97]) developedby J.C. Faug�ere to obtain our Gr�obner basis quickly.
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103Chapitre 7Une comparaison de plusieursm�ethodes R�esum�eCe chapitre consiste en une comparaison exp�erimentale de plusieurs m�ethodes de d�ecom-position triangulaire. C'est un travail r�ealis�e en collaboration avec M. Moreno Maza danslequel nous avons cherch�e �a comparer l'e�cacit�e et les sorties de quatres m�ethodes de d�e-composition triangulaires, celles de [Wu87], [Laz91a], [Kal95] et [Wan93b]. Sachant qu'il estdi�cile de comparer exp�erimentalement des algorithmes puisque la mani�ere de les implanterest primordiale, nous avons cherch�e �a limiter le plus possible les di��erences qui proviennentde l'implantation.Nous pr�esentons le cadre de ce travail dans la section 1. Nous donnons ensuite dans la sec-tion 2 un aper�cu des trois m�ethodes qui ne sont pas d�etaill�ees dans cet ouvrage, en particulierleurs sp�eci�cations. �A cette occasion nous pr�esentons une version r�ecursive de l'algorithme de[Wan93b] que nous avons implant�e et qui nous semble int�eressante pour la compr�ehension decette m�ethode. Nous d�eveloppons dans la section 3 les exigences qui ont guid�e notre travail etpr�esentons notre implantation commune dans le syst�eme de calcul formel axiom. La section4 contient des donn�ees exp�erimentales obtenues sur un ensemble d'exemples tests dont beau-coup sont classiques et proviennent de la base du projet Europ�een PoSSo [Com92]. Ils sontdisponibles par ftp dans ftp://www-calfor.lip6.fr/pub/papers/TriangularSets. Nous�etudions plus en d�etail certains de ces exemples. Dans la section 5 nous consid�erons desr�esultats exp�erimentaux publi�es ant�erieurement, qui peuvent être en relation avec d'autresapproches de la d�ecomposition triangulaire de syst�emes alg�ebriques. Nous pr�esentons �nale-ment quelques conclusions que nous avons pu tirer de notre travail dans la derni�ere partie.



104 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes7.1 IntroductionWe are concerned here with the following problem: given a �nite family F of multivariatepolynomials over a �eld k with ordered variables x1 < x2 < � � � < xn, we want to describe thea�ne variety V(F ) Such a description is usually provided by a �nite family fT1; : : : ; Trg ofpolynomial sets with particular properties, a relation between the Ti and F , and an algorithmto compute the Ti from F . A well-developed method since [Buc65] is the following: given anordering on the monomials, choose for T1 the Gr�obner basis of the ideal generated by F andcompute it by the Buchberger's algorithm.Following the work of Ritt [Rit32] [Rit66], Wu Wen-Ts�un [Wu86] introduced another wayof solving algebraic systems which is the one we are concerned with. In that case each Ti isa polynomial set such that two distinct polynomials in Ti have distinct greatest variables.Such a Ti is called a triangular set. A point � 2 V(Ti) is called regular if for every p 2 Tithe point � does not cancel the initial of p (that is the leading coe�cient of p regarded asa univariate polynomial in its greatest variable). Then, in Wu's method, the variety V(F )is the union of the regular zeros of the Ti and this decomposition can be computed byWu's CHRST-REM algorithm [Wu87]. This method has been investigated in many papers.Among them: [Cho88, CG90, CG92, GM90, Wan92a, Wan92b]. Wu's method is e�cient forgeometric problems where the degenerate solutions are not interesting. For general problemsit seems to be di�cult to obtain an e�cient implementation and this method may producesuper
uous triangular sets. Wu's algorithm, like Buchberger's, depends on many choices;moreover its result is not uniquely de�ned.Lazard [Laz91a] proposed a new method to obtain Wu-like decompositions for a�nevarieties. However in that case the de�nition of triangular sets has been strengthened inorder to guarantee non-redundant and more canonical decompositions. Some details andproofs were not given in detail, especially on the subject of gcd computation, which is themain tool of the method. In [Mor97], these questions are treated and a �rst implementationof Lazard's method is described and shown to be e�cient.Kalkbrener [Kal91] introduced another type of triangular sets called regular chains (De-�nition 4.4.5) together with another relation between F and the Ti. In that case V(F ) is theunion of the closures (w.r.t. Zarisky topology) of the regular zeros of the Ti.Wang [Wan93b] proposed a generalization of Wu's decompositions for a�ne varieties.This approach allows the resolution of quasi-algebraic systems. In that case V(F ) is givenas a (�nite) union of regular zero sets of triangular systems. This method involves Wu'striangular sets but its process is di�erent from Wu's one and seems to be more e�cient.Let us give an example to illustrate the di�erence between Wu, Lazard and Wang's wayof solving, and Kalkbrener's one. We consider the system given by the following polynomialswhere the ordered variables are c2 > s2 > c1 > s1 > b > a and where the coe�cients lie inthe �eld of rational numbers:nc1 c2 � s1 s2 + c1 � a; s1 c2 + c1 s2 + s1 � b; c21 + s21 � 1; c22 + s22 � 1o



7.1. Introduction 105Our implementation of Lazard's method produces the decomposition fT1; T2; T3g where:T1 = f(4 b2 + 4 a2) s21 + (�4 b3 � 4 a2 b) s1 + b4 + 2 a2 b2 + a4 � 4 a2;2 a c1 + 2 b s1 � b2 � a2;2 a s2 + (2 b2 + 2 a2) s1 � b3 � a2 b;2 c2 � b2 � a2 + 2gT2 = fa; 2 s1 � b; 4 c21 + b2 � 4; s2 � b c1; 2 c2 � b2 + 2gT3 = fa; b; c21 + s21 � 1; s2; c2 + 1gWhat does this solution mean? How this solution has to be understood? In T1, one mayarbitrarily choose a and b once a(b2 + a2) 6= 0, and obtain successively the values of theindeterminates s1; c1; s2; c2. The triangular sets T2 and T3 describe the case a = 0. Notethat in T2, one may choose an arbitrary b whereas it is zero in T3. So, where is the caseb2 + a2 = 0? It is described by T3. In fact, if we add this equation to the input system thecomputed decomposition is only fT3g. Now, our implementation of Kalkbrener's algorithmproduces the decomposition fCg where:C = f(4 b2 + 4 a2) s21 + (�4 b3 � 4 a2 b) s1 + b4 + 2 a2 b2 + a4 � 4 a2;2 a c1 + 2 b s1 � b2 � a2;s2 � b c1 + a s1;s1 c2 + b c21 � a s1 c1 + s1 � bgIn that case a point is a solution of the input system if it lies in the closure of the set ofthe regular zeros of C. Although C and T1 are di�erent, they have the same regular zerosets and the closure of these sets contains the regular zeros of the previous T2 and T3. ThusKalkbrener's output is simpler however further computations are needed to describe thezeros satisfying a(b2 + a2) = 0.In the conclusion of [Kal93] the author writes: A comparison with the algorithms of Ritt,Wu and Lazard seems to be interesting. In [Wan93b] the author concludes: A systematicanalysis and comparison among them (the elimination methods of Lazard and Kalkbrener)both theoretically and practically remain interesting for future work.The aim of our work is to compare from a practical point of view the methods of [Wu87],[Laz91a], [Kal95] and [Wan93b].We realized a uni�ed implementation in the axiom computeralgebra system [JS92, BDI+94] in order to compare these four methods. In Section 7.3, wediscuss the matter of comparing the capabilities of di�erent algorithms. Let us mentionhere that a crucial point is that their implementations need to share the same polynomialarithmetic and data-structures.The complexity of these algorithms, based on pseudo-division, is not known and to de-termine it is still a challenging task. Anyway, theoretical complexity considerations are notsu�cient for the development of Computer Algebra; it is crucial to evaluate the possiblee�ciency of the algorithms on an experimental level.Few papers report on the implementation of some method for computing triangular de-compositions of algebraic systems. Moreover, the examples which are presented in thesepapers di�er from one to the other and the characteristics of the computer are generally notmuch detailed. Thus the capabilities of the di�erent algorithms do not clearly appear. Be-sides, it is important to focus on the properties of the outputs (representation, size, legibility,



106 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes. . . ) since a triangular decomposition of a given polynomial system is not uniquely de�nedand two distinct implementations of the same method may produce distinct outputs on thesame example.Let us recall that an experimental comparison between Wu's method and Wang's trian-gular series based method is reported in [Wan96]. It appears that Wang's method is moree�cient than Wu's characteristic set method. This extensive comparison is performed withthe three notions of reduction, proposed in [Wu87]. Another notion of reduction (in thesense of iterated initials, see De�nition 2.1.8) is presented here. Our implementation of Wu'salgorithm is realized with this new notion and con�rm the experimental results of [Wan96].Obviously, the methods considered in this experimental work can also be applied to a(lexicographical) Gr�obner basis as input. It happens sometimes that this is the only wayto get a result in a human time. However we restrict ourselves to methods which acceptany set of equations as input and do not compute Gr�obner bases explicitly. This choice wasin
uenced by complexity reasons: Gr�obner bases have double exponential behavior in worstcases { see [MM82] and [Huy86] { and direct triangular methods may simply have exponentialcomplexity as indicated by [GM90]. This is a strong reason for solving polynomial systemsby means of methods which do not rely on explicit Gr�obner bases computations.Thus our comparative implementation excludes methods like Lextriangular [Laz92] or theapproach of M. M�oller [M�ol93], which is generalized in [Gr�a95].We also specify that polynomial factorization (into irreducibles) is not a necessary toolin the four methods of our comparison. It is true that this technique is exploited in someimplementations since it may discover some splits and thus make the decomposition easierto obtain. However it is not a general rule, and systematic factorizations may also be costlyin di�cult problems (and the axiom factorizer is not very e�cient). After some preliminarytests it appeared that the use of factorization did not really modify the di�erences betweenthe four methods of our comparison. Hence, we implemented the methods without using thistechnique.7.2 MethodsThis section summarizes the four methods. We recall the speci�cations of each methodtogether with the properties of the decompositions that they compute. A detailled review ofthese methods could not take place here. The reader may refer to the original papers.We present the �rst method proposed by D. Wang in [Wan93b]. In fact we suggesthere a recursive presentation of this method. Note that the outputs of Wang's algorithm aredi�erent from the other ones in the sense that they are not triangular sets but �ne triangularquasi-algebraic systems (De�nition 7.2.3).The basic ideas of Wu's method are given but for more details one can refer to [Wu87]or [Wan91].We recall the main features of the methods of Lazard [Laz91a] and Kalkbrener [Kal91]which both involve gcd computations over towers of simple extensions.Our implementation of Lazard's method is based on an algorithm for gcd computationsof univariate polynomials with coe�cients in a separable tower of simple extensions [Mor97].



7.2. Methods 107The idea is a generalisation of the one of [MR95]. This algorithm is rather technical andcould not be sketched here.We use the axiom programming language for describing the algorithms presented in thissection.Notation 7.2.1 Let p 2 Pn be a polynomial and T � Pn be a triangular set. There exists apolynomial r 2 Pn, initially reduced w.r.t. T , and, a product of the initials of T , denoted by s,such that sp�r 2 hT iPn. We de�ne iRed(p; T ) = r. For algorithmical details about reductionof polynomials w.r.t. triangular sets see [Mor97]. Now, for F � Pn we set iRed(F; T ) =fiRed(p; T ) ; p 2 Fg. Finally, we de�ne prem(F; T ) = fprem(p; T ) ; p 2 Fg.7.2.1 Wang's methodWang's method computes a �nite family f(T1; Q1); : : : ; (Tr; Qr)g of �ne triangular q.a.s.(see De�nition 7.2.3 below) such thatV(F ) = r[i=1Z(Ti; Qi) :Such a decomposition is produced by the algorithm triangulation(F; ;; ;) presented below(Theorem 7.2.8). There is no reason for a �ne triangular system produced by the methodof Wang (called elimination without projection in [Wan93b]) to be necessarily consistent(de�nition 7.2.3). But, may be due to our optimizations, we never encountered an inconsistent�ne triangular system during our experiences. Note that Wang also proposes a method calledelimination with projection to produce necessarily consistent outputs.Notation 7.2.2 Let F be a subset of Pn such that F 6� k. We denote by mvar(F ) thegreatest variable which occurs in the polynomials of F .De�nition 7.2.3 Every couple S = (P;Q), where P and Q are two �nite subsets of Pn, iscalled a quasi-algebraic system in Pn (q.a.s. for short). Let S = (P;Q) be a q.a.s. in Pn.The q.a.s. S is called triangular if P is a triangular set of Pn. If Q 6= ; then we denote byh(S) the product of the elements of Q, otherwise we de�ne h(S) = 1. We call a zero of Severy element of the subset of Kn denoted by Z(S) and de�ned by :Z(S) = V(P ) nV(h(S))The q.a.s. S is called inconsistent if Z(S) = ;, otherwise it is called consistent. Finally,following [Wan93a] and [Wan93b], a triangular q.a.s. S = (T;Q) is called �ne if V(h(T ))\Z(S) = ; and 0 62 prem(Q;T ) where h(T ) is the product of the initials of T .Let S = (P;Q) be a q.a.s. in Pn. From now on we assume that P 6� k. Let mvar(P ) =xi. The algorithm elimination(xi; P;Q) presented below (Proposition 7.2.7) splits the q.a.s.S into several q.a.s. which contain at most one equation with xi as main variable (seeDe�nition 7.2.4). Its proof is based on the following Lemma 7.2.5 [Wan93a] and Lemma 7.2.6.



108 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodesDe�nition 7.2.4 Let 1 � i � n and S = (P;Q) be a q.a.s. in Pn such that P � Pi andQ � Pn. We call elimination of the variable xi in S a set � of triplets (Pk; Qk; �k) such thatPk; Qk and �k are �nite subsets of Pn which satisfy the following conditions :(i) Pk 6= ; ) mvar(Pk) < xi(ii) �k 6= ; ) (9t 2 Pi nPi�1) j �k = ftg(iii) Z(P;Q) = S(Pj;Qj ;�j)2� Z(Pj [ f�jg; Qj) :Lemma 7.2.5 Let f be a non constant polynomial in Pn and (P;Q) a q.a.s. in Pn. ThenZ(P [ ffg; Q) = Z(prem(P; f) [ ffg; Q [ finit(f)g) [ Z(P [ finit(f); tail(f)g; Q) :Proof. Let p 2 P and r = prem(p; f): There exists e 2 N et q 2 Pn such that he p = q f +r:From this relation we deduce Z(P [ ffg; fhg) = Z(G [ ffg; fhg). Then the result is easilyobtained by splitting the zeros of P [ ffg to Z(P [ ffg; fhg) and Z(P [ ff; hg). 2Lemma 7.2.6 Let (P;Q) be a q.a.s. in Pn and f 2 Pn n k . Theninit(f) 2 Q) Z(P [ ffg; Q) = Z(P [ ffg; prem(Q; f)) :Proof. Let us denote init(f) by h and suppose that h 2 Q. Since h is reduced w.r.t. fwe also have h 2 R. Let q 2 Q and r = prem(q; f). There exists a positive integer e and apolynomial q0 such that he q = f q0 + r: (7.1)Let us considerer x 2 Kn such that f(x) = 0 and h(x) 6= 0. We deduce from the relation (7.1)that q(x) 6= 0 i� r(x) 6= 0. Then it follows that x 2 Z(P [ ffg; Q) i� x 2 Z(P [ ffg; R). 2Proposition 7.2.7 Let v be a variable in fx1; : : : ; xng and (P;Q) a q.a.s. in Pn such thatmvar(P ) � v. Then the algorithm elimination(v; P;Q) given below, computes an eliminationof the variable v in the q.a.s. (P;Q). In particular, if the output of the algoritm is the emptyset, then Z(P;Q) = ;.� elimination(v; P;Q) ==P := P n f0g(0 2 Q) or (P \ k 6= ;) => return(f g)P�v := fp 2 P j mvar(p) < vgPv := P n P�vPv = ; => return ( f(P;Q; ;)g )f := a polynomial in Pv with minimal degree in vP1 := (Pv n ffg) [ finit(f); tail(f)g [ P�vQ2 := Q [ finit(f)gempty? (Pv n ffg) => return ( f(P�v ; prem(Q2; f); ffg)g [ elimination(v; P1; Q) )P2 := prem(Pv n ffg; f) [ ffg [ P�vreturn ( elimination(v; P2; Q2) [ elimination(v; P1; Q) )



7.2. Methods 109Proof. Let us de�ne s(P ) =Pp2Pnf0g deg(p; v). We will prove termination and correctnessby induction on s(P ).If a constant occurs in P or if 0 2 Q, the result is obvious. Otherwise, if s(P ) = 0,then Pv = ; and the algorithm terminates. The correctness is obvious. Now we assume thats(P ) > 0, i.e. Pv is not empty. First we remark that s(P1) < s(P ) since deg(init(f); v) = 0and deg(tail(f); v) < deg(f; v). Two cases can be distinguished :(i) Pv = ffg. By induction elimination(v; P1; Q) terminates and is correct. Therefore thealgorithm elimination(v; P;Q) terminates. The correction follows from Lemma 7.2.5 andLemma 7.2.6.(ii) Pv n ffg 6= ;. We put P 0 = Pv n ffg. For any p in P 0 we have deg(prem(p; f); v) <deg(f; v) � deg(p; v). Since P 0 is not empty, we obtain s(prem(P 0; f)) < s(P 0), andconsequently s(P2) < s(P ). Then termination and correctness follow by application ofLemma 7.2.5 and induction hypothesis. 2By repetead use of the algorithm elimination with v decreasing, we easily obtain a trian-gulation of any q.a.s. with the algorithm triangulation presented below.Theorem 7.2.8 Let 1 � i � n and (P;Q) a q.a.s. in Pn such that P � Pi. Let T atriangular set of Pn such that T \Pi = ;. Then the following algorithm triangulation(P;Q; T )computes a �nite family f(T1; Q1); : : : ; (Tr; Qr)g of triangular q.a.s. such thatZ(P [ T;Q) = r[k=1 Z(Tk; Qk):� triangulation(P;Q; T ) ==P := P n f0g(0 2 Q) or (P \ k 6= ;) => return (f g)empty? P => return ( f(T;Q)g )v := mvar(P )� := elimination(v; P;Q)return ( S(Pj;Qj;�j)2� triangulation(Pj ; Qj; �j [ T ) )Proof. The proof of the algorithm is obtained by induction on the smallest integer suchthat P � Pi, which we will denote by i(P ). For i(P ) = 0, i.e. P � R, the result is obvious.Now assume that i(P ) > 0. We can eliminate the case 0 2 Q, the case P \ k 6= ;, and thecase � = ;, which terminate immediately and are clearly correct. Then by speci�cations ofthe algorithm elimination, we obtainZ(P [ T;Q) = Z(P;Q) \VK(T ) = [(Pj;Qj ;�j)2�Z(Pj [ (f�jg [ T ); Qj):Let us denote Tj = f�jg [ T . The triplets (Pj ; Qj; Tj) satisfy the input conditions of triangu-lation. And since i(Pj) < i(P ), the result follows from the induction hypothesis. 2Remark 7.2.9 It is easy to check that the quasi-algebraic systems produced by the algo-rithm triangulation(F; ;; ;) are �nes.



110 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes7.2.2 Wu's methodWu used Ritt's work to provide an algorithm for solving systems of algebraic equationsby means of triangular sets which only requires pseudo-remainder computations (i.e. nofactorizations are needed). Wu's process is based on a procedure called CHRST-REM, seep. 3 in [Wu87]. Given a �nite subset F of Pn, this procedure computes a Wu characteristicset T of a �nite subset G of Pn such that hF i = hGi. It involves Ritt ordering for (initially)reduced triangular sets of Pn.De�nition 7.2.10 Let F be a non-empty �nite subset of non constant polynomials in Pn.We call basic set of F a subset B of F such that B is a minimal element for Ritt orderingamong the family of initially reduced triangular sets contained in F .It is easy to compute a basic set of F . Let us denote by basicSet(F ) the result of analgorithmwhich computes a basic set of F . Now the following algorithm charSet either returnsthe set C = f1g or computes an initially reduced triangular set C. In both cases C is a Wucharacteristic set of F (see De�nition 4.2.2) and satis�es the relations of Proposition 4.2.3.charSet(F ) ==R := F n f0gQ := ;C := ;while (R 6= ;) and (R \ k = ;) repeatQ := Q [ R [ CC := basicSet(Q)Q := Q n CR := iRed(Q;C) n f0gR \ k 6= ; => return(f1g)return CRemark 7.2.11 The set C obtained by the above algorithm may be a �ne triangular set(i.e. none of its initials reduces to 0 w.r.t. C) of F even if F generates the unit ideal of Pn.For instance, choose F = fx21 � x1; x1x2 � 1; (x1 � 1)x3 + x2g. In this case the algorithmcharSet(F ) returns F itself, but we have hF i = h1i.Let p 2 C. We remark that V(F [ finit(p)g) = V(F [ C [ finit(p)g). Moreover, the setC[finit(p)g has obviously a basic set which is smaller than C w.r.t. Ritt ordering. Therefore,by computing charSet(F [ C [ finit(p)g), we obtain a smaller characteristic set than C w.r.t.Ritt ordering. Now one can easily check that every strictly decreasing chain of triangularsets for Ritt ordering is �nite. Thus, by virtue of the above formula (ii), repeated calls to thealgorithm charSet, allow the computation of a �nite family fT1; : : : ; Trg of initially reducedtriangular sets such that V(F ) = r[i=1W(Ti) :



7.2. Methods 111Remark 7.2.12 Note that not only some components W(Ti) of Wu's decomposition maybe empty (as shown in Remark 7.2.11), but also the algorithm may produce super
uouscomponents in the following sense: for some i 2 f1; : : : ; rg such that W(Ti) 6= ; there existsj 2 f1; : : : ; rg with i 6= j such that W(Ti) is contained in W(Tj).7.2.3 Lazard's methodLet T be a triangular set of Pn and i 2 f0; : : : ; ng. We use below the notations introducedin Section 4.5. Recall that Ai = fr(Pi=sati(T \ Pi)) and Fi is the canonical algebra homor-mophism from Pi+1 to Ai[xi+1]. The concept of normalization recalled in 2.2.5 is introducedin [Laz91a] which de�nes the following strong notion of triangular sets.De�nition 7.2.13 Let T be a triangular set in Pn. For each variable xi in algVar(T ) weput ti = Txi and denote by t0i the derivative of ti w.r.t. xi. We say that T is a Lazard set ifT is normalized, and if for each variable xi 2 algVar(T ) we have(i) [square-free] Fi�1(ti) and Fi�1(t0i) generate the unit ideal in Ai�1[xi],(ii) [primitive] for each j in the range 1; : : : ; i � 1, the coe�cients of ti, interpreted as amultivariate polynomial in (Aj�1[xj])[xj+1; : : : ; xi] generate the unit ideal of Aj�1[xj].It follows from Proposition 4.3.14 that a Lazard set is a regular triangular set. From therequirement (i) we then obtain by induction that the ideal hFi�1(ti); Fi�1(t0i)i is radical (seeProposition 3.3.9) and the ring Ai is a �nite product of �elds. These results may also befound in [Mor97].Remark 7.2.14 Let Ai = Ki;1� : : :�Ki;ri. Condition (i) means that for ` = 1; : : : ; ri�1 theimage of ti modulo Ki�1;` is square-free. Condition (ii) can be viewed as follows : for eachj in f1; : : : ; i � 1g, and for ` = 1; : : : ; rj�1, the image of ti in (Kj�1;`[xj])[xj+1; : : : ; xi] is aprimitive multivariate polynomial.Example 7.2.15 Let T = fx1x22 � 3; x23 � 2x1x2x3 + 3x1g. Here t3 = x23 � 2x1x2x3 + 3x1and t03 = 2x3 � 2x1x2. We have A2 = k(x1)[x2]=hx1x22 � 3i. It is easy to check that t3 � 4t032modulo the ideal hx1x22 � 3i. Thus, inA2[x3] the polynomial F2(t3) lies in the ideal generatedby F2(t03). Therefore T is not a Lazard set. In fact the polynomial t03 is the square-free formof t3 if they are both interpreted in A2[x3] and fx1x22 � 3; t03g is a Lazard set.Let i be in the range 0 : : : n � 1. Let T � Pi n Pi�1 be a Lazard set. We put Ai =k1 � � � � � km. The main tool for Lazard's method is the computation of gcd in Ai[xi+1]by a dynamic process of splitting such as the one described in Section 3.3. Computationsmay be split when a zero-divisor is discovered. Full details of this gcd algorithm and theimplementation of Lazard's method appear in [Mor97].The main procedure of Lazard's method is called intersect. Given T � Pn and p 2 Pnthe operation intersect(p; T ) returns a �nite family of Lazard sets fS1; : : : ; Slg such thatV(p) \W(T ) � [l1W(Si) � V(p) \W(T )



112 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodesGiven fT1; : : : ; Tsg, a �nite family of Lazard sets, we de�ne intersect(p; fT1; : : : ; Tsg) as theunion of the intersect(p; Ti). Then, given a �nite subset F = ff1; : : : ; fmg of Pn we de�neintersect(F; T ) = intersect(f1; intersect(: : : ; intersect(fm; T ))). Thus intersect(F; ;) produces a�nite family of Lazard sets fS1; : : : ; Slg such thatV(F ) = r[i=1W(Si) :Lazard's decompositions are irredundant in the following sense :[j 6=iW(Tj) 6= [j W(Tj) :We will not describe here how to produce irredundant decompositions but give the mainsteps of the operation intersect(p; T ) proceeds in the following way. Let us mention that anoperation is available in our implementation to compute Fn(p).(l1) If p is normalized w.r.t. T then go to step (l2) with r = p else go to next step.(l10) If p is not normalized w.r.t. T , compute two polynomials q; r 2 Pn such that r isnormalized w.r.t. T and Fn(pq� r) = 0 and (Fn(p) = 0 () Fn(r) = 0). Polynomialsq and r are computed by means of an extended (i.e. with Bezout coe�cients) versionof the gcd algorithm sketched above. Here the computations may be split if Fn(p) isa zero-divisor. The polynomial r is also denoted by normalize(p; T ). Now, go to nextstep.(l2) If r = 0 then return fTg. Else, if r 2 k then returns f g. Else go to next step.(l3) Return intersect(tail(r); intersect(init(r); T )) and go to next step.(l4) Remove the content of r viewed as univariate in mvar(r) and go to next step.(l5) If T�mvar(r)[frg is a square-free triangular set (that is, which satisfy squarefree conditionof De�nition 7.2.13) then go to step (l7).(l6) Let v = mvar(r). Compute a (normalized w.r.t. T�v ) gcd of r and its derivative w.r.t. vwhile interpreting their coe�cients in the tower associated to T�v (here computationsmay be split). Let g be this gcd. Replace r by pquo(r; g). Thus T�v [ frg is now asquare-free regular set. Go to step (l3).(l7) Let v = mvar(r). De�ne T+v = ftk; : : : ; tlg with mvar(tk) < � � � < mvar(tl). Compute D =intersect(tl; intersect(: : : ; intersect(tk; T�v [ frg))). Then remove from D any triangularset U such that normalize(init(ti); U�mvar(ti)) = 0 for some i 2 fk; : : : ; lg. Now, go tonext and last step.(l8) return intersect(p;D) where p is the input polynomial.



7.3. Implementation 1137.3 Implementation7.3.1 General requirementsIn the introduction we speci�ed why comparing methods for computing triangular de-compositions is not an easy task. Recall that each of the algorithms studied in this paperhas its own speci�cations and that a triangular decomposition of a polynomial system by agiven method is not uniquely de�ned.In order to realize a reasonable comparison we think that the following requirementsshould meet.(1) The algorithms must be implemented and run with the same human, material andsoftware conditions (using the same data structures and sub-routines).(2) A process to check the correctness of the computed decompositions must be implemen-ted.(3) The experimentsmust not only focus on timings but also on the legibility of the outputsand their suitability for further computations.The goal of the �rst requirement is to get as close as possible to the ideal situation wherethe di�erences between computations of triangular decompositions - for a given system -only depend on the corresponding algorithms. Thus our implementations of these methodsneed to use the same data structures and sub-routines. It is clear that even with the samehardware and software, experimental comparisons strongly depend on some implementationchoices.We thought that the axiom computer algebra system [JS92, BDI+94], with its stron-gly typed and object-oriented language, is convenient to satisfy our �rst requirement. Wede�ned categories corresponding to the di�erent properties of triangular sets, packages anddomains for the common data structures and sub-routines. Furthermore, axiom (version 1.2)is connected with gb, the very powerful Gr�obner engine developed by J.C. Faug�ere [Fau94].This allowed us to run the non-trivial Gr�obner basis computations that are required in orderto satisfy our other two requirements .We mentioned that two implementations of the same method for computing triangulardecompositions may produce di�erent outputs for a given polynomial system. Therefore it isdi�cult to be sure that a decomposition is correct. We concentrated on this problem ratherthan trying to produce very optimized implementations.We think that only checking by handsome computations (necessarily simple) produced by an implementation is not su�cient tomake sure that this implementation is correct, especially for mixed-dimensional problems. Forinstance, we discovered a bug in the management of the elimination of redundant branchesin our implementation of Wu's method by verifying the computed output on Liu's example.More generally our checking process (described below) is a convenient debugging tool for ourimplementations.This checking process:(i) has been intensively tested for more than a year,



114 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes(ii) is based on simple and well known algorithms and(iii) is implemented in a direct way in axiom as an top-level package of the gb software.Thus it can be safely considered as reliable.In our analysis of the computed solutions we also looked for other informations thantimings and correctness. Given a solution, we wanted to know if some of the computedtriangular sets are inconsistent or if some quasi-components W(Ti) are contained in anotherquasi-component W(Tj) (or in the closure of another quasi-component). An overview ofthese facilities is given in the subsequent paragraph.7.3.2 Description of the implementationEach implementation of the four methods uses the same axiom domain for polynomials(with a sparse and recursive representation). Let us recall that an axiom category speci�esthe mathematical properties of the domains which belong to this category. It may alsogive default de�nitions for exported operations (eventually rede�ned in the domains of thiscategory). The main categories and domains of our implementation are described below andtheir hierarchy is illustrated in Figure 7.1.First we de�ned a category PolynomialSetCategory for �nite subsets of Pn. This categoryexports and implements operations on sets, ideals and varieties like (I; J) 7�! I \ J and(I; p) 7�! I : p1 where I; J � Pn denote ideals and p 2 Pn is a polynomial. We implementedthese operations by means of Gr�obner bases techniques [CLO92] in an axiom package usingthe connection between axiom and the powerful Gr�obner engine gb.Then we wrote a category for triangular sets of Pn namedTriangularSetCategory. This ca-tegory exports and implements basic operations like (T; v) 7�! Tv and (p; T ) 7�! prem(p; T )and (p; T ) 7�! iRed(p; T ) (see Notation 7.2.1) where v is a variable and T � Pn is a triangularset. It also exports and implements more sophisticated operations like :(i) T 7�! sat(T ) which computes a Gr�obner basis of the saturated ideal of T ,(ii) (F � Pn; fT1; : : : ; Tr � Png) 7�! V(F ) ?= [iW(Ti) which tests if the variety V(F )is the union of the closures of the W(Ti).We use the operations from the category PolynomialSetCategory that we mentioned aboveto perform these latter operations. That way we can check the consistency of a triangularset and the correctness of a triangular decomposition.Moreover the category TriangularSetCategory exports (but does not implement) an ope-ration F � Pn 7�! zeroSetSplit(F ) which represents any method for solving polynomialsystem by means of triangular systems.From the category of general triangular sets we derived a category for towers of simpleextensions (t.o.s.e.) which corresponds to the properties of regular chains. It exports the as-sociated map of a t.o.s.e. implemented with the operation (p; T ) 7�! Fn(p) (see Section 4.5).It also exports operations like (p; T ) 7�! is-Fn(p)-a-unit?.
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PolynomialSetCategory

TriangularSetCategory

TowerOfSimpleExtensions (TOSE)

NormalizedTOSEAlgebraicTOSE SeparableTOSE

NormalizedAlgebraicTOSE NormalizedSeparableTOSE LazardTriSet

RegularChain

WuTriSet

WangTriSet

LexTriangular Fig. 7.1 {: Categories and domains of the implementationFinally, from the category of t.o.s.e. we derived three categories corresponding to parti-cular properties.(1) A category for the towers T � Pn such that algVar(T ) = fx1; x2; : : : ; xng, calledalgebraic t.o.s.e.,(2) A category for the normalized towers called normalized t.o.s.e.,(3) A category for the separable towers called separable t.o.s.e.Each method for computing triangular decompositions is an implementation of the opera-tion F � Pn 7�! zeroSetSplit(F ) in an axiom domain of the suitable category. For instance,Kalkbrener's method is implemented in an domain which belongs to the category of t.o.s.eand which is called RegularChain (see Figure 7.1). Note that the lexTriangular method[Laz92] is implemented by using the techniques described in [MR95] in an axiom domainwhich belongs to both categories of normalized t.o.s.e. and algebraic t.o.s.e.7.3.3 Some techniques used in the implementationBefore studying the implementation of each method, let us give some common techniquesand optimizations.We mentioned in the introduction that we do not use polynomial factorization into irre-ducibles. However square-free factorization of multivariate polynomials has a lower cost. Weuse it at certain steps of each method, in particular in order to clean up the triangular sets



116 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodesin the outputs: this increases their legibility and helps to discover inconsistent componentsin Wu's method.Another common technique is the use of what we call pre-processing: the idea is toperform some inter-reductions in a polynomial set Q before calling a procedure with Q asa parameter. For instance, this is the case in Wu's method before calling charSet(Q). Moreprecisely polynomials in Q with constant initials are used to reduce the other polynomials.This speeds up the computation of a characteristic set from Q. The same way, in Wang'smethod, before running elimination(v,P,Q) we reduce the polynomials with main variablev by the polynomials in P�v with a constant initial. It appears that this also speeds upour implementation. For the methods of Kalkbrener and Lazard, a pre-processing is onlyperformed with the input system F . In this case for each v which is the main variable of somepolynomial in F we chose fv a minimal polynomial in Fv w.r.t. Ritt and Wu ordering. Thenwe use these polynomials fv to reduce the other polynomials in F in the sense of Gr�obnerbases (i.e. we use the division algorithm in Pn as in [CLO92] p. 59). In many examples(Arnborg-Lazard, Gonnet, Hairer-2, Butcher), this speeds up the computation of a triangulardecomposition. The factor may go up to 4 in the previous examples for Kalkbrener's method.This may also slow down sometimes the computations (Gerdt, Liu-Li). However, this pre-processing is used for both methods with all examples.Concerning the case of Wu's method, most of the optimizations that we use appear in[Wu87] and [Wan92b]. Note that the removal of the redundant branches for this method isnot easy since empty components may be produced. Thus, many heuristics are needed.Several techniques are given in [Wan93b] to improve the practical e�ciency of the method.In particular, the author points out the removal of the redundant factors. By means ofgcd computations and exact divisions, our implementation actually removes the redundantfactors which appear among the set of inequations, or between equations and inequations.Another technique to increase the legibility of an output triangular set T is to reduce thepolynomials in T by those with a constant initial.We remarked in Section 7.2 that some super
uous components may occur in Kalkbrener'sdecompositions. There may exist indices i1 and i2 such thatW(Ti1) �W(Ti2). As suggestedby Kalkbrener, one way to avoid some of these redundant computations is to use Krull'sPrimeidealkettensatz (see p.240 in [SZ67]): since the height of the saturated ideal of a regularchain T equals the number of its elements, we can delete from the output any regularchain which contains more elements than the input system. However, it is not su�cient toremove all super
uous components and we also use the following trick. If the initials of thepolynomials in Ti1 are all in k then we have W(Ti1) = V(Ti1). In this case we may easilycheck the inclusion by using the algorithm split presented in [Kal98], and remove eventuallyTi2 from the output.This process is implemented in the domain RegularChain by an operationcalled removeSomeSuper
uousComponents. It is automatically performed in the �nal step ofthe triangular decomposition function used for our tables of results.With this last strategy we can remove 8 components on the Gonnet example and 4 onButcher. It happens that this technique slows down the computation as in the examplesystemL3 where the triangular decomposition contains 13 components. None of them is su-per
uous but the decomposition is performed 1.5 smaller than when we do not try to detectsuper
uous components with the operation removeSomeSuper
uousComponents. However we



7.3. Implementation 117use it with every example.Most of the computing time in the methods of Kalkbrener and Lazard is dedicated togcd computations modulo regular chains. Moreover some of these gcd computations may berepeated. So we keep the results of these computations in hash-tables.A last optimization of our implementation of Kalkbrener's method is the use of sub-resultant techniques for computing gcd modulo regular chains. This limits the growth of thecoe�cients.The normalization and the computation of the square-free part of a polynomial w.r.t. aLazard set are expensive operations. Thus an improvement of Lazard's method is to avoidthese operations as much as possible. A typical situation where normalization can be avoidedis the following. Assume that T � Pi is a Lazard set with i polynomials (thus the saturatedideal of T is zero-dimensional) and let p be a polynomial in Pi. Recall that normalize(p; T )returns a list of couples (ni; Ti) such that ni is a normalized polynomial w.r.t. the Lazard setTi and such that ni and p are associated w.r.t. the t.o.s.e. associated with Ti. It follows fromour assumptions that each ni is a constant. Thus, either p is invertible w.r.t. Ti and we canset ni to 1 or p and ni are null. Hence, it is su�cient to check whether p is invertible w.r.t.T by a simple gcd computation without Bezout coe�cients.Another improvement of Lazard's method is to relax the square-freeness condition forLazard sets in the intermediate computations. In fact it is su�cient to guarantee that thisproperty holds for the normalized sets of the �nal decomposition. The algorithm sketched inthe previous section remains correct with with this relaxation technique. However the pro-cedure for deciding whether a W(Ti1) is contained in a W(Ti2) becomes a partial operation:in some cases the inclusion cannot be checked. Thus, some redundant computations mayonly be removed at the end of the computations, when square-freeness is required. Note alsothat the normalization procedure needs some adaptation. This relaxation technique leads toa great speed up (except for the L3 example). This is due to the fact that in practice veryfew normalized sets are not square-free.Many other tricks can be used for improving Lazard's method, especially in dimensionzero. For instance, it is possible to delay the normalization condition for zero-dimensionalLazard sets until the �nal decomposition. This implies some adaptation of the algorithmsketched in the previous section but speeds up the computations. In positive dimension,the normalization condition cannot be delayed. This explains why Lazard's method (usingthese relaxation techniques) is more satisfactory in dimension zero, as we will see in the nextsection.As suggested in [Laz91a], a last idea to speed up the computations of decompositionsinto regular chains is to generate these chains by decreasing dimension. If this is done, thesuper
uous sets may be removed before any computation is performed with them. Sincethe practical complexity of gcd computations (and thus normalizations) w.r.t. a tower ofsimple extensions increases with the height of this tower, some unnecessary and expensivecomputations can be avoided by using this dimension argument.



118 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes7.4 ResultsWe now present four tables of results from our experiments and study the outputs for someexamples. The sources of our examples are speci�ed in Tables 7.1 and 7.4. For every exampleF (which is given by a list of polynomials in Pn) and every method which decomposes V(F )into triangular systems �1; : : : ; �r we give two informations. The �rst one is the computingtime (evaluation and garbage collector). It can be found in Table 7.2 for zero dimensionalexamples and in Table 7.5 for examples of positive dimension. If V(F ) has dimension zerothe second information is given in Table 7.3. It is a sequence n(�1); : : : ; n(�r) where n(�i)denotes the number of solutions of �i (counted with their multiplicities). For examples ofpositive dimension, the second information consists of a sequence d(�1); : : : ; d(�r) where d(�i)denotes the dimension of satn(�i). It is given in Table 7.6.In order to make these sequences of numbers easier to read, we use some notations. Letus take the example Z8 with Wang's method in Table 7.3. The sequence 22; 4; 162 meansthat the decomposition contains two triangular sets with 16 solutions, one triangular setwith 4 solutions and two triangular sets with 2 solutions. The same kind of notation appliesfor sequences of dimensions.During our checking process, the empty components produced by Wu's method are au-tomatically removed. So their number is not reported in our tables. In a similar way, thedegrees given for Wu's method are obtained after removing the empty components. Note thatthe number of empty components depends on the heuristics and optimizations used in imple-menting Wu's method. So counting them does not make sense. Without using this cleaningprocess the decompositions of Wu's method are not easy to read, even for small examples.See for instance the output of the Singular Points example (Z13). Another example is theRomin system (P17): our implementation of Wu's method produces 31 components, 17 beingempty and 4 being non-empty but redundant. Our implementation of Wang's method mayalso produce empty components. However, it happens much less frequently than with thatof Wu.We also give the timings for computing the lexicographical Gr�obner bases with axiomand gb. To compute these bases with axiom we use the groebner operation. With gbwe use the FGLM algorithm [FGLM93] for zero-dimensional systems and we use the Sugar[GMN+91] and the Trace [Fau94] algorithms for all the systems. We also use with gb thefollowing strategy for computing the lexicographical Gr�obner basis of some system F :{ computing a Gr�obner basis for the total degree ordering{ homogenizing the obtained system{ computing the lexicographical Gr�obner basis from this system{ dishomogenizing the result and reduce it since this is a Gr�obner basis of F which isnot generally minimal{ verifying the result with the Hilbert function (see [Tra96]).In our tables, the columnGB-direct gives the best timing between the Sugar and the Tracealgorithms. the colum GB gives the timing obtained with the above strategy.



7.4. Results 119The axiom timings for the groebner operation are interesting to give an idea on thee�ciency of both classes of methods, based on di�erent tools (triangular systems and Gr�ob-ner bases), but implemented within similar conditions (using the same axiom polynomialdomain). Nevertheless remember that solving algebraic systems does not have the same mea-ning for those di�erent classes of methods. One cannot extract the same information from aGr�obner basis as from a triangular decomposition.Unfortunately, our axiom programs for computing triangular decompositions are pro-bably far to be as optimized as some Gr�obner bases implementations are. Thus, the ratiobetween axiom and gb timings (for computing lexicographical Gr�obner bases) may informof the eventual increase of performances that we could obtain with optimized methods andimplementations. These gb timings should only be understood for this purpose. They shouldnot be considered as references. Indeed, several e�cient algorithms and tools have been deve-loped recently in the �eld of Gr�obner bases such as the choice of good strategies [GMN+91],new data representations or algorithms for changing monomial ordering [Fau94], [Tra96],[CKM97]. These methods generally provide a good way to compute a lexicographical Gr�ob-ner basis for our examples when a direct computation is not e�cient. Some of them areused by default in some softwares for computing lexicographical Gr�obner bases (magma forinstance).With the method described above for computing lexicographical Gr�obner bases (GBtimings), we remark all the bases of our tables can be computed with gb. Note that forthe examples Z5 (Rose) and P12 (Hairer-2) our implementations of Wang's method andKalkbrener's method give better timings than gb. Moreover, on several relevant examples(Z6, Z7, Z12, P15, P18) the ratio between both is satisfactory for Kalkbrener's method.Indeed, it is well known that polynomial arithmetic can be implementedmuchmore e�cientlyin C/C++ than in axiom.The degree of the ideal generated by the input system F may be obtained from a Gr�obnerbasis. We mention it in Table 7.3 (column Gr�obner basis) for the zero-dimensional examples.The existence of multiplicities thus appears by comparing this degree with the sum of thedegrees given in the column Lazard since the square-free triangular sets produced by La-zard's method generate radical ideals. By comparing the decompositions produced by ourimplementations of the methods of Lazard and Kalkbrener, we observed that the saturatedideals of the regular chains of the latter method are generally radical. Let us specify �nallythat the dimension of an ideal hF i is equal to the maximal dimension occuring in any of itsdecompositions reported in Table 7.6.All our benchmarks have been made three times. First on a SPARC 10 station then onPentium II PC and �nally on an DEC Alpha station. The timings reported here are theseobtained with this last machine (which has a EV5.6 (21164A) processor operating at 531MHz and 512 Meg of RAM memory).The timings are given in seconds. In the tables < 1 means that the computation �nishedwithin less than a second whereas > 1000 means that the computation was not �nished after1000 seconds. This last notation does not mean that the computation never �nished. For ins-tance our implementation of Kalkbrener's method produced an output with the Z16 examplewithin 1672 seconds and our implementation of Lazard's method produced an output withthe P14 example within 5160 seconds.



120 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes
Tab. 7.1 {: Zero dimensional examplesEx. Source or descriptionZ1 Trinks 1 [BGK86] with B < S < T < Z < P < W .Z2 Trinks 2 [BGK86] with B < S < T < Z < P < W .Z3 Katsura 3 [BGK86] with U3 < U2 < U1 < U0.Z4 Katsura4 [BGK86] with U0 < U1 < U2 < U3 < U4.Z5 Rose [BGK86] with A46 < U4 < U3.Z6 4 bodies problem [Kot98] S4 with � < s < p .Z7 5 bodies problem [Kot98] S5 with � < s < p .Z8 Caprasse [Com92] with t < z < y < x.Z9 Caprasse with order x < y < z < t given in [Li95].Z10 Arnborg-Lazard [GMN+91] with x < y < z.Z11 Cyclic 5 [Laz92] with e < d < c < b < a.Z12 Problem 5(a) in [CG86] with d < p < c < q (example 16 in [Wan93b]).Z13 Singular Points : F = ff; @f@x ; @f@y gwhere f = (y � x)(y2 + x2 � 1)(y2 � x) and x < y.Z14 System R5 = fx1(x1 + 1); (x22 + x2 + 1)x1 + x2; p3; p4; p5gwhere pi = xixi�1i�1 + (xii + 1)xi�1 + xi and x5 < � � � < x1.Z15 System R6 = fx1(x1 + 1); (x22 + x2 + 1)x1 + x2; p3; p4; p5; p6gwith x6 < � � � < x1.Z16 System R7 = fx1(x1 + 1); (x22 + x2 + 1)x1 + x2; p3; p4; p5; p6; p7gwith x7 < � � � < x1.Z17 System L2 = fx21 + x2 + x3 � 1; x1 + x22 + x3 � 1; x1 + x2 + x23 � 1gwith x1 < x2 < x3:Z18 System L3 = fx31 + x2 + x3 + x4 � 1; x1 + x32 + x3 + x4 � 1; x1 + x2 + x33 + x4 � 1;x1 + x2 + x3 + x34 � 1g with x1 < � � � < x4.



7.4. Results 121Tab. 7.2 {: Timings for zero dimensional examplesWang Wu Kalkb. Lazard axiom GB-direct FGLM GBZ1 < 1 2 < 1 1 < 1 < 1 < 1 < 1Z2 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1Z3 < 1 < 1 < 1 1 < 1 < 1 < 1 < 1Z4 3 > 1000 5 7 2 < 1 < 1 < 1Z5 2 > 1000 3 22 > 1000 > 1000 > 1000 5Z6 69 > 1000 51 66 > 1000 > 1000 24 3Z7 74 > 1000 200 495 > 1000 > 1000 92 11Z8 7 > 1000 2 2 4 < 1 < 1 < 1Z9 4 > 1000 2 2 > 1000 < 1 < 1 < 1Z10 5 72 3 6 300 2 < 1 < 1Z11 > 1000 > 1000 6 6 6 < 1 < 1 < 1Z12 > 1000 > 1000 83 197 > 1000 > 1000 17 3Z13 < 1 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1Z14 < 1 > 1000 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1Z15 < 1 > 1000 5 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1Z16 < 1 > 1000 > 1000 < 1 2 < 1 < 1 < 1Z17 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1Z18 5 > 1000 6 16 6 < 1 < 1 < 1Tab. 7.3 {: Degrees of outputs (zero-dimensional examples)Wang Wu Kalkb. Lazard Gr�obner basisZ1 10 10 10 10 10Z2 2 2 2 2 2Z3 8 10 1,7 1,7 8Z4 4,12 ? 4,12 22; 12 16Z5 132 ? 4,128 4,128 136Z6 22; 39 ? 22; 39 22; 39 99Z7 22; 45 ? 22; 45 22; 45 99Z8 22; 4; 162 ? 2; 6; 8; 16 42; 8; 16 56Z9 2; 6; 8; 122 ? 42; 8; 16 42; 8; 16 56Z10 2; 18 2; 18 2; 18 2; 18 20Z11 ? ? 103; 202 105; 20 70Z12 ? ? 24 24 24Z13 42 1; 3; 4 1; 3; 4 12; 2; 4 8Z14 1; 120 ? 1; 120 1; 120 121Z15 1,720 ? 1,720 1,720 721Z16 1,5040 ? 1,5040 1,5040 5041Z17 2; 3 2; 4 13; 2 13; 2 8Z18 1; 2; 6; 8; 18; 322 ? 15; 24; 8; 12; 16; 32 15; 24; 8; 12; 16; 32 81



122 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodesNow, we focus on some of our examples. Each example is denoted by a letter and anumber. The letter is Z or P and indicates if the system is zero-dimensional (Z) or haspositive dimension (P). The zero-dimensional examples are can be found in table 7.1 andthe corresponding results of our tests in tables 7.2 and 7.3. For the positive dimension, theexamples are given in 7.4 and the results of the tests in tables 7.5 and 7.6.Example 7.4.1 (Z8) Unfortunately our implementation of Wu's method does not succeedon this example. The methods based on gcd computations provide the best outputs and thebest timings. Moreover, this example shows that these methods may provide a better way toget a triangular decomposition than a Gr�obner basis computation followed by a call to thelexTriangular algorithm. Furthermore, the computation of the Gr�obner basis becomes hardwith the variable ordering used in example (see Z9).{ Wang's method :(T1 = ft4 � 10 t2 + 1; z; (t3 � 5 t) y � 5 t2 + 1; xg;Q1 = ;);(T2 = f3 t4 + 10 t2 + 3 ;(44289 t2 + 14769) z4 + (�354288 t2 � 118080) z2++708592 t2 + 236208;((354276 t3 + 118044 t) z2 + 708600 t3 + 236232 t) y+(�44289 t2 � 14769) z4 + (�708588 t2 � 236196) z2+�2834360 t2 � 944808;(t2 � 1) x+ 2 t z y � 2 zg ;Q2 = [(29523 t2 + 9837) z2 + 59050 t2 + 19686]) ;(T3 = ft2 + 1; z; t y � 1; xg;Q3 = ;) ;(T4 = ft2 � 1; z8 � 16 z6 + 256 z2 � 256; t y � 1;(z3 � 8 z)x+ (�4 t z2 + 8 t)y � 4 z2 + 8g;Q4 = ;) ;(T5 = ft2 � 1; z; t y + 1; xg;Q5 = ;) :{ Kalkbrener's method:C1 = ft2 � 1; z8 � 16 z6 + 256 z2 � 256; t y � 1;(z3 � 8 z) x+ (4 t z2 + 8 t) y � 12 z2 + 8g ;C2 = f3 t4 + 10 t2 + 3; 3 t2 z2 � 14 t2 � 6;(z2 + 5 t2 � 1) y � t z2 + t3 � 5 t;(t2 � 1) x+ 2 t z y � 2 zg ;C3 = ft2 � 1; z; t y + 1; xg ;C4 = ft6 � 9 t4 � 9 t2 + 1; z; (t3 � 5 t) y � 5 t2 + 1; xg :



7.4. Results 123{ Lazard's method:L1 = ft2 � 1; z8 � 16 z6 + 256 z2 � 256; y � t;96 x� z7 + 14 z5 + 16 z3 � 128 zg ;L2 = f3 t2 + 1; 3 z2 + 4; y + t; x+ zg ;L3 = ft2 + 3; z2 � 4; y + t; x� zg ;L4 = ft8 � 10 t6 + 10 t2 � 1; z; 24 y � 5 t7 + 49 t5 + 5 t3 � 25 t; xg :Example 7.4.2 (Z11) This classical example (cyclic 5) is not considered as a di�cult onefor Gr�obner bases techniques. The results show the interest of methods based on gcd compu-tations modulo towers of extension since they are the only ones which compute a triangulardecomposition. Their computations are so easy as the computation of the lexicographicalGr�obner basis with axiom, and they detect more splits than lexTriangular. Some coe�-cients in the output obtained with Kalkbrener's method are bigger than the coe�cients inthe output of Lazard's method and lexTriangular. This di�erence is due to the fact the lat-ter methods produce normalized triangular sets whereas Kalkbrener's method does not. Forn > 5 it is much more di�cult to obtain a direct triangular decomposition for the cyclic-nsystem than computing a lexicographical Gr�obner basis.Example 7.4.3 (Z13) Here the methods give di�erent results and we can note that La-zard's decomposition is more legible than the others. One can check that W(W2) =W(C3)and W(W3) =W(C1).{ Wang's method:(T1 = fx2 + x� 1; x y2 + x� 1g ;Q1 = ;);(T2 = f2 x4 � 2 x3 � x2 + x;(46 x5 + 48 x4 � 64 x3 � 24 x2 + 18 x+ 2) y+�48 x5 � 51 x4 + 70 x3 + 28 x2 � 25 xg ;Q2 = ;);{ Wu's method:W1 = fx2 + x� 1; (86 x� 53) y2 + 139 x� 86g ;W2 = f2 x4 + x3 � 3 x2 + x;(208 x3 + 104 x2 � 312 x+ 104) y+11960 x9 � 5660 x8 � 20990 x7 + 26143 x6+�9968 x5 � 990 x4 + 1601 x3 � 218 x2 � 36 xg ;W3 = f4 x7 � 2 x6 � 10 x5 + 9 x4 + 2 x3 � 4 x2 + x;(66 x6 + 29 x5 � 131 x4 + 24 x3 + 43 x2 � 15 x) y+�64 x10 � 76 x9 + 142 x8 + 96 x7+�124 x6 � 21 x5 + 32 x4 + 2 x3 � 3 x2g :



124 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodesTab. 7.4 {: Positive dimensional examplesEx. Source or descriptionP1 Donati-Traverso [DT89].P2 Alonso [Com92]: f(u� r � 2) x� u� 2 t4 + 1; r y � t2 u� 1; t u z � 1; v � t rgwith t < r < u < v < z < y < x.P3 Alonso with order v < z < y < x < t < u < r given in [Li95].P4 Wang's example in [Wan92a].P5 Wu's example in [Wan92a].P6 ex. 4 in [Wu86] and ex. 2 in [Wan93b], withx10 < : : : < x13 < x21 < x22 < x23 < x30 < x101 < : : : < x105.P7 [Bro86] p.248 (right-middle) with a < b < y < x and example 12 in [Wan93b].P8 Gerdt [BGK86] with L1 < L2 < : : : < L7.P9 Gonnet [BGK86] with A0 < A2 : : : < A5 < B0 : : : < B5 < C0 : : : < C5.P10 Butcher [BGK86] with B < C2 < C3 < A < B3 < B2 < A32 < B1.P11 Hairer1 [BGK86]P12 Hairer2 [BGK86] with A43 > A42 > A41 > A32 >A31 > A21 > B1 > B2 > B3 > B4 > C4 > C3 > C2.P13 Vermeer (example 2 p.110 in [Wan93b]).P14 Neural Network [Kal91].P15 Liu [Liu89] with order a < t < z < y < x.P16 Liu with a < x < y < z < t as in [Li95].P17 Robot Romin [GR91]f�d s1 � a; d c1 � b; l2 c2 + l3 c3 � d; 2 s2 + l3 s3 � c; s21 + c21 � 1; s22 + c22 � 1;s23 + c23 � 1g with d < c < b < a < l3 < l2 < c3 < s3 < c2 < s2 < c1 < s1.P18 f633 [FdSMR96]f2u6 + 2u5 + 2u4 + 2u3 + 2u2 + 1; 2U6 + 2U5 + 2U4 + 2U3 + 2U2 + 1;(8u6 + 8u5)U5 + (8u6 + 8u5 + 8u4)U4 + (8u6 + 8u5 + 8u4 + 8u3)U3+(8u6 + 8u5 + 8u4 + 8u3 + 8u2)U2 � 13;(8u5 + 8u4 + 8u3 + 8u2)U6 + (8u5 + 8u4 + 8u3 + 8u2)U5+(8u4 + 8u3 + 8u2)U4 + (8u3 + 8u2)U3 + 8u2U2 � 13;u2U2 � 1; u3U3 � 1; u4U4 � 1; u5U5 � 1; u6U6 � 1gwith u2 < u3 < u4 < u5 < u6 < U2 < U3 < U4 < U5 < U6.P19 The (8; 3) con�guration as in [Li95].



7.4. Results 125
Tab. 7.5 {: Timings for positive dimensional examplesWang Wu Kalkb. Lazard axiom GB-direct GBP1 < 1 1 1 < 1 3 < 1 < 1P2 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1P3 9 > 1000 6 > 1000 1 < 1 < 1P4 1 4 2 4 1 < 1 < 1P5 < 1 < 1 < 1 1 < 1 < 1 < 1P6 4 53 51 177 9 < 1 < 1P7 3 10 < 1 2 < 1 < 1 < 1P8 2 16 5 3 3 < 1 < 1P9 1 3 < 1 1 < 1 < 1 < 1P10 4 4 2 2 85 9 < 1P11 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1 < 1P12 4 > 1000 7 74 > 1000 136 39P13 > 1000 > 1000 8 > 1000 > 1000 > 1000 < 1P14 > 1000 > 1000 8 > 1000 8 < 1 < 1P15 48 > 1000 61 > 1000 > 1000 > 1000 3P16 49 > 1000 119 > 1000 > 1000 > 1000 1P17 2 8 9 8 2 < 1 < 1P18 3 32 2 50 12 < 1 2P19 122 > 1000 702 > 1000 > 1000 > 1000 112



126 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes
Tab. 7.6 {: Dimensions for positive dimensional examplesWang Wu Kalkbrener LazardP1 02; 1 02; 1 1 02; 1P2 22; 3 22; 3 3 22; 3P3 17; 23; 3 ? 3 ?P4 13 14 13 14P5 01 051 1 05; 1P6 14; 2 15; 2 18; 2 14; 2P7 19; 22 15; 22 1; 22 1; 22P8 12; 23; 3 1725; 3 13; 23; 3 12; 23; 3P9 33 33 33 33P10 0; 22; 34 0; 25; 33 0; 22; 33 0; 22; 33P11 12; 23 14; 23 23 12; 23P12 13; 2 ? 2 13; 2P13 ? ? 1; 1 ?P14 ? ? 12 12; 016P15 09; 1 ? 1 ?P16 06; 1 ? 1 ?P17 35; 45; 5 36; 45; 5 5 34; 45; 5P18 13; 2 03; 110; 2 2 0; 14; 2P19 # 331 ? 7; 516 ?



7.4. Results 127{ Kalkbrener's method:C1 = fx2 + x� 1; (86 x� 53) y2 + 139 x� 86g ;C2 = f2 x3 � 2 x2 � x+ 1; (102 x2 � 39 x� 23) y � 63 x2 � 28 x+ 51g ;C3 = fx; yg :{ Lazard's method: L1 = f2 x2 � 1; y � xg ;L2 = fx2 + x� 1; y2 � xg ;L3 = fx; yg ;L4 = fx� 1; y � 1g :Example 7.4.4 (Z14,Z15,Z16) All methods produce the same output (which can be com-puted by hand from the input system) but our implementation of Kalkbrener's method isine�cient in this particular example. This follows from the sense of reduction that we usefor our regular chains. A polynomial in a regular chain T is reduced only w.r.t. the otherpolynomials in T whose initials are in the base �eld k. In many cases the outputs are morelegible with this choice and the timings are not signi�cally di�erent. But for this particularsystems the full reduction (as it is used in Lazard's method and lexTriangular) simpli�es alot the intermediate triangular sets and thus speeds up the gcd computations. If we choosea full reduction in our implementation of Kalkbrener's method then the example Z16 isperformed within less than a second.Example 7.4.5 (P1) This classical example of Donati and Traverso shows that the com-putation of a lexicographical Gr�obner basis is not always very interesting. The timing withaxiom is bigger than those obtained by our triangular decompositions. With gb the resultis not obtained with the Trace algorithm. Finally the Gr�obner basis is much bigger than theoutputs of the triangular decompositions.Example 7.4.6 (P2) Alonso's example corresponds to a prime ideal of dimension 3. Kalk-brener method describes it with only one regular chain C1. The other algorithms extractpoints which are in the closure of the regular zeros of C and provide similar results.{ Wu's method:W1 = fr; t2 u+ 1; v � t r; t z + t2; (2 t2 + 1) x+ t2 u+ 2 t6 � t2g ;W2 = fr + 2 t4 + 1; u� r � 2; v � t r;(2 t5 � t) z + 1; (2 t4 + 1) y + t2 u+ 1g ;W3 = fv � t r; t u z � 1; r y � t2 u� 1(u� r � 2) x� u� 2 t4 + 1g :{ Wang's method:(T1 = fv � t r; t u z � 1; r y � t2 u� 1; (u� r � 2) x� u� 2 t4 + 1g ;Q1 = [u; r; t; u� r � 2]) ;(T2 = fr; t2 u+ 1; v; z + t; (2 t2 + 1) x+ t2 u+ 2 t6 � t2g ;Q2 = [2 t2 + 1; t]) ;(T3 = fr + 2 t4 + 1; u+ 2 t4 � 1; v + 2 t5 + t; (2 t5 � t) z + 1(2 t4 + 1) y � 2 t6 + t2 + 1g ;Q3 = [2 t4 + 1; 2 t4 � 1; t]) :



128 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes{ Kalkbrener's method:C1 = fv � t r; t u z � 1; r y � t2 u� 1; (u� r � 2) x� u� 2 t4 + 1g:{ Lazard's method:L1 = fv � t r; t u z � 1; r y � t2 u� 1; (u� r � 2) x� u� 2 t4 + 1g ;L2 = fr + 2 t4 + 1; u+ 2 t4 � 1; v + 2 t5 + t; (2 t5 � t) z + 1;(2 t4 + 1) y � 2 t6 + t2 + 1g ;L3 = fr; t2 u+ 1; v; z + t; (2 t2 + 1) x+ 2 t6 � t2 � 1g :Example 7.4.7 (P3) This is the same polynomial system as in P2. A comparison with theresults of P2 shows how the order of variables may dramatically augment the computingtime of triangular decompositions. While it is easy to obtain a decomposition with the orderof P2 for all the methods (see above), only Wang's and Kalkbrener's methods can providea solution for P3. It seems with the outputs of Wang's method that the methods whichdecompose into regular zeros have more cases to examine than in P2. On the contrary,Kalkbrener's method still gives a unique output. This is surely due to the criterion on theheight of the saturated ideals of a regular chain that we implemented in this method (seeSection 7.3).Example 7.4.8 (P14) Only the methods based on gcd computations over towers of simpleextensions succeed with this example. The decomposition computed by our implementationsof Kalkbrener's method is much more compact than the lexicographical Gr�obner basis andit is obtained within the same time. It produces two regular chains corresponding to satu-rated ideals of dimension one which are given below. The decomposition computed by ourimplementations of Lazard's method produce 18 regular chains, two of them correspondingto components of dimension one and the others to zero-dimensional components. The use ofnormalization and full reduction in this method dramatically breaks down the intermediatecomputations with this example.{ f4az7 � 4z6 � 4a2z5 + (a3 � 4)z3 + a2z2 � az � 1;(6az7 � 6z6 � 7a2z5 + 2az4 + (2a3 + 1)z3 + a2z2 � 2az � 1)y + 4az5 � 4z4 � 3a2z3+2az2 + z;(y2 + z2 � a)x+ 1g{ f2z7 � 5az5 � z4 + 4a2z3 + 2az2 + (�a3 � 1)z � a2;(8az6 + (�2a3 � 20)z5 � 18a2z4 + (4a4 + 28a)z3 + (12a3 � 4)z2 + (�2a5 � 6a2)z � 2a4)y2 + (�8z6 + 4a2z5 + 20az4 + (�8a3 � 16)z3 � 16a2z2 + (4a4 + 4a)z + 4a3)y � 6a2z6+(a4 + 2a)z5 + (13a3 � 14)z4 + (�2a5 � 2a2)z3 + (�8a4 + 28a)z2 + (a6 � a3 � 10)z+a5 � 10a2;(y2 + z2 � a)x+ 1gExample 7.4.9 (P19) This example illustrates that solving in the sense of the regularzeros (as in the methods of Wu, Wang and Lazard) is sometimes much harder than solvingin the sense of the Zariski closure (as in Kalkbrener's method). Our implementation ofWang's method succeeds with this example but produces 331 triangular systems whereasour decomposition into regular chains is much more compact and legible.



7.5. Some other implementations 1297.5 Some other implementationsThe main purpose of our work is a comparison within a same implementation of fourmethods of triangulation based on pseudo division. We explained this point in Section 7.3.However the problem of solving systems of polynomials has been already studied by di�erentapproaches. The implementationsmay involve techniques like factorization and Gr�obner basiscomputations that we do not use, or di�erent data structures. In this section, we take intoaccount some experimental results already published and try to compare them with ourwork.lexTriangular: In [MR95], the authors report an e�cient implementation in axiom of thealgorithm Lextriangular presented in [Laz92]. The main tool of this algorithm is a theorem by[Gia87] and [Kal87] which exploits the properties of Gr�obner bases in the zero-dimensionalcase. Lextriangular computes decompositions into Lazard sets (see De�nition 7.2.13), butit works only under the restriction that the input is a lexicographical Gr�obner basis of azero-dimensional ideal.The four methods of our implementation work with any input. Therefore they do notexploit the properties of a particular case to avoid some branches of computations. Thus,when the input is a zero-dimensional Gr�obner basis, it is clear that they cannot be as e�cientas Lextriangular to compute a triangular decomposition. But remark that in some case, atriangular decomposition may be computed faster by running some of the four methods thancomputing directly the lexicographical Gr�obner basis and apply Lextriangular.M�oller, Gr�abe: In [M�ol93] is presented another algorithm which decomposes zero dimen-sional varieties from Gr�obner bases. It involves lexicographical Gr�obner bases computationsof quotients which are generally costly. This approach has been improved and extended topositive dimension in [Gr�a95], which reports an implementation in REDUCE.The algorithms presented in [Gr�a95] involve factorized Gr�obner bases and reduction todimension zero. Several zero dimensional examples are given. The variant ZS2 for decom-posing zero dimensional varieties seems the most interesting. It uses as much as possiblethe degrevlex order for computing Gr�obner bases. This allows to decompose the examplekatsura5 which is not computed by our implementations. The other timings for this varianthave the same order as our implementation of Kalkbrener's method running on a SPARC10 station (it is di�cult to be more acute since the material conditions are di�erent). Butit would have been interesting to see more various examples (three of the �ve examples arekatsura which split only on the univariate polynomial of the Gr�obner base).Some positive dimensional examples in [Gr�a95] appear in our tables (P1, P9, P11). Itseems that they are decomposed slower with the di�erent variants in [Gr�a95] than with ourimplementations of the methods of Kalkbrener, Lazard and Wang on a SPARC 10 station.Dynamic evaluation: This method involves particular data-structures like the dynamicsets and dynamic polynomials [Gom92]. Therefore it could not enter within our compara-tive implementation. However we tested our examples with the implementation available inaxiom. This was performed under the same material conditions as our experiments with themethods of Wu, Wang, Kalkbrener and Lazard. Our results show that dynamic evaluationcannot actually compare with our implementations to compute triangular decompositionsof systems. The computations performed with dynamic evaluation are generally one or two



130 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodesorder slower when they terminate. But note that dynamic evaluation is designed to deal withmore general subjects than polynomial system solving.D. Wang : [Wan96] reports experiments with the methods of Wu and Wang. It concludesthat the di�erent variants of Wu method which are studied are less e�cient than the methoddevelopped by Wang. These implementations do not use the notion of reduction (w.r.t. theiterated initials) that we employ in our implementation. Our results hence complete thecomparison of [Wan96] and con�rm that the decomposition into �ne triangular systemsproposed by Wang is more e�cient than the characteristic set method of Wu.On the contrary of our implementation Wang uses factorization. Many of our examplesare in the tables given by [Wan96]. But the experimental conditions are di�erent and it seemsdi�cult to compare the e�ciency of our implementation with the results of [Wan96].Ziming Li : In [Li95] is reported an e�cient implementation of the characteristic setmethod of Wu, based on SACLIB 1.2, which involves factorization, subresultant techniquesand modular algorithms. Li remarked that it is a di�cult task to verify the correctness ofthe triangular decompositions. We think that the tools that we have implemented for thispurpose are useful.We don't �nd any information about the outputs of the examples given in [Li95] butwe can take into account the timings since the computations are done with the same �rstmachine as our examples (SPARC 10 station). Li computes the example P1 slower than ourimplementations. Example Z11 is decomposed slower than by our implementations of themethods of Kalkbrener or Lazard. Example P16 is not computed while our implementationsof the methods of Wang or Kalkbrener are able to compute a triangulation. But Li decom-poses e�ciently the examples P3 and P13. He also succeed in computing a decompositionof cyclic6 that we do not compute.7.6 ConclusionsOur conclusions are highly in
uenced by the way that we have implemented these fourmethods, even if we have tried to limit the di�erences which are due only to the implemen-tation.For easy examples, we remark that all methods generally have good computing timesand that the legibility of the outputs that they produce is satisfactory. Nevertheless Wu'smethod fails in some rather easy zero-dimensional examples (Z8, Z14) and for both casesof dimension zero and positive dimension, this method clearly solves less problems than theother methods. Moreover, for the most di�cult examples that Wu's method can solve, theoutputs are hard to read (see P17). In our opinion, the reason is the following. Wu's methodcannot split the computations (in order to obtain several triangular sets) before computing acharacteristic set of F (which is sometimes hard to compute, especially for zero-dimensionalproblems) whereas the other methods may split their computations earlier. More generally,it seems that methods based on gcd computations over tower of simple extensions, namelythose of Lazard and Kalkbrener, may discover factorizations that other methods cannot �nd(Z11).Let us now concentrate on Wang's method. This method may be very e�cient for di�cultexamples. Indeed, it has the best timings for the examples Z7, P15, P16 andP19. However



7.6. Conclusions 131the decompositions that it produces are generally less legible than the ones of Kalkbrenerand Lazard. Furthermore, as Wu's method, the method of Wang is disappointing in someeasy examples, namely Z11 and P14.Kalkbrener's method is the only method which solves every example and often producesthe most concise outputs (except for Z11). Moreover, some examples (P13, P14) can onlybe processed by this method. But one has to keep in mind that this method solves polyno-mial systems in a more lazy way than the other three. Our strategy for this method is alsoine�cient for some zero-dimensional examples (Z16) whereas Lazard and Wang's methodsucceeds with these examples. In some cases the gcd computations of this method may besimpli�ed a lot when a strong reduction is used. We think that the use of normalized trian-gular sets in Lazard's method is generally a good way to solve zero-dimensional problems.This may replace big algebraic expressions by a single integer in zero-dimensional examples.However, normalization and square-free factorization over tower of separable extensionsmay be time consuming in Lazard's method (P14). For describing a�ne varieties by meansof regular zeros of triangular sets, this method gives the best output. Moreover, this is theonly method which produces decompositions without redundant components.We think that the methods based on gcd computations over towers of extensions arepromising. The experiments show that they must be investigated further for more e�ciency.For problems of positive dimension, it appears that solving in the sense of the Zariski closureas Kalkbrener's method may be a good way to obtain a decomposition for the most di�cultones. Such a decomposition may be su�cient for further uses. Decomposing in the sense ofthe regular zeros as Lazard's method needs more work in positive dimension and the gcdcomputations which sometimes may be prohibitive. We �nally remark that for solving in thesense of the regular zeros, Wang's method is a powerful tool in some hard examples.



132 Chapitre 7. Une comparaison de plusieurs m�ethodes



133Chapitre 8Quelques applicationsR�esum�eNous pr�esentons quelques applications de nos implantations. Nous montrons d'abordque les outils que nous avons d�evelopp�es s'appliquent e�cacement en th�eorie de Galois pourcalculer les ensembles triangulaires normalis�es s�eparables qui engendrent des id�eaux de Galois(voir le chapitre 6), en particulier l'id�eal des relations entre les racines d'un polynôme donn�e.Nous donnons des exemples de calcul pour des polynômes de degr�es 7 et 8. Pour calculerces bases de Gr�obner triangulaires, nous obtenons en g�en�eral des performances au moinscomparables �a celles de logiciels r�eput�es pour le calcul de bases de Gr�obner tels que magmaet gb. Ces calculs n'�etaient pas r�ealisables avec la m�ethode originale de Kalkbrener quiutilise des châ�nes r�eguli�eres g�en�erales. Il faut absolument travailler dans ce domaine avecdes ensembles triangulaires normalis�es pour obtenir un r�esultat, ce qui montre l'int�erêt de lanotion de normalisation de [Laz91a] et de notre algorithme de la section 5.3. De plus, nousavons construit pour les id�eaux de Galois un domaine axiom d'ensembles triangulaires quitient compte des sp�eci�cit�es de ces id�eaux et entrâ�ne une meilleure e�cacit�e.D'autre part, avec des optimisations r�ecentes, nous parvenons �a une meilleure e�cacit�e.C'est ainsi que les temps de calcul de certains exemples donn�es dans le chapitre 7 sont am�e-lior�es. La d�ecomposition d'une vari�et�e en clôtures de z�eros r�eguliers d'ensembles triangulairesr�eguliers peut ainsi être utilis�ee pour s'attaquer �a des probl�emes int�eressants. Nous pr�esen-tons par exemple un probl�eme r�eel traitant de la compression d'images par une m�ethodeexpos�ee dans [FdSMR96]. On peut calculer directement une d�ecomposition triangulaire dusyst�eme de d�epart dans certains cas, même s'il est encore n�ecessaire de le r�esoudre en partantd'une base de Gr�obner pour des syst�emes plus gros. Nous avons aussi utilis�e nos m�ethodesavec succ�es pour la r�esolution de probl�emes en m�ecanique c�eleste �etudi�es par I. Kotsireas([Kot98]. On obtient une solution compl�ete pour des syst�emes de dimension z�ero qui permetimm�ediatement une exploitation num�erique en un temps proche de celui du calcul d'une basede Gr�obner avec le logiciel gb.



134 Chapitre 8. Quelques applications8.1 Corps de d�ecomposition d'un polynômeNous avons constat�e exp�erimentalement que nos algorithmes de d�ecomposition triangu-laire sont un moyen e�cace pour r�esoudre des syst�emes en th�eorie de Galois alg�ebrique. Nousnous int�eressons dans cette section au probl�eme bien connu de la d�etermination de l'id�ealdes relations entre les racines d'un polynôme s�eparable f de k[X], ou plus g�en�eralement d'unid�eal de Galois de f (voir les d�e�nitions 6.2.1 et 6.2.2).Rappelons notre r�esultat de structure du th�eor�eme 6.5.4 : un id�eal de Galois I d'unpolynôme f 2 k[X] de degr�e n est engendr�e par un ensemble triangulaire normalis�e s�eparablede Pn. Rappelons aussi qu'un tel ensemble est une base de Gr�obner lexicographique de I(voir la proposition 4 p. 103 de [CLO92]). On sait ainsi qu'une base de Gr�obner de I pourraêtre facilement construite �a partir d'une d�ecomposition triangulaire de I par restes chinois.Dans le cas o�u I est un id�eal de relations, alors I est maximal. Puisque sa vari�et�e associ�ee estirr�eductible, toute m�ethode qui d�ecompose un syst�eme quelconque de g�en�erateurs de I enensembles triangulaires normalis�es fournit donc la base de Gr�obner lexicographique minimalede I (�a un coe�cient du corps de base pr�es).Lorsque nous parlerons de d�ecomposition triangulaire dans cette section, ce sera uned�ecomposition en ensembles triangulaires normalis�es et s�eparables. Rappelons que les id�eauxsont tous de dimension z�ero pour ces probl�emes.A partir de nos algorithmes permettant de d�ecomposer le radical d'un id�eal en ensemblestriangulaires normalis�es s�eparables, nous avons construit un nouveau domaine axiom d'en-semble triangulaires appel�e GaloisIdeal qui prend en compte les sp�eci�cit�es des id�eaux de Ga-lois pour plus d'e�cacit�e. Jusqu'�a maintenant nous n'avons pu tester ce domaine qu'�a partirde quelques exemples de calcul d'id�eaux de Galois que nous a fournis L. Ducos (Universit�e dePoitiers). Nous n'avons pas eu le temps d'en construire d'autres nous-même. Il s'agissait d'encalculer la base de Gr�obner lexicographique (triangulaire) �a partir des modules de Cauchyd'un polynôme donn�e et de plusieurs �evaluations de facteurs de r�esolvantes. Le groupe deGalois est dans ce type de probl�eme connu d'avance. L'objectif est g�en�eralement d'aboutir�a calculer le corps de d�ecomposition du polynôme pour envisager le calcul sur ce corps. Re-marquons �a ce sujet que les algorithmes que nous avons pr�esent�es permettent justement decalculer sur un tel corps de d�ecomposition. C'est même un cas bien particulier puisqu'onsait qu'aucun scindage n'est possible. �A partir de notre domaine GaloisIdeal on obtient doncimm�ediatement en sp�ecialisant notre algorithme split, un domaine dont les �el�ements sont desensembles triangulaires r�eguliers qui engendrent un id�eal maximal de dimension z�ero.Les bases de Gr�obner lexicographiques des exemples trait�es ne se calculent pas facilement.Leur structure triangulaire pourrait laisser penser qu'il vaut mieux les calculer directementpour l'ordre lexicographique. En fait, on n'arrive �a aucun r�esultat ainsi avec des logicielsperformants tels que gb et magma. Il vaut mieux laisser magma faire appel �a sa strat�egieimplant�ee par d�efaut, o�u interviennent homog�en�eisation, calcul d'une base pour l'ordre dudegr�e et changement d'ordre (algorithme du Gr�obner Walk [CKM97]). De mani�ere similaire,les r�esultats les plus probants ont �et�e obtenus sur gb avec la strat�egie d�ecrite dans la sec-tion 7.4 page 118. Les temps de calcul pr�esent�es dans cette partie ont �et�e obtenus sur lamachine anne de l'UMS MEDICIS (Dec Alpha EV56, 400 Mhz).Consid�erons l'exemple le plus facile �a r�esoudre pour notre implantation. Le but est de



8.1. Corps de d�ecomposition d'un polynôme 135calculer l'id�eal I des relations entre les racines du polynômef1 = X7 � 7X + 1 :Les degr�es des polynômes de la base de Gr�obner triangulaire T de l'id�eal I peuvent êtreconnus �a l'avance (voir le th�eor�eme 6.5.4). Pour cet exemple, ils sont donn�es par la liste[7; 6; 1; 4; 1; 1; 1], en suivant l'ordre croissant des polynômes de T .Puisque l'id�eal cherch�e est un id�eal maximal, il est clair qu'une d�ecomposition triangulairedu syst�eme de d�epart ne fournira qu'un seul ensemble triangulaire en sortie. Puisque notreimplantation calcule des ensembles triangulaires normalis�es s�eparables nous obtenons unebase de Gr�obner de l'id�eal I. Les r�esultats sont ainsi imm�ediatement v�eri�ables.Notre implantation r�ealise le calcul de la base de Gr�obner de I en 270 secondes alorsqu'il faut 430 secondes au logiciel magma. Le choix d'une Dec Alpha pour r�ealiser nos testsnous permet de disposer de r�esultats signi�catifs pour notre comparaison d'e�cacit�e avecmagma puisque son implantation est mieux optimis�ee pour ce type de machine que pour lesPC. Le calcul avec gb prend 1480 secondes avec la strat�egie de la section 7.4. Nous avionsessay�e auparavant de calculer les bases directement pour les ordres lexicographiques et dudegr�e sans y arriver en un temps raisonnable.La s�erie d'exemples suivants concerne le calcul d'id�eaux de Galois associ�es au polynômef2 de degr�e 7 suivant :f2 = X7 +X6 � 12X5 � 7X4 + 28X3 + 14X2 � 9X + 1 :Nous donnons les temps de calcul en secondes dans le tableau ci-dessous. Deux des id�eaux �ad�eterminer ne sont pas maximaux; dans ces deux cas le syst�eme ne se d�ecompose pourtantpas en plusieurs ensembles triangulaires avec notre implantation, et nous obtenons l�a encorela base de Gr�obner lexicographique G comme unique sortie. On remarquera que le syst�emequi n'admet aucun z�ero est pourtant le plus long �a calculer.degr�es des polynômes de G Dec. Triangulaire magma[7; 6; 1; 4; 1; 1; 1] 2630 2450[7; 2; 1; 1; 1; 1; 1] 3490 4190I = P7 3620 4730[7; 1; 1; 1; 1; 1; 1] (id�eal des relations) 2340 1040Le dernier exemple est de degr�e 8. Il s'agit de calculer l'id�eal des relations du polynômef3 = X8 � 8X7 + 28X6 � 54X5 + 71X4 � 58X3 + 30X2 � 10X + 3 :Les degr�es des polynômes de la base de Gr�obner triangulaire sont donn�es par la liste[8; 1; 6; 4; 1; 2; 1]. Alors que le calcul de la base de Gr�obner n�ecessite 74400 secondes surmagma et que nous n'avons pas obtenu de r�eponse apr�es plus de 2 jours de calcul sur gb,notre implantation d�etermine cette base en 220 secondes seulement.



136 Chapitre 8. Quelques applications8.2 Compression d'imagesDans [FdSMR96] est pr�esent�ee une m�ethode de compression d'images par bancs de �ltres�a l'aide de m�ethodes symboliques. Apr�es tout un travail de mise en �equations du probl�eme,on aboutit �a un syst�eme polynomial qu'il s'agit de r�esoudre. Pour �nir, il faut d�eterminer ladimension du syst�eme et l'existence de racines r�eelles.Ce probl�eme a g�en�er�e plusieurs syst�emes de dimension positive. Les bases de Gr�obner cor-respondantes ont �et�e calcul�ees avec gb. L'utilisation de m�ethodes de d�ecomposition trian-gulaire sur la base de Gr�obner permet de passer �a l'exploitation num�erique des r�esultats.Notons qu'il est possible pour les cas les plus accessibles de calculer directement (sans passerpar le calcul de base de Gr�obner) une d�ecomposition triangulaire en satur�es �a l'aide de nosimplantations. C'est ainsi que nous obtenons pour le premier syst�eme, nomm�e f633, un r�esul-tat en 2 secondes sur un Alpha 550 Mhz (exemple P13 du chapitre 7). Les z�eros du syst�emepeuvent être repr�esent�es par l'unique ensemble triangulaire r�egulier s�eparable T ci-dessousdont le satur�e est un id�eal premier de dimension 2 sur le corps des complexes.T = f((20u22 + 56u2 + 32)u32 + (32u23 + 120u22 + 64u2)u3 + 64u23 + 32u22)u42+ ((52u22 + 120u2 + 32)u33 + (84u23 + 201u22 + 84u2)u32+ (32u24 + 120u23 + 52u22)u3)u4 + (32 u2 2 + 64 u2 ) u3 4+ (64u23 + 120u22 + 32u2)u33 + (32u24 + 56u23 + 20u22)u32;(((4u2 + 8)u3 + 8u2)u4 + 8u2 u3)u5 + ((4u2 + 8)u3 + 8u2)u42+ ((4u2 + 8)u32 + (4u22 + 13u2)u3)u4; 2u6 + 2u5 + 2u4 + 2u3 + 2u2 + 1;u2 U2 � 1; u3 U3 � 1; u4U4 � 1;(8u4 + 8u3 + 8u2 + 4)U5 + (8u3 + 8u2 + 4)U4 + (8u2 + 4)U3 + 4U2 + 13;2U6 + 2U5 + 2U4 + 2U3 + 2U2 + 1gA partir du second syst�eme (f744) ci-dessous8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
2u7 + 2u6 + 2u5 + 2u4 + 2u3 + 2u2 + 1;2U7 + 2U6 + 2U5 + 2U4 + 2U3 + 2U2 + 1;(8u7 + 8u6)U6 + (8u7 + 8u6 + 8u5)U5 + (8u7 + 8u6 + 8u5 + 8u4)U4+(8u7 + 8u6 + 8u5 + 8u4 + 8u3)U3 + (8u7 + 8u6 + 8u5 + 8u4 + 8u3 + 8u2)U2 � 17;(8u6 + 8u5 + 8u4 + 8u3 + 8u2)U7 + (8u6 + 8u5 + 8u4 + 8u3 + 8u2)U6+(8u5 + 8u4 + 8u3 + 8u2)U5 + (8u4 + 8u3 + 8u2)U4 + (8u3 + 8u2)U3 + 8u2 U2 � 17;(16u4 U3 + (16u4 + 16u3)U2 + 8u4 + 8u3 + 8u2 + 18)U5+(16u3 U2 + 8u3 + 8u2 + 18)U4 + (8u2 + 18)U3 + 18U2 + 11;(16u3 + 16u2 + 8)u5 U4 + ((16u2 + 8)u5 + (16u2 + 8)u4)U3 + (8u5 + 8u4 + 8u3)U2+18u5 + 18u4 + 18u3 + 18u2 + 11;u2 U2 � 1; u3 U3 � 1; u4 U4 � 1; u5 U5 � 1; u6 U6 � 1; u7 U7 � 1notre implantation calcule directement un unique ensemble triangulaire dont le satur�e est dedimension 1, mais le temps de calcul monte �a 500 secondes environ.



8.3. Probl�eme des n-corps 1378.3 Probl�eme des n-corpsOn consid�ere n particules de masses �egales dans un espace euclidien de dimension n� 2soumis �a un champ de potentiel newtonien (correspondant aux lois de gravitation). Lorsqueles n corps forment une con�guration centrale, c'est-�a-dire quand la con�guration des n-corpsreste constante au cours du temps, on cherche �a d�eterminer les distances mutuelles entre lesparticules.L'�etude du cas des con�gurations centrales est important car exploitable pour l'analysede con�gurations de corps c�elestes ou des orbites de collision des syst�emes gravitationnels enexpansion. De nombreux auteurs se sont donc int�eress�es �a ce probl�eme. Les travaux de O.Dziobeck, A. Albouy et A. Chenciner se basent sur l'utilisation des distances mutuelles descorps. Dans cette optique, I. Kotsireas a r�ecemment �etudi�e le probl�eme �a l'aide de diversesm�ethodes symboliques. Nos implantations permettent de r�esoudre certains probl�emes qu'ila trait�e et que nous r�esumons ci-dessous. Pour une vision compl�ete de ces probl�emes, nousinvitons le lecteur �a se r�ef�erer �a [Kot98].Pour n = 4, A. Albouy a montr�e que toute con�guration centrale pour des masses �egalesadmet au moins une sym�etrie (voir [Alb96]). Avec cette hypoth�ese, le travail d'I. Kotsireaspermet de reformuler le syst�eme de polynômes de 6 �equations �a 6 inconnues qui mod�elise leprobl�eme. Il obtient alors le syst�eme S4 ci-dessous �a 3 inconnues :S4 8><>: �2 p3 + 2 p3�3 � 4�3sp2 + 5�3s3p � �3s5�2 s p3 � 2�3s2 + �3s4 � 3�3s2p+ 2�3p�2 s2 + s4 � 4 s2p+ �2 + 1 + 4 pNous avons donc calcul�e une d�ecomposition triangulaire de ce syst�eme en prenant l'ordre� < s < p. La seule contrainte �etait de prendre � comme plus petite variable en vue dela recherche des solutions r�eelles e�ectives du probl�eme. En e�et, cette variable repr�esenteune distance du probl�eme alors que s et p repr�esentent respectivement une somme et unproduit qui fourniront ensuite les autres distances mutuelles cherch�ees. L'implantation quenous avons utilis�ee pour traiter les syst�emes propos�es par I. Kotsireas produit des ensemblestriangulaires o�u le polynôme de variable principale � est irr�eductible. La d�ecomposition ob-tenue est compos�ee de 4 ensembles triangulaires T1; : : : ; T4 de hauteur maximale, autrementdit la vari�et�e est de dimension z�ero. Les sorties v�eri�ent donc en fait la relationV(S4) = [4j=1V(Tj)(voir la proposition 4.3.8) et l'id�eal engendr�e par chaque Ti est radical. On peut alors chercherimm�ediatement les solutions r�eelles du syst�eme �a partir des Tj. Les degr�es des polynômesde variable principale � sont respectivement 2; 2; 2; 37. Mis �a part l'ensemble triangulairef�; s2 � 1; pg, les autres n'ont que des degr�es principaux �egaux �a 1 pour les polynômes devariable principale autre que �.Sur un Pentium Pro 200 Mhz de l'UMS Medicis, le calcul est e�ectu�e en moins d'uneminute, ce qui correspond au temps de calcul de la base de Gr�obner lexicographique par gb.Pr�ecisons que la base de Gr�obner a �et�e obtenue par un calcul de la base pour l'ordre du degr�esuivi du changement d'ordre avec l'algorithme FGLM [FGLM93], le calcul direct �etant tropcoûteux.



138 Chapitre 8. Quelques applicationsNotons que les am�eliorations apport�ees �a nos implantations depuis le travail de compa-raison exp�erimentale du chapitre 7 permettent d'obtenir une d�ecomposition en un temps �apeine sup�erieur alors que la machine est bien moins performante (voir l'exemple Z6 dans lasection 7.4).Passons maintenant au probl�eme de 5 corps dans l'espace. On ne dispose plus de th�eor�emede sym�etrie comme dans le cas de 4 corps. Le probl�eme ne sera ici �etudi�e que pour descon�gurations centrales avec deux plans de sym�etrie. Le syst�eme S5 correspondant (exempleZ7 de la section 7.4) obtenu par I. Kotsireas est le suivant :S5 8><>: �4 p3�3 + 6 p3 + 12 p2s�3 � 15 ps3�3 + 3 ps�3 � s3�3 + 3 s5�3�5 p�3 + 6 p3s+ 9 ps2�3 + 5 s2�3 � 3 s4�33 + 4�2 + 12 p � 12 ps2 � 6 s2 + 3 s4L'implantation utilis�ee pour le syst�eme S4 calcule en 280 secondes sur le même PentiumPro 200 Mhz de l'UMS Medicis (am�elioration ici encore par rapport aux r�esultats de lasection 7.4), la d�ecomposition triangulaire suivante du syst�eme S5 :T1 = f�; s2 � 1; pgT2 = f4�2 + 3; s; pgT3 = f3�2 � 8; (462426738479771117590802463� � 755139701791779806812449772) s+ 292712963312008689221647309 � � 477998267487609840096356796;(22376112898656308159617144216001691310274502660597076017633304449515199836068648003119585161125233574194459� � 36540039352411329310393638875538387743197496596952746125313720320438142628641756413422882225836033664576396)p + 36540039352411329310393638875538387743197496596952746125313720320438142628641756413422882225836033664576396� � 59669634396416821758979051242671176827398673761592202713688811865373866229516394674985560429667289531185224gT4 = f31104�43 � 2238678�41 � 3172608�40 + 4299696�39 + 82401057 �38 + 147278268 �37� 309919608 �36 � 865276476 �35 � 3800850210 �34 + 7126315778 �33+ 733665114 �32 + 50333677740 �31 � 84536396175 �30 + 54761689638 �29� 407185692120 �28 + 632999590560�27 � 588645975519�26+ 2353657296636 �25 � 3242763707526 �24 + 3529599532956 �23� 9834864198930�22 + 10874183827806 �21 � 12929906294532�20+ 25468176715884 �19 � 20799000437175 �18 + 26462275638408 �17� 32404595385312 �16 + 17924890161384 �15 � 24267247513272 �14+ 11128176042048 �13 � 2859261720048 �12 + 1566352284768 �11+ 8812742163408 �10 � 8998593854976 �9 + 9865121279616 �8� 9903015936000�7 + 8795401003008�6 � 4873412542464�5



8.3. Probl�eme des n-corps 139+ 6091765678080 �4 � 949399584768 �3 + 2724364025856 �2 + 495338913792;f2(�; s); f3(�; s; p)go�u mdeg(f2) = mdeg(f3) = 1. Le degr�e de la vari�et�e est donc 51.Pour comparaison, le calcul de la base de Gr�obner lexicographique est r�ealis�e sur gb en260 secondes, en utilisant un changement d'ordre comme pour le syst�eme S4. On obtientainsi sur un probl�eme r�eel une e�cacit�e comparable au calcul d'une base de Gr�obner avecdes logiciels sp�ecialis�es. Il semble raisonnable de pr�etendre que nos m�ethodes peuvent êtreconcurrentielles dans un certain nombre de cas, surtout si l'on tient compte du fait que lesperformances devraient être nettement am�elior�ees par un passage de nos implantations dansun langage plus e�cace que axiom.Notons pour �nir que l'ordre des variables joue un rôle important pour l'e�cacit�e de nosm�ethodes. �A cet e�et, nous avons implant�e un package de choix heuristique de l'ordre dontle principe est propos�e par D. Wang dans [Wan92a]. Pour les deux probl�emes ci-dessus, sion choisit l'ordre s < � < p indiqu�e par notre package, on obtient alors une d�ecompositionplus rapidement qu'une base de Gr�obner avec gb. Le temps de calcul est approximativementidentique pour l'obtention de la base de Gr�obner alors que la d�ecomposition triangulaire deS4 est calcul�ee en 20 sec. environ (3 fois plus vite que ci-dessus) et celle de S5 prend 45 sec(6 fois plus vite que ci-dessus).
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141Annexe ANotions math�ematiquesCe chapitre pr�esente les notions math�ematiques que nous utilisons dans l'ouvrage etrappelle certains r�esultats d'alg�ebre commutative sur lesquels nous nous appuyons.La premi�ere section est consacr�ee aux g�en�eralit�es sur les id�eaux. La section 2 traitedes anneaux de fractions. Les algorithmes qui sont pr�esent�es dans le chapitre 5 travaillenten fait implicitement dans un anneau total de fractions associ�e �a un ensemble triangulairede polynômes. Le lecteur dispose dans cette section assez d�etaill�ee de tous les �el�ementsn�ecessaires �a la compr�ehension des r�esultats du chapitre 4 qui utilisent le passage dans unanneau de fractions. La section 3 rappelle la notion de hauteur pour les id�eaux, et la section4 celle de suite r�eguli�ere dans un anneau. Les suites r�eguli�eres sont un moyen d'�etudier lahauteur des id�eaux premiers associ�es �a un id�eal lorsqu'on est dans un anneau de Macaulay.Nous nous en servons pour montrer le r�esultat d'�equidimensionnalit�e du th�eor�eme 4.1.4.A.1 Id�eauxSoit I un id�eal de A. Pour tout �el�ement a de A, on d�esigne par aI l'image par l'homomor-phisme surjectif canonique de A dans l'anneau quotient A=I. L'ensemble des id�eaux premiersde A, appel�e spectre de A, est not�e spec(A).Rappelons que les id�eaux premiers pr�esentent la propri�et�e bien connue ci-dessous qui estsouvent employ�ee en alg�ebre commutative (voir par exemple [AM69] prop. 1.11 p.8).Proposition A.1.1 Soit A un anneau et I un id�eal de A contenu dans une union �nied'id�eaux premiers [iPi. Alors I est inclus dans l'un des Pi. D'autre part, si un id�eal premierP contient une intersection �nie \iIi d'id�eaux de A alors P contient l'un des Ii. Et cetteinclusion est une �egalit�e lorsque P = \iIi.Lorsque deux id�eaux I et J de A v�eri�ent I+J = A, on dit qu'ils sont comaximaux. Il estclair que deux id�eaux maximaux distincts sont comaximaux. On dispose alors du th�eor�emedes restes chinois ci-dessous.Proposition A.1.2 (restes chinois) Soit A un anneau et I1; : : : ; Im des id�eaux de A deux�a deux comaximaux. Alors \sj=1Ij = I1I2 : : : Im et A=I ' A=I1 � : : :�A=Im :Preuve. voir [Zip93] p. 227. 2



142 Annexe A. Notions math�ematiquesSoit A et B deux anneaux et ' un homomorphisme d'anneaux unitaires de A dans B.On s'int�eressera plus loin au cas o�u B est un anneau de fractions de A et �a celui o�u B estl'anneau polynomial A[X]. Dans la situation ci-dessus, si I est un id�eal de A alors l'id�ealIe = h'(I)iB est appel�e extension de I. Si I 0 est un id�eal de B, l'id�eal I 0c = '�1(I 0) estappel�e contraction de I 0.Remarque A.1.3 Lorsque A est un sous-anneau de B on prend naturellement pour 'l'application identit�e de A dans B. On a ainsi I 0c = I 0\A. Nous rencontrerons cette situationavec les anneaux de polynômes A[X].Les propri�et�es g�en�erales ci-dessous se v�eri�ent alors facilement.Proposition A.1.4 Soit A et B deux anneaux. Avec les notations d'extension et de contrac-tion d�e�nies ci-dessus, on a :(i) I � Iec; I 0ce � I 0(ii) (I1 + I2)e = Ie1 + Ie2(iii) (I1I2)e = Ie1Ie2(iv) (I1 \ I2)e � Ie1 \ Ie2(v) (pI)e � pIe(vi) (I 0 \ J 0)c = (I 0c \ J 0c)(vii) (pI 0)c = pI 0c.A.1.1 Id�eal quotient et id�eal satur�eNotation A.1.5 Soit F un sous-ensemble de l'anneau A et I un id�eal de A. On note I : Fl'ensemble I : F = fa 2 A j (8f 2 F ) fa 2 Ig. Si F = ffg alors on �ecrit simplement I : f .En notant Fa l'ensemble des produits de a par un �el�ement de F , on peut aussi �ecrire queI : F = fa 2 A j Fa � Ig. On v�eri�e alors ais�ement que I : F est un id�eal de A tel que :{ si F � I alors I : F = A,{ si F 6� I alors I : F est un id�eal propre de A qui contient l'id�eal I.De plus, il est clair que si I1 � I2 alors (I1 : F ) � (I2 : F ).D�e�nition A.1.6 Si I et J sont des id�eaux de A on dit que l'id�eal I : J est l'id�eal quotientde I par J .



A.1. Id�eaux 143Rappelons les relations classiques :( r\i=1 Ii) : F = r\i=1(Ii : F ) ; (A.1)I : rXi=1 Fi = r[i=1(I : Fi) ; (A.2)(I : F1) : F2 = I : (F1F2) : (A.3)Lemme A.1.7 Soit I un id�eal de A et F une partie de A. Alors pI : F � pI : F .Preuve. Soit a 2 pI : F . Il existe m 2 N tel que am 2 I : F . Pour tout f 2 F on afam 2 I donc (fa)m 2 I, autrement dit fa 2 pI. On a ainsi a 2 pI : F . 2Remarque A.1.8 L'inclusion du lemme A.1.7 n'est pas en g�en�eral une �egalit�e. Il su�t deprendre par exemple I = hx21x22i et F = fx1g dans P2. On a ainsi I : F = hx1x22i d'o�upI : F = hx1x2i alors que pI : F = hx2iProposition A.1.9 Soit I un id�eal de A et F une partie de A. Si I est radical alors l'id�ealI : F est radical.Preuve. Il su�t de montrer que pI : F � I : F . Puisque pI = I, le r�esultat est unecons�equence directe du lemme A.1.7. 2La notion d'id�eal quotient est utile pour �etudier la di��erence ensembliste de deux k-vari�et�es. G�en�eralement une di��erence de deux vari�et�es n'est pas une vari�et�e. Consid�eronspar exemple dans K2 les vari�et�es V1 = V(x1x2) et V2 = V(x1). L'ensemble W = V1 n V2correspond �a l'axe Ox2 priv�e de l'origine. On peut v�eri�er que W n'est pas une vari�et�e, maison constate qu'il manque peu de chose pour en faire une vari�et�e, �a savoir l'ensemble des z�erosde x2. Lorsque le corps K est alg�ebriquement clos ce ph�enom�ene s'explique avec la notionde clôture de Zariski (d�e�nition 1.1.6) comme le pr�ecise le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme A.1.10 Soit I un id�eal de Pn et F une partie de Pn. On aVK(I) nVK(F ) � VK(I : F ) :De plus, si K est alg�ebriquement clos et I est un id�eal radical, alorsVK(I) nVK(F ) = VK(I : F ) :Preuve. Pour le premier r�esultat, il su�t de prouver que VK(I) n VK(F ) � VK(I : F ):Soit � 2 VK(I) n VK(F ) et p 2 I : F . Puisque � n'appartient pas �a VK(F ), il existe unpolynôme q de F tel que q(�) 6= 0. D'autre part, on a qp 2 I donc q(�)p(�) = 0. On enconclut que � est un z�ero de p dans K.Supposons maintenant que K soit alg�ebriquement clos et que I soit radical. Il ne reste�a prouver que l'inclusion r�eciproque. Soit p un �el�ement de Idk(VK(I) n VK(F )) et q 2 F .Pour � 2 VK(I), si on a q(�) 6= 0 alors � 2 VK(I) nVK(F ) donc p(�) = 0. On en d�eduitqp 2 Idk(VK(I)) puis qp 2 pI selon le Nullstellensatz (th�eor�eme 1.2.1) . On a par hypoth�eseI = pI donc p 2 I : F . Par cons�equent Idk(VK(I) n VK(F )) � I : F d'o�u VK(I : F ) �VK(Idk(VK(I) nVK(F ))). 2



144 Annexe A. Notions math�ematiquesProposition A.1.11 Soit Q un id�eal P-primaire de A et a 2 A. On a :{ si a 2 Q alors Q : a = A,{ si a 62 Q alors Q : a est P-primaire,{ si a 62 P alors Q : a = Q.Preuve. La premi�ere a�rmation est claire. Le troisi�eme point d�ecoule imm�ediatement de lad�e�nition d'un id�eal primaire. Pour prouver la deuxi�eme a�rmation on consid�ere xy 2 Q : a.Supposons que y 62 P. Comme (ax)y 2 Q et Q primaire, on obtient ax 2 Q, c'est-�a-direx 2 Q : a. Par cons�equent Q : a est primaire. De plus, pour x 2 Q : a l'hypoth�ese a 62 Qentrâ�ne que x 2 P. On a ainsi Q � Q : a � P. Par passage au radical on trouvepQ : a = P.2 La notion de satur�e d'un id�eal rappel�ee ci-dessous pr�esente des similarit�es avec celle d'id�ealquotient. Elle intervient dans tout ce qui touche aux ensembles triangulaires de polynômesque nous manipulons dans les algorithmes de r�esolution de syst�emes alg�ebriques.D�e�nition A.1.12 Soit f 2 A. On appelle satur�e de I par f la partie de A not�ee I : f1d�e�nie par I : f1 = fa 2 A j (9m 2 N) fma 2 Ig :On constate ais�ement que le satur�e de I par f est un id�eal de A contenant I et qui v�eri�eles propri�et�es suivantes :{ Si I � J alors (I : f1) � (J : f1),{ (I : f11 ) : f12 = I : (f1f2)1.Proposition A.1.13 Pour des id�eaux I et J de A et un �el�ement f de A, les relationssuivantes sont v�eri��ees :(i) (I \ J) : f1 = (I : f1) \ (J : f1),(ii) (I : f1) + (J : f1) � (I + J) : f1Preuve. Montrons l'�egalit�e (i). L'inclusion (I \ J) � I donne imm�ediatement (I \ J) :f1 � I : f1. On obtient de même (I \ J) : f1 � J : f1, ce qui prouve l'inclusion directe.R�eciproquement, si a 2 (I : f1) \ (J : f1) alors il existe deux entiers m et n tels quefma 2 I et fna 2 J . On a donc fm+na 2 (I \ J), c'est-�a-dire a 2 (I \ J) : f1.L'inclusion (ii) est �evidente en se servant du fait que l'inclusion est conserv�ee par passageaux satur�es. 2



A.1. Id�eaux 145Soit I un id�eal de A et f 2 A. En utilisant les propri�et�es ci-dessus, on peut construire lasuite croissante d'id�eaux suivante :I � I : f � I : f2 : : : � I : f j � : : : � I : f1 : (A.4)On en d�eduit le r�esultat bien connu que si A est un anneau noeth�erien alors il existe unentier m0 tel que I : f1 = I : fm0 .Dans le cas particulier o�u I est radical, la proposition A.1.14 suivante pr�ecise que lesinclusions de la châ�ne croissante d'id�eaux (A.4) sont quasiment toutes des �egalit�es. Unecomparaison avec le lemme A.1.7 permet de constater que le passage au radical s'e�ectue defa�con plus satisfaisante pour les satur�es que pour les id�eaux quotients.Proposition A.1.14 Soit I un id�eal de A et f 2 A. Pour tout entier strictement positif mon a(i) pI : f1 = pI : fm = pI : f ;(ii) pI : f1 = pI : f1 = pI : f :Preuve. Soit m un entier strictement positif. L'inclusion pI : f � pI : fm est triviale.R�eciproquement, si a 2 pI : fm alors fma 2 pI. On a donc (fa)m 2 pI, d'o�u fa 2 pI, etpar cons�equent a 2 pI : f . On a ainsi montr�e pI : fm = pI : f . Mais le fait que m soit �x�en'a pas �et�e utilis�e; de la même mani�ere on obtient donc pI : f1 = pI : f .Pour la partie (ii) nous n'avons plus �a montrer que la premi�ere �egalit�e. L'inclusion directes'obtient facilement de la même mani�ere que dans le lemme A.1.7 en rempla�cant F par f1.R�eciproquement, si a 2 pI : f alors fa 2 pI. Il existe ainsi un entier m tel que (fa)m 2 I.Par cons�equent am 2 I : f1 d'o�u a 2 pI : f1. 2Le cas des id�eaux primaires �etudi�e dans la proposition ci-dessous sera exploit�e dans lesanneaux noeth�eriens.Proposition A.1.15 Soit Q un id�eal primaire de A et P = pQ. Soit h un �el�ement de A.Alors(i) h 2 P ) Q : h1 = A(ii) h 62 P ) Q : h1 = QPreuve. Supposons que h 2 P. Il existe m 2 N tel que hm 2 Q. Par cons�equent pour touta 2 A, on a hma 2 Q, donc a 2 Q : h1, ce qui montre (i).Consid�erons maintenant un �el�ement h de A tel que h 62 P. On a trivialementQ � Q : h1 .R�eciproquement, si a 2 Q : h1 alors il existem 2 N tel que hma 2 Q. L'id�ealQ �etant primaireet hm 62 P, on obtient a 2 Q. Par cons�equent Q : h1 = Q. 2Finalement, pour un id�eal I et un polynôme f donn�es dans Pn, le passage au satur�epermet d'�etudier les z�eros de I qui ne sont pas z�eros de f en s'a�ranchissant de l'hypoth�esede radicalit�e du th�eor�eme A.1.10.Proposition A.1.16 Soit I un id�eal de Pn et f 2 Pn. Si K est alg�ebriquement clos alorsVK(I : f1) = VK(I) nVK(f) :



146 Annexe A. Notions math�ematiquesPreuve. Puisque K est alg�ebriquement clos on a VK(I : f1) = VK(pI : f1). Il r�esultede la proposition A.1.14 que VK(I : f1) = VK(pI : f). En appliquant le th�eor�eme A.1.10on obtient alors l'�egalit�e voulue. 2A.1.2 D�ecomposition primaireDans cette partie, l'anneau A est suppos�e noeth�erien.D�e�nition A.1.17 Si Q1; : : : ; Qs sont des id�eaux primaires d'un anneau noeth�erien A ondit que I = \si=1Qi est une d�ecomposition primaire de l'id�eal I. Si, de plus, les pQi sonttous distincts et Qi 6� \j 6=iQj (1 � i � s), alors la d�ecomposition primaire est dite minimale(ou r�eduite).Rappelons que dans un anneau noeth�erien tout id�eal propre admet une d�ecompositionprimaire minimale. De plus, le premier th�eor�eme d'unicit�e a�rme que pour une d�ecompo-sition primaire minimale I = \si=1Qi , le nombre de composantes et l'ensemble des id�eauxpremiers fpQ1; : : : ;pQsg ne d�ependent pas de la d�ecomposition choisie (voir [AM69] p. 52),ce qui justi�e la d�e�nition ci-dessous.D�e�nition A.1.18 Si I = \si=1Qi est une d�ecomposition primaire minimale de I alors lesid�eaux premiers Pi = pQi sont appel�es id�eaux premiers associ�es �a I. L'ensemble des id�eauxpremiers associ�es �a I est not�e ass(I). Les �el�ements minimaux de ass(I) pour l'inclusion sontdits id�eaux premiers isol�es de I et les autres sont dits immerg�es. Une composante primaire Qide I est dite isol�ee (resp. immerg�ee) si son radical est un id�eal premier isol�e (resp. immerg�e)de I.Remarque A.1.19 Reprenons les notations de la d�e�nition A.1.18. �Etant donn�e que lors-qu'un id�eal premier P contient l'id�eal I alors il contient l'un des Pi (proposition A.1.1), lesid�eaux premiers isol�es d'un id�eal I sont les �el�ements minimaux de la famille des id�eaux pre-miers de A qui contiennent I. D'autre part, un id�eal I est radical si et seulement si tous lesid�eaux primaires Q1; : : : ; Qs sont premiers. Dans ce cas, il est clair que les id�eaux premiersassoci�es �a I sont tous isol�es.Par passage au radical, une d�ecomposition primaire minimale de I donne une d�ecompo-sition primaire de pI, dont les composantes sont les id�eaux premiers associ�es �a I. Mais lad�ecomposition de pI ainsi obtenue n'est pas forc�ement minimale. Il faut donc prendre garde�a ne pas confondre ass(I) et ass(pI). L'exemple �el�ementaire suivant illustre cette remarque :Consid�erons les id�eaux Q1 = hx1i et Q2 = hx1; x2i2 dans P2. On v�eri�e sans peine queces id�eaux sont primaires. Soit I = Q1\Q2. Cette d�ecomposition primaire de I est minimaleet ass(I) = fhx1i; hx1; x2ig. Mais par passage au radical, on a pI = hx1i \ hx1; x2i = hx1ipuisque hx1i � hx1; x2i. On trouve alors ass(pI) = fhx1ig.Nous montrons dans le chapitre 4 que l'id�eal que nous associons �a un ensemble triangulairede polynômes de Pn n'a que des composantes primaires isol�ees. Par cons�equent, son ensembledes id�eaux premiers associ�es n'est pas modi��e par passage au radical.



A.1. Id�eaux 147La proposition ci-dessous d�ecrit la d�ecomposition primaire du satur�e d'un id�eal par un�el�ement de A. Nous l'utiliserons couramment par la suite.Proposition A.1.20 Soit I un id�eal d'un anneau noeth�erien A et h un �el�ement de A. SoitI = Q1 \Q2\ : : :\Qr : : :\Qs une d�ecomposition primaire de I, ordonn�ee de sorte que pourj 2 [1; r] on a h 62 qQj, et pour j 2 [r + 1; s] on a h 2 qQj. AlorsI : h1 = r\j=1Qj:De plus, si la d�ecomposition primaire de I est minimale alors la d�ecomposition de I : h1ainsi obtenue est minimale.Preuve. Avec la proposition A.1.13 on obtient I : h1 = (\sj=1Qj) : h1 = \sj=1(Qj : h1).La proposition A.1.15 entrâ�ne alors imm�ediatement la d�ecomposition voulue. De plus, si lad�ecomposition primaire de I est minimale, alors les qQj sont tous distincts et pour tout jon a (\j 6=jQj) 6� Qj. Ces deux propri�et�es sont �evidemment conserv�ees dans la d�ecompositionprimaire de I : h1 obtenue. Celle-ci est donc minimale. 2Le corollaire suivant est une cons�equence directe de la proposition A.1.20.Corollaire A.1.21 Soit h un �el�ement de A. Alors I : h1 = I si et seulement si h n'appar-tient �a aucun id�eal premier associ�e �a I.La proposition A.1.22 ci-dessous caract�erise les id�eaux premiers associ�es. Elle est fonda-mentale et induit le r�esultat classique de la proposition A.1.23 dont il est fait r�eguli�erementusage dans tout le document.Proposition A.1.22 Soit I un id�eal propre dans un anneau noeth�erien A. Si P est un id�ealpremier de A alors P 2 ass(I) si et seulement si il existe a 2 A tel que P = I : a.Preuve. Soit I = \mj=1Qj une d�ecomposition primaire minimale de I. Prenons P = pQ1sans perte de g�en�eralit�e. Rappelons qu'il existe l tel que P l � Q1 puisque A est noeth�erien([vdW91] th�eor�eme 5 p. 125). La d�ecomposition primaire de I �etant minimale, il existeb 2 \j>1Qj tel que b 62 Q1. On a ainsi Q1b � I donc P lb � I. Notons ` le plus petit desentiers l tels que P lb � I. On prend alors a 2 P`�1b tel que a 62 I. Il est facile de voirque a 62 Q1. Pour x 2 I : a, la relation ax 2 I � Q1 entrâ�ne donc x 2 P, ce qui prouveI : a � P : D'autre part on a Pa � P`b � I donc P � I : a et P = I : a .Supposons maintenant que P = I : a. Il r�esulte alors de la proposition A.1.20 queP = \mj=1Qj : a : Il existe donc j tel que P = Qj : a (proposition A.1.1), ce qui entrâ�neqQj � P : D'autre part, si b 2 P alors ab 2 Qj. On a forc�ement a 62 Qj sinon on auraitP = A. On en d�eduit que b 2 qQj, d'o�u P � qQj pour �nir. 2Proposition A.1.23 Soit I un id�eal propre d'un anneau noeth�erien A. L'ensemble des di-viseurs de z�ero modulo I correspond �a la r�eunion des id�eaux premiers associ�es �a I.Preuve. On note I = \si=1Qi une d�ecomposition primaire r�eduite de I. Soit a 2 Div(A=I).Il existe b 62 I tel que ab 2 I. Il existe donc un indice i tel que b 62 Qi et ab 2 Qi. On end�eduit a 2 pQi. La r�eciproque se d�eduit directement de la proposition A.1.22. 2



148 Annexe A. Notions math�ematiquesA.2 Anneaux de fractionsNous utiliserons dans le chapitre 4 le passage dans un anneau de fractions pour prouver unr�esultat d'�equidimensionnalit�e. La notion d'anneau de fractions g�en�eralise celle bien connuede corps des fractions d'un anneau int�egre. Soit A un anneau commutatif et S une partiemultiplicativement close de A, c'est-�a-dire que 1 2 S et que le produit de deux �el�ements deS appartient �a S. La relation � sur A � S d�e�nie par (a1; s1) � (a2; s2) si il existe u 2 Stel que u(s2a1 � s1a2) = 0 est une relation d'�equivalence. On note la classe d'�equivalencede (a; s) 2 A � S par a=s. Un �el�ement de a de A peut être identi��e �a a=1. L'ensembledes classes d'�equivalence est not�e S�1A. L'ensemble de ces fractions �a num�erateur dans Aet �a d�enominateur dans S, peut être muni d'une structure d'anneau avec l'addition et lamutiplication usuelle sur les fractions.D�e�nition A.2.1 L'anneau S�1A ci-dessus est appel�e anneau des fractions de A relative-ment �a S. Lorsque S est le compl�ementaire dans A d'un id�eal premier P, l'anneau S�1A estnot�e AP et aussi appel�e anneau local de P.Remarque A.2.2 On dispose d'un homomorphisme d'anneaux naturel �S : a! a=1 de Adans S�1A tel que l'image de tout �el�ement de S est inversible dans S�1A. Le noyau de �Sest l'ensemble des �el�ements a 2 A pour lesquels il existe u 2 S tel que ua = 0. Ainsi �S estinjectif si et seulement si S \Div(A) = ;. De plus, tout �el�ement a=s de S�1A peut s'�ecrire�S(a)�S(s)�1.D�e�nition A.2.3 L'ensemble des �el�ements r�eguliers de A (c'est-�a-dire les �el�ements de A quine sont pas diviseurs de z�ero), qu'on note reg(A), est une partie multiplicativement close deA. L'anneau des fractions de A relativement �a reg(A) est appel�e anneau total des fractionsde A. On le d�esigne par fr(A). Cet anneau a la propri�et�e que tout �el�ement r�egulier de fr(A)admet un inverse dans fr(A).Dans la suite nous dirons simplement partie multiplicative de A au lieu de partie multipli-cativement close. Les parties multiplicatives que nous emploierons dans le chapitre consacr�eaux ensembles triangulaires seront en g�en�eral satur�ees.D�e�nition A.2.4 Une partie multiplicative S de A est dite satur�ee si pour tout couple(a1; a2) d'�el�ements de A on a : a1a2 2 S ) a1 2 S et a2 2 S.Les parties multiplicatives satur�ees sont caract�eris�ees comme suit (voir th�eor�eme 2 p.2dans [Kap74]).Proposition A.2.5 Une partie multiplicative S de A est satur�ee si et seulement si A n Sest une r�eunion (�eventuellement vide) d'id�eaux premiers de A.Rappelons la \propri�et�e universelle" pour les anneaux de fractions.Th�eor�eme A.2.6 Soit S une partie multiplicative de l'anneau A et �S : A! S�1A l'homo-morphisme canonique. Si f : A ! B est un homomorphisme d'anneaux tel que f(s) est in-versible pour tout s 2 S, alors il existe un unique homomorphisme d'anneaux �f : S�1A! Btel que f = �f � �S . En fait, �f est d�e�ni par �f (a=s) = f(a)f(s)�1 pour tout a 2 A et touts 2 S.



A.2. Anneaux de fractions 149Preuve. Montrons d'abord que �f ci-dessus est bien d�e�ni. On consid�ere a=s = b=t dansS�1A. Il existe donc u 2 S tel que u(at�bs) = 0. On a ainsi f(u)(f(a)f(t)�f(b)f(s)) = 0. Lesimages f(s); f(t) et f(u) �etant inversibles par hypoth�ese, on multiplie l'�egalit�e pr�ec�edente parl'inverse de leur produit pour en d�eduire f(a)f(s)�1 = f(b)f(t)�1. On v�eri�e sans peine que�f est bien un homomorphisme d'anneaux. Supposons maintenant que g : S�1A! B soit unmorphisme tel que f = g��S. Pour s 2 S on a alors 1B = g(1) = g(s=1)g(1=s) = f(s)g(1=s).Par cons�equent g(1=s) = f(s)�1. Il en d�ecoule pour a=s 2 S�1A que g(a=s) = g(a=1)g(1=s) =f(a)f(s)�1, donc g = �f . 2Remarque A.2.7 Avec les notations du th�eor�eme A.2.6, la d�e�nition de �f entrâ�ne imm�e-diatement que si f est injectif (resp. surjectif) alors �f est injectif (resp. surjectif).Avec le th�eor�eme A.2.6, on montre facilement que les propri�et�es de l'homomorphisme ca-nonique �S donn�ees dans la remarque A.2.2 permettent de d�eterminer S�1A �a isomorphismepr�es, comme il est pr�ecis�e ci-dessous.Proposition A.2.8 Soit S une partie multiplicative de A et �S l'homomorphisme canoniquede A dans S�1A. Soit f : A! B un homomorphisme d'anneaux tel que :(i) les �el�ements de f(S) sont inversibles dans B,(ii) si a 2 Ker(f) alors il existe s 2 S tel que sa = 0,(iii) tout �el�ement de B peut s'�ecrire f(a)f(s)�1 avec a 2 A et s 2 S.Alors il existe un unique isomorphisme �f de S�1A dans B tel que f = �f � �S.Preuve. D'apr�es le th�eor�eme A.2.6 on dispose d'un unique homomorphisme �f : S�1A! Btel que �f(a=s) = f(a)f(s)�1. Si a=s 2 S�1A v�eri�e �f(a=s) = 0, on a donc f(a) = 0. Il r�esultealors de l'hypoth�ese (ii) que a=s = 0, ce qui prouve l'injectivit�e de �f . L'hypoth�ese (iii)entrâ�ne ensuite clairement la surjectivit�e de �f . 2Proposition A.2.9 Soit S et T deux parties multiplicatives d'un anneau A telles que S � T .On note T 0 l'image de T dans S�1A par �S . AlorsT�1A ' T 0�1S�1A :Preuve. On consid�ere le morphisme naturel �T 0 : S�1A! T�1A qui, �a a=s 2 S�1A associea=s dans T�1A. Il su�t de v�eri�er que �T 0 v�eri�e les conditions de la proposition A.2.8 pourla partie multiplicative T 0. Tout �el�ement de T 0 s'�ecrit t=1 et son image par �T 0 est doncinversible, ce qui prouve (i). Montrons (ii). Si �T 0(a=s) = 0 alors il existe t 2 T tel queta = 0. L'�el�ement t=1 dans S�1A appartient �a T 0 et v�eri�e (t=1)(a=s) = 0. L'assertion (iii)est claire puisque tout �el�ement de T�1A peut s'�ecrire a=t = (a=1)(t=1)�1. 2Nous rappelons dans ce qui suit les propri�et�es des id�eaux dans les anneaux de fractions.Les notations d'extension et de contraction introduites au d�ebut de la section A.1 sont icirelatives �a l'homomorphisme canonique �S : a! a=1 d�ecrit plus haut. Ainsi, pour tout id�eal



150 Annexe A. Notions math�ematiquesI de A on d�esigne par Ie l'id�eal engendr�e dans S�1A par �S(I), et pour tout id�eal I 0 de S�1Aon d�esigne par I 0c l'id�eal ��1S (I 0).Proposition A.2.10 Soit S une partie multiplicative d'un anneau A. Soit I un id�eal de A.Alors l'id�eal Ie de S�1A v�eri�eIe = f a=s ; a 2 I et s 2 S g :Preuve. Soit � un �el�ement de Ie. Alors il existe a1; : : : ; am 2 I et b1=s1; : : : ; bm=sm 2 S�1Atels que � = Pmj=1(bj=sj)(aj=1) = Pmj=1(bjaj=sj). On met le membre droit de l'�egalit�e surun même d�enominateur s 2 S (puisque S est une partie multiplicative), et on en d�eduitl'inclusion directe. Quant �a l'inclusion inverse, elle est claire. 2Chaque classe de Ie peut s'�ecrire comme quotient d'un �el�ement de I par un �el�ement deS, mais cela ne signi�e pas pas pour autant que toute repr�esentation a=s d'un �el�ement de Ieest telle que a appartient �a I. Nous verrons plus bas qu'un tel r�esultat sera v�eri��e dans lecas o�u I est primaire, mais ce n'est pas le cas en g�en�eral.Proposition A.2.11 Soit S une partie multiplicative d'un anneau A et I un id�eal de A.Alors Iec = f a 2 A j (9s 2 S) sa 2 I g :Preuve. Soit a 2 A. Il r�esulte de la proposition A.2.10 que a 2 Iec si et seulement si ilexiste b 2 I et t 2 S tels que a=1 = b=t. Par d�e�nition de la relation d'�equivalence � il existealors u 2 S tel que u(at� b) = 0. En posant s = ut on en d�eduit que sa 2 I. Comme s 2 Spuisque S est une partie multiplicative, on a prouv�e l'inclusion directe dans le corollaire.R�eciproquement, si sa 2 I pour un �el�ement s de S, alors a=1 = (sa)=s appartient �a Ie. 2Corollaire A.2.12 Soit I un id�eal de l'anneau A et S une partie multiplicative de A. Alorson a Ie = S�1A si et seulement si I \ S 6= ;.Preuve. Dire que Ie = S�1A revient �a dire que 1 2 Iec. On v�eri�e imm�ediatement avecl'expression de la proposition A.2.11 que cela �equivaut �a une intersection non vide de I \ S.2Proposition A.2.13 Soit I un id�eal d'un anneau A et S une partie multiplicative de A.On note S l'image de S dans l'anneau quotient A=I. Alors S est une partie multiplicativede A=I et S�1(A=I) = (S�1A)=Ie :Preuve. Le fait que S soit une partie multiplicative de A=I est trivial. On consid�ere l'ho-momorphisme g : A ! S�1A=Ie obtenu par composition du morphisme canonique de Adans S�1A et de la surjection canonique de S�1A dans S�1A=Ie. On a Ker(g) = Iec =f a 2 A j (9s 2 S) sa 2 I g. On en d�eduit un morphisme f : A=I ! S�1A=Ie tel queKer(f) = f a 2 A=I j (9s 2 S) s a = 0 g. La condition (ii) de la proposition A.2.8 est doncsatisfaite pour f . Les deux autres conditions de cette proposition se v�eri�ent sans di�cult�een utilisant la relation f(a) = g(a). 2



A.2. Anneaux de fractions 151Dans les anneaux de fractions, les extensions d'id�eaux ont des propri�et�es plus fortes quedans le cas g�en�eral d�ecrit dans la proposition A.1.4. On a ainsi :Proposition A.2.14 Soit S une partie multiplicative d'un anneau A. Soit I et J deux id�eauxde A. Alors on a(i) (I \ J)e = Ie \ J e,(ii) (pI)e = pIe.Preuve. Notons que les inclusions directes sont donn�ees dans les deux cas par la propositionA.1.4. Il ne reste plus qu'�a prouver les inclusions r�eciproques. Commen�cons naturellementpar (i). Soit � 2 Ie \ J e. On a donc � = a=s = b=t o�u a 2 I et b 2 J , tandis que s et t sontdes �el�ements de S. Il existe donc u 2 S tel que u(at� bs) = 0. Etant donn�e que uta = �usb,il en r�esulte que uta 2 J . On a ainsi uta 2 I \ J . On peut alors �ecrire � = (uta)=(uts), cequi prouve que � 2 (I \ J)e.Passons �a (ii) et consid�erons � 2 pIe avec � = a=s o�u a 2 I et s 2 S. Il existe un entierm tel que �m 2 Ie. On peut alors �ecrire �m = b=t avec b 2 I et t 2 S. On en d�eduit alorsqu'il existe u 2 S tel que u(amt�bsm) = 0. On obtient facilement utam 2 I, d'o�u (uta)m 2 Ic'est-�a-dire uta 2 pI. Comme � s'�ecrit (uta)=(uts), on a � 2 (pI)e. 2Lorsque A est un anneau noeth�erien, on montre facilement que tout anneau de fractionsS�1A est noeth�erien. Pour un id�eal I de A on peut alors exprimer les d�ecompositions pri-maires minimales de Ie et de Iec en fonction d'une d�ecomposition primaire minimale de I.Ce lien est rappel�e dans la proposition A.2.22.Lemme A.2.15 Soit Q un id�eal primaire de A et P son radical. Alors Q \ S = ; si etseulement si P \ S = ;.Preuve. On montre que P\S est non vide si et seulement si Q\S est non vide. SupposonsP\S 6= ; et consid�erons un �el�ement a de P\S. Il existe un entierm tel que am 2 Q. PuisqueS est une partie multiplicative on a donc am 2 Q \ S et Q \ S non vide. La r�eciproque est�evidente. 2Proposition A.2.16 Soit Q un id�eal primaire de A tel que Q \ S = ;. Alors toute repr�e-sentation a=s d'un �el�ement de Qe est telle que a 2 Q.Preuve. Soit a=s une repr�esentation de � 2 Qe. Il existe b 2 Q et t 2 S tels que � = b=t.Par cons�equent il existe u 2 S tel que u(at � bs) = 0, et donc aut 2 Q. Comme ut 2 S,l'hypoth�ese et le lemme A.2.15 assurent que ut 62 pQ. L'id�eal Q �etant primaire, on en d�eduita 2 Q. 2Proposition A.2.17 Soit Q un id�eal primaire de A. Si Q \ S = ; alors Qec = Q.Preuve. Seule l'inclusion directe est �a montrer. Supposons que a 2 Qec. Puisque Qece = Qon a a=1 2 Qe. Par cons�equent a 2 Q d'apr�es la proposition A.2.16. 2



152 Annexe A. Notions math�ematiquesProposition A.2.18 Soit P un id�eal premier de A tel que P \S = ;. Alors Pe est un id�ealpremier de S�1A.Preuve. D'abord l'id�eal Pe est un id�eal propre d'apr�es le corollaire A.2.12. Consid�eronsalors � et � dans S�1A tels que �� 2 Pe. Soit (a=s) et (b=t) des repr�esentations de � et �respectivement. On d�eduit de la proposition A.2.16 que ab 2 P. Puisque P est premier onobtient a 2 P ou b 2 P. Par cons�equent � ou � appartient �a P. 2Proposition A.2.19 Soit Q un id�eal P-primaire de A tel que Q \ S = ;. Alors Qe est unid�eal Pe-primaire de S�1A.Preuve. On op�ere de la même fa�con que dans la proposition A.2.18 pour montrer que Qeest primaire. Puis on utilise le point (ii) de la proposition A.2.14 pour obtenir le radical deQe. 2Proposition A.2.20 Soit P 0 un id�eal premier de S�1A. Alors P 0c est un id�eal premier deA tel que S \ P = ;. De plus, on a P 0ce = P 0.Preuve. C'est un fait bien connu que l'image r�eciproque d'un id�eal premier par un ho-momorphisme est un id�eal premier. Supposons que S \ P 6= ;. Comme en toute g�en�eralit�eP 0ce � P 0, alors P 0 = S�1A, en contradiction avec l'hypoth�ese. On en d�eduit que S \P = ;.Il ne reste plus en fait qu'�a montrer P 0 � P 0ce. Soit a=s 2 P 0 avec s 2 S. Comme s estinversible dans S�1A, on a a=1 = (a=s)(s=1). Il en r�esulte a 2 P 0 puis a 2 P 0c. Le r�esultats'obtient alors imm�ediatement. 2Proposition A.2.21 L'extension et la contraction d�e�nissent une bijection entre spec(S�1A)et l'ensemble } des id�eaux premiers de A qui sont disjoints de S.Preuve. La proposition A.2.18 montre que l'extension est une application de } vers lespectre de S�1A. C'est une surjection d'apr�es la proposition A.2.20. Pour v�eri�er l'injectivit�e,on consid�ere P1 et P2 dans } tels que Pe1 = Pe2. La proposition A.2.17 entrâ�ne alors P1 = P2.2Proposition A.2.22 Soit A un anneau noeth�erien. Soit I = Q1 \ : : :\ Ql \ : : :\Qm uned�ecomposition primaire d'un id�eal I de A telle que Qi\S = ; pour tout i 2 [1; l] et Qi\S 6= ;pour tout i 2 [l+1;m]. Si l = 0 alors Ie = S�1A et Iec = A. Sinon, on a les d�ecompositionsprimaires suivantes: Ie = Qe1 \ : : : \Qel ;Iec = Q1 \ : : : \Ql :De plus, si la d�ecomposition de I est minimale alors les deux autres le sont aussi.Preuve. Le cas l = 0 �etant clair, examinons la premi�ere �egalit�e. Elle s'obtient �a l'aide de laproposition A.2.14 et du corollaire A.2.12. La proposition A.2.19 assure que la d�ecompositionest primaire. Supposons que la d�ecomposition de I soit minimale. Les id�eaux premiers pQei



A.2. Anneaux de fractions 153sont alors tous distincts d'apr�es la bijection �etablie dans la proposition A.2.21. De plus, si onavait (\li=1;i 6=j Qei ) � Qej pour un entier j de [1; l], la proposition A.2.17 impliquerait qu'ona la même relation sans extension. La d�ecomposition de Ie est donc aussi minimale.La deuxi�eme �egalit�e s'obtient �a partir de la premi�ere en utilisant l'�egalit�e (vi) de laproposition A.1.4 puis la proposition A.2.17. Le cas de minimalit�e est ici trivial. 2Remarquons que dans la proposition A.2.22, on peut remplacer les hypoth�eses Qi \S = ;par pQi \ S = ; d'apr�es le lemme A.2.15. On obtient ensuite directement les corollairesci-dessous.Corollaire A.2.23 Soit A un anneau noeth�erien. Soit Q1 \ : : :\ Ql \ : : :\Qm une d�ecom-position primaire de l'id�eal nul de A telle que pQi \S = ; pour tout i 2 [1; l] et pQi \S 6= ;pour tout i 2 [l+ 1;m]. Alors le noyau de l'homomorphisme canonique �S estKer(�S) = \li=1 Qi :Corollaire A.2.24 Si I est un id�eal d'un anneau noeth�erien A tel que Ie 6= S�1A. Alorsass(Ie) = fPe j P 2 ass(I) et P \ S = ; g ;ass(Iec) = fP j P 2 ass(I) et P \ S = ; g :Les algorithmes pr�esent�es dans le chapitre 5 manipulent des polynômes de Pn tout enles consid�erant comme des polynômes �a une seule variable sur un anneau A d�e�ni par unensemble triangulaire de polynômes. Le fonctionnement de ces algorithmes est en fait bas�e surle fait que l'anneau A est un produit de corps. Pour �etablir cette structure dans le chapitre 4nous faisons appel �a certaines propri�et�es des anneaux r�eduits rappel�ees ci-dessous. Le lecteurpourra se r�ef�erer �a [Bou61a] et [Bou61b] pour une �etude exhaustive de ces probl�emes. Nousavons d'abord besoin de quelques �el�ements concernant la localisation par un id�eal premier.D�e�nition A.2.25 Un anneau A est dit local s'il admet un unique id�eal maximal.Si P est un id�eal premier de A alors l'anneau AP = S�1A est un anneau local. Sonunique id�eal maximal est l'extension de P dans AP par le morphisme canonique �S . C'estun fait connu qui est une cons�equence imm�ediate de la proposition A.2.21. Pour �eviter desconfusions nous �eviterons d'utiliser la notation d'extension pour l'id�eal maximal de AP etnous le d�esignerons par PAP.Proposition A.2.26 Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. Soit P 0 un id�ealpremier de S�1A et P son image r�eciproque par l'homomorphisme canonique �S de A dansS�1A. Alors (S�1A)P 0 ' AP :Preuve. On pose T = AnP et T 0 = �S(T ). D'apr�es les hypoth�eses on a S � T et P 0 = Pe.Ilr�esulte clairement de la proposition A.2.16 que T 0 ne rencontre pas P 0. Supposons d'autrepart qu'un �el�ement a=s de S�1A n'appartienne pas �a P 0. Etant donn�e que a=1 = (a=s)(s=1) etque s=1 62 P 0, on obtient a=1 62 P 0 et par suite a 62 P. On en conclut que (S�1A)nP 0 = S�1T 0.



154 Annexe A. Notions math�ematiquesIl est facile de v�eri�er que l'anneau de fractions de S�1A relativement �a S�1T 0 est le mêmeque relativement �a T 0, et par cons�equent(S�1A)P 0 = T 0�1(S�1A) :Le r�esultat est alors une cons�equence de la proposition A.2.9 qui assure l'isomorphismeAP ' T 0�1(S�1A) : 2Lemme A.2.27 Soit I un id�eal d'un anneau A. Soit P 2 spec(A) tel que I � P. On a alors(A=I)P=I ' AP=IAP et fr(A=P) ' AP=PAP.Preuve. Soit S = AnP et S l'image de S dans l'anneau quotientA=I. On v�eri�e facilementque S = (A=I) n (P=I). On a alors par d�e�nition (A=I)P=I = S�1(A=I) d'une part etAP=IAP = S�1A=IAP d'autre part. L'isomorphisme des deux structures est tout simplementassur�e par la proposition A.2.13. La seconde partie du lemme s'obtient en prenant pour Il'id�eal P lui-même. 2Proposition A.2.28 Soient u et x deux �el�ements de A. Si u est une unit�e et si x estnilpotent, alors u+ x est une unit�e de A.Preuve. Soit m 2 N tel que xm = 0. On a alors :(u+ x)( 1u � xu2 + x2u3 + � � �+ (�1)m�1xm�1um ) = 1ce qui prouve que u+ x est une unit�e de A. 2Lemme A.2.29 Soit A un anneau noeth�erien et P un id�eal premier isol�e de l'id�eal nul. SiP est un id�eal maximal alors le morphisme canonique de A dans AP est surjectif.Preuve. Posons S = A n P. Il su�t de montrer que pour tout s 2 S il existe b 2 A telque 1=s = b=1 dans AP. Puisque s 62 P, la maximalit�e de P entrâ�ne que 1 appartient �al'id�eal engendr�e par P et s. Il existe donc c 2 A et p 2 P tels que cs = 1 � p. Notons Q lacomposante primaire de radical P dans une d�ecomposition primaire r�eduite de l'id�eal nul.Puisque p est nilpotent dans l'anneau quotient A=Q, la proposition A.2.28 entrâ�ne que csest inversible dans A=Q. Il existe donc d 2 A tel que 1 � cds 2 Q. Posons b = cd. L'id�ealP �etant isol�e, c'est le seul id�eal premier associ�e �a h0i qui a une intersection vide avec S. Ilr�esulte du corollaire A.2.23 que Q = Ker(�S) et par cons�equent 1=s = b=1. 2D�e�nition A.2.30 On dit qu'un anneau A est r�eduit si aucun �el�ement non nul de A n'estnilpotent, autrement dit si Nil(A) est r�eduit �a 0.Proposition A.2.31 Soit A un anneau et S une partie multiplicative de A. Alors on aNil(S�1A) = Nil(A)e. En particulier, si A est r�eduit alors S�1A est r�eduit.



A.2. Anneaux de fractions 155Preuve. Supposons que (a=s)m = am=sm = 0 o�u a 2 A et s 2 S. Il existe donc t 2 S tel quetam = 0, d'o�u (ta)m = 0 c'est-�a-dire ta 2 Nil(A). On a par cons�equent a=s = (ta)(ts)�1 2Nil(S�1A). L'inclusion r�eciproque est imm�ediate. 2Dans la d�e�nition A.2.30 il revient au même de dire que l'id�eal nul est radical. Dans unanneau r�eduit les id�eaux premiers associ�es �a l'id�eal nul sont par cons�equent tous isol�es etce sont les �el�ements minimaux de spec(A) (voir la remarque A.1.19). On obtient alors lapropri�et�e suivante lorsqu'on passe �a l'anneau total des fractions de A.Proposition A.2.32 Soit A un anneau noeth�erien r�eduit. Alors le spectre de fr(A) est enbijection avec l'ensemble des id�eaux premiers associ�es �a l'id�eal nul dans A par les op�erationsd'extension et de contraction entre A et fr(A). De plus, tout id�eal P 2 spec(fr(A)) est �a lafois un id�eal premier minimal et maximal dans spec(fr(A)).Preuve. On pose S = reg(A). Consid�erons un id�eal premier P 0 de fr(A) = S�1A. D'apr�esla proposition A.2.21, c'est l'extension d'un id�eal P de A tel que S \P = ;. Soit \sj=1Pj uned�ecomposition primaire de l'id�eal nul de A. On a donc P � [sj=1Pj. D'apr�es la propositionA.1.1, l'id�eal P est inclus dans l'un des Pj, d'o�u P = Pj puisque Pj est un �el�ement minimalde spec(A). On a ainsi prouv�e que spec(S�1A) = fPej ; j 2 [1; s]g. De plus, puisque les Pjsont en même temps minimaux et maximaux dans l'ensemble ass(0A), on d�eduit la mêmechose pour les �el�ements de spec(S�1A). 2Proposition A.2.33 Soit A un anneau noeth�erien r�eduit et P un id�eal premier associ�e �ah0iA. On note Pe l'extension de P dans fr(A). Alorsfr(A)=Pe ' fr(A=P) :Preuve. On pose S = reg(A). Consid�erons l'homomorphisme canonique � de S�1A dansS�1APe. Il r�esulte de la proposition A.2.31 l'id�eal Pe est une composante primaire de l'id�ealnul de S�1A; on v�eri�e alors ais�ement avec la proposition A.2.22 que Ker(�) = Pe. Deplus, l'id�eal Pe est un id�eal premier maximal selon la proposition A.2.32. Le lemme A.2.29s'applique donc pour �, d'o�u (S�1A)=Pe ' (S�1A)Pe :Il r�esulte alors de l'isomorphisme de la proposition A.2.26 que(S�1A)=Pe ' AP : (A.5)Remarquons que l'anneau AP est un corps puisque Pe est un id�eal maximal. L'id�eal maximalPAP est un id�eal propre de AP donc forc�ement r�eduit �a 0. On en d�eduit avec le lemmeA.2.27que AP ' fr(A=P) ;ce qui �etablit avec (A.5) l'isomorphisme demand�e. 2



156 Annexe A. Notions math�ematiquesProposition A.2.34 Soit A un anneau noeth�erien r�eduit. Alors son anneau total des frac-tions fr(A) est un produit �ni de corps. De plus, on afr(A) ' fr(A=P1) � : : :� fr(A=Ps)o�u les Pi sont les id�eaux premiers associ�es �a l'id�eal nul de A.Preuve. En notant S = reg(A) et Pei l'extension de Pi dans fr(A), on afr(A) = S�1A = (S�1A)=(\si=1Pei ) :Puisque selon la proposition A.2.32 les Pi sont maximaux, le th�eor�eme des restes chinois(proposition A.1.2) entrâ�nefr(A) = S�1A=Pe1 � : : :� S�1A=Pes :On a ainsi prouv�e que fr(A) est un produit de corps. Quant �a l'isomorphisme, c'est unecons�equence de la proposition A.2.33. 2A.3 Notion de hauteurNous rappelons la notion de hauteur d'un id�eal premier puis d'un id�eal quelconque pourles anneaux noeth�eriens. L'�etude de ces concepts est �a la base de la th�eorie de la dimen-sion (chap. 3 de [Ser65]). Nous montrons dans le chapitre 4 que les ensembles triangulairespr�esentent des propri�et�es importantes li�ees �a cette notion. En prenant en compte ces pro-pri�et�es, il est en e�et possible d'�eliminer des branches de calculs inutiles dans les algorithmesque nous pr�esentons dans le chapitre 5 et de permettre ainsi la d�ecomposition de syst�emesalg�ebriques que nous n'avions pu e�ectuer avec nos premi�eres implantations.D�e�nition A.3.1 Soit A un anneau commutatif. On appelle châ�ne d'id�eaux premiers dansA toute suite �nie d'id�eaux premiers de A strictement croissante pour l'inclusionP0 � P1 � : : : � Pm :L'entier m est appel�e longueur de la châ�ne.La hauteur d'un id�eal premier P est la longueur maximale (�eventuellement in�nie) deschâ�nes d'id�eaux premiers P0;P1; : : : ;Pm telles que Pm = P. On la note ht(P).La dimension de l'anneau A est la borne sup�erieure des longueurs des châ�nes d'id�eauxpremiers dans A. La dimension d'un id�eal I correspond �a la dimension de l'anneau quotientA=I.Remarque A.3.2 Il est clair que pour tous id�eaux premiersP1 et P2 de A tels que P1 � P2,on a : ht(P1) � ht(P2) et si les hauteurs sont �egales alors P1 = P2.



A.3. Notion de hauteur 157Dans les anneaux noeth�eriens, on a le th�eor�eme suivant tr�es important qui permet deborner la hauteur des id�eaux premiers associ�es �a un id�eal. Le lecteur pourra se r�ef�erer �a[SZ67] (p. 240) par exemple.Th�eor�eme A.3.3 Soit A un anneau noeth�erien et I un id�eal propre de A. Si I admetune base compos�ee de m �el�ements, alors pour tout id�eal premier P isol�e associ�e �a I on aht(P) � m.Il en r�esulte que tout id�eal premier dans un anneau noeth�erien est de hauteur �nie. Onpeut alors g�en�eraliser la notion de hauteur �a des id�eaux quelconques d'un anneau noeth�erien.D�e�nition A.3.4 Soit I un id�eal d'un anneau noeth�erien A. On d�e�nit la hauteur de I parht(I) = minf ht(P); P 2 spec(A) et I � P g :On v�eri�e ais�ement que ht(I) = min fht(P); P 2 ass(I)g, ce qui am�ene �a la d�e�nitionsuivante.D�e�nition A.3.5 Un id�eal I d'un anneau noeth�erien A est dit �equidimensionnel si tous lesid�eaux premiers isol�es de I sont de même hauteur. L'id�eal I est dit purement �equidimen-sionnel si tous ses id�eaux premiers associ�es sont de même hauteur.Un id�eal I est donc purement �equidimensionnel si et seulement si il est �equidimensionnelet que toutes ses composantes primaires sont isol�ees. Dans l'anneau de polynômes Pn, ond�e�nit une notion plus forte comme suit.D�e�nition A.3.6 Soit I un id�eal de Pn. On dit que I est fortement �equidimensionnel sipour tout i 2 [1; n] et pour tout P et tout Q 2 ass(I), on a ht(P \Pi) = ht(Q\ Pi)La propri�et�e importante suivante est une cons�equence imm�ediate de la remarque A.3.2.Proposition A.3.7 Soit I un id�eal d'un anneau noeth�erien A. Si I est purement �equidi-mensionnel alors les composantes primaires de I sont toutes isol�ees.Pour toute partie multiplicative S d'un anneau noeth�erien A, la hauteur d'un id�eal pre-mier de S�1A est �nie puisque S�1A est noeth�erien. Elle est même �egale �a celle de soncontract�e dans A ainsi qu'il est pr�ecis�e ci-dessous.Proposition A.3.8 Soit A un anneau noeth�erien et S une partie multiplicative de A. SoitP un id�eal premier de A tel que P \ S = ; et Pe son extension dans S�1A. Alors on aht(P) = ht(Pe).Preuve. Soit P0 � P1 � : : : � Pm une châ�ne d'id�eaux premiers de A telle que Pm = P.Pour tout i 2 [0;m] on a Pi \ S = ;, doncPe0 � Pe1 � : : : � Pemest une châ�ne d'id�eaux premiers de S�1A d'apr�es la proposition A.2.21. On a par cons�equentht(Pe) � ht(P). De la même mani�ere, �a partir de toute châ�ne d'id�eaux premiers de S�1Ad'extr�emit�e Pe, on obtient par contraction une châ�ne d'id�eaux premiers de A d'extr�emit�ePec. Puisque Pec = P par la proposition A.2.17, on en d�eduit alors ht(P) � ht(Pe). 2



158 Annexe A. Notions math�ematiquesA.4 Suites r�eguli�eresOn rappelle la notion de suites r�eguli�eres dans un anneau A et quelques-unes de leurs pro-pri�et�es. On trouve aussi dans la litt�erature le terme de A-suite pour suite r�eguli�ere ([Jeb93]).Pour plus de d�etails et sur la notion plus g�en�erale de suite r�eguli�ere sur un A-module, onpourra consulter �a [Kap74]. Dans les anneaux de Macaulay (voir d�e�nition A.4.10) cettenotion permet de caract�eriser la hauteur d'un id�eal premier. En utilisant le fait que Pn estun anneau de Macaulay, nous montrerons que les ensembles triangulaires de polynômes in-duisent des suites r�eguli�eres dans un anneau de fractions; c'est ainsi que nous d�egagerons ler�esultat d'�equidimensionnalit�e du th�eor�eme 4.1.4.D�e�nition A.4.1 Une suite a1; : : : ; as d'un anneau A est une suite r�eguli�ere si :(i) ha1; : : : ; asi 6= A,(ii) pour tout i 2 [1; s], ai 62 Div(A=ha1; : : : ; aii).Le nombre d'�el�ements s de la suite r�eguli�ere est appel�e longueur de la suite.Exemple A.4.2 Si A est l'anneau de polynômes k[x1; : : : ; xn] alors x1; : : : ; xn est une suiter�eguli�ere de A.La proposition suivante se d�eduit facilement du second th�eor�eme d'isomorphisme.Proposition A.4.3 Soit a1; : : : ; as des �el�ements d'un anneau A. Les a�rmations suivantessont �equivalentes :(i) a1; : : : ; as est une suite r�eguli�ere de A,(ii) a1; : : : ; ar est une suite r�eguli�ere de A et ar+1; : : : ; as est une suite r�eguli�ere de l'anneauquotient A=ha1; : : : ; ari.Proposition A.4.4 Soit a1; a2 une suite r�eguli�ere d'un anneau A. Alors a1 62 Div(A=ha2i).Preuve. Supposons qu'il existe u 2 A tel que ua1 soit nul dans A=ha2i. Il existe v 2 A telque ua1 = va2. Par hypoth�ese a2 n'est pas diviseur de z�ero dans A=ha1i donc v 2 ha1i. Parcons�equent il existe w 2 A tel que ua1 = wa1a2. Puisque a1 62 Div(A) on obtient u = wa2donc u est nul dans A=ha2i, ce qui prouve l'assertion. 2Des propositions A.4.3 et A.4.4, on d�eduit facilement la proposition suivante.Proposition A.4.5 Soit a1; : : : ; as une suite r�eguli�ere de A. Alors la suite a1; : : : ; ai�1; ai+1; ai;ai+2; : : : ; as obtenue en permutant les termes de rang i et de rang i+1, est une suite r�eguli�erede A si et seulement si ai+1 62 Div(A=ha1; : : : ; ai�1i).Corollaire A.4.6 Soit A un anneau et a1; : : : ; as une suite r�eguli�ere de A. Soit b un �el�ementde A tel que a1; : : : ; ai; b; ai+1; : : : ; as est une suite r�eguli�ere de A. Alors a1; : : : ; as; b est unesuite r�eguli�ere de A.



A.4. Suites r�eguli�eres 159Preuve. Il su�t d'utiliser la proposition A.4.5 pour permuter b avec ai+1, puis avec ai+2et ainsi de suite jusqu'�a as. 2En notant Ij = ha1; : : : ; aii, on v�eri�e facilement que I1; : : : ; Is forme une suite strictementcroissante d'id�eaux de A. Dans un anneau noeth�erien les suites r�eguli�eres sont par cons�equent�nies et on peut ainsi parler de suites r�eguli�eres maximales. On suppose pour la �n de cettesection que A est noeth�erien.Lemme A.4.7 Soit A un anneau noeth�erien et I un id�eal de A. Une suite r�eguli�ere a1; : : : ; ascontenue dans I est maximale si et seulement si I � Div(A=ha1; : : : ; asi).Preuve. D'apr�es le corollaire A.4.6, la suite a1; : : : ; as est maximale dans I si et seulementpour tout b 2 I la suite a1; : : : ; as; b n'est pas une suite r�eguli�ere, ce qui revient �a dire que best diviseur de z�ero dans A=ha1; : : : ; asi. 2Les suites r�eguli�eres pr�esentent la caract�eristique majeure suivante :Th�eor�eme A.4.8 Soit I un id�eal propre d'anneau noeth�erien A. Alors deux suites r�eguli�eresmaximales quelconques de A contenues dans I sont de même longueur.Preuve. Il revient au même de montrer que si a1; : : : ; as est une suite r�eguli�ere maximaledans I et b1; : : : ; bs une suite r�eguli�ere contenue dans I, alors b1; : : : ; bs est maximale. Celas'e�ectue par r�ecurrence.Soit s = 1. Puisque a1 est maximale l'id�eal I est inclus dans la r�eunion des id�eaux premiersassoci�es �a ha1i, donc dans l'un d'eux (proposition A.1.1) qu'on note P. D'apr�es la propositionA.1.22 il existe u 2 A tel que P = ha1i : u. On en d�eduit avec le lemme A.4.7que Iu � ha1i.Il existe donc v 2 A tel que a2u = a1v. Plus g�en�eralement, pour a 2 I il existe w 2 A tel queau = a1w. Les deux derni�eres relations entrâ�nent alors aa1v = a2au = a2a1w. Puisque parhypoth�ese a1 est un �el�ement r�egulier de A, on en d�eduit que Iv � ha2i. On a�rme de plusque v 62 ha2i. En e�et, dans le cas contraire on d�eduit facilement de la relation a2u = a1v queu appartient �a ha1i, ce qui est impossible. On a ainsi montr�e que I est compos�e de diviseursde z�ero dans A=ha2i. La suite a2 est donc maximale dans I.Pour n > 1, on pose Bi = A=ha1; : : : ; aii et Ci = A=hb1; : : : ; bii pour i 2 [1; n � 1] etB0 = C0 = A. Il r�esulte du lemme A.4.7 que I 6� Div(Bi) et I 6� Div(Ci). Les ensemblesDiv(Bi) et Div(Ci) sont des r�eunions d'id�eaux premiers. La proposition A.1.1 entrâ�ne alorsqu'il existe un �el�ement c de I tel que c n'appartient �a aucun des Div(Bi) et Div(Ci). Commepar hypoth�ese as est une suite r�eguli�ere maximale de Bs�1, la suite c l'est aussi d'apr�es le cass = 1. En utilisant la proposition A.4.5, on peut permuter successivement c avec as�1; : : : ; a1.On obtient ainsi une suite r�eguli�ere c; a1; : : : ; as�1 qui est clairement maximale dans I. Demême c; b1; : : : ; bs�1 est une suite r�eguli�ere de I. Sur l'anneau quotient A=hci on dispose doncdes suites r�eguli�eres a1; : : : ; an�1 et b1; : : : ; bs�1, la premi�ere �etant maximale. L'hypoth�ese der�ecurrence implique que b1; : : : ; bs�1 est maximale sur A=hci. Il en d�ecoule que c; b1; : : : ; bs�1,puis b1; : : : ; bs�1; c sont maximales sur A. En appliquant de nouveau le cas s = 1 sur l'anneauA=hb1; : : : ; bs�1i, on conclut que b1; : : : ; bs est maximale sur A. 2



160 Annexe A. Notions math�ematiquesLemme A.4.9 Soit a1; : : : ; as une suite r�eguli�ere dans un anneau noeth�erien A et I l'id�ealengendr�e par les �el�ements a1; : : : ; as. Pour tout id�eal premier P associ�e �a I la suite a1; : : : ; asest une suite r�eguli�ere maximale dans P.Preuve. Soit b un �el�ement de A tel que a1; : : : ; ai; b; ai+1; : : : ; as est une suite r�eguli�ere deA. Alors a1; : : : ; as; b est une suite r�eguli�ere de A d'apr�es le corollaire A.4.6. Par cons�equentb n'est pas un diviseur de z�ero dans A=I. On en conclut que b 62 P, d'o�u le r�esultat. 2L'int�erêt des suites r�eguli�eres dans certains anneaux apparâ�t plus pr�ecis�ement ci-dessous.D�e�nition A.4.10 On dit qu'un anneau noeth�erien A est un anneau de Macaulay (ouanneau de Cohen-Macaulay si pour tout id�eal maximal M de A, la longueur commune dessuites r�eguli�eres maximales de M est �egale �a la hauteur de M.On montre alors que dans un anneau de Macaulay, cette correspondance vaut pour toutid�eal, autrement dit la longueur commune des suites r�eguli�eres maximales contenues dansun id�eal propre I est �egale �a ht(I) (voir le th�eor�eme 136 p. 97 de [Kap74]). D'autre part, lepassage �a un anneau de fractions conserve la propri�et�e de Macaulay comme le rappelle laproposition suivante.Proposition A.4.11 Si A est un anneau de Macaulay et S une partie multiplicative de A,alors S�1A est un anneau de Macaulay.Preuve. voir [Kap74] page 100. 2Rappelons qu'un anneau de polynômes �a plusieurs variables sur un corps est un anneaude Macaulay (voir [Kap74] p.110). Ce fait et la proposition A.4.11 permettent d'exploiterles propri�et�es ci-dessous dans le chapitre consacr�e aux ensembles triangulaires. Le th�eor�emeA.4.12 ci-dessous est une cons�equence directe dans les anneaux de Macaulay du lemmeA.4.9.Les corollaires A.4.13 et A.4.14 en r�esultent alors imm�ediatement (avec la remarque A.3.2).Th�eor�eme A.4.12 Soit A un anneau de Macaulay. Soit a1; : : : ; as une suite r�eguli�ere dansA et I l'id�eal engendr�e par a1; : : : ; as. Alors pour tout id�eal premier P associ�e �a I on aht(P) = s.Corollaire A.4.13 Soit A un anneau de Macaulay et I un id�eal de A engendr�e par unesuite r�eguli�ere. Alors les id�eaux premiers associ�es �a I sont tous isol�es.Corollaire A.4.14 Si I est un id�eal engendr�e par une suite r�eguli�ere dans un anneau deMacaulay alors I est purement �equidimensionnel.



161Annexe BBases de Gr�obnerNous rappelons quelques �el�ements de la th�eorie des bases de Gr�obner qui est omnipr�e-sente en calcul formel pour les probl�emes traitant d'id�eaux. Cette th�eorie a �et�e d�evelopp�eeprincipalement depuis les travaux de B. Buchberger qui a pr�esent�e dans [Buc65] un premieralgorithme pour calculer des bases de Gr�obner . Il fournit un ensemble canonique de g�en�e-rateurs d'un id�eal relativement �a un ordre donn�e, qui permet de tester l'appartenance d'unpolynôme �a l'id�eal.Cette th�eorie est bas�ee sur une notion d'ordre sur les monômes unitaires de Pn grâce�a laquelle on peut g�en�eraliser l'algorithme de la division eucidienne pour les polynômes �aplusieurs variables. Rappelons que nous consid�erons nos variables ordonn�ees comme suit :x1 < x2 < : : : < xn :D�e�nition B.0.15 On note Mn l'ensemble fx�11 : : : x�nn j �1; : : : ; �n 2 Ng des monômes(unitaires) de Pn Une relation d'ordre total \<" sur l'ensemble Mn est dite un ordre ad-missible si pour tous (�1; : : : ; �n) et (beta1; : : : ; �n) dans Nn les propri�et�es suivantes sontv�eri��ees :(i) 1 < x�11 : : : x�nn ,(ii) x�11 : : : x�nn < x�11 : : : x�nn ) 8(
1; : : : ; 
n) 2 Nn x�1+
11 : : : x�n+
nn < x�1+
11 : : : x�n+
nn :Il existe divers ordres admissibles. Nous nous int�eresserons plus particuli�erement �a l'ordrelexicographique pur qu'on peut rapprocher de la vision r�ecursive des polynômes utilis�ee dansla th�eorie des ensembles triangulaires. Les bases de Gr�obner lexicographiques b�en�e�cientde propri�et�es fondamentales pour calculer un id�eal d'�elimination. Mentionnons que l'ordredu degr�e lexicographique inverse se r�ev�ele tr�es e�cace pour obtenir une base de Gr�obner enpratique. Des ordres par blocs sont utilis�es par exemple pour calculer des id�eaux d'�eliminationplus facilement qu'avec l'ordre lexicographique.D�e�nition B.0.16 L'ordre lexicographique (pur), not�e �lex, est d�e�ni par :x�11 : : : x�nn �lex x�11 : : : x�nn , 9` 2 [1; n];( �j = �j 8j 2 [`+ 1; n]�` < �`



162 Annexe B. Bases de Gr�obnerNous supposons maintenant qu'un ordre admissible < est �x�e et omettons g�en�eralementla r�ef�erence �a cet ordre.D�e�nition B.0.17 Soit p un polynôme de Pn. L'�el�ement maximal pour < de l'ensemble desmonômes de p est appel�e monôme de tête de p et not�e lm(p). Le coe�cient de lm(p) dansp est appel�e coe�cient de tête de p. On le d�esigne par lc(p). Le terme de tête de p, not�elt(p) est d�e�ni par lt(p) = lc(p) lm(p). Pour un sous-ensemble G de Pn on note lt(G) l'id�ealengendr�e par flt(g) j g 2 Gg.D�e�nition B.0.18 Un sous-ensemble �ni G = fg1; : : : ; grg d'un id�eal I � Pn est une basede Gr�obner de I si lt(G) = lt(I) :On dit qu'une base de Gr�obner G est minimale si les conditions suivantes sont v�eri��ees :(i) lc(g) = 1 pour tout g 2 G,(ii) pour tout g 2 G on a lt(g) 62 lt(G n fgg).Th�eor�eme B.0.19 Tout id�eal de Pn admet une unique base de Gr�obner minimale par rap-port �a l'ordre <.Preuve. Voir [BW93] p. 209. 2L'id�eal lt(I) est un id�eal monomial, c'est-�a-dire engendr�e par des monômes. Il v�eri�e alorsla propri�et�e suivante, qui se d�eduit du lemme 2 p. 69 de [CLO92].Proposition B.0.20 Soit I un id�eal de Pn engendr�e par une base de Gr�obner G et p 2 Pn.Si p appartient �a I alors il existe g 2 G tel que lm(g) divise lm(p).La proposition ci-dessous montre que les bases de Gr�obner lexicographiques permettentde faire de l'�elimination. Rappelons que si I est un id�eal de Pn, on dit qu'un id�eal J de Piest un id�eal d'�elimination de I si J = I \Pi.Proposition B.0.21 Soit I un id�eal de Pn et G une base de Gr�obner de I pour l'ordrelexicographique. Pout tout i 2 [1; n] l'ensemble Gi = G \ Pi est une base de Gr�obner lexico-graphique de l'id�eal d'�elimination I \ Pi. On a en particulierI \Pi = hGii :
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