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AVERTISSEMENT

s Lecone snivantes destindes 3 servir de
commentaire et de supplément 4 la premiére par-
tie de la Théorie des Fonctions analytigues,
offrent un cours d’analyse sur cette partie du
calcul , quon nomme communément infinitési-
male ou transcendante , et qui n’est hproprement
que le Calcul des Fonctions.

Ceux qui ont étudié le Calcul Différentiel ,
_pourront se former dans ces Lecons, des notions
simples et exactes de ce calcul, ils y-trouveront
aussi des formules et des méithodes nouvelles,
ou qui n’ont pas encore été présentées avec toute
la clarté et la généralité qu’on pourrait desirer.

Dans cette nouve]le édltlon on a retouché plu-
sieurs endroits. pour.y: mettre plus de clarté et de
slmphclté, et on -a.-inséré. dlﬂérentes addifions

,,,,,,

Cette derniére contlent un tralte complet dn Cal-
cul des Variations,
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CALCUL

DES FONCTIONS:

LECON PREMIERE

Sur l’olrjet zlu Caicul des Fonctions , et sur
les fonctlons en géneml

LE calcul des fonctions a le inéme ob]et quf- g caleul dxﬂ'e-
rentiel pris dans le sens le plus. étendu , mais il nlest point
sujet aux difficultds qui se rencontrent dans les prlncipes et
dans la marche. ordinaire de ce calcul ¢ il sert de plus & lier le
calcul différentiel immédiatement & Palgébre, dont on peut
dire qu'il a fait ]usqua présent une science séparée.

On connait les difficultés fw'offre la supposition. des. mﬁm-
ment petits, sur laquelle Letbnitz a fondé le. calcul ddferen—
tiel. Pour lés éviter , Euler regarde les’ ‘différentielles comma
hulles, ce qui redult leur rapport.a expression zéro d1v1=e
par zéro , laquelle ne presente aucune 1dee

Maclaurzn et &’ Alembert emplolent Ia conmderatlon dea -
mites et regardent le rapport des différentielles com,nevla limite
du rapport des différences finies , » lorsque ces différences de-
yviennent nulles. : :

Cette maniére de Teprésenter les quantités différenticlles nd
A
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* ¥ait que reculer la difficulté; car, en dernidre analyse , le rap-

port des différences évanonissantes se réduit encore 4 celui de
zére A zéro.

D'ailleurs on peut observer que c'est improprement qu’on
applique le mot connu de limite & ce que devient une expres-
sion analytique lossqu’on.y fait évanouir, certaines quantités ,
parceque ces limites, aprés avoir déeru jusqu'a zéro, pour—
raient encore devenir négatives. D, méme qu'en géomeétrie ,
en ne peut pas dire 4 la rigueur que la soutangente scit la li-

an accealoantan A
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de croitre encore lorsqu’elle est devenue soustangente.

Les véritables limites, suivant les notions des anciens, sont
des quantités qu'on ne peut passer, quoiqu'on puisse s'en ap-
procher aussi prés que U'on veut ; telleest, par.egemple ; Ia
circonférence du cercle 4 I'égard des polygones inscrit et
circonscrit , parceque, quelque grand que devienne le nombre
des cotés, jamais le polygone intérieur ne sortira du cercle , gj
Pextérienr n'y entrera.. Ainsi les asymptotes o0t de véritables
limites des' courbes auxquelles elles appartiennent,, etc,

An reste jo. ne disconyiens pas qu'on: ne puisse , par:la cons
' sidération des limites envisagées, d'une. manisre particuliére ,
slémontrer rigoureusement lea principesdn calcul différentiel ,
comme. Maclaurin., & Alembert ey plupianrs autses anteurs
aprés eux l'ont fait. Mais Pespéce de métaphysique gue L'on
est obligé d'y emplayer, est sinon contraire , du moins éiran-
gére & T'esprit de Tanalyse qui ne doit avoir dautre métaphy-
sique que celle qui consiste 'q'a'ns’:lj«les, preimiers principes et dans
Yes' premiéres opérations fondamentales du calcul, L
_ A Yégard de la méthode des fluxions, il est vrai qu’on peut
ne considérer les fluxions que comme les vitesses avec lesquelles
Yes graiihéur,s varient , et 'y faire abstrac'fcion de toute idée mé:‘:
canique ; mais 14 détermination analytique de ces vitesses d¢-
pend aussi, dans cette méthode, de la considération des
guantiiés infiniment petites: ou évanouissantes ; ele est par-
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conséquent sujette aux mémes difficultés que le culenl diffém
rentiel.

Quand on approfondit ces diftérentes méthodes ou plutdr
ces différentes maniéres d’envisager la méme méthode, on
trouve qu'elles n’ont d’autre but que de donner le meyen d'ob-
tenir séparément les premiers termes du développement d’une
fonction, en les détachant et les isolant, pour ainsi dire, du
reste de la série, parceque tous les problémes dont la solution
exige le calcul différentiel, dépendent uniquement de ces
premiers termes. It on peut dire qu'on remplissait cet objet
sans presque se douter que ce fit Ja le seul but des opérations
du calcul qu'on employait.

La considération des courbes avait fait naitre la méthode
des infiniment petits, qu’on a ensuite transformée en méthode
des évanouissans ou des limites, et la considération du mouve~
ment avait fait naitre celle des fluxions. On a transporté dans
Vanalyse les principes qui résultaient de ces considérations ; et
on n'a pas vu d’abord, ou du moins il ne parait pas qu'on ait
wvu que les problémes qui dépendent de ces méthodes, envisagés
arflytiquement , se réduisent simplement & la recherche des
fonctions dérivées qui forment les premiers termes du dévelop-
pement des fonctions données, ou & la recherche inverse des
fonctions primitives par les fonctions dérivées.

Newton avait bien rémarqué dans sa premiére solution du
probléme sur la courbe décrite par un corps grave, dans un
milieu résistant, que ce probléme devait se résoudre par les
premiers termes de la série de T'ordonnée ; mais il se trompa
dans Tapplication de ce principe, et dans sa seconde solution
il employa purement la méthode différentielle, en considérant
les différences de quatre ordonnées successives ; et quoiqu’il ait
laissé subsister le passage ow il dit que le probléme se résoudra
par les premiers termes de la série, on voit que ce passage n'a
pius de rapport immédiat & ce qui précéde ni i ce qui suit.

11 est done plus haturel et plus simple de considérer immé~

P
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diatement le développement ‘des fonctions » sans employer le
circuit métaphysique des infiniment petits ou des limites ; et
c’est ramener le calcul différentiel & une origine purement

algebrique , que de le faire dépendre uniquement de ce déye-
ioppement. '

Mais 4 1a naissance du calcul différentiel y on n'avait pas en-
core une idée assez étendue de ce qu'on entend par fonction.

Les premiers analystes n'avaient employé ce niot, que pour
désigner les différentes puissances d'une ménie guantité ; on en
@ ensuite étendu la signification a toute quantité formée d'une
maniére quelconque d’une autre quantité ; et il est anjourd’hui
genéralement adopté pour exprimer que la valeur d’'une quan-
tité dépend , suivant une¢ loi dennée, d'une ou de plusieurs
autres quantités données.

Sous ce point de vue on ‘doit regarder Palgebre comme la
science des fonctions, et il est aisé de voir que la résolution
des équations ne consiste, en général, qu’a trouver les valeurs
des quantités inconnues en fonctions déterminées des quantités
connues. Ces fonctions représentent alors les différentes opéra-
tions qu'il faut faire sur les quantités connues pour obtenir les
valeurs de celles que Ion cherche, et elles ne'sont proprement
que le dernier résultat du calcul.

Mais, en algébre, on ne considére les fonctions qu'autant
qu'elles résultent des opérations de Yarithmétique , généralisées
et transportées aux lettres, au lien que dansle calcul des fone-
tions , proprement dit, on considére les fonctions qui résultent
de P'opération algébrique du développement en série lorsqu’on
attribue 4 une ou 4 plusieurs quantités de la fonction, des ac-
croissemens indéterminés.

Le développement des forictions, envisagé d’une maniére
générale , donne naissance aux fonctions dérivées de différens
ordres; et V'algorithme de ces fotictions une fois trouvé, on
peut les considérer en elles-mémes et indépendamment des sé-
ries d'ont elles résultent. Ainsi une fonction donnée étant re-
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gardée comme primitive, on en peut déduire par dés régles
simples et uniformes d’autres forictions que j’appelle dérivées;
et lorsqu’on a une équation quelconque entre plusieurs varia—
bles, on peut passer successivement aux équations dérivées
et remonter de celles—ci aux équations primitives. Ces trans-
formations répondent aux différentiations et aux intégrations;
mais dans la théorie des forictions elles ne dépendent que d’o-
pérations purement algéhriques , fondées sur les simples prin~
cipes du caleul.

Les fonctions dérivées se présentent naturellement dans la
géométrie, lorsqu’on considére les aires , les tangentes, les
rayons osculateurs , etc; et dans la méeanique , lorsqu’on con-
sidére 1zs vitesses et les. forces. Si on regarde par exeraple
Yaire d'une courbe comme fonction de T'abscisse, I'ordonnée
en est la premiére fonction dérivée ou fonction prime ; le
rapport de l'ordonnée 4 la soutangente, est exprimé par la
fonction prime de l'ordonnée, et parconséquent par Ja se-
conde fonction dérivée ou fonction seconde de 'aire ; le rayon
osculateur dépend des dewx premriéres fonctions dérivées de
Yordonnée, et ainsi de suite. De méme, en regardant Iespace
parcouru comme fonction du temps, la vitesse en est la forc-
tion prime et la force accélératrice en est la fonction seconde..
Ce n’est peut-étre pas un des moindres avantages du caicul des
fonctions de fournir pour ces élémens de la géométrie des
courbes et de la mécanique, des expressions aussi simples et

intelligibles que le sont les. expressions algébriques des puis—
sances et des racines.

Lorsqu'on envisage une fonction relativoment 4 une des
quantités qui la composent, on fait abstraction de la valeur de
cette quantité, et.on ne considére que la maniére dont elle
entre dans la fonction, c’est-a-dire, dont elle est combinée
avec elle-méme et avec les autres quantités. Ainsi la fonction
est censée demeurer la méme, tandis que cette quantité varia
d’une. maniére: quelconque , pourvu que les autres guantités
avec lesquelles elle est mélée, demeurent constantes. Ce qui

%



6 cCALCUL
introdujt naturellement, par rapport aux fonctions, la diss
finction des quantités en variables et constantes.

Dans V'algébre ordinaire on distingue simplement les quan-
tités en connues et inconnues , et on a coutume de de~1gner
les unes par Jes premiéres letives de | alphabet et les autres
par les derniéres. L’application de V'algébre a la théorie des
courbes'a fait d’abord distinguer les quantités qui entrent dans
Yéquationd’ une courbe en données, telles que les axes , les pa—
rameétres, etc. ‘et en indéterminées, telles que les coordonnem
$epuis on a envisagé ces mémes quantités sous I'aspect plua
naturel de constantes et de -variables; et la considération des
fonctions porte maturellement & regaldel sous ce méme point
de vue les différentes quanhtes qui les composent.

Nous appellerons donc simplement fonction d’'une ou de
plusieurs quantités , toute expression de calcul dans laquelle
ces quantités entreront d’une maniére quelconque, mélées ou
non avec d’autres quantités regardées comme ayant des valeurs
données et invariables, tandis que les quantités de la fonction
sont censées pouvoir recevoir toutes les valenrs possibles.

Nous désignerons ordinairement les varigbles des. fonctmx]s
par les derniéres lettres de l'alphabet x, y, etc. » ¢t les cong-
tantes par les premiéres a, b, c, etc. Et pour. marquer une
fonction d’une seule variable comme x , nous ferons simplement
précéder cette variable de la lettre caractéristique f ou F';
mais lorsqu’on voudra désigner la fonctlon d’'une quant;te déia
composée de cette variable , comme x®ou @ -+ br etc., on
venfermera cette quantité entre deux parenthéses. Aint; fx
désignera une fonction de x', £ (#*), f (&4 b)) éte., 'désij
gneront des fonctions de'x*, de-a-bx, 'é’tc&’“’ . e

Yookt
Pour marquer une fonctlon de deuy vanablgs mdependantes
comme x, y, nous, écrirons j (x, ¥.), et.ainsi des autres.
Lorsque nous voudrons employer d'antres caractéristiques,
Rous aurons soin d'en ayertir,
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8i deux fonctions de deux variables différentes, x , Yy, c'est-
a-dire, I'une d'x et l'autre d’y, sont composées de la mémg
maniére et avec les mémes constantes, ces fonctions seront
pareilles et pourront étre désignées dans un méme calcul par
la méme caractéristique ; winsi fx et fy seront’ deux fonctions
pareilles qui deviendront identiques en faisant y = a. Mais si
les deux fonctions étant composées de la méme maniére, les
constantes qu'elles contiennent sont différentes, alors on ne
pourra plus, généralement parlant, les représenter par la
méme caractérisiique dans le conrs d’un méme calenl. Cenen-
dant, si les deux fonctions ne différent , par exemple , que par
la valenr d’'une constante , qui serait ¢ dans I'une et & dans
Vautre , on pourra encore les désigner par la méme caracté-
ristique , en les représentant par f (x, a), et f (y, b),
comme des fonctions pareilles de =, a, et de y, 5. Ainsi dans
ce cas, les quantités o et b entreront aussi dans P'expression de
la fonction, parceque, quoique constantes dans chaque fone—
tion, elles penvent éire regardées comme variables d’une
fonction a l'aatre. ’

Nous n’entrerons ici dans aucun détail sur les différentes
formes des fonctions ; mais nous allons considérer la dériva-
tion des fonctions les unes des autres, dans laquelle con-
siste proprement le calcul des fonctions.

e T s e s e B N W
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LECON SECONDE.

Sur le développement d'une Forction d'une
variable , lorsqu’'on attribue un accroisse~
ment a cette variable. Loi générale de ce
- développement. Origine des Fonctions dé-
rivées. Différeins ordres de ces Fonctions.
Leur notaticn. . .

' CIONSIDE'RONS une fonction fxr d'une variable quelconque a.
Si a la place de # on substitue x4 i, i étant une guan-
tité quelconque indéterminée, elle deviendra f(x-1i), et
par la théorie des séries on pourra la développer en une
suite de cette forme fx - ip--i*q-}-iPra-, etc; dans la-

" quelle les quantités p, q, 7, etc., coefficiens des puissances
de i, seront de nouvelles fonctions dé x; dérivéesde la fono-
tion primitive fx, et indépendantes de la quantité i.

Il est clair que la forme des fonctions p, g, r, etc., dé-
pendra uniquement de celle de la fonction donnée fx; et on
déterminera aisément ces fonctions, dans les cas particuliers,
par les régles de lalgébre ordinaire, en développant la fonc-
tion dans une série ordonnée suivant les puissances de i.

Cette dérivation des fonctions est une opération d’algebre
plus générale que P'élévation aux puissances et 'extraction
des racines; et les principaux problémes d’analyse, de géo=
métrie et de mécanique en dépendent, comme on I'a mon-
tré dans la T'heorie des Fonctions analytiques.

Mais, pour ne riep avancer gratuitement, nous commence~
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rons i)ar examiner la forme méme de la série, qui doit ré-
sulter du développement de toute fonction fir, lorsqu’on y
substitue x4 { au lieu de x, et que nous supposons ne de-
voir contenir que des puissances entiéres ct positives de 7. Cette
supposition se vérifie en effet par le développement des diffé-
rentes fonctions connues; mais personne que je sache , n'avait
cherché & la démontrer & priori; ce qui me parait néanmoins
d'autant plus nécessaire qu'il y a des cas particuliers ot elle
peut ne pas avoir lieu.

Je vais d’abord démontrer que, dans la série qui réslte
du développement d’une fonction f'(x+:), il ne peut se
trouver aucune puissance fractionnaire de i, & moins qu'on
ne donne & x des valeurs particuliéres.

En effet il est clair que les radicaux de i ne pourraient
venir que desradicaux renfermés dans la fonction méme fix,
et il est clair en méme temps, que la substitution de x4 &
au liende x , ne pourrait ni angmenter ni diminuer le nombre
des radicaux , ni en changer la nature, tant que x et i seront
des quantités indéterminées. D'un autre coté, on sait par la
théorie des équations, que tout radical a autant de valeurs
différentes ni plus ni moins qu'il y a d'unités dans son ex-
posant, et que toute fonction irrationnelle a parconséquent
autant de valeurs différentes qu'on peut faire de combinai~
sons des différentes valeurs des radicaux qu'elle renferme.
‘Donc, si le développement de la fonction f (x -4-1) pouvait

m
contenir un terme de la forme ", la fonction fx serait né~
cessairement irrationnelle , et aurait parconséquent un cer-
tain nombre de valeurs différentes, qui serait le méme pour
la fonction f(xx+-i), ainsi que pour son développement. Mais
ce développement étant représenté par la série

Ja -+ pit-git-etc. +-uit -etc. ,

chaqye valeur de fx se combinerait avec chacune d¢s valeurs
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" .
du radical §/i"; de sorte que la fonction f (x-i) dévelop-
pée aurait plus de valeurs différentes que la méme fonction
non développée ; ce qui est absurde.

Cette démonstration est générale et rigoureuse, tant que
x et i demeurent indéterminés. Elle cesserait de 'étre, si
Ton donnait & x des valeurs déterminées; car il serait pos-
sible que ces valeurs détruisissent quelques radicaux dans fr,
qui powrraient néanmoins subsister dans f (z+4:). Nous exa-
minerons & part ces sortes de cas et les conséquences qui en
résultent. .

Nous venons de voir que le développement de la fonction
f(x+41i), ne saurait contenit en général des puissances frac-
tionnaires de ¢, it est facile de voir aussi qu'il ne pourra con~
tenir non plus des puissances négatives de i.

Car, si parmi les termes de ce développement, il y en
. r . .
avait.un de la forme o m étant un pombre entier positif,

en faisant i==o0, ce terme deviendrait infini; donc la fonc-
tion f (x ~-i) devrait devenir infinie , lorsque i==o; parcon-
séquent il faudrait que fix devint infinie ; ¢e qui ne peut avoir
Yieu que pour des valeurs particuliéres de .. :

‘Nous sommes donc assurés que fxr exprimant une fonc—
tion quelconque de =, la fonction f (x-}-i) peut, généra~
lement parlant, se développer en une série de cette forme ,

JrA-ip 4 itg P ks 4- ete,

dans laquelle p, g, r, etc. , seront de nouvelles fonctionsde
dérivées de la fonction primitive fix.

3

Quoique la forme de ces fonctions dérivées dépende essen-
tiellement de celle de la fonction primitive, il régne néan-~
moins entre elles une loi générale que nous allons exposer.

Supposons que. Iindéterminée @ soit changée en x40,
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o étant une quantité quelconque indéterminée, et indépen~
dante de i, il est visible que la fonction f (x--i) devien-
dra f(x~Fi-Fo0); et Pon voit en méme temps que l'on au-
rait le méme résultat , sion mettait, dans f (x-2), i-o0
a la place de i. Donc aussi le résultat sera le méme, soit
qu'on substitue i4-0 & la place dei, ou x40 a la place
de x dans la série fx + ip 4 i°q -+ P°r =}~ etc., qu'on suppose
égale a la fonction f(x+4-1).

La substitution de i<} 0 au lien de i, dans ceite série,
donnera,

fre (i 4 0) (i 0)* g+ (id-o)rete. :

-savoir, en développant les puissances de i-~o0, et n’écri-
vant pour abréger, que les denx premiers termes de chaque
puissance , parceque la comparaison de ces termes suffit pour
notre objet,

" frxtipitg 4 itr4ifs - ete.
=} op + 2ioq -} Bitor 4 4i0s - etc.

+d

Pour faire maintenant la substitution de :ﬁﬂ:ﬁ av lieu de x
dans la méme série , nous observons que puisque la fonction
fx devient fx -+ip + etc.; lorsqu’on y change x enx -7,
elle deviendra fic o} op -} ete., eny changeant z en x--o.
De méme , sip+ ip’ - etc. g} ig’ 4 etc., r=f-i7’ 4 etc,
sont ce que deviennent les fonctions p, ¢, 7, etc., lorsqu’on y
substitue 247 an lieu de x, et gu'on les développe suivant
les puissances de z, on aura, en changeant ien o,

p +op” 4 etc. g4~og =etc. rof-or’ < etc., etc.,

pour les développemens des mémes fonctions aprés la substi-

tution de x - 0 au lieu de x.

Donc, par cette substitution, la série fx 4 ip 4 i*q -} etc. )
dovlendra en omettant les termes qui connendrment le quau‘@
et les puuaamces plus hautes de o,

»
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frr + ipef itg 4= i3 iks - eto.,
- ap ~}-iop’ < itoq 4= Por’ + etc.,

etc.

Ce résultat doit étre identique avec le précédent, indé-
pendamment des valeurs de i et de o qui peuvent étre quel-
conques ; il faudra donc que les termes affectés des mémes
puissances et produits de i et o soient identiques en particulier.
Ainsi on aura les équations identiques

sq==p’, Br=gq, 4s=7, etc.;
d’on Von tire
g=3ip’, r=3q¢", s==13r, etc.

Dénotons en général par f'x la fonction p dérivée de-la
fonction fx, en mettant un accent a la caractéristique f,
pour indiquer la dérivation de la fonction. Dénotons de méme
par f"x ia fonction dérivée de la fonction f'x, en ajoutant
un accent 4 la_ caractéristique £ de la fonction f*x d'otielle
est dérivée. Dénotons pareillement par f“x la fonction dé-
rivée de f"xx, et ainsi de suite.

Ces fonctions "=, f"x, f"x, etc., ne seront autre chose
que les coefliciens de i dans les premiers termes des dévelop-

pemens des fonctions f (x <=1}, f' (x4 1), " (x-4i) etc.

- On auraainsi p—=f"x, et comme p" est la fonction dé-
rivée de p, on aura p’=f"x, et parconséquent q==4f"x.
Ensuite ¢’ étant la fonction dérivée de g, onaura ¢ =5 f"x,
et parconséquent r==g%; f"«; et ainsi de suite.

Donc substituant ces expressions dans:la série
Jre+4ip +irgd-i*rt-etc.,

qui estle développement de f (x--i), onaura cette formule
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¥ondamentale ,

MY 13
fa+iy=fotifz+ifrot sz
74

-+ 2.:/),.4]!"".71:—}- ete.

Cette expression du développement de f (x-i) a Favan-
tage de faire voir comment les termes de la série dépendent
les uns des autres, et surtout comment, lorsqu'on sait for-
mer la premiére fonction dérivée d'une fonction primitive
quelconque, on peut former toutes les fonctions dérivées que
la série renferme.

Nous appellerons la fonction fx fonction primitive , par
rapport aux fonctions f'x, f'x, etc., qui en dérivent; et
nous appellerons celles-ci fonction: dérivées, par rapport &
celle-la. Nous nommerons de plus la fonction dérivée f'x,
premiére fonction dérivée, ou fonction deérivée du premier
ordre , ou simplement fonction prime; la fonction 'z, dé-
rivée de celle-ci, seconde fonction dérivée, ou fonction de-
vivée du second ordre , ou simplement fonction seconde ;
la fonction f"x, dérivée de la précédente, troisiéme fonc-
sion dérivée, ou fonction dérivée du troisiéme ordre, ou sim-
plement fonction tierce, et ainsi de snite.

Mais nous entendrons toujours par fonction dérivée sim-
plement , la premiére fonction dérivée, et par fonction pri-
mitive, celle d'ot elle est censée dérivée. Nous leur don-
nerons aussi quelquefois, pour plus de simplicité, le simple
nom de derivées , ou de primitives.

Si la fonction primitive ’est pas représentée par la carac-
téristique f, mais par une autre variable, comme lorsqu'on
suppose y fonction de x, donnée par une équation quelconqua
entre x et y; alors on pourra dénoter -de meéme ses fonctions
dérivées par des accens ou traits appliqués 2 la lettre y, et
les: appeler simplement y prime, seconde, tierce, ete,
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Ainsi y étant regardée comme une foaction quelconque dex,
ses fonctions dérivées seront representees par y _y N y ,etc.;
de sorte que y étant la fonction primitive, y’ sera sa fonctlon
dérivée du premier ordre, ou fonction prime, y” sera la fonc-
tion dérivée dusecond ordre ou fonction seconde, etc., et on les
nommera y prime, y seconde, etc.

De cette maniére x devenant x -7 la valeur de y de~
viendra

" "
y+ iyl+ %yll +;1'_._gylll +etc-
R}

En général, si on a une expression quelconque en x, y, etc. ,
onpourra désignerses fonctions dérivées par des traits appliqués
4 la méme expression renfermée entre deux parenthéses.
Ainsi

a+bxdcyy
drex+tgy +ex gy

représentera la premiére fonction dérivée de I'expression

a+bx+cz
| dFez+gy’
et

a-+bx 4 cy\'

d¥ex tgy +zgy

représentera la seconde fonction dérivée de la méme expression,
et ainsi de suite.

Et si 'on a une fonction de plusieurs variables x, y, etc.,
exprimée en général par f(x,y...), on dénotera ses fonctious
dérivées relatives & toutes ces variables, en appliquant un,
deux, etc. , traits 4 la caractéristique £; ainsi f* (x, y...) dé-
notera sa fonctionprime, f* (x, y...) safonctionseconde, etc.

Qumque les fonctions dérivées doivent leur origire air déve=
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loppement de la fonction primitive lorsqu’on augmente la ya-
riable d'une quantité quelconque Z; on voit qu’elles sont indé—
pendantes de cette méme quantité qui ne sert, pour ainsi dire,
que comme un outil pour former ces fonctions. Ainsi, dés qu'on
aura trouvé, par la considération du premier térme du dévelop-
pement , des régles générales pour passer d’une fonction primi-
tive & la fonction dérivée, on pourra faire abstraction de tout
développement, et regarder la dérivation des fonctions comme
une nouvelle opération d'algébre plus générale et d'une beau-
coup plus grande étendue que {'¢lévation aux puissances.

(2]

Ceux qui savent le calcul dilférentiel n’auront pas de peine
ase convaincrequeles fonctions dérivéesf'x, fx, etc.y’, y”, etc.,
reviennent anx quantités qu'on désigne dans ce calcul par

%13, %, etc. on g-l;, g, ete.

et ainsi des autres expressions semblables.

A e, T e N T e
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LECON TROISIEME.

Fonctions dérivées des puissances. Dévelop=
pement d'une puissance quelconque d'un
binome.

~

PUISQUE toute fonction dérivée du premier ordre f’x, n'est
autre chose que le coefficient de ¢ dans le développementde 1a
fonction primitive fi, aprés la substitution de x-: alaplace
de z, il s'ensuit que la recherche de la fonction dérivée d'une
puissance quelconque =™, se réduit A trouver le terme affectd
de i dans le développement de la puissance (-} )™ suivant les
puissances de 1.

Lorsque I'exposant m est un nombre quelconque entier ou
fractionnaire, positif ou négatif, on démontre facilement par
les premiéres opérations de I'algébre, que les deux premiers
termes de la puissance m du binome x<-i, sont x™4mx™'i;
ainsi lorsque fr==x™, on == A4x™, 4 étant un coeflicient cons-
tant quelconque , on aura

f'x = mdx",

m, étant un nombre quelconque rationnel.

Comme tout nombre irrationnel peunt étre renfermé entre des
limites rationnelles aussi resserrées que 'on veut, onen pourrait
conclure tout de suite la vérité du résultat précédent pour une
valeur quelconque irrationnelle de m, puisqu’on peut, en resser—
rant les limites , diminuer I'erreur 4 volonté. Mais comme il est
plutdt question ici de Ja forme méme de 1a fonction dérivée,

que
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gue de sa valeur absolue dans chaque ¢as particulier, nous
croyons, pour ne rien laisser 4 desirer sur cette proposition
fondamentale, devoir en donner une démonstration aussi gée
nérale que rigoureuse.

Puisque

(x4-i )"‘:—.x’"( 1 - é )‘..._

par les régles de Valgebre, si on fait pour abréger i‘ = o, il

s'agira de trouver le coeflicient de » dans le développement de
(1+a)™; quel que soit Vexposant m. Or, quel que puisse étre
ce coeflicient, comme il doit étre indépendant de o, il est clair
qu'il ne peut étre qu'une fonction de m, puisque 'expression
(1 4 @)™ ne contient que les deux indéterminées w et m. On
pourra donc le représenter en général par Fm, la caractéris-
tique F désignant une fonction déterminée, mais inconnue.
Ainsi , comme en faisant » nul, la quantité (1« o )™ devient
1™ == 1, on aura

(14o)"==1 o Fm--etc.
On aura done aussi, pour un autre exposant quelconsue n,
(14 o0) =14 oFn-etc.
Multipliant ensemble ces deux équations, on aura
, (14 o) =1+4-w (Fm -4 Fn)4etc.

Car la théorie des puissances repose uniquement sur ce prin-
cige que a@" X @"==@a™", quelles ‘que soient les quantités
@, m, n, et on peut méme dire que c’est dans ¢e principe quie
consistel'essence des puissances , lorsqueles exposans ne peuvent
étre exprimés par des nombres.

Ainsi Fm -4 Fn sera le coefficient de @ dans le dévelop-
pement de la puissance (1 -} )™n, Mais ce coefficient doit
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éwre représenté par F(m <+ n), puisque la fonction (10 )*
devient (1 <~ )™+", en y substituant m 4 n pour m. Donc il
faudra que la fonction désignée par la caractéristique F' soit
telle que I'on ait

F(m+n)=Fm--Fn,
m et n étant des quantités quelcontues.

. Pour trouver d’une maniére générale la forme de la fonction
d’apreés cette condition, je supposerai que la quantité m soit
changée en m i, et que la quantité n le soit en n-~i, 4
étant quelcongue ; alors la fonction F (m<-n) demeurera la
‘méme, et les fonctions Fm, Fn, deviendront

f’(m-}-i) , F(n—1);
-done Péquation précédente donnera -’
Fn4 Fn=F(md-i}4 F(n—i).
Or, par le développement, la fonction
F(m4-1i)
devient o
Fm 4~ iF'm-}-gF”m + etc.,

comme on I'a vu plus haut ; et la fonction F (n—:} déviendra
de méme, en prenant i négativement,

. i
Frne—iF'n-- z F'n—egtc. ;
donc I'équation précédente se réduira & celle-ci: :
. 2
z(F’m-—-F’n)-}--z- (F'm <4~ F'n) +4- etc. =0,

faquelle devant avoir lieu quelle que soit la valeur de i, on,
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aura necessalrement
Fm—Fn=o, F'm+F'n=o, etc.
La premiére de cés conditions donne
Fm=Fn,

@'oit I'on conclut d’abord que la valeur de 1a fonction. F'm doit
étre indépendante de la variable. m, puisqu'elle demeure la
méme en changeant la valeur de cette variable, et qu'aingi
cette valeur doit étre constante relativenmient a la méme va-
riable.
On aura donc
Fm=—a,

@ étant une constante; et cette valeur de F’m satxsfera aussi
aux autres conditions , puisqu’'on aura .

F'm=o, xl‘.'”fm**_: o, efc.
et de méme o
F'n=—o, F/h=o, elc.

Tout se réduit donc A trouver la valeur de la fonction pnmlm
tive Fm, d’apués lafonction dérivée .

Fmz=—=a. -

i

Or il est facile de voir que F'm ne peut &tre ijue deda forme
am -~ b, b étant une constante arbitraire ; car on peut se con-
vaincre qu’il n'y a que cette expression qui puisse donner a
pour sa fonction dérivée.

On peut d’ailleurs le démoptrer dxrectement comme il suit ;
puisqu’on a en geéneral

F(m--1) =Fm+zF’m+ F"m+etc.

on aura dans Ie cas présent,
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Fm=a, F'm=o0, F'm = o, etc.;
F(m-4-i)==Fm-ai,

et comme i peut &tre une quantité quelconque, si on fait

1 ~==m, alors la quantité.m i deviendra zéro; donc la va-
leur de F (m i) sera indépendante de m ; elle sera parcen~
séquent égale & une constante b.- On aura-ainsi

b =Fm —am,
d'oit _
C Fm = am ~}- b;

Substituant cette valeur de F'm , on aura en général
(1 " +(am—4b)o -4 etc.

quelle que soit la valeur de m, aet b étant des constantesindé.
pendantes de m, dont la valeur doit se déterminer par la consk-
dération de quelques cas particiiliers,

Pour cela, on fera d’abord m=o0, et I'on aura
L 1= 1+ba;¥-etc.;
donc b =.;o.. Oﬁ fera eﬁsuitem.:: 1; etl'on aura-
1~w=c14ae-etc.;donc a==1.

Dot 1'6n conclura enfin

LRI VR

- “(1+w)"'= 1 4 me 4 etc.

e o
Xy Ganii

Donc , puisque
R (x+l)m=x’"(1+@)m» e

1
® étant = =» onaura

A(x i)t == A s Ama™i +ete,
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guel que soit le nombre m, de sorte que la fonction dérivée de
Ax™ sera en général dmx™!, comme nous I'avons trouvée
d’abord pour le cas de m rationnel.

La démonstration précédente ne laisse rien 4 desirer pour Ja
rigueur et la généralité. Elle ne dépend que des fonctions dé~
rivées de la forme la plus simple, et fournit, dés le commen-
cement, un exemple remarquable de leur usage dans I'analyse.

On peut donc établir pour régle générale, que la Sonction
dérivée d’une puissance quelconque d’une wvariable, est egale
@ la puissance d’un degré moindre d’une unité de la méme va~
riable, multiplice par Lexposant de la puissance donnée.

De li et de la loi du développement des fonctions résulte une
démonstration aussi simple que générale, et peut-étre la seule
rigoureuse qu'on ait encore donnée de la formule du binome
* pour un exposant gquelconque.

En effet, puisqu'on vient de trouver qus
» pursg q

Fr=— Ax™
donne

Fr=mdx=,

on aura de méme en prenant la fonction dérivée de cette
derniére quantite,

F'g—=m (m=—1) Axm

et, par la méme raison, on aura, en prenant de nouveau
la fonction dérivée,

F'x=m (m—1) (m—2) Az,
et ainsi de suite. l

Donc , puisqu’on a trouvé en général ,

f@t) =fatif a4 frot Lo fropete,
3
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or aura, pour le casde fir==x™ la série
m(m m—1)

P T

(x + L)"“ =ML M e

;~l-|_~

i3 (m—l) (m—-z) m—3 3
R K -} etc.
- 8i'on divise toute I'éqnation par =™, et qu'on y mette ensuita

tala pié@dé i ; 6n dura

iy omi o Oy D

" Cette foinhile résnlte de fa précédente en y faisant o =1
wais il naurait pas été rlgoureux de V'en déduire de cette ma-
nigté, pulsquion a déjx remarque que le devel‘oppement de la
foncaon flzz}-1) en puissances entiéres de i, peut cesser d’étre
exact dans des cag particuliers de la valeur de .

Si maintenant on multiplie I'équation préeédente par a™, et
qu'on y substitue ensuite b 4 la place de ai, on aura

m(m

(a+b)” =q™ + ma"‘"‘ b + ) a™%h? - etc,

quelques valeurs qu’on attribue anx quantités a, b, m.

Laméthode que hous avéns employée plus haut pour trouver
directement la fonction primitive d’une quatmte constante ,
peut étre appliquée a dantres cds. En effet, si davs la for-
mule générale

f(;‘c-}-i) = foif'z 4+ ‘; f/ix +ete.,
on fait Co

o —x,

la fonction f (x +3) deviendra indépendante de , et sera par-
conséquent -égale & une constante 4, laquells sera proprement
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la valeur de fx lorsque x==0. On aura donc ainsi

b=fr—uf'z 4+ %-zf”x--etc. »
d’ot Yon tire
fe=btaf's—Z o eto.
Si maintenant f"z==a, on aura
‘ f'z=o0, ffz =0, ¢tc. ;
done fr=bFax:
Si f'x=ax, on aura
flr=a, fc=o, f¥x=o, etc.;
donc , \ ,
ax ax
fx=b+axt— - =b -
Si f'x=ax*, on aura
fle=2zax, fPr=2a, fc=o0, fla=o, etc.;
donc
fr=>b+4ax®~ ax® 4 ggi =[,+ng.
et ainsi de suite.
En général, si f'@ == gz", on aura, en prenantles fonctions
dérivées ,
fla=nax", f's=n (n—1) ax"*, etc.;

donc substitnant ces valeurs ,

b (1= § 4 OO0 | Y

Or ona, par le déyeloppement ,

EN
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(=)= —(nd1) + ("+1)n (n+1)"‘(n—"1) + ete=0;

2.3

donc
(n+1) (1—- +n(n—l)—-etc.,)=x s
et parconséquent

n(n-—-l) _n(n—1)(n—2) 4

1
-5+ 554 ToT g

quel que soit le nombre n; donc on aura

f$= ax’l'."l + b.

n-1

En effet, la fonction dérivée de cette quantité sera, parla
régle générale,

a (n+1)9_cj
w1 '

= ax",

1a constante » ayant zéro pour foncticn dérivée.

A e A s R e e Tl W
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LECON QUATRIEME

Fonctions dérivées des quantités exponen-
tielles et logarithmiques. Développement de
ces quantités en séries.

LA fonction x™, dans laquelle x est la variable et m est une
constante , conduit naturellement a la considération de la fonc-
tion ¢, dans laquelle la variable est x, et o1t @ est une cons—
tante. Ces sortes de quantités s'appellent exponentielles, parce-
qu’elles ne varient qu'a raison de I'exposant.

Pour trouver la fonction dérivée de a*, il n'y aura, suivant
le principe général, qu’a substituer x4 & la place de x, et
développer snivant les puissances de i ; le coefficient du terme
affecté de i sera la fonction cherchée.

Cette substitution donne la fonction
a1'+i —a* >< ai.v
Supposens a==1 -~ b, on aura
al=(14b),

et par la formule générale, démontrée précédemment, on
aura

d=(14+by=14ib+ i(‘:") b - i ("—;.)5(""2) % f-etc.

En ordonnant les termes de cette série snivant les puissances
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de 1, il est facile de voir que les denx premiers termes du dé~
veloppement de @, seront

14 (b —-!;i—}-%ﬁ—-l-z-}- etc.)_i.

Soit, pour abréger,

br  b* b4
c__b——27+-§—z+etc,
— 2 (3 w1 )3
'::".a-—-l_(a 2],) ..l..([z 51) - etC. }

on aura donc 1--ci pour les deux premiers termes du dé-
veloppement de a'; parconséquent, en multipliant par ¢, on
aura a” - ca? i pour les deux premiers termes du développe-
ment de ¢®. Donc ca®, coefficient de i, seva la fonction
dérivée de a*- ’

Le coefficient ¢ dépend, comme I'on voit, de la quantité e,
qui est comme la base de Fexponentielle, et on nomme com-
munément ce coefficient le module,

On peut ainsi établic cette régle, que le fonction dérivée
d’une quantité exponentielle, est égale & eette exponentielle
multiplide par un coefficient constant qui dépend, de la basede
Pexponentielle , et qu’on nomme le module.

Puisque la dérivée de o est ca®, la dérivée de celle-ci
sera ¢* %, etla dérivée de cette derniére sera de méme c® o¥,
et ainsi de suite.

Aingi en faisant fxx==a%, on aura
oy e Uy e (2T ~.
flo=ce®, flz=c%", etc.

Donc , substituant ces valeurs dans le développement de

f(x +1), on aura

. LLe . .
@tio= g* 4 C(L’L-—}'--.; a®it - ;—ga‘ﬁ +etc. 4
¥
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" et divisant par aF,

%1 72 03 3

+ 5--{-ef:c.

ai==1 +cz+

C'est la série dont nous n'avions trouvé ci-dessus que les
deux premiers termes. Eile peut servir, comme l'on voit, &
réduire toute puissance en une série ordonnée suivant les puls—-
sances de son exposant,

On peut par cette série déterminer directement la valeur
2 g en c.

En faisant i=—1, on aura
: c* c?
a=—1 € “p v =~ — ~~ €tC.
=+ ‘ -+ P +2.5+

Etlorsque c=1, la valeur de a se trouvera exprimée par lg
srie trés-simple

a4+ St +ete.,

2.3.4
dont la valeur est
2,718#)84 828459. . . .

C'estle nombre qu'on désigne ordinairement par e, et qui
¢st parconséquent la base des exponentxelles dont le module
est Punité.

Ainsi, en faisant fr==e”, on aura simplement f'x =",
f Yx == e%, etc. ; et conséquemment

e'-1+c+~-+ + 4+etc,

9i, dans I'équation trouvée ci-dessus,

; Y
¢==1 -{-cz-{-——ﬂ-— + etc.,



48 CALCUL

|
on faltz::—c, on aura

1‘=1—l—1—l-- + +etc.:=

Ainsi on a entre les trois constantes @, ¢ et e la relation

A4

a’==e, d’ot1 'on tire g=¢°.

Cette équation donne aussi

ey e‘-l.'

»

Rlw

d’oit Ton voit qu'en prenant ¢ négatif, ¢ se change en

| S . .
o5 ainsi en faisant ces changemens dans 1'équation

o=@ == 1 =~

(a~—1)* + (a—1)}

3 — etc.,

donnée ci-dessus , on aura

a—1+(a—-1)’+(a-a-1) + ete.

2 a*

Cette série est plus propre que. la précédente & denner la
valeur de ¢, lorsque @ est un nombre plus grand que l'unité.

En faisant@ == 10, on a

-

emog + O L O | .

et on trouvera par le caleul,.
c==2,502585092994. - -

On peut exprimer toute quantité variable par une constante
élevée 4 une puissance variable; alors exposant de cette puis--
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sance devient une fonction de la méme quantité, et cette
fonction est dans le sens le plus général le logarithme de la
quantité proposée. D’ou Yon voit que les fonctions logarith—-
miques ne sont proprement que les réciproques des fonctions
exponentielles.

Nous dénotons, en général , les logarithmes d'une quantité
par les mots Jog , mis avant de cette quantité en forme de ca—
ractéristique. Ainsi log x exprimera le logarithme ou la fonc-
tion logarithmique de x, et cette fonction sera donnée par
Véquation x=a'*¢*, ol a, base de I'exponentielle, sera en
méme tempsla base du systéme logarithmique.

Pour trouver maintenant la fonction dérivée de logx, on
fera, en général,

fr=log x,
ce quidonnera x==af*, et mettant x--; & la place de z, on aura
-1 == af @D
€équation qui doit étre identique, et avoir lieu, parconséquent ,

quelle que soit la valeur de i. Or, par le développement,
on a

. Y »
flx+i)=frtiflx4 ;f”x-}-etc. =frto,
en posant
72
= if'x - ;—f”xﬂ-etc.;
donc faisant cette substitution, on aura
x4 ::afx"" ® ____afx

et divisant par x,

@ o
Xa =xa ,

1 ®
1 - .
+-=a

Or, par la formule trouvée ci-dessus, ona, en général,



Se CALCUL

a =1 +cw+

+eic :

"
donc on aura

i ok .
1 +§:=1 +cw+£—:—+etc.

Donc remettant pour o sa valeur, et ordonnant les termes
guivant les puissances de i, on aura cette équation identique ,

L igfe o K0 (foy b ofwTdbetes

et la comparaison des termes donnera-d’abord ~

1 , '
> o'z, .
dou l'on tire
2 1
cx

L.a comparaison des autres termes donnera les waleurs-de

Sf'x, f"x, etc.; mais il est plus simple de les déduire suc~
cessivement de celle de 7.

La constante c-dépend.de la base o du systéme - logarith-
mique , par les mémes formules que nous avons trouvées plus
haut ; relativement aux logarithmes, elle s'appelle {e modite
du systéme logarithmique.

Dela résulte cette régle generale que la fonction dérivée du
logarithme d’une variable, est égale ¢ Vunité divisée par cette

vanable multipliée par le module du s‘ystéme logaruhmzque.
Puisque -

fr= Iogx donr;efac —-—1-’—, ;

cx

. enprenant successivement les fonctions dérivées,d aprcs]a legle
generale des puissances, on aura
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f”x—-—--—-—l X = e etC. ;
= cxt’ = ca®’ ?

donc, si on fait ces substitutions dans le développement de
Sf(x+41), on aura la série

7% '3

, i 7
logx <4~ p +3-c;3—-etc.,

acx®
pour la valeur de log (x 4 i).

Ayant ainei le logarithme d’'un nombre quelconque x, on
Peut par cette série trouver celui d'un autre nombre plus grand
‘@ -1, et la série sera d’autant plus convergente que la diffé-

rence i des deux nombresaura un moindre rapport-aunombre x.

Par la théorie des logarithmes, on a
log (x-t1)—logx =1log (%1) =log (1 +£) ;
donc, si on fait dans la formule précédente i =y, on aura

B . 2 %4
log (1+by) == ‘: (y*"%"l"%"m“c' )’
formule connue. |

Soit

1 -}-y::z,onaura_y::z—z;
donc ‘

. e S
logztz-:- {(Z--l)-— Canl b ;l) -+ S_...g..l_)__-u-‘etc}

‘Cette'série n'est convergertett parconséqueritne peut servir
& trouver le logarithme d’un nombre donné z, que lotsque ce
‘nombre différe peu de I'unité; mais on peut la rendre conver—

r
gente , dans tous les cas, par la substitution de 3z au liende 2
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car puisque log V Zest égal & 1 »onauraenmultipliant pat #,

log z:.—:—: {l}z"-—ln—;(lr/z—-l)’-}~ % ({/z—l)” — etc.} »

oit 'on peut prendre pour r un nombre quelconque positif ou
négatif,

Or quel que soit le nombre z, on peut toujours en extraire

1a racine d’un degré r, tel que 1r/z soit un nombre aussi peu
différent de l'unité qu'on voudra; ainsi la formule précédente
donnera toujours la valeur de log z, avec toute Iexactitude
qu'on pourra desirer.

14
. . . . 1 -
Si onprend r négativement , alors y/z devient —, etla série

Vs

qui exprime log z, devient, en changeant les signes,

log 2=~ [1---—-—--}- 1——-——) <1-——-— +etc:,

oil tous les termes sont positifs. Ainsi on peut avoir & volonté
pour la valeur de log z, une série dont tous les termes sojent
positifs ou alternativement positifs ou négatifs. Car il est

étident que z étant un nombre plus grand que I'unité, ‘r/z

sera plus grand que P'unité, et z étant moindre que J'unité V z
sera aussi moindre que T’ umte mais les différences seront d’au—
tant plus petites, que l'exposant r de la racine sera un plus

grand nombre ; donc ]/z— 1et)—— serontposltlfs dansle

Va
premijer-cas, et négatifs dans le second,
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Si & est 1a base des logarithmes, ensorte que log e =1, 0on
pourra parlesmémes formules déterminer aussiexactement qu’on
voudra, la valeur du module ¢; car enfaisant loga==1,0n aura

o=r (Y am1—5(Va—1)ts$ (1 am1)tmete. }

ou bien

c=r[1-——l— -3 1--1->' +§< 1— —l——>3+ etc. :]
Va va Va
11 est clair que les deux séries que nous venons de donner
pour 'expression de log z, seront nécessairement conyvergentes
aussitdt qu’on aura extrait de z une racine r, telle que [r/z-— 11
soit une fraction moindre que I'unité ; car alors 1 = —— sera

r

Va

une fraction plus petite encore , puisque

T
. 1 Yz—1
r - T
Vs V%

- Ainsi, puisque dansla premiére série les termes sont alterna-
tifs, le second etle troisieme, le quatri¢me et le cinquiéme, etc.

formeront des sommes négatives; de sorteque lapremiére séris
donnera

logz<£(|f/z-—1).

Au contraire la seconde série ayant tous ses termes posi-

tifs donnera
r 1
logz>5 (1—-7— );
V&
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Ainsi on’ a totit' dé suite' deux limites pour la:valenrdelog z;
quon peut resserrer autant que I'on veut', en prenant'r tou-
jours plus grand.

r
On aura, par la méme raison, si |/ a < 3, _
r
c<r(vae—1)>» T(l———l—),
T
Va

Puoisqu’on a ’

Ve V'

il estvisible que la différence entre les deux limites de log
sgera

ainsi en prenant I'une cu l'autre des deux expressions précé-
dentes de log z, on est assuré que l'erreur en excés ou en
défant est nécessairement moindre que cette méme quantité.

Ainsi on sera sur d’avoir, par ces expressions, les logarithmes

exacts jusqu’a s chiffres, en prenant la racine: Vz,,de telle
maniére qu'il y ait aprés la virgule s zéro avant les chiffres si-
gnificatifs.

En général, puisque l'erreur va en diminuant & mesure
que I'on prend T'exposant r de la racine plus grand, on peut
dire qu’elle deviendra nulle ou comme nuile, si on prend r
infiniment grand; de sorte qu'on pourra regarder alors I'une
etl'autre des deux formules g( |>z—1) et 2 (1' — -—l--> s

,‘;z

comme 'expression exacte de log z.
On peut conclure de la que les logarithmes rentrent dans
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fa classe des puissances, et forment le premier terme de la
série des puissances dont les exposans croissent ou d:croissent
depuis zéro, ou le dernier terme des racines dont les degrés
yont en augmentant 4 I'infini.

C'est aussi sous ce rapport qu'on peut dire qu'a un nombre
donné répond toujours une infinité de logarithmes, puisque
sa racine infinitiéme a nécessairement une mhmte de valeurs
différentes.

La meilleure maniére d’employer 'a formule précédente,
est de prendre pour r une puissance de 2, puisqu’on n'aura
alors que des extractions de racines quarrées a faire. Clest
ainsi que Brtggs a calculé les premiers logarlthmes il avait
remarque qu'en faisant des extractions successives de- racines
quarrées d'un nombre quelconque, si on s'arréte dans une
de ces extractions, a deux fois autant de 'décimales quil y
aura de zéro & la suite de l'unité, lorsqu’il n’ ya plus que l'u-
nité avant la v1rgule , la partie decunalp de cette racine sa
trouve exactement la moitié de celle de la racine précédente s 7
en sorte que ces parties décimales ont entre. elles le méme rap-

; port que les logarithmes des racines mémes ; c'est ce qui
résulte évidemment de la formule précédente.

Ainsi, en prenant r==2%, on trouve pour e =10

{/d:l » 00060 00000 6VOGO ©O1gQ 71742 08125 50527 ;03251---

1.

=30, 00000 00000 00000 06086 73617 B7988 £o354.

De sorte que I'on aura

1 867361757¢8R4aB54
' T 19971742081 2530527 @ 43499 4481 9
Va—z

C'est de ce nombre quon a tiré celui quon a donné ci=
dessus pour Ja valeur de c.

3
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Si maintenant on veut avoir,: par exemple,. le logarithnte
de 3, on fera =3, et employant de méme 6o extrac—
tions de racines quarrées, on trouvera les nombres suivans:

;r/z-:_ 1, 00000 00RO ooovoo_,ooo‘95 28942 64074 58932. ..
et de li

‘/Z-—l __ 95289426407458932. .
" 199717420812500527 . ..

log z =
‘ 1/ a—1
L == 0, 47712, 12547 19662. .

"Cette méthinde est, comme Ton voit , trés-laborieuse par
le grand nombre d'extractions de racines qu'elle demande
pour avoir un résultat en plusieurs décimales; mais les sé-
ries que nous avons données ci-dessus, servent ala simplifier
et a la compléter; car quel que soit le nombre z, il sullira
d‘en extrdire quelques racxnes quarrees » jusqu'd ee qu’on par-

vienne.d un tombre V z qui rait que I'unité avant la vir-

. ~ r . R

gule; alors les puissances de 1/ z-— 1 serontdes fractions d’au-
tant plus pstites qu'elles seront plus _hautes; parconséquent
il suffira toujours de prendre un certain nombre de termes

de la série, pour avoir les logarithmes exacts jusqu'a tel ordre
de decxmdles qu’on voudra.

Les logarithmes qui ont I'unité pour module, sont cenx qui
s¢ nomment logarithmes naturels, ou hyperboltques parce-—
qu’ils représentent I'aire de lhyperbole équilatire, rapportée
aux abscisses prises sur I'une des asymptotes, et que Neperale
premier calculés. Leur base est le nombre e, et pour les
distinguer des autres, nous les dénoterons slmplement par la
caractenanue 1

: . .oy X
Ainsi [z aura pour fonction dérivée =, etla formule géné-
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rale £ ==q'¢® deviendra pour ces logarithmes, x==e!*; de
sorte qu'on aura en général al*¢ °==e'*; et comme on a
trouvé plus haut o ==e°, on aura ¢ logz = plz, ot parconsé-
quent /x =c logx. D'otlt Ton veit que les logarithmes d'un
méme nombre, dans différens systémes, sont en raison in-
verse de leurs modules. ‘ v

Au reste 'équation e==e° donne c=1Il.a; d'ou il suit
que le module ¢ du systéme logarithimique dont la hase est @,
n'est antre chose que le logarithme naturel de la méme base.
Ainsi on pourra par la suite substituer I'expression /.a & la
place de c, dans les fonctions dérivées de a® et de log x.

De cette'maniére, on aura e®l.a pour la dérivée de o*,

et —x—ll-?-apour Ia dérivée de log x.

Dans le. systéme des logarithmes des tables ‘usuelles, la
base a est supposée égale a 10; ainsi-le module de ce systéme
sera l.10, dont la valewr est 2,302585092994.. .

Avant de terminer cette Leg:on, je ne puis m empechet
dmdlquer un usage trés-simple’ de la- formule ,
dEma i BBy Fete.;
- P] 2.3 2.5.4;2\ IR

pour trouver le développemen’t d'gne -puissance quelconque

d'une quantlte composee d’autant de termes que, Ton voudra

En effet si alaplace dezon met L(p+q+r+, etc ),

on“dith
Drr. o

eilprorec) o= 3 o] (p+q+r+ etc )

L (pgtrdec)t s 5 (p+y+retc) +ete.
Ainsi e -terme multiplié par.i® sera- -7 -
(prtactroete)r,
1.2.3.,
-~
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d'un autre cbté, on a

il flc)—e*eri1><ei'----'
=Cip+E 4 T o)

L T PP
X (g + - "'53+et°,’)-

5 T3 o
x (1 +zr+£—§+i—’§ ~}-etas)-

Donc le coeflicient de i™, dans le deveflqppement de ces
différens produits , multlphe par 1.2. 5 s.m, sera la valeur

de (p+g+r-Fete,)m

" QOr il est visible que ce coeflicient se trouvera composé dau—
tant ‘de termes-de laforme ' EEEIOUNE
A {.4 v
SR P q r.~..} I
1.2.53. '\><1 2.3 . 288 e ¥ 3K e

qu’on peut donner de valeufs dllfetentes dn, g, v, etc., de
sorte que T'6n ait.. o

bl '~-"A'+(z+7v+'eta -z,
en prenant pour A B [4 Y, un &es nombres entlers posmfs
Ainsi‘la’ puxasance C p+q +r etc. )"' Sera composee &au«
tant de termes de la forme :
1254 ‘mpAq r..
188, AR 1.88. 52153, 3&"3‘"‘.7"1{7’ )

ce qui s'accorde avec "ce’ ‘que donne’ la- théorie -des com-
bmalsons.

PR
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LECON CINQUIEME

Fonctions dérivées des sinus et cosinus d angles,
et des angles par les sinus et costnus, Déve-
loppement de ces quantités en séries.

L ES angles n'entrent dans I'analyse que par le moyen de
leurs sinus et cosinus, qu'on dénote par les mots sin et cos
placés comme caractéristiques avant les angles. On a ainsi
les fonctions angulaites sin x et cos x, dont la propriété gé-
nérale, tirée de la nature du cercle, est qu'en prenant deux
angles quelconques x et y, on a

sin (xy) == sinx cosy - cos xsiny
- cos (x ~+y) == cosx cosy — sin x sin y.

Cela posé, pour avoir les fonctions dérivées de sin x et cos x,
ilniy aura qu'a mettre x4 i ala place de x, et développer
ensuite les fonctions

 sin (7c+z) et cos (x i)

suivant les puissances de i:les coefficiens dei dans ces
tdéveloppemens; seront les dérivées cherchées. Or par les for-
mules précédentes, on a

. s

sin (xi) = sinx cosi-f-cosxsini,
€os (&~} 1) == cos & cos i — 4in x sin i.

+Ainsi tout  se ‘réduit:& développer en séries les quantités
sin J et'cos L.
4
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J’observe que quelle que puisse étre la série du développe-
ment de sin 7, elle ne saurait etre que de la forme

Al 4 Bi* 4-etc;

car, premiérement, le sinus devant étre nul lorsque l'angle est
nul, et ne pouvant avoir, par sa nature, qu'une valeur unique
pour chaque angle, il s'ensuit que son expression développée
ne peut contenir que des termes multipliés par des puissances
positives et entiéres de i. En second lieu, il est visible que les
goelliciens 4, B, etc. ne peuvent étre que numériques, puisque
dans I'expression sin 7, il n'enire que la seule quantité indéter—
wminée i. :
Faisant donc
sin i == .4l <= Bi* Jetc.,

on aura

) . - ... ",
cosi==}/ (1=~=sin%) =1 -3 sin® i 4-etc. == 1 w— - 2 - ete:

Donc substituant ces valeurs et ordonnant.suivant les puis=
sances de Z, on aura

sin (a2 == sin x4-i4 cos x+i* (B cos x = —?s_in x) - ete,

. . . . 2
€08 (i }-1) == €08 X—iA sin x—F* ( B sin x +% cos x) = ete.

Donc, en n’ayant égard qu'aux termes multipliés-par i, on
en conclura que la fonction dérivée de sin z est .4 cosx,
et que Ja fonction dérivée de cos x est — A sin .

Le coefficient 4 est une constante encore inconnue, mais
que nous déterminerons ci-aprés par la nature du cercle.

Connaissant ces premiéres fonctions dérivées, on pourra
de la méme maniére trouver toutes les suivantes. Ainsi la
premi¢re derivée de sin & étant  cos ¢, ladérivée de celles
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i sera. — 4* sin x, et la troisiéme dérivée sera == 4% cos x,
et ainsi de suite.
Donc en général, si fr=sinx, on aura

fr=dcosx, f'r—e—A*sinx, f¥x==w=Acosxz, etc

Et faisant ces substitutions dans la série du développement
de f(x +4-i), on aura
. . . A
sin (x~-2)==sin & .41 cos x

£33 b
[l cos X — X .
2.3 08T+ gpsinadtete

sin x

On aura de méme

fr=cosx, fromwmAdsinxw, flo=— Adcosz,

fle=A¥sinx, fr=dicosx, etc.

Et ces substitutions donneront

. . . A2
cos (x -+ z):cosx—Azsmx-——g-— cos x
ANE . AR
-+ 5 sin & «}~ 2532 COS & == etc.

Féisor;é pour abréger

AS i3 AS 5 ]
23 T53.45c
A A4t A8

2 2.5.4—2.5.4.5.6+

- Pe=Adi——

ete. ;-

on aura _
’ sin (x4-i)=Qsinx 4 Pcosx
cos (x-1) = cosx — Psin x,

d'on T'on tire, par les théorémes connus,
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sini==P et cosi= Q.
Ainsi on aura, quel que soit 'angle i, les séries

i3 43 5 45
.4 > A
sin’ z:.:ulu----2 + - etc.

2. 2.5.4.5
A “qgt A

COSZ'—"!——"‘——'

s Tz 3455t

I senible: qu'on -aurait pu-déduire immédiatement ces sé—
ries de celles qu'on a trouvées ci-dessus pour sin (x4}
et cos (x -4i) 'eny faisant x'==0; mais nous "avons voulu
éviter ici, comme nous I'avons déja fait plus haut, les dif-
ficultés qui pourralent naitre de ce que le deveioppement
de f ( x - 1) n'est généralement vrai que tant qu'on ne donne
pas & x'des valeurs particuliéres.

Maintenant il est visible que ces séries seront nécessaire~
ment convergentes, en prenant l'angle 7 tel que.4: soit égal
ou moindre que l'unité, et il ‘est visible en méme terips
gqu'on aura dlors

3
sin i <Auet> ./lz-- i:—-sff,
car les termes ayant les signes alternatlfs, et allant en di-
minuant, les sommes du second et du troisitme, ‘du quatriéme
et du cinquiéme, etc. seront toutes: mégatives, et an contraire
les sommes dutroisiéme et du quatridme, ‘du -cinquiéme et
du sixiéme, etc. seront toutes. Ppositives.

D'un autre ¢6té, il est démonité Tigoureusénent par les
théorémes d' Archiméde, que le sinus est toujours moindre
que I'arc, et que la tangente est plus grande que latc; du
moins dans le premxer quart de ‘cerele; ainsi ‘on aura

... . sini
siniL ¢, - t-—»—~>l,A

cost
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mais cosi={/ (1—sin*i),
8
donc "-/—(IITH:H-I—-;S >l, sin® z>1.i (l—lmll),

d'ott Pon tire

§in 1D v (1 + L’) .

ainsi'on aura par la nature du cercle,
v Q +i')‘

Si donc on prend langle i moindre qu'un droit, et assez
petit pour que Ai soit moindre que l'unité, on aura né-
cessairement

1 ............sz<Az et >

sini <Liet>

. (1 +)"
parconséquent,
o [ 1
i ot v tA ey
S 7 = R va ce=ro)
. .. . A .
2Pt ron SiNED> Ml W etLl2,

parconsequent

A
Az-————(z, etA————<1,ouA<1+-—-—

Comme ces conditions doivent avoir lieu, quelque petit
que soit 7, il résulte de la premiére, que A ne;peut pas étre
moindre que 1; car si A< 1, on aura — A > 1; or la conw

. dition '

A> - 6“'}_a)donn.eA<;/(1A-z‘),
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1 PETITI . .
donc quelque peu que Vi surpassdt 'unité, il serait toujours

possible de prendre i tel que

V() fit< o,

tandis que cette quantité doit toujours étre > %’3

1l résulte ensuite de la seconde condition, que A ne peut
pas étre plus grand que unité; car quelque peu que .4 sur—
Ppasst l'unité, il serait tou)ours posslble de prendre i assez
petit pour que L'on efit

Az :
14— <4,
tandie qu'on doit avoir toujours

33
+.:4l.>/1

e e

Donc, puisque 1a valeur de. 4 ne peut étre..ni moindre ;
ni plus grande que lumte, il sensuit qulon avfa nécessai-
rement 4 ==1.

et la fbnctzon dérivée de cos x est — sin x, x’ désighant un
angle quelconque, c¢’est-a-dire, un arc dans le cercle dont
le rayon est l'unité.

t
Ainsi on aura, en general, pour un angle quelconque i

0

5
_5”'2545

I it

cosz._.l—-—--l-254 23456~-i—etc

sini==17 == - ete.

formules connues , et dont la decouvexfe estdue 4 Newton
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Nous venons de considérer les sinus et les cosinus comme
fonctions des angles. On peut réciproquement considérer les
angles comme fonctions de leurs sinus ou cosinus, et en cher-
cher les fonctions dérivées. On désigne communément cette
fonction par les mots ang sin ou ang cos, placés ayaut le
sinus ou cosinus, comme caractéristiques.
Soit _
f#==angsinx, on aurasin (fz)=ux;

mettant x ~-: pour x, et supposant

/2
if x4 %wf”x-}-etc. =@,

on aura *

sin (fa 4 0)=x 4 i==sin (fz) cosw-cos (fx)sint;»;

or

sin (fz) =x; cos (fw) =V {1—sin* (fx) } =V 1—=2%
de plus

. : @® ot
S 097 00 o —— etc.; ot COS@==<] wee — oL etc.,
_ 2.3 + ? 2 + 2
par les formules trouvées plus haut; donc faisant ces sub-
stitutions, et restituant la valeur de w, on aura, en ordonnant
les termes par rapport a i, I'équation identique

phimrhiy (1—a) fa

+‘i { V(l—dc’)f”x—x(f’x).”}-}- etc. ;

laquelle donne, par la comparaison des premiers termes af-
fectés de £, - : IRTA e :

e ra—— . ., ‘. ‘ " . . it R |
1= \/(;—x“)f’x, d'olt résulte fx=

3 —

La 'éon‘lp‘arai,sun des autresitérmes\ donnera les valeurs de
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f'z, f"x, etc.; mais il est plus simple de les déduire im-
médiatement de celle de f"x.

Soit maintenant

\

fr=—angcosx, on aura x==cos (fx);
mettant x - ¢ pour x, et far ++ o pour fx, on aura
x 4 i==cos {fi-a) == cos ( f¥) cos.o— sin-(fx)sinw;
or o
cos(fx)=xetsin (fr) =1/ (1—cos*( fx)) =V (1—=*) ;
faisant ces substitutions, et mettant pour sm » et cosa leurs
valenrs en séries g O ——-—, etc:, el 1w - + ete., onaura,

2.3

aprés avoir restitué la valeur de o, et ordonne les termes,
suivant les puissances de i, cette équation identique

$+i=x—i[/(1—x”)f’x
- ';i {V (1—=*) flz+x(f'x)*} +ete.;

et la comparaison des deux premxers termes affectés de z
donnera:

1=—y (1 -—x‘)f’x,
d’ott résulte ‘ ' ’
L1
b Qs )

Je==

Donc, punisque x étant le sinus d'un angle, 1/(1—-1") en
eét le cosinus, et x étant-le cosinus, Y (1—a*) en est le
sinus; il résulte de ce que nous venons de trouver, que la
fonctzon dérivée d’un angle, exprimé par.son sinus, est égale
a Dunité. dwpsée par le cosinus, ef que la ﬁ)nctmn deérivee
d’un angle gaxprzme par son cosinus, est égale @ lunité di-
visée par le sinus, et prise avec le signe moins. -
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/

LEGON SIXIEME

Fonctions dérivées des quantités composées de
différentes fonctions d'une méme variable,
ou dépendantes de ces fonctions par des équa-
tions données.

L Es fonctions que nous venons de considérer dans les trois
derniéres legons, sont comme les élémens dont se composent
toutes les fonctions qu'on peut former par des opérations
algébriques; cest pourquoi nous avons cru devoir commencer
par chercher les fonctions dérivées- de ces fonctions simples ;
€t nous allons voir maintenant comment on peut trouver les
fonctions dérivées des fonctions composées de celles-ci d’une
maniére quelconque, '

Nous supposerons en général que p, q, r, etc. soient des,
fenctions quelconques d'une méme variable , dorit les fonc-
tions dérivées p', ¢’, 7, etc. soient connues, et que y soit‘ une
fonction composée de p, q,r, etc., doat on demande la
fonction dérivée y'.

On considérera que x devenant x--i, y deviendra en
général :

y+iy 4- —i;—_y”-]- etc. :
or p, g, r, etc. devienrent en méme temps
ptip’ - ete. ; q+ig" + otc., rej-ir |- etc, .
il v’y aura donc quwi substituet ces -valeuss daris Texpression

de y, développer les termes suivant les puissances.de i, et
le coefficient de i sera la valeur cherchée de y'.
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Ainsi, si

y=dp-Bq+Crietc.;

A, B, C, etc. étant des coefficiens quelconques, on aura
sur-Je-champ

¥y =dp 4 By 4 CF - etc.
Si y==Apq, la quantité pq deviendra
(p+ip'tete.) X {g+ig +etc.) =pq +i(qp +pq ) Fetc;
donc , ,
y=4(qp'+pq)
Si y== Apgr, on trouvera de la méme maniére
Yy =A4(qp’ +prq +pgr).
Sty= 4 —‘-7’1- » la quantitég deviendra
p + ip’ + etc.
g<4-iq Fetc.”

Développant le dénominateur en série, suivant les régles con-
nues, on aura

7yl . -
(p+ip'+etc. ) X (é — %q,—+etc.).
7 4
=s+i(%—-%q;)+ete.;
done .
y=d (E.'. —PI Ny (P'q""‘PQ').
9 492 q*
© Soit y= A4p*g", la quantité p™ ¢* deviendra

(pokip - ete.) ™ (g4 g + ete. )

= (pmebmipn=t pf hetc.) (q"nig*T' o + ete. )
| = p"g"
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= prg® i (mp" P’ + g png') + ete.;
donc . -, ,
Y = A (mq"p™~'p" + nprg=iq’ ).

On trouvera de la méme maniére, que si y == 4pmg*?, on
aara

_}',=A (mq"r'p”“‘p' + np"‘r’q""'q’ + lpmanl-:lr’ ) ,
et ainsi de suite.

Soit en général y = fp; en regardant fp comme une fonc-
tion de p, ses fonctions dérivées seront f'p, f'n, ete. :
ensorte que p devenant p < w, fp deviendra

fp+afp +%fip 4 ete.

Or p étant une fonction de z, lorsque = devient % - i N

p devient p <= ip’ - -l—;- p' + etc.
Donc faisant

w=ip -I--;p’f - etc. ;

la fonction fp deviendra, par la substitution de x Jidla
place de x,

Jo+ipfp+ l; (PP +Pf'P) 4-etc.

Ainsi on aura d’abord y'=p'f'p, d’oit résulte ce prin-
cipe : que le fonction deérivée d’une fonction qui est elle-
méme une fonciion de x, est égule au produit des fonctions
dérivées de ces deux fonctions.

Ce principe sert 3 généraliser les résultats précédens, rela-
tivement aux fonctions dérivées des puissances des exponens
tielles des. logarithmes et des sinus et cosinns.

Ainsi, si y==p”, on auray = mp"p';

fas

l AT ODATION. Ina LALTER LTRSS l
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siy == af, on aura y' ==afp’ la;

,
siy=logp, on auray — ’-;;;
siy==sinp, on auray = p’ cos p;
siy==cosp, onauray ==—p’ sinp;

I
. . P
siy == ang sin p, on awra y’ = +———tocam—. ;
Y gsmp, b4 va=p'
rF___.
vV (1=—p%)

Supposons ensuite que y soit une fonction dep et ¢, que
nous désignerons par f (p, ¢); il sagira de substituer & 4
a la place de x dans les deux fonctionspet g, et de trouver
ensuite le coefficient de i dans le développement de 1a fonc-
tien composée f(p, q). Or il est visible qu'on aura le méme
résultat, soit qu’on fasse ces deux substitutions a-la-fois , soit
qu'on les fasse I'une aprés Pautre , puisque les quantités p et ¢
sont regardées dans ces substitutions comme indépendantes.

siy ==angcosp, onauray = —

En substituant d’abord x - 4 la place de = dansla fonc-
tion p, lafonction f (p, q), regardée seulement comme fonc-
tion de p, deviendra, par ce que nous venass de trouver,

‘f(P; q) +ip'f (p) + etc.

Fécris simplement f’(p) pour désigner la fonction déri-
vée de f (p, q) prise relativement 4 p seul, ¢ étant regardée
comme constante, . '

Substituons €nsuite 2 - an lieu de x dans la fonction q,
la fonction f(p, q) deviendra p eillement

Fp,9) +igf'(q) + etc.,

ol f'(q) représente la fonction prime de f(p, q) prise re=
lativement 4 ¢ senl, p étant regardée comme constante.
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Quant au terme p’f'(p), il est visible qu'étant déja

multiplié par Z, il se trouverait par cette nouvelle substitu-
tution augmenté de termes multipliés par i*, &, etc.

Ainsi les deux premiers termes de la série provenant du

développement de f(p, ¢), aprés la substitution de x4
pour x dans p etgq, seront simplement

Fp, ) +wf(p) +igdf (9)s

de sorte qu'on aura

Y =pf (p)+qf @) =f(p, q).

Si y était une fonction de p, g, r, représentée par f (p,g,r),
on trouverait de la méme maniére

Y=pPf' Py +¢f @+ O=F(p.q,1),
et ainsi de suite.

D'oi Fon peut tirer ceite conclusion générale, que la
Jonction Iérivée d’une fonction composée de différentes fonc-
tions particuliéres , sera la somme des fonctions dérivées rela-
tives @ chacune de ces mémes fonctions considérées separé~
ment et indépendamment Lune de I'autre.

Ce principe, combiné avec le précédent, suffit pour trouver
les premiéres fonctions dérivées de toutes sortes de fonctions,
ainsi que les fonctions dérivées des ordres supérieurs.

Aipsi la fonction dérivée de pq étant qp’ relativement & p,
et pq’ relativement & ¢, la fonction dérivée totale sera qp’4-pg’,
comme nous I'avons trouvé ci-dessus.

De méme en regardant maintenant p’ et ¢’ comme de nou-
velles fonctions, dont p” et ¢" sent les fonctions dérivées, la
fonction dérivée de gp’ sera ¢'p’ 4- gp”, et la fonction déri~
vée de pq’ sera p'g’ - pq”; de sorte que la seconde fonction
dérivée de pg sexa gp" ~+ 2p'g’ - pg”; et ainsi de suite.

2
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Par les mémes principes on a

mqnpm-—lpl + npmqn—qu

. pour la fonction dérivée de P™"q", le premier terme étant la
forction dérivée relative a P, et le second étant la fonction dé-
rivée relative & ¢ ; et ainsi du reste.

Sip=sinxetg=cos x, onap’ =cos z et ¢ =w=sinx;
donc lorsque
Yy == sin™ 2 cos® x,
on aura

Y =m sin®T & cost & = 1 c0s™ & sin™H z,

Ainsi, comme la tangente d’un angle est égale au sinus divisé
par le cosinus, en la dénotant par les mots tang placés avant
Tangle comme caractéristique , et faisant

sin x
cosx’

y=tangx =

on aura
sin® © 1

cos*x  cos* x’

¥y =14

Et en général, si y = tang p, on trouvera

r
¢ P~
y = cos® p’

Mais la fonction y pourrait n’étre donnée que par une
équation entre x et y. Représentons en général cette équa-
tion par

F(‘y, x)==o:

il est. clair que si. on regarde y comme une fonction de x dé-
terminée par cette équation, et qu'on imagine cette fonction
substituée au lieu de y dans F( ¥, x), il en résultera une
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fonction de x qui sera identiquement nulle, quelle que soit
la valeur de x, et parconséquent aussi en mettant x 4 i a la
place de x, quelle que soit la valeur de i.

Dénotons cette fonction par z, et comme x devenant

. . . ?
x +-i, zdevient z - iz’ -+ - 2" < etc., on aura, quelle

que soit la valeur de i, I'équation
, i
% =4 iz = < z" 4 etc. === 0;
d’oi I'on tire les équations

z=o0, 2 =o0, 2 = o, etc.

Maintenant z étant = F'( y, x ) on aura par les formules
ci-dessus

d=yF(y) +F(=),

en dénotant par F' ( y ) la fonction prime de F( y,x)
prise relativement & y seul, et par F’ () la fonction prime
de F(y, x) prise relativement & x, et faisant a’ =1,
puisque x devient simplement x - . Co
Ainsi I'équation dérivée 3’ = o, sera

YF(y)+F(x)=o0,

d'oit I'on tire ' ‘
-, :: _ F( x)
| YETTFGY -

On aura de cette maniére la valeur de y"en fonction' de.x
ety; deld, en regardant toujours y comme fonction de x,
.on pourra déduire 14 valeur'de y” en fonction de x Eef'_yi ‘Car
en supposant pour abréger y' = f(y, x),la fonctipn dérivée
de f(y, x) sera, de la forme y'f’ (y) = f'(x); donc
substituant pour ¥ sa valeur, on aura

3
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Y =f(y, ) Xf' (y)+f (=),
et ainsi de suite.

On trouveraxt les memes valeurs de y", y"’ 5 etc.- par les
équations 2" == 0, 2" == 0, etc.

Si l'on avait plus généralement I'équation
F(y,p,qg...)=o,
on trouverait de la méme maniére ’équation dérivée,
YF' (y)+pF (p)+qF (g)+etc. =o;
d'ott L'on tire

Jr— PF (p)+qF (q)+ete
F'(y)-

Et regardant de nouveau la valeur de y* comme une fone—

tion de y, Prq etc., p/, ¢, ete., sa foncuon dérivée sera la
valeur de y ; et ainsi de suite.

Enﬁn si Pon avait deux fonctions _y et v données par les
equahons

F(y,u,p,q-. ;) ==o, f(y:"' P: .)=o0,

on pourrait par les mémes opérations. trouver immédiatement
les valeurs de y” et ©' en fonctions de y, u, p, q, ete.;, -

Car on aurait d’abord les équations dérivées

YF (y) +uF (u)+pF (p) +qF () +ete.=o

¥ (J')+"f &2 +Pf Cp) 440" (q) +eto =0,
d’ 1’9n tn,‘eraxt y etuf; et ajinsi du reste

* Lies régles que nous verions d’établir suffisent pour trouver
les fonctions dérivées d'nn ordre quelconqﬂe de toute fonction
d’'une varialle , de quelque maniére qu "elle soit donnée ; soit
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explicitement par des expressions déterminées, soit implicite-
ment par des équations quelconques.

I

A I'égard de la notation que nous avons employée pour re-

présenter séparément chaque partie d’une fonction dérivée,

relative 4 chacune des fonctions particuliéres qui entrent dans

la fonction primitive , on voit qu'elle est trés-simple et trés-
commode , et nous nous en servirons aussi dans la suite.

On peut méme, par ceite notation, ne séparer du reste de
la fonction dérivée que la partie relative & une variable don-
née. Ainsi les fonctions primes de fonctions de p et g, ou de
P, q etr, ou etc., peuvent développer de cette maniére

Fpg)=pf (p)+4f (q)
S pg,)=pf (p)+f (g, 1)
=pf (p)+4f (q)+7f (r)
et ainsi des antres.

Il fant toujours observer de ne renfermer entre les paren~
théses qui suivent la caractéristique f* des fonctions dérivées,

. que les variables par rapport auxquelles on veut prendre la
fonction dérivée. .

Lorsqu’il n'y a qu'une seule variable entre les parenthéses
comme f(p), cette expression indique que la fonction dé-
rivée doit &tre prise relativement & cette variable, comme si
elle était seule et unique; c‘estéi'é—dire que f'(p) sera le
coefficient de i dans le développement de la fonction donnée ,
en'y substituant simplement p 4--i au lien de p, quelque fonc-
tion d'ailleurs que p puisse étre de x.

Quoiqu’il soit plus simple de déduire les fonctions dérivées
des différens ordres Tes unes‘des autres, parcéque de cette
maniére les mémes régles et les mémes opérations font trouver
toutes les dérivées, et que ce soit méme dans cette dérivation
successive des fonctions que consistent 'essence et Palgorithme

4
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fondamental du caleul des fonctions dérivées, il y a néanmoins
des cas ot 1a considération immédiate des termes successifsede
la série peut donner les fonctions dérivées snccessives d’une
méme fonction d’une maniére plus directe et plus générale ;
c'est ce qui a lieu lorsque le développement de la fonction en
série peut s'exécuter facilement par les formules connues.

En effet, si l'on a en général
y=f(p,q:)

P, q etc., étant des fonctions de x, et qu'on substitue a: -+
a la place de x, cette équation deviendra

’ y+z:y’A+ Ey"+etc.
=f(p+¥ -+ l-;p"+etc-, q-+iq + E‘q"+etc....).

Et elle devra avoir lien indépendamment de la quantité in-
déterminée i ; de sorte que si I'on peut développer directement
la fonction qui forme le second membre en une série. de la
forme BT . .

on aura s“r‘;Ie‘Champ ‘ : Gt

y’=P,L = Q: ;ngz»';l{,etc.

Soit, par exemple, y = pg: on aura i réduire. en série
. I . )

Yexpression S e e
' LT e g e
- (ptP l; p'+ete) (g .‘+.,l,:q’,,-hj,l—2, q Fetc.),

’

Conbi L .

et il est facile de voir qw'on aura

R 'ylqul +P’q' .
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impll :

-‘y—'- - pqm Iqll pllql P'q
2.3 3. + 2 + 2 + 2.3"
Et en général ' ,
y("‘) - lFiq(”") p’q‘(vm—l)“ p"q(m——z) ’
2.3..m 2.3..m a.5...(m—-1)+

2.2.3... (m—2)
prgt—
+ IE e s =3 + o

Pexposant placé entre deux crochets désignant I'ordre de la
fonction dérivée, de sorte qu'en multipliant par 2a.3..m, on

aura la formule’ générale o
) = pg® o mplglnd LI g et
En général si on'fait y = pgr. .

., on trouvera de la méme
. (m) - > ‘
maniére que la valeur de —

1.0

sera . composée d'au—
: T.2.5...m o compoice d3
tant de termes de.la forme .

P(f\) o) 0

1.2.5... aX1.2.3.. . £ X 1.8.8... ¥ X

qu'on pourra donner de valeurs différentes aux nombres
Asigk, v etc., de:maniére que Yon:ait .

LI T
_— m.

Siipposons - i R S
.

p=¢", q==e", r==¢?F ec.,

Al p v oete.

la quantité e étant toujours telle quelie = 1 , ot aura’

y o e(4+b+c+wr.):¢" .
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et la fonction dérivée de 'ordre m sera

Y™ =(adb4c-etc.)"y

on aura de méme

PN =dtp, o) =t

=dp,

Q)

,

q, 7" ==cr, etc.

Done, puisque y == pqr... il Sensuit que la quantité .
(a+b+c+etc yme

1.2.3..

pourra se développer en autant de tgl;mgsvc_le Ta forme
aA b[" cv..;. theson
1.2.3...a X 1.2.3... u X 1',9,,»5,,,'; [
qu'il y aura de maniéres différentes de satisfaire & I'équation
AduFy oo immml

ce qui g'accorde avec, ce qu’ on a trouve d'nne autre mapiére
dlafinde la Legon Ive,

Faisons maintenant

cealpy o

p==a®, g ==a¥, r=x 2z ete.

on aura _ ..
N y = btk ac _L x’d
en faisant

,‘2=a+b+c+etc

Done prenant les fonctions dérivées des ordres m, A, 1.4. s ¥y ete R
on aura

Y = A (A1) (A —2)... (A=m 1) A
PN =4 (a=="1)Ca—2)...(@cat1)z??
g b (b 1Y (b om ). . (b 1) 2P T
A7) =me(c=—1)(c—=3)... (q—v+l)xb_’”etc.
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Donc puisque

A=m=g=—p b p o c—yetc.,
la quantité

A(A—=1)(Ad=2)... (A—=m-}-1)

; 1.2 .0 000000 m

i se trouvera composée d'autant de quantités de la forme

a(a—1) (a—2)...(a=—r-1)
1.2 05800 A
¢ b(b—1)(b—2)...(b—p41)
5 1.2 .,53....pu
; XC(c—l)1(,0:?)?;....-...ch_”+1) X ete.

quiil y a de maniéres différentes de satisfaire & I'équation

m=;\+y.+v+etc.,

ce qui indique une analogie singuliére entre le développement
de la puissance d'un multinome , et celui du produit continuel
du méme degré. : o

En effet, ayant développé une puissance comme ¥
(a+bdcfete)m

en ses différens termes, on aura tout de suite le développe~
ment du produit continuel

'< A(Ad—1)(Ad—2)... (Aewm 1),

oun
Ad=a-b -4 c etc.
en substituant dans chaque terme a la place des puissances

a’, b¥, ¢’ etc., les produits continuels
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a(a—1)(a=—2)...{ge=rd-1); 0 (b—1)(b=—2)..
(b--y.-{-l),(c_—x)(q-—n)....(c—-v-}-1),etc.

On trouve une démonstration directe de ce théoréme, pour le
binome, dans I'ouvrage de Kramp qui vient de paraitre sous le
titre d’ Analyse des Réfractions.

Nous terminerons cette legon par une observation impor—
tante sur la nature des fonctions dérivées.

Il est facile de se convaincre, par la maniére dont les fonc-
tions dérivées dépendent de la fonction primitive, que ces
tion donnée ne peut avoir que des fonctions denvees donnees

1
aussi et uniques pour chaque ordre.

Ii n'en est pas de méme des fonctions primitives & I'égard
de leurs dérivées ;. car puisque la fonction dérivée de toute
quantité constante est' nulle, il s’ensuit que si une fonction
donnée est primitive a 'égard d’une autre fonction donnée,
elle 1e sera encore, étant aifgmentee ou diminuée d’une ¢ons—
tante quelconque. Ainsi une fonction donnée peut avoir une
infinité de fonctions pnmxtxves A raison de la constante qu'on y
peut ajouter. Majs il ne s'ensuit pas que toutes les fonctions
primitives dont -elle est susceptible, ne puissent. diﬁ'erer que par
une constante ; ¢’est ce que nous allons démontrer.

Soit une fonction donnée fx, dont Fx et px _soieritf égale~
ment fonctions primitives : on aura donc, par 'hypethése,
5ol F’x'—:fx’ et ¢’z = fr; T
donc prenant les fonctions dérivées successives, ‘on 4ura aussi
F'x = f'x . F"x = f'x etc.,
et de méme A A
p'r=fx.¢"e= "metc. : . -

Considérons maintenast les fonctions -~ . S
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F(zti)ete(z4i),
on a par le développement
F(rx4i)==Fx-iFz4 § F'x < etc.;

donc substituant les valeurs de F'x, F"x etc., on aura

F(m+i)=Fx—|—-ifx_+i§fx+ -;:—35 'z < etc.
Et de méme
¢ (x4i)=qr-tife- l—;f'x -+ 2—‘%_{"’1"-}_ etc.;
donc retranchant I'une de l'autre ces deux équations , on aura
F(xti)—~o(x-i) =Fx—ox.

Comme cette équation doit avoir lieu quels que soient
xeti, et que le premier membre est une fonction de x4 ,
et le second une pareille fonction de x, il est visible que cette
fonction ne peut étre qu'une constante indépendante de x et i.
On aura donc nécessairement

Fremor=K
K étant une constante , et parconséquent
Fr=—=qz -+ K:

d'ou Fon voit que si ¢ est une fonction primitive de fx; toute
- autre fonction primitive Fix de la méme fonction fx ne pourra
différer de ¢ que par une constante.

11 suit de 14 que lorsqu’on aura trouvé d'une mani¢re quel-
conque wne fonction primitive d'une fonction donnée, en y
ajoutant une constante arbitraire, on aura I'expression géhé~
rale de la fonction primitive de la fonction donnée,
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LECON SEPTIEME

Sur la maniére de rapporter les fonctions
dérivées & différentes variables.

Nous ayons vu comment les fonctions dérivées naissent
des fonctions primitives par le simple développement, lors-
qu'on attribue & une variable de la fonction un accroissement
indéterminé, '

Ainsi toute fonction dérivée est nécessairement relative &
une variable , et une fonction qui contient plusieurs quantités,
peut avoir différentes fonctions dérivées, suivant les quantités
qu'on y considére comme variables. Lorsque ces quantiiés dé~
pendent les unes des autres, il y a aussi une relation entre les
fonctions dérivées qui y sont relatives, par laquelle on peut
déduire les fonctions les unes des autres ; cette relation étant
un . point important de la théorie des fonctions, nous allons
nous en occuper dans cette legon. W

En regardant y comme une simple fonction de z, on sait
78
que y devient y iy + L; y"+ etc., o devenant x -+ i. Si

on suppose que  soit elle-méme une fonction d’une autre va-
riable quelconque 2, et qu'on veuille regarder y comme fonc—~
tion de t, alors ¢ devenant i, ou bien (pour ne pas con-
fondre les accroissemens de x et de ¢), ¢ devenant i =~ 0, y
deviendra aussi de la forme

y4oy + %y" -} ete.

“Mais pour distinguer les fonctions dérivées y' y* etc. , qui
dans la premitre formule se rapportent ax, de celles de la se-
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conde qui se rapportent i £, nous désignerons pour un moment

les premiéres par (y'), (y") etc., de maniére que x deve~
nant & ~- i, y deviendra

YO+ L+

Or x étant regardé comme fonction de ¢, lorsque ¢ devient
t -0, x devient

\

Oﬂ
x-}—ox’-{-—-ﬂ- x" 4 etc.;

donc si, dans Ja formule précédente, on met 4 la place de i I'ac-
2 2
. . o* ,
croissement de @ , qui est 0 2’ e x" - etc. , on aura égale~

ment ce que y devient lorsque ¢ devient £ -} 0. Ainsi on aura
I'équation identique,

JH(ox L2 -ete.) () 4 10+ ete. ) ()
+etc., ==y o0y’ - —12.—“; 3y - ete,

Dot Von tire par la-comparaison des termes affectés des dif-
férentes puissances de o

' (y )=y, a"(y )+ (y")==y", etc,

La premiére équation donne

=%,

la seconde donnera
v U xll N\
") =L__?£Zl s

et substituant la valeur précédente de (y’), on aura
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(y")—l—-——*

=3

La troisitme équation donnerait la valenr de (§7), et ainsi
de suite. Meus j'observe qu’on peut déduire' immédiatement la
valeur de (y") de celle de (y'), et successivement celle de

(y") de celle de (y") etc. , par la loi uniforme qui doit régner
entre ces fonctions dérivées successives.

En effet, pmsque (y") fonction dérivée de y par rapport dx
est égaled — Y s C ‘est-d-dire, & la fonction dérivée de y par rap-

portd s, dlvlsee par celle de x; de méme ( ") fonction dérivée

de (y’ ) par rapport & x, sera égale 4 la fonction dérivée de l—

par rapport at, divisée par z , et ainsi de suite. Or la fonc-
7 A0

x
tion dérivée del— est‘}-,——% ; donc on aura

xll

=YL,

comme on I'a trouvé par la seconde équation. Et ainsi de
suite. .

Par ces substitutions en dépouille, pour ainsi dire, les fonc--
tions dérivées de ce qui dépend de la variabie & laquelle elles
se rapportaient originairement, et on les généralise de ma—
niére qu'elles peuvent se rapporter également & toute autre
variable.

Or ce qui déterminait les fonctions dérivées de y & se rap-
porter 4 la variable a , ¢’était qu’elles résultaient de I'acerois—
sement i attribué i cette variable ; au lieu qu’en rapportant ces
fonctions 4 une autre variable dont x est censée fonction, I'ac~

. ' . ' o R
eroissement de x devient alors ox’ _+-2—.x' ~-etc,, 0 étant I'ac-

croissement




DES FONCTIONS. 65
croissement de la nouvelle variable. Ainsi comme le cas parti-
culier ou accreissement de & est simplement i, résulte de 'ex-~
pression générale de V'accroissement de x, en y faisant ' =1,
il s'ensuit que x’ =1 est la condition qui détermine les fonc-
tions dérivées & se rapporter & la variable &, et qu’en général
pour les rapporter d toute autre variable, il n’y aura qu'a sup-
poser égale & I'unité la fonction prime de cette variable.

Il résulte de la cette conclusion générale que si une for-
mule contient les fonctions dérivées y', y", etc. relatives & une

variable x, et qu'on veuille les rapporter & une autre variable
!

quelconque, il faudra changer y’ en -2’;,-,'

. A

(y_ ,

\ x/ N yh’ . ‘yl x"
- T

.1‘73 2

(-.Z;.)l ’ " VA
&) oy
x/ L, T xl

3y" " , " 590"2):

ey -y .;,—‘T“'———_x/ﬁ‘ )

et ainsi de suite. Sit est la nouvelle variable  laquelle on veut
rapporter les fonctions dérivées, cette variable étant une fonc-
tion quelconque dexety, il n'y anra qu’ afaire V=1, et par-
conséquent i’ == o0 , ! ==0 , etc. ; equatlons par ]esquelles on dé-
terininera les valeurs dex’, 2", etc.’, ou de ¥y, ete. .

Ce principe est général et doit £'appliquer & toutes les fonc—
tions dérivées qui se rapportent & une méme variable. Il est
d’un grand usage dans l¢ calcul des fonctions et constitue un
des principes fondameutaux de Talgorithme de ce calcul.

Le cas le plus simple est celul on y étant supposée fonction
de x, et ses fonctions dérivées ¥, Yy", etc., étant rapportées 4
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x, on veut au contraire regarder x comme fonction de y, et
rapporter & y les fonctions dérivées 2/, a”, ete. On fera dans
ce cas les substitutions indiquées ci-dessus et on supposera

y=1,y" =o,etc,

. 1, Y
On substituera done 74 la place de Y, -Tg_-—,g ala place de

¥", et ainsi des autres.

Ainsi, ayant trouvé dans la LegonIV, que y==a" donne, re-
lativement & x :

y=ec¢lea=yla,
on pourra avoir immédiatement la valeur de «' relativement &

. . 1, :
Y » en substituant simplement = alaplace dey’, ce qui don-
nera
o e
yla
Comme « gst le logarithme de y pour la base e, on a par-Ji
ia fonction dérivée du logarithme.
De méme en supposaﬁt y =tsinx, onavudans lalegon V
que Fon a, relativement a x,
R 1 T SIS PR
Yemcona; .
done, pour avoir réciproquement la fonction dérivée ' de
Fangle par le sioyis y; il 'y ayra- qu'd substituer poc ala place
de y’, ce qui dopnera , ' , )
¢ 1 :
S ar e o)
- cosz YV (1~y*)
Si on fait :
y=Scosx, onay=—sin x;

done on obtiendra de la méme maniére
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, 1 1
o e T e et
sin a2 V (1—y*)
Ces résultats s’accordent avec ceux qu’ona trouvés dans les en-
droits cités d’'une maniére directe mais plus longue.

Enfin ayant vu, dansla legon VI, que

y==tang x donney’ =

1
ol o

cos
£ on veut avoir la fonction dérivée de Parc par la tangente, on
aura sur-le~-champ

1 1

1 -~ tang* x = 14yt

& == cos* T =

En général , puisque

y == tang p donne y' = 4

cos*p *

on aura réciproquement
P =y cosp,
p étant une fonction quelconque de x:

Si maintenant on veut regarder p comme fonction de y et
rapporter la fonction dérivée p’ a la vayiable y, on feray'=,
et l'on aura

o PO
P = cos’ p ey e
comme ci-dessus. .

La formule o’ == cos* x est trés-propre pour trouver fa-
cilement les fonctions dérivées de « des ordres supérieurs. En
effet, on aura d’abord

& = 9 2’ sin T cOs 2 == =~ sina X
= = sin 2 & cos* T,

id
en substituant 1a valeur précédente de 2’, Prenant de nouveau
2
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1es fonctions dérivées, on aura

a® = —2a’ (cos2x cos® x ~sinn xsinxcosx)

== —2 a’ c0s3 x cos x ==~ acosFx cos’x,
et continuant de la méme maniére, onaura

o ==2 .3 (sin3xcos’x - cos3 xsin xcos*x)
==2 .3z sin 4xcos*xr==2.3sinfxcostx,
2'=2.3 .42 (cos4xcost x—sinfxsinxcos’x)
==2.58 .42 cosSxcos*x==2a.3.4cosbxrcosbx,
et ainsi de suite.
Ayant ainsi toutes les fonctions dérivées de a relativement

ay, c'est-a-dire, en supposant x==fy, si on les substitue dans
1a formule

:c+zx’+-;z:"+etc.,

on aura la valeur de x répondant & y -} .

Ainsi on aurala valeur de’arc dont la tangente sera tang gx+1,
exprimé par la série oo

L

. #eosxr . . ¢ i3cosdx
X 4-1COSE , COSX wmm #in 2 5 2 cos 3z
ihcostx sin lSCO
te Z in 4 x + cossqc‘—etc. ,

formule remarquable par sa simplicité et sa generahte.
Sionfait x==0, on trouvera

i i
arc.tang i == i -5+

5—}- etc.,

formule connue et due & Leibnitz; mais il n’est permis de

faire == o qu'autant qu on est aesuré d’avance de-1a forme de
la série,



DES FONCTIONS 6y

LECON HUITIEME

Dy développement des Fonctions lorsquon
donne a la variable une valeur déterminée.
Cas dans lesquels la régle générale est en
défaut. Analyse de ces cas. Des valeurs des
Jractions dont le numérateur et le dénomi-
nateurs’évanouissent a-la-fois.

-
LA théorie des fonctions dérivées est fondée sur le dévelop=
pement des fonctions lorsqu’on attribue 4 une variable un ac~
croissement indéterminé. Nous avons démontré dans la legon II
que ce développement ne peut contenir que des puissances en-
tiéres et positives de la quantité dont la variable est augmentée,
tant que cette variable demeure indéterminée, et nous avens
ensnite déduit de cetie forme les lois de la dérivation des fonc-
tions. Il est-donc mécessaire, avant d’aller plus loin, d’exa-~
miner les cas o elle pourrait se trouver en défaut , et les cone
séquences qui en résulteraient relativement aux fonctions dé-
rivées.

Nous avons vu dans la méme legon, que la série du dévelop-
pement de f(x i) ne peut contenir de puissances négatives
de 7, & moins que I'on ait fr = & Vinfini , parcequ’en supposant
i==0, les termes qui contiendraient de pareilles puissances de-
viendraient infinis. On peut prouver de la méme maniére que la
serie ne pourra contenir aucun terme multipli¢ par log i ou par
une puissance positive quelconeque delog ¢ , si la méme condition
n'alisu, ces sortes de termes devenant également infinis lorsque
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i=o0. Or cette condition exige que la variable x ait une valeur
-déterminée , qu’on trouvera par la résolation de I'équation

fr=2 ou /—==o.

0 Sfx

. . .
Soit donc @ une racine de I'équation

= = o, de maniére
gue L'on ait
1 (x—a)™

ﬁ:: Fx

Fr étant une fonction de = qui ne devienne ni nulle ni infinie ,
lorsque x==a, et m étant un nombre positif quelconque.

En mettant x-f-i dla place de x, et faisant x—a, on
aura '

flaiy =TLoHD

l"l
ot 'on voit que la série du développement de f(x-}-i) aura

1
dans ce cas des termes de la forme = etc.

=

Considérons maintenant les cas ot ce développement pourrait
contenir des puissances positives,, mais fractionnaires de i. La
démonstration que nous avons donnée pour prouver I'zbsence
de ces sortes de termes , est fondée sur ce que ces termes aug-
menteraient le nombre des radicaux dans le développement de
f(z-1i), tandis qu'il est évident que cette fonction ne peut
contenir que les mémes radicaux ‘que la fonction fix, tant que
o est supposé une quantité quelcongue indéterminée. Maiscette
démonstration cesse d’avoir lieu lorsqu'on donne & x une valeur
déterminée telle qu'elle fasse disparaitre un radical dans fx ;
car alors ce radical pourra étre remplacé par un radical de :
dans le développement de f(x - ). En effet , supposons que la
fonction fx contienne un radical qui s'évanouisse lorsque x==a,
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m
tel que (x—a)", m et n étant des nombres entiers ; lafonction

"
f(x+i) contiendra le radical correspondant (x-—a-i)»
m S
lequel en faisant x==a devient i*; de sorte que le développe—
ment de cette fonction suivant les puissances de Z, pourra con-
. m : L
tenir le radical i* et toutes ses puissances ‘efititres et po-
sitives. LT :'";'H P
o e é "
Cette conclusion n’aurait pas lien si la valeur paticulitre de
« n’anéantissait pas le radical , mais le faisait seulement dispa-
raitre en rendant nulle une quantité par laquelle il serait mul-
tiplié. Car quoique le radical puisse disparaitre de cette ma-
niére de la fonction fa, il pourrait ne pas disparaitie dans Ied
fonctions dérivées =, f"x, etc. qui entrant dans le dévelop-
pement de f(x i), et alors la démonstration conserverait
toute sa force. Ainsi, siun radical de la fonction fix se.trouvait
multiplié par (—-a)™, m étant un nombre entier positif ; ce
radical y disparaitrait lorsque x==q; mais dans la fon‘ctiqn
S (x41), il serait multiplié par (@ —a--i ™, et dans le cas
de x==a, il le serait par ;™ Donc, dans le développement de
cette fonction, il ne pourrait paraitte alors avant le terme “qui
contiendrait la puissance i ; parconséquent it disparaitrait des
fonctions dérivées f'xx, f'x, ete. ; jusqua ™ Vx, mais repa-
raitrait dans les fonctions dérivées des ordrés suivdns; dé sorte
que le développement de f (x4} contiéndratt toujouts dans
ce cas le méme radical. fl i’y a donc due le- ¢as oti-18 radical
est déwruit dans la fonction' fir par ute valewr particulisre
dex, dans lequel le développerient de f(x4-i) doive con=
tenir des radicaux de i, et il reste maintenaiit 4 voir comment
on pourra.juger que Gela doive avoirliew. -~ .

Pour cela j'observe que les fonctions f' (x-}-z?, f f"‘(x-_-f-i)',\etc.
sont également les fonctions dérivées de f( -1 ) soit quonles
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prenne relativement & x, soit qu'on les prenne relativement
a1, cequiestévident, puisqu’en augmentant soit x, soit i d'une
méme quantité quelconque, ona le méme aceroissement de la
quantité x+4-i. ’oi il suit queVon aura également les valeurs
de f'x, f'x, etc. quel que soit x , en prenant les fonetionsdérivées
successives de f(x-}-) relativement a i, et faisant ensnite i—o.

Or si on suppose que le développement de f(x i) doive
contenir,, lorsque £ == @, un terme affecté de i, tel que A",
A étant une fonction de e, et m n’étant pas un nombre entier
positif; en prenant les fonctions dérivées relativement a1z, il
faudra que les developpemens des fonctxons

f'(-r+l) (e 41), ete.

contiennent les termes
mAdim m(m=—1) 4", etc.

Dore faisant i==o, on en conclura que les fonctions fx, ',
S"x, etc. lorsque x==a, contiendront’ 1espectxvement les ter—
mes

4 ' Ao"‘,‘m/lo"'“,‘m(m—I)Ao"‘"; etc.

" Si 1fi est un nombre quelconque négatif, il est clair que tous
‘es termes seront mﬁms.

S1 m estun nombre posmf non entier, soit n le nombre en—
Her lmmedlatement plus grand que m, il est visible que le
‘terme m. (m-— 1). (m-——n+ 1) .4 o™ ™ sera infini ainsi que
tous les suivans, et que tous les précédens seront nuls. D'on il
suit que les, fonctlonb dérivées-de Vordre n*me et des ordres
suivans dev1endrcm mﬁmes lorsque Z==a.

Dans ce cas donc, si'n est Pindice de ordre de la premiére
fonction qui. dew,ent JAnfinie, le developpement de f(x-4i)
devra contenir un terme de forme i™, m étant un nombre com~
pris entre =1 et n.



DES8 FONCTION S, 75

8i n=0, c'est-a~dire, si la fonction fxr devient elle~méme
infinie , ce développement contiendra alors des puissui.ces néga-
tives dei.

On doit appliquer aux logarithmes ce qu'on vient de dé-
montrer sur les puissances fractionnaires de i. Caron avuala
fin de la lecon IV, que les logarithmes répondent aux puis—-
sances fractinnnairves dont I'exposant est infiniment petit, ¢’est-
&-dire aux racines infinitiémes, et que C’est par cette raison
qu'il y a toujours une intinité de logarithmes répondant a un
ameme nombre.

" Aussi, par la méme raison, lorsqu’on résout une fonction en
série snivant les puissances d'une méme quantité, il peut se
trouver quelquefois le logarithme de cette quantité entre les
Ppuissances positives et les puissances négatives de la méme
“guantité , lorsque la fonction elle-méme contient des loga-
. rithmes. :

Ainsi, sila fonction £ contient des logarithmes , le dévelop-
pement de f (x+4-i) pourra contenir, dans le cas particulier de
x==q, des termes de la forme i (log i), et les fonctions dé-
rivées f* (x4-1), f" (x+41), etc., contiendront alors des
termes de la forme

" (logi)® et =1 (logi )™,
de la forme
"2 (log1)*, i"2 (logi)* et "% (logi)™2;

et ainsi de suite. Or lorsque i=o, logi est infini, et toute
quantité de la forme /™ (logi)® est nulle ou infinie suivant
que m est un nombre positif ou négatif, quelque seit n.
Donc puisque dans les termes des fonctions dérivées

S (xe4i), f'(x41i) ete.,
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Jes exposans des puissances de ¢ qui multiplient les puissances
de logi vont nécessairement en diminuant, il s’ensuit gue dés
quune de ces fonctions deviendra infinie par la position de
a==q, toutes les autres des ordres suivans deyiendront infinies
aussi.

On pent donc conciure en général que le développement

fr+ifx +§f”x+etc.

de la fonction f (x 4-i) ne peut devenir fautif pout une valeur
déterminde de x, gwautant qu'une des fonctions fir, f'x,
f"x,etc. . deviendra infinie en donnant & x cette yaleur; etque
ce développement ne sera fautif qu'a commencer du terme qui
deviendra infini.

Pour trouver alorsla yraie forme du développement suivant
les puissances ascendantes de i, il fandra faire d’abord dans lz
fonction f(x=i), x égal & la valeur donnée, et développer
ensnite suivant les puissancés croissantes de i par les régles
connues , en ayant égard anx puissances fractionnairesou ne~
“gatives de 7 qui se trouveraient dans la fonction méme.

Pour confirmer par quelques exemples ce que nous venons de
démontrer , supposons d’abord que l'on ait

fx:zax—x‘-}—a'l/‘(:c’—a"’),

et qu'on demande le développement f{ x--i) lorsque r=ua

En prenarit les fonctions dérivées suivant les régles générales,
on aura

o — e
, fx..qz(a‘ x)+‘/(x,__a2)

a ax®
V(xn__az) (xz_.aﬂ)%

f”w:-—--z +

et ainsi de suite.’
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En faisant x==a, on 2
1

fo= 2 = 4 53

donc toutes les fonctions dérivées des ordres suivans seront
aussi infinies, et le développement de f( @ i) contiendrane-
cessairement un terme de la forme A4i™, i étant entre o et 1.

En effet on aurapar la substitution de @ -} dans Fexpres-
sion de fx
fleti)=a=t+tay ixXV (22+i),

d’oit T'on voit que le développement suivant les puissances de:
contiendra des termes de laforme i, /i, Vi, etc.

Soit en second lien

fr=vr+(z—a)l(x—a),

on aura ces fonctions dérivées .

Sflo= 11: +2(x—a) l(x—a)+x=—=a

2y
P —_
fla= 4£Vx+al(x a) 43
pe O g2
fre= 8y x +r—a
etc.

Si on fait x—a, la fonction seconde f“x devient infinie,
ainsi que toutes les suivantes.

Ainsi le développement de f (41 parlaformule générale
deviendra fautif dansle cas de x == a, et il contiendra nécessai~
rement le terme 2* /1.

Nous avons observé plus haut que lorsqun’une valeur parti-
culiére de x fait disparaitre dans fr un radical , en ne détruisant
pas ce radical lui-méme , mais en rendant senlement nul son
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coeflicient, alors ce méme radical reparaitra nécessairement
dans les fonctions dérivées f'x, f"«, etc., et la formule géné-
ralo du développement de f(w =) ne cessera pas d'étre
exacte dans ce cas.

Mais lorsque la fonction for au lien d’étre donnée d’une ma-
niére explicite n’est déterminée que par une équation ou le ra-
dical ne se trouve pas, la détermination de ses fonctions dé-
rivées dans le cas doni il s'agit, pourra étre sujette & des dif-
ficultés qu’il est bon de prévenir.

Soit y=f7 , et parconséquent, en prenant les fonctions dé-
rivées, ¥ = {"x, y’ = f"“x, etc. Supposons que pour une va-
leur donnée de x il disparaisse dans far un radical , lequel
ne disparaisse pas dans f'x; il est clair que pour cette
valeur de x, la fonction f'x aura un plus grand nombre de
valeurs différentes que la fonction fi, a raison du radical qui
se trouve dans ', et qui a disparu de fr; d’ont il suit que la
valeur de y’ ne pourra pas étre donnée par une simple fonction
de x et y qui ne contiendrait pas explicitement ce radical. Ce-
pendant, si dans I'équation y =fx on fait disparaitre ce méme
radical par I'élévation aux puissances, et que !'équation résul-
tante soit représentee par

F(=x,y)==0,
Péquation dérivée de celle-ci donnera

’ F’ (z)
—_— l;m (y) H

comme on I'a vu dans la legon VI; donc cette expression
sera en défaut, dans le cas o U'on donnerait & «x la valeur
en question, ce qui ne peut avoir lien quautant que les
quantités F/ (x) et F’ (y) seront, l'une et lautre, nulles
d-la-fois. Ainsi, dans le cas dont il s'agit , Yexpression dey’
deviendra égaled zéro divisé par zéro; et réciproquement,
lorsque cela -arrivera, ce sera une marque que la valeur cor~
f
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respondante de x aura détruit dans fx un radical, sans le
détruire dans f* . _

Pour avoir dans ce cas la valeur de y’, il ne suffira done
pas des’arréter 4 la premiére équation dévivée de F (x,y) = o,
laquelle étant

¥ F' () + F' (5)=o,

aura lieu d'elle~méme, indépendamment de la valeur de y';
mais il faudra passer aux secondes fonctions dérivées, et 'on
aura une équation de Ja forme

yllﬁvl(y)+ylgp+le+R=o’

P, Q, B étant des fonctions de = ety qu'on trouvera par les
régles générales de la dérivation des fonctions.

Cette équation donnera, généralement parlant, la valeur de
Y"; mais dans le cas proposé, la quantité F’ ( y) devenant
nulle, le term. qui contient y” disparaitra,, etl’équation restante
sera une équation du second degré en y’ par laquelle on déter-
minera la valeur de y' qui sera parconséquent double.

Soit, par exemple,

fr=z4(x—a) y{z—b),

on aura

Faisant x==a, on a

fr==a,etfir=1 +V (a—2d),

ol Pon voit que le radical disparait dans la valeur de fx, mais
non pas daus celle de f'x, ensorte que la premiére est simple
et la seconde double. K

Maintenant si on fait fv== Yy, et quon éléve l'équation au
quarré pour faire disparaitre le radical, on ausa
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(y—z)=(z—a) (x~>).
En prenant les fonctions ﬁ)ﬁmes » on aura celle-ci
8(y—x) (¥ —1) =2 (2—a) (x—b) + (x—a)*;
d'ot I'on tire
(z—b) + (x—a)?
2(y-—-2x)

3

2(x—a
ENNEICE)!
Faisant x==a, ona aussiy==a; ce qui donne

y ::.lg:

On passera donc aux fonctions secondes » et Y'on aqura cette
"équation du second ordre,

2(y—x)y' +2(y —1YP=4(x—a)+ 2(x—5b).
Ici la supposition de & =@, et y==a, donne
f—1)r=a—5,
d’ot T'on tire v .
yY=1+V(a—b),
comme plus haut. R

11 peut arriver que la méme valeur de «, qui détruit les ter-
mes de la premiére équation dérivée , détruise aussi ceux de la
seconde;; il faudra alors passer 4 Péquation tierce , laquelle par
la destruction des termes qui contiendront y” et y", deviendra
une simple équation eny’ , mais du troisiéme degré, et ainsi de
suite; cela dépend de la nature du radical qni auraété détruit
dfms ¥ et qui doit étre remplacé par Ie degré de F'équation d’ot
dépend la yalenr de Yy, ) . S

Supposons en second lieu que la méme valenr de qui fait
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: disparaitre un radical dans f, le fasse disparaitre aussi dans
' f'x, sans le faire disparaitre néanmoins dans f"x : alors les va-
- leurs correspondantes de fx, et f'x seront en méme nombre,
mais celles de f"x seront en nombre plusgrand. 8i done on fait
évanouir ce radical dans l’équation y=fx, la valeur de y'

. o .
qu'on en déduira , se trouvera==~—, et il faudra passer aux

équations dérivées d'vn ordre supérieur pour avoir la valeur
de y".

Soit, pour en donner un exemple,

y=x+4(x—a)'y/(z—b),

€n aura

y=14a(z—a)Y(xmb) +—=—"2) 2(;(_-03:) s

o l(omb) 2 (F=0)  (z—a)

Faisant x==a, on a
y==a,y =1 ety”:ﬁsl/(a-—-b).

Mais si on réduit 'équation proposée & cette forme ratiqn-
nelle

(y—z)P=(x—a)X (x=—b),
on en tirera l'équation dérivée
2 (y—=) (y=—1) =4 Cx-—a) (x~—b) + (x—a)¢,

dans laquelle , en faisant x==q et ty=ua, tout se détryit.

On passera donc a Yéquation dérivée du second ordre, la~
quelle sera

(—==)y" + (Y=1) =6 (z=a) (2—b) + 4( r—a)"

Falsantx =, et y==q, on ayra .
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(y ==1)*=o0,et parconséquent y' = 1;
mais pour avoir la valeur de y, il fandra avoir recours a ¢~
quatlon tierce , et mémea I’ equatlon quarte,

On aura ainsi
(y=2)y" +3 (y—1)y =18 (=0} 412 (2—a) (2~ ),

ol tout se détruit encore en faisant x= 12, y=a, y'=1,
L’équation dérivée de 'ordre suivant sera donc

(y—=)y" +3(y'—1)y" +3y"=48(x—a) + 12 (x—b).
Faisantici x=@a, y==a,y =1, on amra

: 3y’ =123 (a—b),

d’oit Fon tire _

¥y =21V (a—"b),

comme plus haut.

Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse , qui d’ailleurs
v'a plus de difficultés d’aprés les principes établis. Mais nous
allons donner & cette occasion la théorie de-la méthode pour
trouver la valeur d'une fraction dans les cas ol le numérateur
etle dénominateur deviennent nuls a-la—fois,

Soit ‘i— une pareille fraction, fix et Fx étant des fonctions

de x, telles que la supposition de x==a les rendent toutes deux
nulles a—-la—foxs et que 'on demande la valeur de cette fraction
lmsque r=a. CE

Onfera - - R
y = f » et parconséquent yFr= fx ;

en gupposant x==a, cétte équation-se vérifie d’elle-méme, et
ne

3
i@
b
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ne peut pas sarvir a déterminer la valeur de y. Mais en prenant
P'équation dérivée, on aura

YFx+yFx={x;

la supposition de xz=a détruit le teyme y Fix, et le reste de I'é-

quation donne _
L%,
Y=TFy

S'il arrivait que les fonctions primes f’x et F’z devinssent
aussi nulles par la méme supposition,, on trouverait alors parle
méme principe , en substituant dans I'équation ci-dessus, fx D
F'x auliende ﬁc ‘Fx | cette nouvelle expression de ¥

f_'ll 2

Y=y

f

On pourtait aussi deduxre la méme expression de 1'é équation
dérivée trouvée ci~dessus, en considérant que comine elle se
vérifie d’elle-méme lorsque x==a, elle ne peut servir 4 la dé-
ermination de y; que parconséquent il sera nécessaire de pas-
serala seconde équation dérivée , laquelle sera

y”Fx 2y F'x +yl”"x = f"x.

La supposnion ide xx= g rendant nulles les fonctions Fir et F’ -,

les termes, qul contiennent ¥ et y" s'en iront d’eux-mémes, et
les termes restans donneront . ‘

PN 'f"a'll" v DU .

Y=g
comme plus haut..
Si la méme supposition de x==a donnait encore
fle=o0 et Flx= o0, :

on trouverait- de la méme maniére
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- x
y= el P

et ainsi de suite. -

D’oil résulte cette régle gériérale que lorsque le numérateur
‘et le dénominateur d'uine forction de ' deviennent nuls a-la-fois
pour une valeur donnée de x, il faut prendre a feur place les
fonctions dérivées du numérateur et du dénominateur, jusqu’a

ce qu'on arrive a upe fraction qui ait une valeur déterminée
pour fa méme supposition de x.

On sait que la formule —;% donne la somme de la pro-
gressxon geometnque @€ + L2 e B etc +x"

Lorsque x==1, cette formule devient 5; on prendra donc
les fonctions dérivées dn numérateur et du dénominateur, et

' . o le={(pefr )
on aura ia nouvelle fractxon»—-—(——j;-ix—: dont la- valeur,

lorsque =1, est n. ’

‘ __ 1
. 8i on prend Ja fonction dérlvee de la formule x

1=—(rz = 1) 2 n:c""" ‘
( (1 )x):’- , et celle-c1 expr)me parconsé-~

quent la somme de la série 1 + 2x+5x’ + etc. F-nx™? qui
est.la fonction dérivée de la série’ x +x’+ 23w etc, ot

_1:—3" ’

on a

.

o
Lorsque z==1,la formule precedente dev1ent ”""o" 1 on pren-

dra donc les fonctions dérivées du numératenr et du dénomi-
nateur , et I'on aura la nouvelle-fraction

-——n(n+1)x""‘+ n(n+ 1) Pat
S 2 Q@m—x)

[HENTI
qui, en faisant x==1 ; devient:de nouveau + On prendra de-

‘vechef les fonctions dérivées .du numératgut et dii dénomina-
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teur de cette dérniére fraction ; et I'on aura celle-ci

—-n(n+1)(n—1) "2 n? (n4-1) 2t

Py ?

laquelle , lorsque =1, devient

—n(n41) (r—1) (a1 _ n(at1)

2 2

somme de la série 1 -}~ 2 -3 - etc. < n.

On pourrajt craindre qu'en prenant ainsi les fonctions dé-
rivées du numérateur et du dénominateur, on n'eiit toujours
des fonctions qui devinssent égales 4 zéro divisé par zéro pour
la méme valeur de x; mais il est aisé de se convaincre que
cela ne saurait avoir lien. Car si o ==q faisait évanouir les
fonctions frr, f'x, f'x, etc. 4 V'infini, puisqu’on a en générak

FACE ) =fx+if x4 2f”x+etc.,
on aurait, lorsque r=xa,

flati)=o,

quel que soit ¢, ce qui est impossible. Il en serait de méme de
F(zx+i) ' ‘

Il peut néanmoins arriver que ces fonctions deviennent-a-la
fois infinies par Ja méme supposition de x=a, ce qui rendrait
1 3 3 LS . fx f'x
également indéterminées ies valeurs des fractions”=— , = etcs

Fx’ Fx’ ™2
mais, ce cas renire alors dans le cas général que nous avons
examiné plus haut, et il en faudra conclure que le développe-

ment des fonctions f (x 47) et F (x4 i) contiendra alors
des puissances de i fractionnaires ou négatives.

" On substituera donc @ -7 4 la place de =, tant dans la
fonction du pumératewr que dans celle du dénominateur, et
a
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T'on résoudra P'une et l'autre en sérje suivant les puissances
ascendantes de i; on fera ensuite Z == o0, aprés avoir divisé l=
haut et le bas de la fraction par la plus haute puissance de :;
ou, ce qui revient an méme , on n'aura d’abord égard qu'au
premier terme de chacune des deux séries.

Soit par exemple la fraction
Vm—Va 3 V(.z'-—a)
v (x*—a*)

dont on demande la valeur, lorsque x == a. On voit d'abord
que cette supposition rend le numérateur et le denommateur
nuls. Leurs fonctions dérivées sont”

1 . : x

X
sVt e T =

qui deviennent I'une et 'autre infinies par la méme éupposiiion ‘
On fera donc x==a i, et la fonction du numérateur de~
viendra

vadi)=vaetyi=y it — V +etc.

la fonction du dénominateur deviendra

Vz(za-{—z)-—- 1/2m+ -+etc.,

nyz

en ordonnant les termes suivant les puissances croissaitds de 1
En ne prenant que les deux premiers, on aura la fraction .

’

Vi . 1 i
Veaar Y na’ ,

pour la valeur cherchée.

En général, une fonction de x ne peut devenir nulle Jorsque
& == a, a moins gu'elle ne contienne un factews (xmra)”, m
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{tant un nombre positif quelconque. Donc si deux fonctions
de x deviennent nulles par la méme supposition, il faudra
qu’elles contiennent chacune un pareil facteur ; et pour trouver
alors la valeur de la fraction formée de ces deux fonctions,
il ne s'agira que de la réduire a sa plus simple expression, en
la dégageant du facteur commun aw numérateur et an déno~
minatenr.

Si donc on fait x =a - i, ce qui donne x — g =1, le
facteur commun sera une puissance de i qui s'évanouira par
la division, et alors il .n'y aura plus qu'a faire i == o pour
avoir x = a.

Ainsi ayant la fraction ool la substitution ds ¢ i au lien
de x, donnera d’abord en général

fa4ifla+ -i-;f”a-{- etc.

.t

Fa+4iF'q-- L; F'a -+ etc.

Si fa==0, et Fa== 0, le haut et le bas de la fraction se~
ront divisibles par i, et elle deviendra

fat é-f"a -4 ete.

Fla+ -; F'q <4 etc.

T o a
) Fdxsant ensuife == o0 pour avolr x = ¢, on aura 'If;.,——;apour

1a valeur de la fraction proposée , lorsque x = a.

Si ffa=oet Fla = o, la fraction se réduira encore, et
deviendra par une nouvelle division par i
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%f"a -t 5% f7a = ete.

| i F'a 4~ ;"—5 F7q +} etc.

I s fa - s
laquelle en faisant ¢ = o se réduit & 1{*'&‘ et ainsi de suite.

"
7

On voit par-la la raisen de la régle générale donnée plus
haut, et on voit en méme tems que cette régle nest bonne
que pour les fractions dont le numérateur et le dénominateur
contiennent a-la-fois un facteur de la forme (x —a)™, m
&tant un nombre entier positif. Aussi peut-on toujours résoudre
ces cas en faisant disparaitre ce facteur par les régles connues,
pour réduire la fraction a sa plus simple expression.

‘Dans les autres cas ol m serait un nombre fractionnaire on
négatif , la régle sera en défaut, et il faudra alors réduire les
deux fonctions f(a+i) et F(a-i) dansles séries ascendantes

aim™ - fimtr oete. ; et A® - BimP ete.,
de sorte que 'on aura

fla+i) _ a- @i+ etc.
Fla1) A4 Birtetc.’

et faisant i==o0, ona ,

fa _ =
Fa " 4

Si les premiers termes des deux séries contenaient des puis—
sances différentes de z, par exemple, sila série du numérateur
étant la méme que ci-dessus, celle du dénominateur était

AP 4= Birt - etc. ,

m et p étant des nombres quelconques, mais 2, g, etc.
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&tant positifs pour que les deux series soient toujonrs ascen—
dantes, alors faisant i=—o0 aprés avoir dirigé le haut et le
bas de la. fraction par la plus petite des deux pmssances "™ et

fa

i?, on aura Ta ==0 ou == o suivant que m > ou <(p,

en regardant les nombres négatifs comme moindres que les po~
sitifs. Mais par ce que nous ayons démontre plus haut, on est
assuré que ces cas n'auront lieu que . lorsque les valeurs des
fonctions dérivées de frr et de Fx deviendront 1nﬁmes en
méme tems, par la supposition de x=a.

L’analyse que nous venons de donner est nécessaire pour
ne rien laisser & desirer sur la nature des fonctions dérivées ;
mais comme elle ne regarde que la valeur de ces forctions
dans des cas particuliers, elle n'influe point sur 14 théorie ‘gé—
nérale des fonctions, en tant qu’onn’y considére que laforme
et la dérivation des fonctions, laquelle est parconséquent in-
dépendante des exceptions que nous avons trouvées,

I

T N
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LECON NEUVIEME

De ln maniére d'avoir les Limites du déueioppe-
menpd ure fonction , lorsqu’on n'a égard qu'é
un piombre déterminé de termes. Cas dans
'l’%t‘juels les principes du calcul différentiel
sont en défaut. Théoréme fondamenml Li-
mites de plusieurs séries. Maniére rigoureuse
dintroduire les fonctions dérivées dans la
théorie des Courbes et dans celle des mouve-
mens variés. '

TOUTE foncnon f(x+ z) se developpe ainsi qu'on 'a vu,
dans la série fx < if 'x += f" f”’x - etc. , laquelle

va naturellement a I'infini, & moins que les fonctions dérivées
de fir ne deviennent nulles, ce qui a lien lorsque fir est une
fonction rationnelle et entiére de .

Tant que ce développement ne sert qu'a la génération des
fonctions dérivées, il est indifférent que la série aille a I'infini
ou non; il Vest avssi lorsqu’on ne considére le développement
que comme une simple transformation analytique de la fonc-
tion; mais si on veut I'employer pour avoir la valeur de la
fonction dans les cas particuliers, comme offrant une expres~
sion d’'une forme plus simple a raison de la quantité i qui se
trouve dégagée de dessous la fonction, alors ne pouvant tenir
compte que d'un certain nombre plus ou moins grand de
termes, il est important d’avoir un moyen d’évalner le reste
de la série qu'on néglige, ou du moins de trouver des limites
de l'erreur qu'on commet en négligeant ce reste,
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La détermination de ces limites est surtout d'une grande
importance dans l'application de la théorie des fonctions & 1’2~
nalyse des courbes et & la mécanique , pour pouvoir donner &
cette application la rigueur de I'ancienne géométrie, comme
on le voit dans la seconde partie de la Théorie des fonctions
analytiques. SR '

Dans la solution que j'ai donnée de ce probléme. dans
Youvrage cité, j'ai commencé par chercher Fexpression exacte
du reste de la série, ensuite j'ai déterminé les limites de
-cette . expression. Mais on peut tronver immeédiatement ces
Limites d’une maniére plus élémentaire, et également rigou-
reuse. :

Nous allons, pour cela, établir ce principe général qui
‘peut étre utile dans plusieurs occasions.

Une fonction qui est nulle lorsque la wariable est nulle,
aura nécessairement, pendant que la variable croiira posi-
tivement, des valeurs finies et de méme signe que celles de sa
fonction derivée, ou de signe opposé si la variable croit négati-
vement, tant que lés valeurs de la fonction dérivee conserve-
ront le méme signe , et ne deviendront pas infintes.

" Ce principe est trés-important dans la théorie des fone-
tions, parce qu'il établit une relation générale entre 1'état
des fonctions primitives et celui des fonctions dérivées, et
‘qu'il sert & déterminer les limites des fonctions dont on ne
‘connait que les dérivées.
Nous allons le démontrer d'une maniére rigoureuse.
Considérons la fonetion f(x+1) dont le développement

2
général est fo 4 i f o & -;— Iz 4 ete.

Nous avons vu dans la legon précédente, que la forme
du développement peut étre différente pour des valeurs par-
ticuliéres de x ; mais que, tant que f’x ne sera pas infinie, les

.deux premiers termes de ce développement seront exacts,
et q 2 les autres contiendront parconséquent des puissances
de i, plus hautes que la premiére , de maniére qu'on aura.
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Sfledi)=fz+i(f =+ F),

7 étant une fonction de x et i, telle qu'elle devienne nulle

lorsque i=o.

Doac puisque #” devient nul lorsqué ; devient nui, il est
clair qu'en faisant croitre i par degrés insensibles depuis
zéro , la valeur de 7 croifra aussi insensiblement depuis zéro,
soit en plus on en moins , jusqu’a un certain point, aprés
quoi elle pourra diminuer; que parconséguent on pourra
toujours donner & i une valeur telle que la valeur correspon-
dante de 77, abstraction faite du signe, soit moindre qu’une
quantité donnée, et que pour les valeurs moindres dez, la
valeur de 7 soit aussi moindre.

Soit D une quantité donnée qu'on pourra prendre aussi
petite qu'on voudra; on pourra donc toujours donner &  une
valeur assez petite pour que la valeur de 7 soit renfermée
entre les limites D et — D; donc puisqu’on a

fleti)=fa=i(f x+7),

il s'ensuit que la quantité f(x i) ~=fx sera renfermée
entre ces deux~ci i (fx=D).

Comme cette couclusion a lien quelle goe soit la valeur
de x, pourvu que f'x ne soit pas infinie, elle subsistera
aussi en mettant successivement x <2, x 21, x+57, etc.,
jusqud x 4 (n— 1) i ala place de «; de sorte qu’on pourra
toujours prendre i positif et assez petit pour que les valeurs
des quantités

- /
Flx+i)~—fx,
fatai) —flx+i),
F(x4-3i) — f(x42i),

flx4nm) = f(e4 (n—1)1),

soient renfermées respectivement entre les limites
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i(flaxD),i(f (z+i)£D), i(f (z+2i)£D),ete.,
ilf (x+(n—1)i) £D],

en prenant pour D) la méme quantité dans chacune de ces
limites , ce qui est permis, pourvu qu'aucune des quantités

Iz f(x+D), f(x-e2i),etc., jusqu'd f (x4 (n—1) i}, ne

soit infinie.

Donc si toutes ces derniéres quantités sont de méme signe,
Cest-d~dire, toutes positives ou toutes négatives, il est facile
d’en conclure que 1a somme des quantités précédentes, la-
quelle se réduit & f(x-4ni)—fx, aura pour limites la
somme des limites, c’est—é—dire les quantités

if'x +if (4i)+if (z2i)d..iiiaies
viieineenn i ff (x (re=1) i) i D.

Si donc on prend la guantité arbitraire I moindre que la
somme

Fadf @+i) +f (@ 2i) +ete. o f (24 (1) i)

divisée par n, abstraction faite du signe de cettc somme, la

quantité f (x 4 ni) -—fx sera nécessairement renfermée entre
zéro et la somme

i {f'x b f/(xti) +f (@ 20) ... obf (w4 (=1)i}.

Done si P estla plus grande valeur positive ou négative des
quantités f'x, f'(x 4-1), etc. jusqua f'lxc+4(n—1)i), la
quantité { (x4 ni) — fz sera, & plus forte raison, renfermée
entre zéro et aniP.

»

Or comme en prenant i aussi petit qu'on voudra, on peut
en méme temps prendre n aussi grand qu'on voudra, on
pourra supposer in égale 4 une quantité quelconque z, posi-
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tive ou négative, puisque la quantité z pent étre prise posi-
tivement ou négativement. -

La quantité f(x 4 ni) —fx deviendraainsif (x +2)—fx ,
et powrra représenter une fonction quelconque de z, qui
s’évanonit lorsque z=o, la quantité¢ = pouvant maintenant
étve regardée comme une constante arbitraire. De méme la
quantité ' (x 4ni) deviend.a f’ (x+z) et représentera la
fonetion dérivée de la méme fonction de z, puisque (x4 2)
est également la fonction dérivée de f(x+-2z), soit par rap-
port & x, soit par rapport a z.

On peut donc conclure en général que si ' (x<d-2) a
constamment des valeurs finies et de méme signe, depuis
z==o0, et que P soit la plus grande de ces valeurs, abs-
traction faite du signe, la fonction primitive dont il s'agit
sera renfermée entre o et 2zP, parconséquent elle aura tou-
jours aussi des valeurs finies et de méme signe que la fonc-
tion dérivée , si z est positive, ou de signe différent, si z est
neégative.

Dans le calcul différentiel , la conclusion précédente est
une suite immédiate et nécessaire de la manic¢re dont ce cal-
cul est envisagé, et elle se présente méme sans aucune li-
mitation relativement aux valeurs infinies; mais nous allons
voir qu'elle est souvent en défaut a cet égard, ce qui servira
& montrer la nécessité d'une analyse plus rigoureuse que celle
qui sert de base au calcul différentiel.

En effet, si y est une fonction de z, sa fonction dérivée,

. . . d
suivant la notation de ce calcul, sera représentée par d—:)zi, et
yintégrale de dy, est regardée, parles principes mémes du
calcul, comme la somme de tous les élémens infiniment pe-

. dy , .
tits dy, ou 4 dz; parconséquent si y==o, lorsque z==o,

. d . ;
y serala somme de tous les élémens 3-% dz qui répondent 4 tous
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les élémens de z. D'olt 'on est en droit de conclure que

si g{- a tovjours des valeurs positives , depuis z==o0, jusqu’a

. , d
une valeur quelconque positive de z, tous les élémens Y dz

dz
étant positifs, la valeur de y répondant a cette valeur de =
sera nécessairement positive.
1 1
—— @
a—z a
étant une constante quelconque positive , on aura y == o lors-

Cependant, si l'on a, par exemple, y ==

d ,
que z==0, et la valeur de ;l% sera, par les régles connues
1

de la différentiation, o Cette valenr est constamment

positive,, quelle que soit la valeur de z; il faudrait donc que

la valeur de y fut toujours positive, ce qui n’est pas; caren

prenant z plus grande que @, y devient négative. Ainsiles

principes du calcul différentiel sont en défaut dans ce cas.
Suivant le principe que nous venons d’établir, la valeur

de y ne sera nécessairement positive qu’autant que la Tonc-
Y P q q

tion dérivée ?lzz ne sera ‘pas infinie dans I'étendue de la valeur

dy , , ., 1 Y R
de z. Or 5 étant égale & )’ elle devient ;nﬁnle, lors-

que z==a. Donc les valeurs de y. seront nécessairement po-
sitives depuis z==0 jusqu'd z==aq; mais elles powrront ne
pas I'étre lorsque z >> a, quoique les fonctions dérivées o
soient toujours positives. ‘ i

Voici maintenant comment le principe doﬁt il £agit, s’ap-
plique 4 la détermination des limites du développement ds
f(x+0). .

Soient d'abord p et g les valenrs de x-i qui rendent
la fonction dérivée f” (xx+:) la plus petite et la plus grande,
en regardant & comme donné, et faisant vaier ; depuis zéro
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jusqu'dune valeur queleonque donnée de i. Donc f7p sera la plizs
petite valeur de f'(x <), et f'q en scrala plus grande; par
conséquent f'(x =+ i) — f'p, et f'g—f (x--i) seront tou-
jours des quantités positives.

Regardant ces deux quantités comme des fonctions déri-
vées , relatives a la variable Z, leurs fonctions primitives, prises
de maniére qu’elles soient nulles lorsque Z== o seront, & cause
de =, p et g supposées constantes,

fle+d —fz—ip, et f'q—flz+i) +fz.

Ainsi pourva que f'(x - 1) ne soit jamais infinie depuis
iz=o0 jusqu'a la valeur donnée de Z, ce qui aura lieu si f'p
et f’q ne sont point des quantités infinies, on aura par le
principe précédent, si iest positif,

flet+i)—fe—ifp>o, et fe—f(x+4i) +if'g>o;
d’ou l'on tire
flae+)> fetifp, et flati) <frxtifg.

Supposons ensuite que p et g soient les valeurs de x - qui
rendent la fonction dérivée du second ordre f" (x+-i) la
plus petite et la plus grande, en faisant varier i depuis zéro
jusqu’a une valeur donnée; on aura f’p et f'q pour la plus
petite et la plus grande valeur de f"(x<i); parconsé-
quent Fllx4i)—fp, et f"q —f"(x 4 i) seront toutjours
des quantités positives. .

Regardant ces quantités comme des fonctions dérivées re-
Jatives & la variable i, leurs fonctions primitives prises de
maniére qu'elles soient nulles, lorsque i==o, seront

f+i)—f=—ifp,
‘ if'g—f(edi)+fx

Done., pouryu que f” (x-}-i ) e soit jamais infinie dans toute

et
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Pétendue dei, ce qui revient 3 ce que f'p et "¢ ne soient
point infinies, ces deux quantités seront, par le méme prin-~
cipe, toujours positives et finies, i étant supposé positif ; et
en les regardant comme des fonctions dérivées relatives a 2,
leurs fonctions primitives, prises de maniére qu’elles soient
rulles lorsque i==o, seront, d cause de x, p et ¢ supposées
constantes,

e i) —formif ' — = fp
% fg—f (@ i) 4-fx +if .

Ces nouvelles quantités seront donc aussi, par le-méme
principe , toujours positives; on aura ainsi

fe 4 i) —fom if 'z fip >0,

fomflot i)+ if a2 fig >0,

d'ott Pon tire

e+ iy>fetifz+ _i:fn ,
et

7%
fe+D<fotifz+ = fq.

Si on suppose, en troisitme lien, que p et g soient les
valeurs de x i qui rendent la fonction tierce f* (x -L i)
la pius petiteet la plus grande, depuis i==o jusqu'a uneva-
leur’donnée de Z, on aurales deux quantités £ (x 4 i)—f"p
et f'q—f"(x+1i), quiseront nécessairement positives dans
toute I'étendue de i. Donc en les regardant comme des fon-
tions dérivées relatives 4 la variable Z, lenrs fonctions primi~
tives, prises de maniére qu'elles soient nulles lorsquei=o,
geront - S
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j"ll (x_*_l)‘_f‘llx__l:f'lllp?-
G —f" (x+i) +f"x

Et ces quantités seront, par le méme principe, toujours
positives et finies, pourvu que f”(x-+i) ne soit jamais in-
finie dans toute I'étendue de Z, c’est~a-dire, pourvu quef”p
et f”q ne soient point infinies.

et

Donc, en regardant de nouveau ¢es derniéres quantités
comme des fonctions dérivées relatives & #, leurs fonctions
primitives, prises de maniére qu’elles soient nulles lorsque
i==o, seront

" (@ i) m— - if 'z —--—fp,
et

S frg—f (i) + o if'

lesquelles seront . parconséquent aussi toujours ' positives et
finies, en vertu du méme principe.

Enfin, regardant encore ces nouvelles quantxtes comme
des fonctions Jérivées velatives 4 7, leurs fonetions primitives,
prises de maniére gu’elles soient nulles Torsque i =0, seront

flti=fo—ifam § firm 3 1,
&t . )

Ces quantltes seront donc encore posmves par le méme
prmc:pe, ainsi ‘on aura -

f(x-i—t)—fxv—gf’::—-—f” B p>o .
fx—f(x+z)+ef*x+-—'f«r+ w-f”’ >6;{fg,"

d'od
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d’ott Yon tire

Sa+0)>fx 4 if v 4 i:f”ac-l— %fw s

flati) <fotifet - flo+ = 1",
et ainsi de snite,

Nous avons supposé dans ces développemens Z positif; si &
ctait négatif, ou bien si on changeait ; en — i, alors on
trouyerait pour premiéres limites de f(x—1:),

flo—i) <fr—ifp
f(xf-i) > fx — if'q.

On trouverait ensuite pour secondes limites
. . 2
fle—i)<fomif'z+ = fp,

. . . i
= i) > fr—if x4+ 2 1,
el ainsi des auntres.
Donc, en général, la quantité f(x~-7), soit que i soit po-

sitif ou négatif, sera toujours renfermée entre ces deux—ci :

>

;2 ’3 .
fe+ifx 4 %f”x -+ E-L"—s-f’”x/:{- etc, -~ o

i '
5_._MJ“’"P:
12

-

fotifet s ot g frotete, + —e g,

en prenant pour p et ¢ les valeurs de x 47, quircpondent:
2 la plus petite et a la plus grande des valeurs de
f(x =-1), dans toute I'étendue de 7, depuis == 0 ; pourvu

gque les deux quartités £p et £'g ne soient pas infinies.
G
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Au reste, il est facile de voir, par I'analyse précédente ;
Guon n'estpas astreint & prendre pour f¥p et f¥glaplus petite
et la plus grande valeur de f*(x+i), mais quon peut
prendre & leur place des valeurs quelconques plus petites
que la plus petite, et plus grandes que la plus grande ; ce
qui peut sexvir, dans nombre de cas, a faciliter beaucoup
la détermination des limites.

Jobserverai ici, quoique cela ne soit presque pas néces-
saire,, que j'entends toujours par quantités plus grandes ou
plus petites absolument, celles qui sont plus avancées vers
Tinfini positif, ou vers l'infini négatif; ainsi, si a>b, on
aura —a<— b, etc.

I’analyse précédente redonne, comme I'on voit, successi-
vement les termes du développement de f(% 4 7); mais elle
a l'avantage de ne développer cette fonction qu'autant que
Yon veut, et doffrir des limites du reste.

En effet, si dans le déyeloppement de f(x i) on veut
garréter au terme x™, pour avoir les limites du reste du
développement, il 1’y a qu'd considérer le terme suivant,
qui serait de la forme

i .
2.5.4... .y.f *s
et y mettre 4 la piace de f*x la plus grande et la plus pe-

tite valeur de f*(xr<4i), en faisant varier i depuis zéro ,
ou bien des quantités quelconques plus grandes ou plus pe-
tites que la plus grande et la plus petite valeur de f*(z 4 i).
Si ces deux valeurs, ou I'une d’entr'elles était infinie , il n'y
aurait point alors de limites; c'est aussi le cas ol le déve-

loppement deviendrait fautif, parceque la valeur de £ (x-4-1)
serait infinie dans quelque point.
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En général, on peut avoir de la méme manidre les limites
des valeurs de toute fonction dont on ne connaitra que la
fonction derivée d'un ordre quelconque. On examinera la
marche de la fonction dirivée depais I'origine de la variable,
et si elle ne devient jamais infinie, on y appliquera immédia-
gement les formules précédentes, on ¢ est la vanable, et x
peut étre une constante quelconque. Si au contraire la fonc~
tion dérivée devient infinie pour certaines valeurs de la va-
riable, on partagera cette variable en autant de parties sé-
parées par les termes auxquels répondent les valeurs infinies
de la fonction, et on appliquera séparément les mémes for—
mules & chacune de ces parties.

Supposons,pour donner quelques exemples, f(x-4-i )=—=(x--i)™
on aura fr=x", et de la
f'x:maa’"“, f”x:m (m___ l)xm-—a,_
fre=m (m=1) (n—2) x™3, etc.;

et en général,

Flom= Mx™H, o M= (M) (M 2. . (m—pf1),

comme on I'a vu dans la legon II. On aura donc

A i) =M (w4 i)™,
ol Pon voit que cette fonction ne peut jamais devenir infi-
nie tant que x—-i n'est pas—o, et que ;. nest pas > m.
On voit aussi que la plus petite et la plus grande valeur de
M (x4 i)™ répondent, 'une & i==o0, etlautre a i; de
sorte que les valeurs p et q seront x et x -, onx4-i et x.

Donc, en général, le développementde (x~-i)™ sera com-
pris entre ces deux limites,

m (m—1)
2

&M o mix™T? -

3

e M

2 pit=—a tc. ==t

i +2.5...5‘x :
2
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m (m—— 1),

x"‘ -+ mizgmt e

2 P ™ b gt

+—1I-‘-— (@i,

Par le moyen de ces limites, on est & couvert des difficultée
qui peuvent résnlter de la non~convergence de la série; car
comme un terme quelconque n*™ est au suivant dans le rap-

| M- 1k L
port de 1 aut—x;, pour que la série soit conver-
1 12 .
gente, il faut que la quantlte + X = abstraction

faite du signe qu'elle doit avoir, soxt moindre que l'unité.
i X . . . . A
Si e <1, il est clair que la série finira toujours par étre

m-—1i 1
L est

convergente , puisque la derniére valeur de
1. Mais elle sera toujours divergente A son extrémité,

i . .,
si ~ > 1, quoiqu’elle puisse étre convergente dans ses pre-

miers termes. Ainsi elle ne pourra alors étre employée avec
sireté’, quelque loin qu'elle soit portée, qu'en ayant égard
aux limites que nous venons de donner.

Supposons, en second lieu,
e

flati)=a,

on aura
fr=a®,etdelaf =0 la, f*z=a"(la)*, f" -.—_a’(la)’; etc.
Donc, en général,
SfHa+i) =at (L),

ot Yon voit que la plus petite et la plus grande veleur ré-
pondent aussi 3 i=w o et 4 i. Ainsi en aura, en faisant
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=0,

; 2 2 # 3 it 175 Ll
1+ila + - (la) +‘2.—5‘(1ﬂ) +etc.+m—(a) s

(za)i" a,

1 - ila+—§ (la)* + (la) - ete. 4~

pour les limites de la valeur de af, ot 'on pourra prendre
dans le dernier terme, au lieu de &’ , une quantité quelconque
plus grande.

Soit, en troisiéme lien,

fla+i)=1(x+i),
o0 aura
fxr=lx, flx =3—Ul-,f”x—-——, f”’x_ o otes
donc, 5
F @iy = = 2. ..[A‘-—-__l_’,
(xi)¥

le signe supérieur étant pour le cas de u impair, et I'infé-
rieur pour le cas de g pair.

il est clair que pourvu que @ -~ i ne soit pas égal & zéro, la

quantité f (x -4-i) ne sera jamais infinie, et que sa plus

grande valeur et sa plus pente relativement & 7, répondront
dizzo etd i,

On aura donc par la formule générale, ces deux limites
‘pour la valeur de /(x--i),

s

lx+——-—+ s—etc L,
2x* 5.1: patt
A i

Iz 4=

LA LA +
x nac“,+5x3_' ete. =

w iyt
3
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ou 'on pourra mettre & la place de Z une valeur quelconque
plus grande dans le dénominateur (x--i)¥.

Soit, en quatriéme lieu,

f(@+i) =sin (z41),

on aura
fr=sinx, flx=cosx, flr=—sinx, sic.;

donc, en général,

f¥ (xa-i) =1cksin (x4 i), ou == cos (x i),

suivant que p sera de I'une de ces formes, 4n, 4a-f2,
4n-1, 4n+3, n étact un nombre entier quelconque’;
ce qu'on peut renfermer dans cette expression générale,

fH( +i) =sin (z++i+p D),
WD étant 'angle droit.
Or, quelles que soient les valeurs de = et i, il est visible

que la plus grande et la plus petite valeur de £ (x<4-i) seront
1 et —1 ; ainsi on aura pour le développement de sin (x 1),
ces limites,

in =} cos i‘s' d os & -} etc. == i
sinx 1 CO8 X woms wum SLIL I o —2 C v e TT———,
2 2.3 2.3...4
Sion fait x=0, on aura
. B P it
i - o e — etc. T
25723545 PRI

Et si on fait x=D, on aura
P # o
Y b [t T xS
2 +2.5.4 2.3...n”°

pour les limites de sin i et cos £, ou il faudra prendre pour
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fe nombre immédiatement plus grand d'une unité que P'ex—
posant de ¢, dans le terme auquel on voudra s'arréter.

Nous avons donné, a la fin de la legon VII, la série du

développement de f'(y + i), en supposant y==tang x et fy=x,
et nous avons trouvé en général

fly==23... (u—1) cos*x Xsin ou cosux?
Donc, on aura aussi
Ty +i)=m22.3... (p==1) cos®z X sin ou cos uz,
en faisant y - == tang z, c'est-a-dire,
tang . z == tang . x .. ‘
.Or quels que soient y etz, illest visible que la plus:’petite

et la plus grande valeur de cos™z > sin ou cos Uz, sera —1,
et 1; d'olt on peut d'abord conclure que la séric es vraie
pour des valeurs quelconques de x et i, et que si on vent
arréter la série au terme ue™, le reste de la série sera né~*

. : .. 7l
cessairement renfermé entre les limites == —.

>
Ainsi en faisant x = o, on aura ces limites

.. B P L i
arc tang: 1 s - etc, ™ —— .
gramimm— o x4 e

ol 4 est I'exposant du terme auquel on yeut sarréter.

Nous finirons par remarquer que les mémes formules penven?
servir 4 développer une fonction quelconque , suivant les puis—
sances de .sa variable ; car en faisant x— o » fx4i) dew
vient simplement f7 et pent représenter une fonction quel-
conque d'une variable i, -

"Or il est visible que les valeurs de fr,f'x, fix, etc.}
lorsque &== o, doiyent coincider avec celles do SiLF5, flijetc.,
lorsque i=o.

4

®
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Donc, si on dénote simplement par f, f7, f", ete. les
valeurs de {2, {'1, f"i, etc., lorsque i == 0, on aura en gé-
néral :

’a ;3
fis=f+ if + —f'+ 5" + ete.

Et si on veut s'arréter au terme u®, alors comme le
terme suivant serait

2.8.4....07 7

il n'y aura qua substituer & la place de f** la plus grande
et la plus petite valeur de f%/, ou des valeurs plus grandes

et plils petites que celles-ci, et Pon aura les limites du reste
du développement.

Aihs#‘ le développement sera exact tant que ces limites
auront des valeurs finies. Si U'une d'elles devenait infinie, le
reste de la série pourrait aussi devenir infini, et le dévelop-
pement deviendrait fautif. Il faudra donc alors ou s’arréter

s

& un terme précédent, ou n'attribuer 4 I que des valeurs

telles, que f*i ne devienne pas infinie depuis i==o0 jusqu’a
cette valeur.

Puisque ces limites répondent & la plus grande et i la plus

petite valeur de f*i, en prenant i depuis zéro jusqu'a la va-
leur donnée; il est clair que la valeur exacte du reste du dé-
veloppement de la fonetion fi répondra & une valeur inter-
médiaire de f*i, qui pourra étre représentée parf¥j , en
prenant pour j une quantité entre zéro et i. Il snit de 1a
qu’on pourra toujours représenter d’une maniére finie le dé-
veloppement d'une fonction quelconque fi, eny introduisant
une guantité inconnue j moindre que i. Ainsi, on a ce théo~
réme analytique, remarquable par sa simplicité,
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2 l?
fisf+if + S f' =f" + ete.

s =1

<

T
ihome 1 L s

2.5...,u—-1ﬁ +2.5..‘(/.fj’

ou f, f/, ', etc., sont les valeurs de fi, f'i, f*i, etc.,

eny faisant i == o, 'exposant @ ¢tant quelconque.

On apar-1d une démonstration rigoureuse de cette propo-
sition qu'on s'était contenté de supposer jusqu'ici; savoir ,
que dans le développement d'une fonction, on peut donner &
la variable suivant laguelle est ordonné le développement,
une valeur assez petite pour qu'un terme quelconque de la
série soit plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent;
car il est clair qu'il suffit pour cela de faire voir qu'on peut
toujours prendre i assez petit pour que Yon ait
i+

;5...[/.

=t U
2.5...;4—--1-']0 >

f[/..',

condition qui se réduit i celle-ci f* 1 > ~ f¥*j dlaquelle
“

il est visible qu’on peut toujours satisfaire en diminuant la

valeur de i, pourvu quon n’ait pas f*1=o,

On peut démontrer de la méme maniére cette auire pro-
position , que si 'on a deux fonctions différentes fi et Fi,
qui soient telles que les # premiers termes du développe—
mentde fi, soient respectivement égaux aux g premiers termes
du développement de F:, on peut, en diminvant la quan-
tite 1, rapprocher assez prés les valeurs de ces deux fonctions,
pour que la valeur d’aucune autre fonction comme ¢i, ne
puisse jamais tomber entre ces valeurs, si les g premiers
termes du  développement de ¢i ne coincident pas aussi avec
ceux du développement de fi et de Fi; car la différence
Fi—fi se réduira, par I'hypothése, a
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it . g
2.5...[/.(1;']—']‘.])’

ol la quantité j pourra étre différente dans les deux fone-
tions, mais toujours j <i; au lien que la différence ¢i — f3
sera de la forme

i* A A . i . g
2.5...A(¢_‘f )+ec.+2.5'“l.¢(q>]-—_f]),

A étant < w3 dolt Ton voit qu'en diminuant la valeur de i,
le rapport de cette différence 4 la premiére, deviendra tou-

jours plus grand, & moins que lon n'ait aussi ot =f™, etc.

C’est sur ces principes qu'est fondée D'application rigou-
reuse de la théorie des fonctions dérivées aux parties de la
géométrie et de la mécanique, pour lesquelles on emploie le
calcul différentiel. Soit fr Vordonnée d'une courbe dontx
est Pabseisse ; prenons une nouvelle abscisse i, qui commence
ot finit I'abscisse x, que nous regarderons maintenant comme
constante ; l'ordonnée correspondante sera

\

. ill s
fle+d)=fr4if'x +-2-f’"x - etc,
Arrétons-nous aux premiers termes , et supposons I'équation

ze=fx 4 if x,

entre U'abscisse i et Iordonnée z; cette équation sera & ume
Yigne droite qui passe par le point de la courbe qui réponda
I'abscisse ax, et qui est inclinée & Vaxe d'un angle dont f'x
est la tangente.

Comme les deux termes de l'ordonnée de cette droite
coimcident avec les deux premiers termes de celle de la
courbe , il sera impossible quaucune autre "droite passang
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par le méme point de la courbe, puisse passer aussi entre
elle et la droite dont il s'agit; celle-ci sera donc la tan—
gente de la courbe au méme point, de manidre qu'en ap-

pelant ¢ la sous-tangente, on aura en généralj-'t- =f'x, et

¢

de 1A t == _3,’5:.-7:‘

Prenons maintenant les trois premiers termes du méme
développement, et considérons la courbe dont I'équation
entre I'ordonnée z et I'abscisse ¢ serait

z2=fx 4 if'x 4 Igf”x;

on aura une parabole dont I'axe est paralléle aux ordonnées ,

et dont le paramétre est

2
f”.r.

Cette parabole passera par le point de la courbe proposée qui
répond 4 'abscisse -, et aurala méme tangente qu’elle, parce-
que les deux premiers termes de son équation coincident
avec ceux de I'équation de la courbe; et comme les troi-
siémes termes coincident aussi, il s'ensuit qu'aueune autre
parabole ne pourra passer entre celle-ci et la méme courbe:
ce sera, parconséquent, la parabole qu’on nomme osculatrice,

. 2 2 \
et qul aura -— ou —rpour parameire.
flz =y ,
Comme c’est ordindirement au cercle qu’on rapporte la cour-
bure des courbes, pour avoir le rayon de courbure , on suppo-

sera que la courbe proposée est un cercle dont I'équation gé~
nérale est, comme l'on sait,

(x—a) 4 (y=—0b) =r;
ainsi on aura
y=bt+vr—(zx—a)yl=fx;

?'ott l'on déduit , en prenant les fonctions dérivées,
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.,_____ S x—a = f'x
Y E TV r=(z—ay]
rh

C [P—(r—ay T

yl/ —=

Si on détermine , par ces trois équations, les valeurs de «,
b,renx, fx, fx, f'>, cn aura non-senlement le rayon »
du cercle osculateur, mais aussi la position du centre de ce
cercle par les' deux coordonnées @, b, qui seront en méme
gemps celles de la développée; car alors les trois premiers
termes du développement de y dans le cercle, coincideront

avec les trois premiers termes du développement de y dans la
courbe proposée.

On awra aussi, pour une courbe quelcouque,

pm GEYDE
y

= yl(l_’{_ylgz
y

b= .._‘.il}_"f.
YT Ty

On peut pousser plus loin cette théorie des osculations,
comme nous l'avons fait dans les artitles 117 et suivans de la
Théorie des Fonctions analytiques.

Si on considére 'espace déerit par un mobile , comme fonc—~
tion du temps employé & le parcourir, et qu'on nomme x le
temps, et y I'espace, Véquation y = fir exprimera la nature
du mouvement. Soit z V'espace décrit dans le tems 2 qui com-
mence an bout du temps x, on aura z =f{x - i) —fi et par
le développement

z=if T - E;i_f”ac-{—ﬂis?-)f"’x+etc.:

ue prenons dans cette expression de z que le premier terme,
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et considerons un autre mobile dont le mouvenent serait re—
présenté par I'équation

u=if'x

entre 'espace u et le méme temps ¢ ; ce mouvement sera uni-
forme avec la vitesse f'x. Comme la valeur de u est exprimée
par un terme qui est le méme que le premier terme de la va-
leur de z, il suit de ce que nous ayons démontré en géneral ,
que, dans les premiers instans du temps I, ce mouvement uni-
forme approchera plus du mouvement dont il s'agit, qu'au-
cun autre mouvement uniforme ; car on pourra toujours
prendre le temps ; assez court pour gwentre les espaces par-
courus en vertu de ces deux mouvemens, il ne puisse étre par-
courn uniformément, dans le méme temps, ancun espace nmoyen
avec une autre vitesse que f'c. Donc on pourra regarder
J'x comme Vexpression de la vitesse de tout mouvement
représenté par I'équation y = f , au bout du temps x.

Si on prend les deux premiers termes de Vexpression de z

pour I'espace décrit par un autre mobile dans le méme temps £,
la formule

: i
u=’f’-‘”+zf"$,

représentera un mouvement composé d'un mouvement uni-
forme avec la vitesse f'xx, et d’'un mouvement uniformément
accéléré produmit par une pression ou force agcélératrice
constante "z, comme Pexpérience le prouve dans le mou-
vement des graves.

Les termes de la valeur de u étant les mémes que les deux
premiers termes ‘de l'expression générale de z, on conclura
des mémes principes établis ci. dessus » et par un raisonnement
semblable an précédent, que, dans les premiers instans du
temps i, ce nouveau mouvement approchera du mouvement
représenté par I'équation z —=f( x +1)—fx, ony=fr,
Plus qu'aucun autre mouvement semblable » de maniére
quon pourra prendre f'x pour la vitesse » et "z pour
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la force accélératrice an commencement du temps i, c'est-i-
dire, au bout du temps x. Donc, en général , y étant I'espace
décrit et exprimé en fonction du temps, y’ sera la vitesse,
et y” la force accélératrice nécessaire pour ce mouvement.

Ceci a lieu naturellement dans les mouvemens rectilignes :
mais en considérant les mouvemens curyilignes comme com-
posés de rectilignes , on en déduit les lois des vitesses et des
forces dans toutes sortes de mouvemens.

Nous nous contenterons ici d’avoir fait voir, en deux mots,
T'usage de notre théoréme sur les limites du développement
des fonctions, dans P'application des fonctions dérivées 4 la
géométrie ét & la mécanique ; et nous renverrons ceux qui desi~
reront un plus grand détail, 4 la seconde partie de notre
Théorie des Fonctions analytiques.

e e o PR Py e
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LECON DIXIEME.,

Des Equations dérivées, et de lour usage pour
la transformation des Fonctions. Analyse des
-Sections angulaires.

J USQU’A présent nous n'ayons considéré les fonctions dérivées
que comme servant a la formation des séries d’ou elles
tirent leur origine; mais ces fonctions, considérées en elles-
mémes, offrent un nouveau systéme @ opérations algébriques,
et sont, pour ainsi dire, la clef de la transformation des
fonctions.

Lorsqu'une fonction d’une variable est présentée sous deux
formes différentes, en égalant ces expressions, on a ce qu'cn
appelle une équation identique, & cause de Iidentité de la
valeur, laquelle doit parconséquent avoir lieu indépendam-
ment de la variable, c’est-a-dire, quelle que soit cette va-
riable ; ainsi elle aura lieu aussi en attribuant i la variable
un accroissement quelconque .

Soit fxr="o0 une pareille équation identique , on aura donc
aussi f (x 4-i)=o0, savoir, en développant

. >
fo ok if '@+ 2 fz - ete. =0,
quel que soit Z; donc on aura séparément
.

fr=o, fx=o, fix=o0), etc.;

d'ott il suit que I'on aura la méme équation en prenant les
fonctions dérivées d’'un ordre quelconque.
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Supposons maintenant une équation comme

F(x,y) =0

entre deux variables x et y, par laquelle I'une ¥ doive étre
fonction de x. 1l est ¢vident qu'en regardant y comme une
fonction de x, déterminée par cette équation, 1'équation

F(x,y)=o

sera identique , et aura lien indépendamment de x ; donc 1'c-
quation subsistera aussi entre les fonctions dérivées d’un ordre
quelcongqite.

En prenant donc les fonctions dérivées premieres, secondes,
etc. de chaque terme, on aura autant de nouvelles équations
qui auront lieu en méme temps que I'équation primitive ; par-
conséquent toute combinaison de ces équations aura lieu aussi
a-la—fois.

Nous nommerons en général équations derivées du premier
ordre, du second ordre, etc. ou simplement équations primes,
secondes, etc., ndu-seulement les équations dérivées qu'on
obtient en prenant les fonctions primes, secondes, etc. de
tous les termes d’une équation regardée comme primitive , mais
encore les équations qu’on pourra former par une combinaison
quelconque de I'équation primitive , et de son équation prime,
ou de ces deux-ci et de I'équation seconde.

Ainsi I'équation primitive contenant x et y, I'équation dé-
rivée du premier ordre ou équation prime , contiendra x, y
et y'; I'équation dérivée du second ordre ou équation seconde,
contiendra, x, y, y ety”; et ainsi de suite.

Si au lien de regarder y comme fon-.on de x, on regardait
au contraire :«c comme fonctiop de y, I'équation prime serait
entre y , x et 2’ 'équation seconde serait entre ¥z, etx’,
et ainsi de suite ; et par le principe exposé dans la legon VII,
on pourra toujours transformer un de ces systémes d’équations

dérivées dans |'auntre.
Pour
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Pour miontrer d'abord par quelques exemples I'usage des
équations dérivées dans la transformation des fonctions, je
considérerai les fonrtions sin x et cos x, dont nous avons
donné les fonctions \érivées dans la lecon V, et faisant
ye=sinx, z=cos x,

jaurai d’abord
y =cosx etz =w—sinx,
parconséguent ,
Yy =3z,2 =—y;
si on multiplie la premiére de ces équations par §/e—1, et
qu'on I'ajoute a la seconde, on aura .
Yty V==V —1—y= (st y V—=1)Ym1;

d'ott Ton tire I'éguation

Or nous avons vu dans la legon VI, que si p est une fonc—

tion quelconque de x, }-;;est la fonction dérivée de Ip ; ainsi

Lizt+yV—1)==ay/ —14k

sera I'équation primitive d'out la précédente peut étre censée
dérivée ; la quantité k est la constante arbitraire que nous
avons vu d la fin de la méme legon, pouveir toujours s’ajouter
a la fonction primitive d'une fonction dérivée donnée , et qui
sert & lui donner toute la généralité dont elle est susceptible.
11 serait inutile d’ajouter de méme une constante au premier
membre de I'équation, parcequ’elle se fonderait dans l'autre.
par la simple transposition dans le second membre.

Mais ceite constante étant jusquici arbitraire, il faut la
déterminer conformément & la nature des fonctions y et z.
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Pour cela, j'observe qu'en fuisant x =0, on a
sinx=o0,etcos x=1;doncy=o0,z=1.
11 fandra donc que V'équation que nous venons de trouver , sa-
tisfasse & ces suppositions ; or elle devient dans ce cas l1==1;

et comme [1 est—0, on aura k=o.
L’équation sera donc simplement

lizyY—1)==xy—1;
et passant de 13 aux exponentielles,
- yy—1==e¥

e étant, comme nous le supposons toujours, le nombre dont le
logarithme hyperbolique est Tunité. Remettant pour y et z
leurs valeurs sin '@ et cos x, on auta cette formule remar-~
guable

cos X - sinx |/— 1 ==e"V¥1;

laquelle, & cause de 'ambiguité du radical §/— 1, donne ége-
lement celle-ci,

€08 —sin X/ — L == e~

et ces deux combindes ensemble suffisent pour déterminer les
valeurs de sin x et cos 2. On aura, en effet, aprés les avoir
ajoutées ou retranchées,
ez\/-—l +e“"-""V'_‘1
2
P Y W =z —3
2 |1

€08 2 ==

»

sin 2 = .
Ainsi les sinus et cosinns se trouvent exprimés par des ex-

ponentielles imaginaires, ce qu’on peut regarder comme I'une

des plus belles découvertes analytiques quwon ait faites dans

ce siecle,

_Ces formules peuvent anssi se déduire immédiatement de Ja

comparaison des séries qui expriment les, fonctiops sin x,
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cos x et €%, et que nous avons trouvées plus haut (legons IV
et VI.) Clest de cette maniére qu’Euler les a données dans le
tome VII des Miscellanew Berolinensia : mais, dans son Ir-
troductio, il les dédnit des expressions algébriques des sinus et
cosinus des angles multiples, par une réduction ingénieuse ,
wmais dépendante de la considération des quantités infinies et in-
finiment petites, et que nous avons tiché de rendre rigoureuse
dans la Théorie des Fonctions , n° g et 25. o

Comme ces mémes séries avaient été données par Newton
dans son Commerce avec Oldemburg, et étaient ainsi connues
avant la fin du si*cle dernier, on aurait pu dés-lors parvenir
anx formules dont nous parlons, et donner par-1a a la théorie
des sections angulaires, Ja perfection qu'elle n’a acquise .que
cinquante ans aprés par les ouvrages d'Kuler.

L'expression des arcs en logarithnies imaginaires remonte ,
4 la vérité, an commencement de ce sitcle » et c’est une des
plus belles découvertes de Jean Bernoulli, quil'a donnée en
peu de mots dans Jes Mémoires de I'’Acad(mie des Sciences da
17090. Il y était parvenu en intégrant par logarithmes I'élétment
de Farc éxprimsé par la tangeate , comme Leibnitz avait trouvé
la série qui exprime I'arc par la tangents; en intégrant ler
méme élément par série.

Cette découverte conduisait aussi naturellemert aux mémes
formules exponentielles ; mais elle est restée long-temps stérile,
et ce n’est que lorsque ces formules ont été connuespar &’ autres
voies, qu'on a vu qu'on pouvait les tirer immédiatement de
Yintégration. o

L'équation ) .

| cosx-sing Y 1 = eV

ot le radical 1/ — 1 peut avoir également le signe <~ et —,
donne toute la théorie du calcul des angles, Car en multipliant-
cette équation par Y'équation semblable )

Co8 Y 4= sl y 3w | = PV,
ona
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(cos x +sin x)/—1) (cos y + sin y V== 1) == eV L,
Mais en niettant dans la méme équation x 4y a la place
de &, on a aussi
cos (x+y) -sin (x+y) V—1 = el Y,

Donc, comparant et développant le produit, on a

€0s x cos y—sinz siny - (cosx sin y + cosysinx) X/ —1
==cos (x4 y) ~sin(x+y) yV—1;
et comme cette équation doit avoir lieu pour les deux signes
de j/—1, il s'ensuit qu'on aura séparément
cosx cosy —singsiny==cos (x +y),
cosxsiny-f-sinxcosy =sin (x+4y),
formules qu'on démontre par la géométrie, et qui sont le fon-
dement de toute la théorie des angles.

La méme équation, en élevant les deux membres & une
puissance quelconque m, donne
b »

( cos & =} sin 2 /= 1 )P @MV L,

Donc aussi, en mettant dans Yéquation primitive max a la
place de x et comparant ; on a

(cosz 4-sinzy/ —1)=cosmz +sinmx )/ —1,

formule remarquable autant par sa simplicité et son élégance
que par sa généralité et sa fécondité.

11 parait que Moivre est le premier qui ait trouvé cette belle
formule ; on voit, par les Miscellanea analytica, qu'il y a été-
conduit par la considération des sections hyperboliques com—
parées aux sections circilaires. Maintenant elle est devenue
une vérité ¢lémentaire, qu'on démontre par le moyen des.
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valeurs de sin (x4~ y) et cos (x -+ y) que donne la géomé-
trie, en considérant le produit des formules semblables

COS$ X 4= sinx /=1 et cosy +-siny f/=1,

lequel se réduit & cette formule semblable ,

cos (x+4-y) 4-sin(xdy) Y/ —1;
et C'est & Euler qu'on doit d’avoir transporté ainsidans les Elé-
mens une formule d’une si grande utilité. :

Il est yrai que de cette manitre on ne peut la démontrer
que pour des valeurs rationnelles de m ; mais il en est ici
comme dans la formule du développement du binome , et en
général dans toutes lesformules qui contiennent une indéterminée
qui peut étre un nombre quelconque rationnel ; ce n’est que par
la considération des fonctions dérivées qu'on en peut prouver la
généralité pour une valeur quelconque de la méme quantité.

En prenant daus la formule que nous venons de trouver ,
le radical §/— 1 en plus ou en moins, on 4 ces deux-~ci,

Cos mx 4= sin ma}/—1 == (cos x -} sin Y )",
€08 ML == sin . /=1 == (cos x—sinzf/—1 )",
d’oit I'on tire aisément

(cos x+-sinaf /=1 )" (cos w—sin z/—1 )"

oS M= s
2

. COSL~}~5IN X |/ w1 Yo ( COS Lmmmsiin 4 /— 1)

smmx=( sinel/. )21/ (1 V—1) .

Siondéveloppe les puissances méme* parla formule du binome,
les imaginaires disparaissent, et l'on a ces expressions en série s

m '.— . 1 .
——(—";-——)- cos™% x sin®

€08 M X = CO8™ T ==

m (m—1) (m—2) (m—73)

+ 2.5.4

cos™ 4 sinfxr — etc. ,

. . —1 T, .
BIMMEX =M COS™=2 2 8N i wee "—z-(-ql—-;—%(-—-—-)- cos™3 g sinda

~- ete. 3
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Gés deux formules avaient été données dés 1701, par Jean
Bernoulli, ¢ans les Actes de Léipsic, mais sans démonstra-
tion ; et onvoit par la lettre 129 du Commercium epistoli-
cum, et par le Traité des Sections coniques de V'Hopital,
qu'il les avait trouvées en cherchant successivement , par les
ihéorémes connus, les valemrs des sinus et cosinus des
angles doubles, triples, etc. , et en observant I analogie des
termes de ces valeurs avac ceux du développement du hinome.
En effet, si on fait successivement y=—=x, 2x, 3x, etc.,
dans les formules. données ci-dessus pour sin (x-y) et
cos {x 4-y) , et qu'on substitue A mesure les yaleurs pré-
cedentes, on trouve . )

cos ax = cos® x— sin® x,

sin 2x —=2cosx sin x,

cos 3x = cos’x -3 cos x sin®x,

sin3x =3 cos® x sinw— sindx,” +
etc.,

dont Panalogie avec les termes des puissances correspondantes
du binome , est manifeste.

D'aprés cela, il est étonmant que- Jean Bernoulli v'ait pas
trouvé les expressions finies 'de sin m.c et cos mx, et qu'il ait
fallu encore vingt.ans pour quon parvint a la formule. don-
née par Moivre. Ainsi'Jean Bernoulli a touché deux fois 4
la méme décounverte, et il en a laiss¢ la gloire & ses suc-
cesseurs. o <

Les formules précédentes renferment les puissances de
sin « ei cos x mélées ensemble; €oime” on a toujours

cos*x L sint =1, -

o N . A . ' .
1 est possible de faire disparaitre toutes les puissances paires
de sinx ou de cosx, et d’avoir des formules qui procédent
suivant les puissances de cosx ou sinx.
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Il serait difficile de parvenir & des séries réguliéres Par la
simple substitution; mais les formules connues

2 cosx cosmx == cos (m~-1) x -+ cos (m—1) x,
2 cos sin mx == sin (m4=1) x < sin (m—1) x,

font voir que les cosinus et sinus des multiples de x forment
deuxséries récurrentes dont 'échelle de relation est 2 cos . —1 .

o T T 3

Ainsi en partant des premiéres valeurs de cosma et sin mx,
lorsque m==0 et m==1, et mettant, pour plus de sim licité
q ! P s

p et g & la place de cosx et sinc, on trouvera successivement

cosox==1

cos1x==p

€05 2% == 2P COS & = COS 0 = épﬂ —1

€083z =2p cos 8T —- €05 & == 4p° — 3p
etc.;

d'ou résulte la table suivante :

cosix == p
Co3 2% == gp*-— 1

cosBx = 4p*— 3p .
COS 4 == 8p4— 8P= 4 (),
€05 5z == 16p5 — 20p® 4 5p

ete.

et, en geénéral,

2 cos mx == (gp)"—m (2p)"~* -} 7_"_(1"_2:@ (2p)™=4

— 2B (et pete.

On trouvera de méme
4
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sin1xr=gq

sin o == 2pq

sin 3 == ( 4p*— 1)¢q .. (B :
sin 4o =( 8p’— 4p)q (B,

sin 5z = (16pf—12p*4-1) ¢

etc.
et, en général ,

.sin ma={ (ap)"~" — (m—-2) (2p)"—

(m—a) (m 4) ( P)m—5 ete, } q.

Ces séries procédent suivant les puissances descendantes
de p; on peut en avoir ay iqui procédent suivant les puis-
sances ascendantes de P ou de g mais il fdut alors distin-
guer les cas de m xmpau' ou ‘pair.

Soit 1°. m impair : on aura

cos 1x :p
€05 3z = — (Bp—-4p®) y
c0s 5 = 5p—20p® 4 16p° *

etec.

et, en général,

L —
cosmwz.‘i:[mp-—-’-n(r: 5 1) ot

+ PO e ],

le signe supérienr étantpourle cas oit m est de la forme
4n~+1, et linférienr pour celui ot m est de la forme

4n -+ 3.

On auwra de méme, lorsque m est impair,
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sin1x =g
sin 3 = — ¢ (1—4p*) )
sin bar = g (1—12p*--16p*) ?

etc.

et, en général ,

, . _ ;__m"—-l s (M*—=1) (m*~—q)
; smmx.__iqil S P+ PR pt

__ (=) (mP—g) (m*—5)
2.3 .4.5.6
ol Von observera, & T'égard des signes ambigus, la méme
régle que ci-~dessus. v
Soit 2° m pair : on aura

Pt etc.} ,

€08 2x == «— (1~-gp?)
€08 4x == 1—8p*-}- 8pt @
€08 610 == — (1-—18p° ~+ 48pt—3Bap%) ’

etc.

et, en général,
m? m?(mP—4)
cos mx =zt [1 — E—p” -+ —2(?5.44 pt

__mi(mi—g) (mi—16)

23.4586 P "";.et‘"]

Ensuite,

sin ox == apy .
sin 4 == =~ q.(4p — 8p%)
sin 6 = q-(6p ~3Bap® +30p5) - @,
etc. '
et, en général,
. m(m?—4)
sin mar = == {mp—-— —%:g-élf

R
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A Tégard des signes ambigus, on prendra les signes supé-
rieurs lorsque m est de la forme 4r 42, et les inférieurs,
lorsque m est de'la forme 4n.

Eunfin on.aura aussi, 4 cause de p*==1~—g¢*.....

1° Pour le cas de m impair,
Id

cos1x==p
cos Bx = p (1 —4q¢*)
cos bx = p (1—12¢" +16q4)

ete.

(@,

et, en général,

mh

cos mx:p{ 1— 2+ (m* —l)ém ;—q)
_ (m*—1) (m*—q) ¢ m?—25)

3. 4.5, 6 "6""“"'}’

Ensuite ,

sin 1x=¢

sin 3 = 3q — 44¢°

sin 5o == 5q = 204 +16q ),
etc.

" et, en général,

m(m*—1) ,

‘2® Pour le cas de m pair,

cos ax = 1 — 2¢°
cos 4xr =1 — 8¢*-} 8¢¢
cgs 6w =1 ——18¢* J48¢*Taq® s

etc,
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et, en genéral,
2(""_4) 4
2.8.4

m* (m*—4) (m*—16)
— % 3.4.5.6 ¢t

mﬁ
cosmx—l-———q -+ -

Ensuite

sin 2% == 2pq

sin 4= p (47 —8°)
sinbx ==p (6q — 32¢°+ 32q°) (£,

etc.

et, en général,

m{m*-4) m(mo—4) (m®— 16)
a5 It 53E s

sin ma==p g meg —

J’ai rapporté ici ces différentes formules , parceque je ne
connais ancun ouvrage o elles sa trouvent réunies, et surtout
parcequ’elles nous fourniront Poccasion de faire plusienrs re-
'marques qui pourront intéresser les lecteurs.

Nous observerons d’abord que les formules des tables (.4) ,
(B, (H) et (I) ont été trouvées par Piete, et répondent a
.celles que L'on yoit aux pages 295, 297 et 2gg de ses @uvres
‘imprimées 3 Leyde en 1646. 11 faut seulement observer que
Piete a considéré les cordes plutdt que les sinus ou cosinus; or
‘a:cos & -étant la corde du complément 2deux droits , de Iangle
‘2z, les qudntités 2 cosax, 2cos3x ete. , seront los cordes des
complémens‘désfangles doublés', triples, etc.; et 1a table ()
‘deviendra celle:de la'page 295 de Plete, en multi'p'iia‘nt tous
les termes ar 2, et faisant 2p = NIV, (2p)*=Q, (zp =C,
’etc > “suivant sa not'mon.

, ggard de la table dela page ag7 de Piete, elle donne le
rapport des cordes des arcs doubles, triples, quadruples etc. ,
4 la corde de V'arc simple ; et le premier de ces rapports y est
“désigné par N dont le quarré est Q, le cube C, etc. Ainsi en

etc.g.
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prenant 2 sinx pour la corde de I'arc simple , ces rapports se.

sinox sin3x
, ——— etc.; et la table dont i

vont représentés par —
sino > sinx

., ) . sinox
s'agit, s'accordera avec la table (B) en faisant e =P=N,
et divisant chaque équation parla premiére.

. La table de la page 299 de Piete venferme les deux tables
- (H) et (1), en multipliant tous les termes de ces tables par
2, et faisant sg =N, (2¢)*= Q. ~

Il m’a paru intéressant de montrer ce que Fiete avait fait
sur I'objet dont il s’agit, et surtout d'indiquer lesquelles des
formules connues pour la muliiplication des angles, Iui sont
dues, ce qu'on n'avait pas encore fait, que je sache, d'une
maniére tout-a-fait exacte.

An reste Piete n’a pas donné les formules générales de ces
tables; il a donné simplement le moyen de les continuer aussi
loin qu'on voudra en 1nd1quant la 101 des’ termes et de leurs
coefficiens.

Dans les mémes actes de Lélpsw pour 1701 deja cités plus
‘hapt, Jean Bernoulli ayaif -aussi donné, sans’ démonstration,
_une fermule generale pour les cordes des ares multlples la-
.quelle revient & celle de'la table (B), en obsérvant que 2q est
la corde de son complement ala denn—clrconference. ‘

Ensnite Jacques Bernoullia donné ; dans les Memoires de
I'Acadérmie des Sciences de ‘1702, deux formules; pour les
cordes des ares, multiples,, :qui répondent aux formules géné-
rales' des tables (H) et (.J), en observant ique.aq ¢tant la
corde delarc.ox; et 9p lacorde de son complément, o sinmz
sera la corde de l'arc mePle, et 9 cos m la corde. de-spn com-~
plément. Mais la. premidre de ces deux. fou;nules avajt déja
éte donnee par Newton dans sa premlere le{tre a Oldembuz S
flmprunee dans les ényres de IVallzs

. Enfin nous remarqueroné qu il n 'y a que les formules géné-
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rales des tables (4), (B), (H), (K) qui se trouvent dans
Vintroduction d’ Euler (chap. XIV).

Mais toutes ces formules n’ont été données jusqu’ici que par
induction , ou bien en supposant que-le nombre m est un des
nombres de la série 1, 2, 3, etc., de sorte qu'on peut douter
si elles s'appliqnent a d’autres valeurs de m.

"De plus, si on considére les formules des tables (4) et (B),
on voit qu'a la rigueur elles vont & I'infini, méme lorsque m
est un nombre entier positif; -car en faisant m==1, la pre~
miére donne

LI S
4p 18P T B4p°

-

COS T == P wrte —etc.,

.ef la seconde donne
. 3
, sinz=q-4 Zgl; - Eipz -}~ etc.

valenrs qui sont évidemment fausses. Il en sera de méme. en
donnant & m d’antres valeurs quelconques entiéres et positives,
et tenant compte de tous les termes qui ne sont pas nuls.

11 est vtai que par la nature des tables (A4) et [ B) dont
ces-formules ne sont que le terme. général ,; on ne doit y em-—
‘ployer que les-termes qui contiennent des puissances posi~

© tives de p; mais comme les termes qui suivent ne sont pas.
nuls, on ne voit pas, d priori, pourquoi on doit les rejeter ,
et on voit moins encore ce que la formule exprimerait en pe
les rejetant pas. Nous réserverons le dénouement de ces dif-
ficultés pour la legon suivante. o

R 7 T



146 cCAaLCUL

LEGON ONZIEME

Suite de V. Analyse des Sections angulaires, oi.
Pon démontre les Formules générales des
Tables données dans la legon précédente.

[

REPRENONS les expressions générales de cos mx et sin mx
donnéés dans la legon précédente; faisant

cos x==p, et parconséquent sinx=}" (x —p*),
on aura SRS PR
s’cos‘m:v-“{}"-i‘- V(pr=r) o {pit/ Cpain )}
asinmsy — 1= {p-+ V (P {p—V/ (P}~

N@ue obServenons @abord que ces formules sont toujours
vraies ,-quel que. soit le- nombre. m,. parcequ ‘ellesiont-été dé-
duites: de ¥é q:uatmn générale . S e

A cos x 2 slnxv—-l-—‘e eyt
Hevée & la puissance m. Ainsiles doutes qui ponrr:fxemt rester
& cet égard disparaissent ici enti¢veriient. C R

Tout se réduit donc & developper, suivant les puissances
de p, Yexpression

{pxv (p*—21)}"

Comme les quantités p 4 /' (pt==1) et p-;- V (p*e=1) sont
les deux racines de I'équation
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Aeapz - Tz=o0,

je ferai usage du théoréme que j'ai démontré dans la note XI
de la Résolution des équations numeriques , sur la somme des
puissances des racines des équations.
Suivant ce théoréme, si on a une équation quelconque
de la forme
: u—x+fr=o,

ou z est l'inconnue, la formule

o (S 4 (D e

n’étant continuée que tant qu'il y aura des puissances négatives
de 1, donne lasomme de toutes les racines élevées chacune 4 la
.puissance —m ; mais étant continuée 4 V'infini, elle ne donne que
la méme puissance de la plus petite des racines. Les quantités -
fu, fu, etc. sont le quarré, le cube, etc. de Sx; etles traits
appliqués aux parenthéses désignent les fonctions. dérivées des
fonctions de u renfermées entre ces parenthéses.

Ainsi, dans notre cas, si on change z en x et qu'on di-
vise l'équation par 2p, coefficient de x, elle deviendra

)] x*
X —=o0,
. ap 2
laquelle étant comparée &
U=z fr=o,
donne
1 ‘ x?
B —, et fxm=—;
2p 2p
u? . ST o Aavs
donc fu = -2—P; de maniére que la série précédente deviendra

e u—m)' £ ~m\ AN . —mY 64 ¥ o
“ +( ap - +.j((l;.43u: -+ (:.5.)8;3  +ete,
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oty il faudra faire v= p’ aprés avoit pris les fonctions dé-
rivées désignées par les traits appliqués aux crochets.

Or : . ' :

(u.""“)' = —mu=rt
( (u""’ )'u4)' o (__ mu"'"""a),C: m (m _3 ) u—-m-m , .
(WY u®) =(— muj"""'?)”:;-ﬁ m (m=—5) (m— 4) u—m+s,
ST ek

Ainsi la série, deviendra'

-—m___’f’_ e m(m—5) —m+l
uht - qu v +-—-——-——2 yr
m(m—4) (m—5) ° — '
"~ 2380 m+S L etc.

. ‘ . 1 . N
" . Faisons maintendnt u=—= 5;)- , et l’On aura la série

(épim—m(ﬂp)“" '-'-”Lm—_—sz ,(ﬂp)’"'j‘?

i‘;) e
- Taquelle étant continuée seulement, tant qu'il y aura des puis-
TS TR . .
sances négatives de 0 c’est-d~dire , des puissances’ positives
de 2p, exprimera la valeur de . .
{r+veE—o}r+{p—vV e~

ce qux est J]a méme chose que la valeur de

~A{pF+ v —1)}"‘+ {p—-v(p --1)}"‘ ‘

.1 cause de

v —1>}>< {p-—-V (= 1)}_—,

Ainsi
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“Alnsi, dans cet état, la série dont il s'agit donnerala valeur
de 2 cos mx, ce qui s'accorde avec la formule de la table ().

Mais si.on continue la série a l'infinj, alors elle ne done
nera que la valeur de

{p—vi—n}=,

-puisque p —1/ (p*—1) est la plus petite des deux racines
ou, ce qui revient au méme, elle donnera la valeur de

{r+v (=1}~

Pour nous convaincre en effet que la série précédente prise
dans toute son étendue, n'est que le développement de cette
quantité , nous allons chercher ce développement par une
marche directe, ce qui servira d’exemple dela maniére d’em=
ployer les fonctions dérivées dans ces sortes de recherches.

Supposons donc qu'il s'agisse de développer 1’exi)ression

{p+V (pr=~1)}"

dans une série descendante de la formea

| Apt o Bpmt o Cpt - Dpnfeeto

si on divise de part et d'autre par p™, et quon fasse
L=z, onaura A

v )=t B Cz*+ Dz® - etc.,

.ol Yon voit que la série ne peut avoir que des puissances.
- paires dez. : ‘

Ainsi , en faisant u==z*, on aura la fonction
o v a=—n)e

. & développer shivant les puissances de u. -
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Dond, par la formule générale donnée & la fin de laleconIX,

.

sion fait -

fu={1+V G},

‘on aura
{1V = wjr=ftuf L 4 etc.,
‘o f, ', f', sont les valeurs de fir, f'u, f'u, etc., lors-
que u == o et-forment iciles coefficiens 4, C,etc.
Ainsi on trouvera d@bord f=g™; ensuite on aura
m i+ vo—w}e

== 2 V (@ —u) ?
et de la, ’

f ==~—m X am*,
et ainsi de suite.

 On peut de cette mauiére avoir successivement tous Ies
coefficiens de la série; mais onn’en aura pasla loi, ce qui
est le plus essentiel. L

Pour la trouver d'une maniére générale, je reprends la for-
mule en p et je la suppose égale 4y, ce qui me donne
Yéquation . L

y={p+v@Ep—u}~

Je remarque maintenant qu'un des principanx avantages
des fonctions - dérivées est de pouveir faire disparaitre dans
les équations les puissances et les radicaux. En effet, en pre-
“nant les fonctions dérivées par rapport i p et 'régardgnt:y
comme fonction de p, ona ‘

— gy = s P L :{p-i#‘i/'(z-iki)’}"',
F=mlp V@0t )

cette équation divisée par ]'équation primitive, donne

~ »
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Yo _m
y  VE—y

#multipliant en croix et quarrant, on aura

ylu (pa___ l) ==‘m*y’-
Prenant de nouveau les fonctions dérivées par rapporta p;
on obtiendra

2yy" (p*=—1) + 2y"p = am’yy’,
dou, en divisant par 2y', résulte cette équation du second
ordre enyetp,
my—py —(p*—1) y'=o,
laquelle étant, comme 1'on voit, linéaire par rapport A y,

et dégagée de radicaux, est trés~propre au développement
de y en série. '

En effet, il 2’y a qu'd substituer pour y la série

Ap™ o Bp™t e Cpm=t -} Dped L ete, 3

et parconséquent pour y”

APt - (1) Bp"=? wfs (mem2) Cp=3 - et
&t pour y’ o
| m(mee1) Ap"* e (m—1) {mes) Bp"~3 - ete
Ordonnant les termes suivant les puissances de p, on aura
{m*d—mAd—m(m —1) A}?)"’ ‘
-+ {m’B-,-(m—-l) B = (m - 1) (m—n) B} pr—,
b {m?C e (1~ 2) C = (m == 8)) (.~ 3) Cg p

| e (1) AP
o+ {m*D—(m~—3) D— (m—5) (m—4) Df s
‘ -+ (n——1) (m=—12) B P
ﬁf'etc. et re et es e aenaaay [ P

a
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Comme cette équation. doit avoir lieu indépendammen:
de p,-il faudra égaler a zéro le coefficient de chaque terme,

Le coeflicient de p™ disparaissant de Ini-méme , c’est une
marque que le coefficient .4 demeure mdetermmé

Le coefficient de p’“—‘ se réduit 2 m*B — (m — -1)°B, qui
sie peut devenir nul . moins de faire B==o0. Or B étant nul,
il est facile de voir que les coefficiens de p'""’3 pr>, etc. ne
pourront aussi deyenir nuls qu'en faisant D=0, F=o, etc.

Malntenant le Loefﬁrlent de pr se redult &
‘ m’C—-(m ~2)*C4+m (m—f ;,_,4 H
celui de pmse réduit de méme & - \
“ m‘E—-(m-—4)’E+ (m.-a) (m—5) c,
et ainsi des autres. _ .
On aura donc, en réduisant, les équations
£ (m=1) € + m(ms<1) 1.;'0‘;-
8 (m—3) £ 4 (m—2) (m—-5) C—~o i

. 22 (m,-5) G (mi~4) (m-m5) £ --«d

etc., o
Sy IR}

]esquelles donnentla.loi Suxvant laquelte: les coeﬁiclens\ 4,C;
E, G, etc. dependent les uns des autres.

On tu'e- de ces equatmns

. f S 8 L e 4.\‘» 8,—. ’1
o G (m—é) ("1—5)1'7 ' m(m—4) (m“—5)/1
‘_"" '12(m-‘-—_5) = 4813 ks

etc, i
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Or nous avous vu que le premier coefficient 4 est égal & a™;
@insi on aura ce développement

{P+V (pP~1) Jr==(ap)"—m(apyr— 1(12—-_5) (ap)"=4

_m (m——f)s(m"‘S_)_ (2p)™5 + etg.,

qui s'accorde avec la série tronyée ci—dessus.

Cherchons de méme le développement de { p ==t/ (p* - 1) }ms
Comme ceite expression ne différe de celle que nous venons
de traiter que par le signe du radical , lequel nese trouve plus
dans V'équation dérivée en y dont nous avons fait usage , il
sensuit que la méme formule que nous venons d’obtenir K
pourra encore s'appliquer & ce développement. 11 faut seu—
lement vemarquer que comme les premiers termes du radi-

cal |/ (pom1) sont'pl-f ;15 -} etc., le premier terme du dé-

veloppement dont il s'agit, sera

1 , 2o

@ de sorte qu'ici il fau-~
dra prendre m négativement ; et comme Péquation dérivée en

"y ne contient gue m?, on aura nécessairement la ménie série
en y changeant seulement m en——m, ce qui suit d’ailleura.
aussi de ce que

P=ve—nf={ptre—n}=
on aura done .
(/G Jrstapy—-pmCapy st 2 D gy
o ,,_,m<r‘n+4)(m+5)
2.3

(2p)~™t Ju etc.

Si maintenant on réunit czs deux séries, on aura la valeur
de 2. cos mx; donc e

3
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2 con miz = (apy® e (3)™ + 2D (apynt

— »(m-—j.)s(m—-—5) (p)™5 + ete.

(o) m(apy—— 2D (ap)ynms

+ m‘(m"‘i)a(m "" 5) (Sp)'—m':s +etc.

C'est le développement complet de 2 cos mx en puissances
de cos x, pour une valeur quelconque de m.

- 8i maintenant on fait icim==1,0n a

€08 0 =2 P oww s—!—-u—a -—1---—--—2—5— ete.
4p° 16 64p°

1 1 2
-+ ZE+ ';B—p'a"!-w - ete. ,

ol Yon voit que les deux séries se réduisent au premier
terme p.. SRR

" En dommant & m - d'antves valeurs entiéres et positives quel-
conqueés, on trouvera toujours que la seconde série qui cone
tient les puissances négatives de p, servira & détruire dans la
premiére série tous les termes qui contiendront ces mémes
puissances ; c'est ce -qu'on peut démontrer en général parla
- loi méme des deux séries; de sorte que le résultat se réduira
aux seuls termes de la premiére qui contiennent des puissances
positives de p; ce qui revient i ne'conserver dans cette série
que les termes oit p est élevée & une puissance positive, ow
nulle,,. comme nous ’avons. trouvé plus baut 4 priori.

by

Mais lorsqu'on donne & m wne valeur fractionnaire quel-
conque; les deux séties ne se détruisent plus, et lewr réunion.
est nécessaire pour ayoir la valeur compléte de a cos M.
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En prenant la différence des deux séries au lieu de leur

somme, on aurait la valeur de sin mx §/ — 1; maissin mx

serait exprimé de cette maniére par des séries infinies et ima-

ginaires. Pour avoir une expression réelle, il suffit de consi-

dérer que la fonction dérivée de cos max est = m sin mx, et
que celle de p est—gq, puisque

p=cosx, et g==sinx;

de maniére quen prenant les fonctions dérivées des séries
trouvées pour cos mx, on aura sur-le~champ, en changeant
les signes et divisant par am,

sin mx = {(2p)™t — (n—2) (2p)r=—s

+ (m —3)3 (m—4) (3p)*5—etc.} ¢

~{@p)y™ - (m 4 2) (ap)~—*
- M___}"ﬂ (ap)™ 2+ etc. } q.

Cette expression se rédnit aussi & une forme finie , lorsque

m est un nombre entier, par la destruction mutuelle des termes

qui contiendraient des puissances négatives de p; de sorte

. que m étant un nombre positif entier, il suffira de prendre

dans la premiére série les termes qui’ contiendront des

puissances positives dep; ce quis'accorde avec la formule de
la table (B). ’

Lorsque m est un nombre fractionnaire , les deux séries vont
a Vinfini, et jointes ensemble, elles donnent la vraie valenr
de sin max, développée suivant les puissances descendantes de
cos x, comme. cela a lieu pour la valeur de cos ma.

Euler “a le premier reconnu cette espéce d'imperfection des
formules connues des tables (f) et (8); il afait voir , par
‘une analyse 4-peu-prés semblable & celle que’ xous venons de
donner, que ces formules, pour étre générales et applicablos

4
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d des valeurs quelconques de m, doivent étre complétées par
des formules s’emblables olt l’exposant m est négatif.

Jai cru devoir ‘entrer dans ce détail pour Pinstruction des
jeunes analystes, et surtout pour montrer que si Ianalyse pa-
rait quelquefois en défaut, c’est toujours faute de I'envisager
d’'une maniére assez étendue et de la iraiter avec toute la
généralité dont elle est susceptible. (Voyez le tome IX des
Nova Acta de I'académie de Pétersbourg.)

Nous venons de développer les expressions

{rxv(Fr—},

guivant les puissances descendantes de p ; on peut de méme
et par le moyen de la méme équation dérivée eny, les dé-
velopper suivant les puissances ascendantes de p, ce qui
nous donnera les forrules des tables (C), (D), (E), (F), et
pourra méme servir les compléter pour toutes les valeurs

de m.
Supposons donc en général
y:d—-j— Bp <+ Cp* = Dp* - etc.

Substltuant dans la méme équation, et ordqnnant suivant

Jea puissances de p, on aura

m*4 4+ 2C
o (m*B — 1B 4 2.3D)p
o |+ @mC—3aC4+34E—~aC)p*
- (m‘D——ZD+4 5F —a. 3D) p*
o+ (E — 4E +5.6G—3.4E) pb

etc,

=0

k
Eealant done 3 zéro chacun des coefficiens des puissances
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mtd 4-2C =o,
(m*— 1) B+2.3D=o,
(m*— ) CH3.4E=o0,
(m*— 9) D+ 4.5F =o,
(m* —16)E F5.6G=o0,
ete. ;
d'od T'on tire, en substituant successivement les - valeurs
précédentes,
m*A4

C= o ——,

P
 (m*—1)B
T T3 :
m* (m>— 4) A
2.3.4 :
. (m*—1) (m*—g) B
- 2.3.4.5 .
G — m? (m?—4) (m*~—16) 4
T 2.3.4.5.6 >

ete.

By
I

%"1

Les coefficiens 4 et B étant restés indéterminés , it fau-
dra les déterminer par la nature de la fonction y- Or ilest
visible qu'on a

A=y et B=y,

en faisant p==o. Ainsi, puisque la fonction y est égale &
{r+(vp—uj}~,

on awia d'abord, en faisant p==o,

A= () =)™
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Ensuite en faisant p==o dans la fonction dérivée y’ trouvée
ci-dessus, on aura '

y=m(V—1)""=B.

Substituant donc ces valeursde 4 et B , on aura le déve-
loppement de 'expression

{p+v@p—1}

Pour avoir celui de I'expression

{p—V P —D)}",

iln'y aura qu’a prendre le radical ¥/ (p* -~ 1) en moins ; mais
comme ce radical n’entre plus dans I'équation dérivée en y
par laquelle nous avons déterminé les coefficiens de la série,
il sensuit qu'on aura la méme série pour cette derniére ex-
pression que pour la premidre, aux coefficiens 4 et B prés,
qui pourront étre différens; et on trouvera ici par le méme
procéde, ‘

A= (—=y—1ytet B=m(—} —1 )"
Donc, puisque lasomme de ces deux expressions donne la
valeur de 2 cos mx, comme on I'a yu plus haut, on aura
cette valeur en substituant dans la série .4 4- Bp- Cp* 4-ete.,

d la placede A et B, la somme des deux valeurs qu'on vient
de trouver, c’est-i~dire , en faisant

A= (V=P +(— V=1
B=m(y =t m (= )"

d'otil est facile de voir que lorsque m est un nombre entier
impair, on aura 4 =0, B = & am, etlorsque m sera pair,
on aurta A===2, B==o0. R

Mais-pour avoir les valeurs de 4 et B dégagées d'imagi-

naires pour toutes les valewrs de m ,ilnyaqua employer
1a formule générale ) ‘ ’
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(cosx +sinx |V =—1)"==cosmx sin me |/ -1,

et y supposer x égal a Vangle droit, car alors cos x==o et
sin x==1; ainsi en adoptant l'angle droit pour l'unité des
angles, et prenant le radical |/—1 en-} et en ~, onaura

(Y —1)"=cosmEsinmly/~1,
et les valeurs de £ et B deviendraient
Az==29cosm, B==amcos (m—1).
On aura donc en général, pour un nombre quelconque m ,

€08 mx = gl—gp“-]- %}4)?4
m(m*—4) (m*—16)

53.45.6 Pé etc.}cosm

T o M Y

Tel est le développement complet de cosmz en série as-
cendante de p on cos . On voit que lorsque m est un nombre
entier, ‘il y a toujours une des deux séies’ partielles qui se
termine , et que l'avtre qui irait 3 Vinfini, disparait parce-
qu'elle se trouve toute multipliée par un coefficient cos m
E ou cos (m—1), qui devient nul. On a alors P'une ou lautre

des tables (C) et (E), Mais lorsque m est une fraction quel-
E conque , les deux séries vont A Dinfini, et leur réunion est
nécessaire pour avoir la valenr compléte de cos mx, ce que
Personne,, ce me semble, n'avait encore observé.

En prenant lea fonctions dérivées, comme on a fait plus
haut, pour déduire la valeur dé sin ma de celle de cos ma
on .aura aussi, d cause de p’ == - g,
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, .
510 M o= — {mp_.T_(_’g'_g.@ ps

m(mn_;43)4(ms——16) etc,}qgosm

O tatd

+

2m1) (m2

+(l_.5—g.-z..:3-)-p4— etc. g;q cos (m— 1)
. 2.3. :

poin' le développement éoillplet de sin mx, quel que soitm;
ot I'on voit que lorsque m est un nombre entler on a les for-
mules des tables (D) et (F).

Il nous reste 4 .considérer encore les développemens de
cos mx et sin mx, suivant les puissances ascendantes de ¢,
conformément aux tables (G), (H), (I), (K)

Pour cela nous remarquerons d'abord qu’ "enfaisant sin z =g,

on a cos x==1/(1~¢*), et les expressions genelales de
©us mx et sin mx devienment :

2 €os mx ._{]/(l—q“) + qV— 1
+{V 0=y =gy
ssiamz Y1 ={V (1—¢*)+qV—1}"
—{vO—g)—qy—i}.
¥l ne s'agit donc que da développer les formules
{(va—g)yzgy—1}~
en puissances ascendantes de q.
_ Faisons

AvOe—g)tey—1}r=s,

en aura, en prenant les fonctions dérivées par yapporta ¢,
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F=m(Vem ) Hay— )i fm ol ]

V(=) + gV =11 [/ (1—¢") X V~—1—¢]
- , V(—g¢)

MV X [V(—¢)+qV—1]"

- Vv (Q—g*) :

Divisant cette équation par I'équation primitive, on a

_my—
T va—g)y’
" multipliant en croix et quarrant , on aura

s )

'N‘N\

& (1) == e—mizt.
Prenant de nouveau les fonctions dérivées et divisant par 22/,
on obtiendra cette équation du second ordre er z,

.

Ma=gd = () =0,
qui est,” comme L'on voit , 'enti¢rement sefublable i Péqua-
tou'eny et p trouvée plushaut.. . .. .
. % Ainsi; en sipposant. . ST
(S [ TR
2= A=~Bg+ Cq* -} Dg® -} etc |
on trouvera les mémes valenrs des’ cbeﬁiéiens; mais comme
¢les deux’ premiers - A et B demenrent ‘indéterminés;: ils pour-
ront.étre différens 4 raison de la diversité des fonctions'y etz
enp etenyg.

s "V\”\“i T e R [ . . Nt'?.‘& 35 .
«:Pour, trouver-ici ces déux coefficiens, ce g il-y-a‘de plus
simple, c'est” de chercher par le développement actuel les
~deux premiers. termes de la série. . Or ,puisque |/ (1 —¢*)
“donne . : ey e
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3 %- <} ete. , .
il est évident que les deux premiers termes de-
. . qﬁ .
Q v+q V'f 1= + etc.)™
sont 1 - mqV—l, ainsi on aura ‘
) A=, B=myer
Le dévéloppement de-
{vo—g)—qv—a}n

sera le méme en changeant seulement V=1 en=—}/~;
ainsi on aura relativement a ce: développement

A=1 et B=-—-m)|/_.1

Donc pour avoir la somme des deirx développemens, il n'y
aura-qu'a prendre pour .4 et pour B la sémme des deux ya-
leurs correspondantes, . ce quj donne A=2a, B=—o..

7
Et pour avoir la différentiddes’ tnérmes'développemens, on
prendra la. différence des valeurs correspondantesde . et 3 .
ce’ qui dornera o
L Ad=o0, B=omp/'—1.
Faisant ‘ces  substitutions, on aura donc, en diyisant par s
et par @ pfmd py Lo T O I

comemi R R OG0 e

‘2.
mem1). o g,,-n(;n,,._,,)fcm,_f )
PR i s Sy S

. Pk m
0 mas == my — ( G = etc,
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Ces formules sont, comme Yon voit, les mémes que celles
des tables (J) et (H); mais par la maniére dont nous venons
de les trouver, on voit en méme temps qu'elles sont générales
pour desvalenrs quelconques de m. Cependant, comme la pre-
miére ne se termine que lorsque m est un nombre entier pair ,
et que la seconde ne se termine que lorsque m est un nombre
entier impair, ellés ne peuvent servir pour lasection des angles
quedans ces cas; mais on peut, en prenant les fonctions dérivées ,
comme nous I'avons fait ci-dessus, déduire de ces mémes for—
mules d'autres formules qui se termineront justement dans les
cas out celles-ci vont & Vinfini. Pour cela, on se rappellera que
les fonctions dérivées de cos mx et sin max sont—m sin ma et
m cos ma, etque celles de P et g sont—q et p; de sorte queles
deux équations fourniront, par la déivation , ces deux-ci :

. ' m (m*—, m(m®-4{)(m*~16) , =
sin max=p {mq— (2.5 4) g* 4~ (mQ.g).EZs - )qs-l-etc.}
o m?—1 (m—1) (m*—q)

cosmxzp{l—- > ¢+ 23.4 2 qf-}—etq. s
qui répondent, comme I'on voit, aux formules des tzbles (K)
et (G), et qui sont parconséquent aussi géuérales pour des
valeurs ‘quelconques’ de m. Ainsi toutes les formules de ces
différentes tables, sont démontrées d’une maniére générale,

Le théoréme de. Cotes est si intimement lié a la théo~

rie des sections angulaires, que neus ne ‘pouvons nous dis~
_penser d'en dire. un mot ici.

On ignore comment Cotes Ya trouvé, et on en a donnd
aprés sa mort différentes démonstrations plus ou moins simples,
et méme plus ou moins rigoureuses. Sans avoir recours aux
expressions imaginaires comme on le fait communément, on
peut le déduire directement des formules méme données par
Wiete, que nous ‘ayons rapportées dans la table () et il
est vraisemblable que c'est ainsi que Cotes ¥ est parvenn,

En effet, si on multiplie ces formules par 2 et quon y sup-
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3
posefp ==y +§ 5. elles. se. réduisent & cette forme simple

2 €05 1x==y +§,

1

2 cos sx=y*4 -2,
A

~acosdx=y* +'-l§,

2 cos 4z =yt +y‘,
etc. ;

d'ot il est facile de conclure en général
. ' " acos mx=y" + 7

" Pour se convaincre d'une maniére plus directe de la gé-
néralité de cette formule, il suffit de considérer que si dans
I'équation

! cos & casmx-*— cos (mw—l) ac + €os (m+1) x,
onfalt L : . L

-3 C0o8 x._y—l-

ct qu on suppose que denx termes consecunfs 208 (Memm1) ',
. et 2cos mx soient de Ia. fgrme

m—l+ n—x Et J' + ml

elle* donnera.

9 cos (m+ 1)3:——<y +y) (y"’*f-'ﬁ,;, - (y’“"+ e

1
=yt 4 j,fn+1',af
Ainsi
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Ainsi, pourvn que. les deux premmn termes 2 cos ox et
2 ¢os ¢ soient de la forme y"‘+ ~, en faisant m=—o etm==1,

ce qui est en effet, tous les autres seront nécessairement de
la méme forme. o

" Maintenant les deux équations

T S, . 1
2 cosx::_y-{-; et 2 cosmx=—y" +5’;
donnent ces deux-ci:’ ‘ : B

y*—2ycosx -1 =o y""—zy cos‘hx-{-:._o

qui doivent donc avoir lieu en méme tems 3 Parcenséquent
il faut qu’elles aient une racine commune. - w

Ce dernier théoréme a été donné par Mowre sans démons—

vtratlon dans les Transactions philosophiques- de 1723, année

ol a paru I'Harmonia -mensurarum de Cotes’ qui etalt mork
six ans auparayant. :

Soit maintenant @ la racine commune & ces deux équa~

b txons, corume elles demeurent les mémes en y changeant yen

i

1
Sils ensuit que - sera encore une racine commune aux mémes
Y
equatlons mais l’équatlon Y —z2cosx 4 1=o0 n'étant que
du second degré, ne peut. avoxr que les deux racines g et ~;
a’

donc cette équation a toutes ses racmes communes avec

. ki

YU — 2y™ cos mx - 1 = 0; parconséquent elle est neéces-
ajrement un_diviseur de celle—-cx.

§

. Soit ‘
c,; L mx_:p,donca:——?-:‘
m
il suit de ce qu'on vient de demontrer que la formule

yl”l_)y"l cos¢ + l
a, pour’ diviseur celle~ci

L ’ y‘-—sycoi%-{-l;
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m étant wn nombre quelconque entier.

Or si ¢ est la. circonférence ou l'angle de quatre droits;
on sait que €os .==c0s (cp-{- ncy, n etant un nombre quelconque
entier , ajisi efi mettant ¢ 4- nc'a la place de ¢, et faisant

- successivement n==0,1, 2 », €tc. m —= 1, on ‘en conclura que
la formule

Y2 - 2y €08 @ + L
a pour divisenr les m formules sulvantes:

~ De softe. que commie ces dmseurs sont tous dxfferens entr'eux
et.qu'ils.sorit :aw mombie -de #; 1a/ fornmle en -question du
armeme degré, ne peut étre que, le prodult de ces m formules
du second’ degre _

"Le théoréme de Cotes #'est ; contme l'on sait, qu'un cas
particulier de ce théoréme general lorsqu'on y fait ‘g==o

c . .
ou ¢= o5 ce qux:dqnne cos ‘@'== = 1, et réduit la formule
généraled ~ .- ..., !

(ym + 1 )2

Le théoréme general est dii a Moivre:, ‘comme on le v01t
par ces Miscellanea analytica.

Jusqu ici nous avons développé Jes cosinus et les sinus des
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angles multiples en puissances; des .cosinus ou. des sigus de
Fangle simple. On peut chercher réciprogquement a développér
_les puissances des cosinus ou sinus de angle simple en cosinus
“ou sinus des angles multiples, et éétte transformation , i est
" toujours 'possible , est ‘un'"des plusgrands avantages de I'al-
gorithme des sinus et cosinus, par la facilité qu'elle donne
"de passer des fonctions primitives aux fonctions dérivées, et
de revenir de celles-ci aux primitives.

Nous pourrions la déduire des formules trouvées oi-dessus .
mais nous aimons mieux la chercher directement par le moyen
des fonctions dérivées, ‘pour donmer un nouvyel exemple de
leur uspge dans la transformation des fonctions.

Congidérons la puissance cos™ z, et stipposons cette fonction
de x égaledy, nous aurons ainsi : N

st aen ’l‘y‘:'ﬁ"—s—cosmzx;' :
et prenant les fonctions dérivées par rapport & x, il viendra
e :
Yy =—m cos™* sin a

«

cette équation’, divisée par laprécédente ,.donne

Yy U msinz S
R Aot~ S
R DRI - - N
. . ) e
@'ott I'on tire en réduisant

e O P

‘mysinZ £y cosw=o0, i
d . [

g I3
il Lol NREERE) Py
équation dérivée du premier  ordre, qui a Vavantage de
ne plus contenir®la puissance indéterminée de cos x.

Supposons maintenant, en’ général,

Y= cos nx' 4B cos(n==1)yx -} cos (n—2)2
+ Decos (n—3 jaxr<-ctec.;
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“les coefficiens A, B, C, etc. étant indéterminés ainsi que
n. L’équation précedente devlen.dra par cette substitution

m{Acos n=4 B cos (n=—1 )x+ Ccos(n-—z) x + etc. }sinz
""{ "-'4 sin nx+(n—-x)B sm(n-l)x-i-(n-z) Csin (n——z)x+etc }c0s a=0:

: sayoir, en deve]oppant les prodmts des 'sinus et ‘cosinus ,
et ordonnant les termes smvant les sinus mulnples s

‘e [ A A Jsin(nsa )

-+ [mB--(n— 1)BJsinnx :

o= C-—mA—-(n-—-z) C’-—-nA]sm(n—-l):c B

s [mD—m B (n—8) D=~(n—1) BJsin (n—2)x | -
e [mL'—-mC’—-(n—4)E-—-(n-—2) Clsin (n—-—5)x ne

+ etc. ]’

Egalant donc & zéro.chicun de . coefficiens de ces différens
. termes, on aura

s oenl e o
-

(m—n)A._o,w”
(lr;b—n+l)B_o
Sm= it 0)ICr (me ) diog
(m—n+5)l) ’(m+n—-1)B__o,
(m-—-n+4)E—y m-f-n-—a)C-—o,

i

etc. .

oot ey

La premlére donne. dabord n=m, et substltuant cetfe
valeur les autres devxennent

B....o V
3 C—-nmA:o
: BD —(am =1y Bi=g "
ST et ’4E—-(2m -!-2) C..,,,‘,o,)_,‘ AT R
-et_c.v ;

e
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"“Ainsi le premier coeflicient 4 demeure indéterminé ; ensuite

ona
B=—o

. .
am”

C= — A4 -
2
2me-——1

D= 5 B

am—3a
= C

etc. :
donc .

Br=0, D=o, F=o, etc.

" Ensuite, o i
C=md .

E—"m—=1)
2
G=mlm—V)(m—3)
2.3
etc. '
" Onadonc en général, quél que soit V'exposant m,

m(m-1
2

)cos(m-4jx+etc.}

cos’"x:A{cosm:c+mcos(ni;-2)x+
-1} teste & déterminer le ‘(:Apéf‘ﬁi;ient A; pour cela suppo—
sant r==o0, on obtient .

Ci=d 31 +m+m(m2_l) +Z (m—;l.‘)s(m—g) ~etc. }

= .A(l + 1)"‘ =2"A4;

d'odt Ton tire

1
A= EF"
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‘ Donc enfin, en multipliart : toute- I'équation par ™, on
aura B

1)

(1cosx)"‘—cosmx+mcos(m~2)m+—(—-cos(m—4)x+etc. »
série fort simple qui se termine toujours comme celle du bi-
nome, lorsque m est un nonibré entier positif.

On peut déduire de cette formule un pareil développement
pour sin™ x, en changeant ‘simpleiiient = en 1—zx, Pangle
droit étant pns pour lumte des. angles.

"Ainsi on aura de niéme
(2 sinx)™==cos m (1 — &) -+ cos (m2) (1 —=x)

+ ) o (m g (2 ) + et

Nous venons de donner une théorie compléte des sections
angulaires, et nous avons en rthéme témps montré par diffé--
rens exemples, combient I'algorithme des fonctions dérivées
- est utile pour la transformatlon das-forictions, en faisant dis—

paraitre des equanons les puissances et les radlcaux qui rendent:
les développeineiis~difficiles et font. perdre la loi et la dé-
, pendance mutuelle des‘ termes.,

On voit: que tout se réduit a former d’abord des équations
derlvees d’apreﬂ lequatmn ou les équations  primitives don-
nees, et. 4 . déduire’ ensmte de ces équations dérivées d’autres
€quations p,nmmves, qui seront les transformées des pre=~’
aiéres., Il est donc important de bien connaitre la théorie de
" ces equanons, et de se rendis ’Pamlhei‘s les dlﬁ'elens ‘arti-
: ﬁcea qui peuvent en faciliter le calcul.” S

Commengo‘ns pm‘ exposer les. fxrmclpés genelaux de cetts
théorie, ,

. Ty Sy
¢ B A‘-J;‘\

~ “sa"m\-'\v\&’\‘\-
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LECON DOUZIEME.

(Théorie générale des équations dérivées , et des
constantes arbitraires.

N.OUS ayons déja démoniré que toute équation entre deux
variables , par laquelle I'une de ces variables est fonction
de T'autre, subsiste également en prenaat les fonctions dé-
rivées, premiéres, secondes, etc, de chaque terme de 'équa~
tion par rappert & l'une de ces variables.

Ces équations dérivées ayant lieu en méme temps que
V'équation primitive, il s'ensuit qu’une combinaison quelconque
de ces différentes équations aura len aussi. Donc, comme
les constantes qui entrent dans une fonction , restent les mémes
dans ses fonctions dérivées, on pourra toujours, par le moyen
des équations dérivées, éliminer autant de constantes de I'é-
quation primitive qu'on aura d'équations dérivées; Péquation
vésiiltante de cette élimination sera une équation du méme
ordre que la plus haute des équations dérivées laquelle
sera vraie en méme temps que I'équation primitive et pourra
par conséquent en tenir lieu; elle venfermera antant de cons-
tantes de:moins que Pexposant de son ordre contiendra dunités.

Ainsi I'équation primitive , combinée avec son équation
_dérivée ou prime, pourra donner une équation du premier
ordre’ contenant une constante de moins que. 'équation

" primitive. )
- L’équation primitive combinée avec les équations: dérivées ,
prime et seconde, ‘donnera une équation du second ordre
contenant deux constantes de moins que 'équation primitive,
et ainsi de suite,
4
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On ne peut parvenir que d’une seule maniére d I'équation
du premier ordre qui résilte de Féquation primitive et de -
son équation dérivée par I'élimination d'une constante donnée;
mais on peut parvenir de. deux maniéres. différentes a
Véquation du . second ordre déduite de la primitive et de
sés deux prem_iérés dérivées par I'élimination de deux cons-
tantes données; et ce double point de vue donne lieu & des

conséquences importantes relatives 4 - ce genre d’équations.

An lieu d’éliminer a-la-fois les deux constantes par le
moyen des trois équations dont il s'agit, on peut n’éliminer
d’abord que V'une ou Yautre de ces constantes, & l'aide de
Y'équation primitive , et de sa dérivée; on, aura ainsi deux
équations différentes du premier ordre, dont I'une ne con-
tiendra que I'une des deux coustantes , et dunt l'autre ne
cantiendra que l'autre constante, Maintenant, en combinant
chacune de ces équations avec sa dérivée, on pourra aussi
en éliminer la constante qui y était restée, et on aura deux
équations du second ordre sans les deux constantes , lesquelles
devront étre équivalentes entr’elles et avec I'équation qui
résulte de I'élimination simultanée des deux: constantes.

En effet, chacune de ces équatiors donnera la valeur de
la fonction seconde de la variable qu'on regarde comme
fonction de Vautre, valeur qui sera exprimée par la fonction
prime de la méme variable, et par les deux variables mémes
sans les deux constantes qui entraient dans I'équation pri-
mitive ; et il est facile de se convaincre que cette valeur
est unique ‘et déterminée, de quelque maniére qu'on; y par-
vienne , puisque les fonctions dérivées d’une fonction donnée
soit . explicite ou non:, sont uniques et déterminées, et que
les résultats de I'élimination sont aussi toujours déterminés.

On doit conclure de-ld qu'une équation ‘da second ordre
peut éire dérivée de deux équations différentes du premier
ordre’; rénfermant chacune une constante arbitraire de plus,
¢l que ces équations seront parconséquent deux équations

»
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primitives de la ménie équation du second ordre , mais
primitives du premier ordre, pour les distinguer' de Péquation
primitive absolue d’ot celles~ci sont censées dérivées.

Enfin on peut étendre aux équations des ordres supérieurs
“au secend, le raisonnement que nous venons de faire sur’
celles de cet ordre, et on en conclura de la méme maniére
qu'une équation du troisitme ordre peut étre dérivée de
trois équations différentes du second ordre, et qu’alors elle
peut avoir trois équations primitives de cet ordre ; et ainsi
de suite. : ' '

Nous allons éclaircir et confirmer cette théorie générale
par quelques exemples. S

Soit I'équation de premier. degré
’ y+tar4b=o,

en regardant y comme fonction de .x et’ en prenant les
fonctions dérivées, on aura

)

Y +a=o.

En éliminant @ au moyen de ces deux équations, on obtiendra
Yéguation du premier ordre

y— :c.y’/+ b=o
éoﬁt Péquation primitive gera
y+andbmo,

a étant la constante arbitraire: | .
Sila constante b dépendait de la constante o » par exemple si

b=a, ;
~alors en-éliminant @, ¢'est-d-dire , en substitiant — 5y pour.a,

en aurait I'équation du premier ordre ,

y=f yr=o,



154 , ’ CALCUL
et 'équation primitive de celle—ci serait

Y+ artat=o,

a étant la constante arbxtran*e. »
Supposons L e

b= c"[/( 1 +\a‘ )
on aura l’équatioh‘dx‘xﬂ prénﬁiér ordre

y—=zy -+ cl/ (1 +y”)»
dont lequatxon primitive sera '

y+ax+cl/(1+a‘),
ot @ est la constante arbitraire.
"-Soit encore 1'équation
x"—azay--f-d"-— b=o: .
sa dérivée sera - - Co

L ® = a_y =o,
équation du _premier ordre dont la proposee est I'équation
primitive, et ou b sera la constante arbitraire.

Mais si I'on veut que la constante arbltraxre soit @, alors
il faudra éliminer a; or I'équation dérivée donne

f

a =

.
3

]y

donc substituant cette valeur dansla’proposée ; elle'donnera

%fy__xi_.b*o'
Yy

.on hien

% b ) y* = ey o
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d'ott 'on tire
YV (#+y—b)—yy —z=o,
équation du premier ordre dont la primitive sera
X 20y —@P—b =0,
a btant Ta constante arbitraire. ’

Si on voulait éliminer d-la—fois o et b, il faudrait em-
ployer les fonctions secondes. Ainsi, puisqu’on a déji trouvé
Véquation du premier ordre

r=—ay' =o

ol b ne se trouve plus, il n’y aura qu'a former I'équation
dérivée de celle-ci, laquelle sera ‘

Y, -
L] A7) i . l—ay —o,
d'oit Yon tire

o= -3
et cette valeur substituée dans la précédente » donnera

!
x—--L,;zo’, ou Yy’ my =o,

b
dquation du second ordre dont I'équation
Lm0y ~— @? b=,
sera la primitive absolue, @ et & étant les deux constantes

arbitraives; - o

~On parviendrait & la méme équation en faisant disparaitre
b de I'équation du premier ordre g

YV (= by—b)myy —mi=o

Bouvée plus.haut ; car en prenant les fonctiois dérivées N
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on aura

YV (& 4y =0+ T sy —yfr v

en éliminant b aumoyende la précédente ,.il viendra

thﬂ+y'ﬁ yy ._.y ._.1__.0.

savoir, comme on la vu plus haut R
y’—l—-o ou y'x — ¥ = o.

On voit aussi que cette méme équation du second ordre
a deux’ équations primitives du- premier ordre , savoir :

x—-a_y =oety V (x4 -y —-b)—yy —x_..o,

ot a et b sont les deux constantes arb1tra1res et ces deux-ci;
par I'élimination de la fonetion dérivée y’, donueront l'équatlon
pnmxnve absolue entre x.ety,

| ; }/ ('9:’ +y’_'- b{ )_..3%"_. .
savoir,, el e
V(x*+ty —b)~—y—a=o,
et en faisant disparaitre le radical - L

X éay'a“-*b‘zo

qui- estJa méme dont nous sommes parhs.

En éliminant ainsiles constantes qu’on veut faire dIsparaltre,
en- tombe!: souvent,. comme on. le yoit, dans-des équations
on la plus haute fonctlon dérivée est élevee A des pulssances Y

" et ce n'est que par la résolution qu'on peut avoir la valeur
‘de cette fonction ‘des variables’ et des fonetions: dérivées d'un
ordre moindre.
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' On peut cependant parvenir directement 4 une équation
dérivée ou la plus haute fonction dérivée ne se trouve qu'an
premier degré; pour cela il n'y a qu'a préparer Yéquation
-priitive, de. maniére que la constante arbitraire,qu’on veuc
. faire disparaitre s'en aille d'elle-méme en prenant la fonction
L dérivée de chacun de ses termes; ce qui arrive lorsque cette
‘constante est dégagée des variables, et forme elle seule un
’deei,tgllfmés de I'équation ; car alors la fonction dérivée de
ce terme étant nulle , I'équation dérivée se trouvera natu-—
rellement délivrée de la constante, et Ia plus haute fonction
dérivée y sera nécessairement & la premiére dimension; car,
comme on l'a vi dans la legon VI, en prenant la fonction
«dérivée d’une fonction de plusieurs variables , chague variable
ne peut donner que des termes multipliés par la fonction
dérivée de la méme variable. ’
- Or il est évident que cette préparation ne demande que
de résoudre P'équation primitive , en regardant la constante
‘qu'on-veut éliminer comme I'inconnue de Pégnation. Ainsk
ou peut obtenir par ce moyen le méme résultat gu’on aurait:
par la résolution de I'équation dérivée , par rapport A la
plus haute fonction dérivée: . o
Dans le second exemple oti Péquation primitive était
Y+azx4a*=o0,
nous avons trouvé I'équation dérivée
y— 3z +y*=o,

[laguelle donne , par la résolution, .

n_y'-_-_—‘m‘-ea‘[/(m’--.{y). -
Mais si nous avions d’abord résolu I'équation par rapport &

la constante a, nous-eussions. eu
R W= —r oY (2t — 4y ),
sa_dérivée serait ~ ‘ SR

=20y
-1

“t ?—in—m

/
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savoir, en multipliant par 1/ (x* —4y ),
=gy =/ (2 —fy)=o,

équationfqui coincide avec la précédente, & cause de Tan-
lngmte du signe du 1ad1cal

On peut de la méme mamere “faire dlsparautre successiye-
ment plu81eurs constantes en preparant toujours lequatxon
-ensorte que 1a conatantea ehmmer so1t ‘dégagée des variables,
- Ainsi I equatxon primitive: s

--na_y—-a’—-b—-o,

contenart :la’ constante b isolée ‘dans un seul terme , donne
‘tout de snite T'éilation du premier ordre’sans b,

- x-—-ay:o;

. x
-enstite-en dégageant a, on a .@==—;

7.3 Pprenant la. fonction
dérivée de chacun des deux membres, on obtiént’

\

équation qui, multipliée par ¥y idiéi'ivént

Y —=zy'=o,

- comme plus haut.

En commengant I ehmmatmn par la constantea Hiotss avions
trouvé I'équation” du premier ordre, .

"""2:: L
_73_’__7;._1,__0, |

comme la constante b v est degagee des varxables, il n'y a
qu'a prendre la fonction dérivée de. chaque terme pour-ayoir
tout de suite lequatxon du. second -oxdre-sans ¢ ni b,
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On a ainsi

X ‘._l_ icl_,y_l_’...._-i i’i_o
x‘ .yl x 4= yz y/2+ y'3

* Cette équ’é.tion se réduit & cette forme,

(F=) @)=

Comme le facteur -27 -+ .F ne renferme que la fonction

prime y’, il ne peut donner une équation du second ordreg
i

I ’ x . pa .
ainsi c'est l'autre facteur —g;';- -—1 quil fant employer ," et
Pon a

i
x —_— : : o ny
—-’-’,——-1 =0, savoir , xy"’ —y ==o,

corame ‘ci-dessus.

Nons verrons plus bas, lorsqu'il sera question des équations
primitives singuliéres , I'usage du - premier facteur.

Ce peu d’exemples que j'ai choisis parmi les plus simples;
suffit pour montrer. comment.les équations dérivées se forment
des équations primitives , par I'évanonissement des-constantes,
On voit que!, pour une équation primitive donnée , il est
‘toujours :possible de trouyer une équation dérivée qui ren-
ferme autant de constantes de moins quil y aura dunités

_dans l'ordre de cette équation, et que de quelque maniére

qu'on parvienne & cette équation , . et sous quelque forme

_quelle” se présente , elle sera’ toujours essentiellement la

méme. Ainsi le probléme de trouver T'équation dérivée d'une

. Primitive donnée, est résolu dans toute sa généralité. Nous

allons considérer maintenant le probléme inverse, ‘qui conslste
4 remonter des équations dérivées aux primitives.
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Puisque dans les équations & deux variables, une équation
du premier ordre pent renfermer une constante de moins
que I'équation primitive , une équation du second ordre peut
 renfermer deux constantes de moins que Péquation pri-
nntlvc et ainsi de suite, il s'ensuit réciproquement que
l’équation primitive peut contenir une constante de plus quun
équation du premier ordre, deux -constantes de plus qu'une
équation du second ordre, et ainsi'de suite; constantes qui
seront parconséquent arbitraires : et on voit en méme temps
qu'elles ne sauraient en contenir davantage, puisqu’on ne
pourrait les faire disparaitre toutes par le moyen des équa-
tions dérivées.

2. Cette: proposition ‘étant d'une grande importance dans la
théorie des fonctions dérivées, et n’ayant pas encore été
démontrée d’une maniére tout-a-fait rigourense , nous croyons
devoir en donner une démonstration directe, tirée de I'expres-
sion générale de la foaction primitive.

Siy est une fonction quelconque de x, et qu'on dénote
par_y _y y°” y""’ etc. les valeurs dey et de ses fonctions dé-
vivées y' ; y", ¥ etey qui'répondent 4 x="0, et qui
sont parcoﬁ%et&uent constantes ;. on’ auray par ‘ce que nous
avons demontre a la ﬁn de la legon IX

y" * y°’x + y"” ry +y°"v 57 s pete

.

et si on' veut arreter la série an terme n%, alors on aura
les limites du reste. en substitnant dans le terme suivant

R S E

a la place de _y"(") la plus grande et la plus petxte valeur
de y(") depuis x == o jusqu'a la gaandeur qu'on veut attri-
buer 4 @ ... -

4

Mamtenant
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"Maintenant si la valeur de' y est donnée par une équation
du premier ordre , entre. &, y/ et ', on aura par cetre
équation la valeur de y en x ¢t y, et de 14 on trouvera,
en prenarit les fonctions derlve\es, une équation do second
ordfe ‘en x ¥ y et y ensuxte une équation du troisiéme
drdre entre x,y, 3y, y' et y"; et ainsi de suite; de sorte
gu’en stibstituant successivenient dans ces équations les valeurs
de ', y¥, y" etc. données par les equa,tlons precedentes,
on-aura, en derniére analyse les valeurs de y y y etc.
expnmees en x et y. Or en faisant x =0, les quantités
¥;¥ 5y ete. se changelont en y° _y°' y°" etc. ; ainsi on
#ura les valeurs de y*, y°' etc., exPrlmees en y° qui de-
meurera indétermiinée.

De ménte, si on n'a por la détermination de y, qu'une
équation du second ordre entre xx, y, ¢ et y", on en tiréra
sucbe%sivement des équations des ordres supérieurs entre x,
¥ ¥, ¥,y s entfe x, y, ¥, §', ¥, ¥, et ainsi de
suite, et par les substitutions successives des valeurs de
¥ 9", etc., données par les équations précédentes, on anra
e derniére ana‘lyee y’” y", etc., données en x; y ety
de™ sorte qu'en faisant xr=o, on aura les valeurs de y*,
y¥ ete., exprimées en yo et ¥y, ces deuk guantités demeurant
Indetermlnees- et ainsi de suite.

Donc enfin, faisant ces substitutions dans l’expressmn gé=~
néralé dé y en x, il est clair qu'il restera dans cette ex-
pressu)n une mdetermlnee constante y lorsque la fonetion
y- sera donniée par une -éguation du plemier ordre, qu'il y
testera ‘deux constantes indétermintes y° et ¥, lorsque ¥
ne Sera donnée que par une équation du second ordie ,
quil y .en restera irois; savoir, y°, ¥y et y°”, lorsque _y
sera domnée par une équdtion du premier .ordre; et ainsi
de suite.

“Done, en général, Pexpression de y en « , renfermeraautant
de constantes indéterminées qu’'il y aura JQ'unités dans
Texposant de Tordre de I'équation qui détermine la fonction Yi

L
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et quoique cette conclusion soit fondée ici sur la théorie des
séries , il n'est pas difficile ide se convaincre -qu'elle doit
avoir lien généralement , quelle que soit Yexpression de ¥»
puisqu’on “peut ‘toujours regarder une expression en série ,
comme le ‘développement .d’une expression finie.

Dans 1'analyse précédente, on voit que les constantes ar-
bitraires sont toujours les valeurs de » Y,y e, qu
répondent 4 x== 0, au lieu qu'en envisageant, comme nous
Vavons'fait plus haut, les équations dérivées comme le résultat
de Iélimination des constantes, ces constantes peuvent étre
quelconques; mais il est towjours facile de les réduire les
unes .aux-auires : car guelles que soient les .constantes qui
entrent dans I'expression de y, si on déduit de cette expression
celles de y', ¥, etc., et quensuite on fasse x = o » ce qui
changera les valeurs de y, y', ¥’, etc. en Y5y, ¥, ete., on
pourra toujours, en prenant autant de ces valeurs qu'il y ade
constantes arbitraires , déterminer celles-ci en y°, y*/, ¥, ete.,
et les substituer ensnite dans I'expression générale de. y:

Or . quelle que puisse étre la forme de cette expression ou
de Téquation d’ott elle dépend, & raison des différentes cons-
tantes'qui-y seront contenues, il est visible que lorsque. ces
constantes seront réduifes aux valeursde X ¥, ¥, ete., cette
forme deviendra nécessairement la méme pour Ia méme équa-
tion .dérivée. = - . ... - C . g

-On peut done conclure ;- en général,: que si I'on a wune
équation dérivée d'un ordre quelconque, et que I'on trouve
de quelque maniére que ce soit une équation entre les mémes
variables. qui y satisfasse, et qui renferme autant de cons-
tantes arbitraires qu'il y aurad'unités dans Lexposant de I'ordre
de I'équation dérivée, cette équation sera Téquation primitive
de .]a proposée, avec foute.la généralité dont elle est suscep~
tible; de sorte Qu’elle renfermera nécessairement toute antre
fquation gqui pourrajt aussi satisfaire & la méme équation
avec aptant “de- constantes arbitraires.

-On . voit par -1a que ies.constantes arbitraires forment
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. proprement la liaison entve les équations primitives et les

équations dérivées; celles-ci sont par leur nature plus générales

que les équations d’ou elles dérivent, & raison des constantes

qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu ; elles équivalent

doric 4 toutes les équations primitives , et qui ne différeraient
enti’elles que par la valeur de ces constantes.

On pourra donc toujours passer d’une équation primitive
3 une de ses dérivées d'un ordre quelconque, et revenir
ensuite de celle-ci 4 une nouvelle équation primitive, pourvu
que cette derniére opération y introduise le nombre Tequis
de constantes arbitraires. Alors cette derniére équation ren—
fermera la premiére et lui. deviendra équivalente ; en’ dé~
terminant conyenablément ses constantes arbitraires. C'est ainsi

qu'enen ausé danslalegon précédente pour la transformation
des: fonctions angulaires. ~

Comme nous, avons vu qu'une équation du second ordre
“peut provenir de Geux équations différentes du premier ordre,
- renfermant chacune une constante arbitraire ; qu'une équation

du troisiéme ordre peut étre dérivée de méme de trois équa-
tions différentes ‘du second, et ainsi de snite , il est nature}
d’en conclure. aussi réciproquement que toute équation du
-+ second ordre anra deux équations primitives .du  premier
ordre, chacune avec wune constante arbitraire ;" que toute
équation du, troisi¢me ordre - dura, trois équations_primitives
du second ordre , ayant chacuue une  constinte atbitraire ;
_et ainsi de suite. Mais nous pouvons démontrer aussi cette
proposition d'une maniére dirécte , par ume analyse semiblable
& celle que nous avons employée ci-dessus.
T ERN i
" Considérons ‘ la * formule générale du développement des
fonctions.

fletiy=fot ifatifopas,

- Faisons. y={x et { == w=x, on aura

T S
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fr=y,f« =y, fle=y", etc.;
et f (x4 i) deviendra f(z—za), c’est:é-dire égale &
. la valeur de fx ou ¥, lorsquieny fait x = o, valeur que
nous avons désignée plus haut par y°- Ainsi par ces subs-
titutions, on aura cette formule
. o 'v . ';'1:“ x? LT
IS R TS = gy e
geons maintenant dans la formule générale fzen fix,

et 'on aura ‘de méme

- f’ (z4+i)=Fx + if'z ‘-i[-‘-"'gf”’w =+ ete.

Changeon

Donc, faisant de nouveau
R , -—— s .
S Jr=y, fe=y, flx

ce qui dosnéra -

W et ;L .
Py oo, etiz=—a3

Et ainsi de suite.
o . A dge LT ..‘1'( L .
Cela posé , st y est .donnée’ par*iine équation ‘du premier
ordre , on aura les valeurs de ¥,y +y", etc. toutes données
en x et %‘comme on l'd'yuplus-haut; si on les substitue dans
la formule
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' x>, x®
: »
.yo__‘y — xy +.._2 y ._2——.3}/' -} ete.

on aura une équation entre x et ¥ avec la constante ar-
bitraire y°.

Si y est donnée par une équation du second ordre, on
aura ¥, ¥, y'¥ eic., données.en x, y et ¥'; donc, substi-
tuant ces valeurs dans les deux formules

’ 2 1 a’ i
. Y =y—ay +-2—_}’"',—'2—.gy -} ete.,
of ’ i xz w x* 1
Y=y —x_y'+—;_y — 5y -} etc.

on aura deux équations en x, yety, ayant chacune une
des constantes arbitraires y° et y®'> lesquelles seront égale—
ment deux équations primitives du premier ordre de la
proposée du second ordre; et ainsi de suite.

Quoique ces équations soient en séries, les conclusions
qu'on peut tirer relativement & la nature des équations pri-
mitives, n'en sont pas moins exactes; et il est visible par
la forme méme de ces équations, qu’elles sont essentiellement
différentes , et qu’il ne pent y en avoir qu'un nombre égal
2 celni de l'ordre de I'équation donnde.

On en conclura donc aussi, que si pour une équation du
second ordre, on trouve d'une maniére, quelconque , deux
equations différentes du prémier ordre qui y satisfassent ,
et qui renferment chacune une constante arbitraire, on anra
les deux équations primitives du premier ordre de la proposée ;
et toute autre équation de cet ordre qui y satisferait avec
une constante arbitraire , sera nécessairement renfermée dans
celle-ci. ' _

Ces deux équations primitives étant connues, on pourra
toujours en déduire I'équation primitive absolue , sans fonc~

. 3
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tions dérivées, en éliminant par leur moyen la fonction dé-
rivée qu’elles contiendront, et qui est censée étre la méme
dans les deux équations. :

I.)équation résultante ne contenant plus de fonction dé-
rivée , sera I'équation primitive absolue de la proposée du

-second ordre; et comme les deux constantes arbitraires, qui

entraient dans lesdeux équations primitives du premier ordre,
se trouveront dans cette équation, elle aura toute la géné-
ralité dont elle est susceptible.

&

Done, ayant une équation du second ordre, on aura égale-
ment son équation primitive absolue , soit qu'on trouve
immédiatement une équation entre les mémes variables qui
v satisfasse, et qui renferme en méme temps deux constantes
arbitraires, soit qu'on trouve séparément deux équations du
premier ordre qui y satisfassent chacune en particulier , et qui
renferment chacune une constante arbitraire.

Mais si P'une de ces deux équations ‘du premier ordre ne
contenait point de constante arbitraire , alors ; equatmn prinii~
tive qu on en déduirait , ne contenant qu une seule cons-
tante arbltrane n'avrait pas toute la généralité qu'elle peut
avoir; mais elle satisferait toujours a I'équation du’ second
ordre d’ott on aurait tirée » en méme temps qu’elle satisfera
aux deux du premier ordre.

Tl suit encore de ld, que si 'on a une équation du
premier ordre , et qu'on en dedulse d’tine maniére quelconque
une équation _du second ordre, soit en éliminant une constante
ou non, qu'ensuite on Passe de celle-ci a une ‘autre équation
primitive du premier ordre, avec une constante arbitraire ,
on pourra, par I’ lmunatmn de la fonction “dérivée qui se
trouve dans les deux équations du premieér ofdre, avoir une
équation entre les deux variables -et la” constante arbltralre s
qui sera parconséquent I'équation pummve .absolue de la
“proposée du premier ordre.
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En général, si de la proposée du premier ordre on passe

4 une équation d'un ordre supérieur, et si on trouve d'une
maniére quelconque une équation primitive de celle~ci d'un
ordre inférienr avec une constante arbitraire, on pourra tou-
jours, par T'élimination successive des fonctions dérivées,
parvenir 4 une équation entre les deux variables et la cons-

tante arbitraire,, laquelle sera ainsi I'équation primitive de la
. proposée. .

Enfin on peut étendre aux équations des ordres supérieurs
au second, ce que nous venons de trouver relativement a celles
de cet ordre , et en déduire des conclusions semblables.

L S
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'LEGCON TREIZILME

DFEES AT AP
v

( Cominuazi&mde 1% lecon: préag_idehtq._- Yoo

T}t ‘ﬁrze des multz’pzlcateurs elesf éq'mzézom
' dérwees,

L A maniére la r)lus naturelle de trouver I'équation primi«
tive d'une équati»n d'un ordre quelconque, est de la pré-
parer de fagon que son premier membre devienne une fonc-
tion dérivée exacte ; car alors il n’y aura qu'a prendre sa
fonction primitive et y ajouter une constanite pour avoir
Yéquation primitive d'un ordre inférieur; et en opérant ainsi
successivement, on ouna parvenir a ‘équation primitive
~entre les' deux variables, ef aufant de’ constaiites arbitraires
que L'ordre de la proposée le comporteya, .. .

Or]e vais® prouver que . cette preparatlon ‘est toujours pos-
‘ sxble par le. moyen d’un multiplicateur , lorsque’ I'équation
deuvee de lordle n est véduite & la forme

YO+ (@ 3,5, 5 DY = o,

Y@ étant la plus haute des fonctions dérivées de y.

D'un cbté, il est clair que cette réduction est toujours
possible eu censée possible , quelle que soit la forme de
V'équation ,ploposee, car il n'y a qu'a en tirerla valeur de
YD en z; y, _y _y , etc , par les regles connues,

De Tautre c6té, nous avons déja obseryé plus hant que
quelle que puisse étre 1"éqhation= primitive de Lordre immé-
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diatement inférieur, si on ‘dégage la constante arbitraire ,

et qu'on prenne ‘ensuite les fonctions .dérivées, on a une

équation dérivée ou la plus hante des fonctions dérivées de y

- me sera qu'a la premiére dimension, et qui devra, parcon-
' séquent, étre identique avec la proposée.

~Ainsi, ayant réduit "é«juatibn'primiﬁve a la forme
' #

F(x,y,y,5 ... yo)=gq,

7

ol @ et la constante arbitraive ) ' on aura Yéquation dérivée
F @9y . y0)=0,

laguelle, en séparant la partie qui- se rapporte 4 la variation

de y(»—), d'aprés la notation abrégée ‘indiquée dans la legon

sixiéme , pent se mettre sous la forme

F(@3:3 ) oy B () o,

Aot Ton tire ™ v -
T o r ’ -
y(") +F (x,_)",gy( . %';n 2))== o

F n—1 :

Comme la constante a a disparu, cette équation devra étre
identique ayvec I'équation proposée, puisque la, valeur de y(»
doit étre la'méme dans les deux équations, Donc la fonction

S @y, 5. 900 sera identique avec lafonction

F (5,5 ...y
ey

Ajoutant de ”partr et’d’autré la quéntité y(") ,- la fon&ion‘
yoo +flyy... y§n~-)).
"-deviendra identique_éyeg la fdnctiéh - .

N Fle,y,9... .y("—25) -+ y Fi(ye=y
X N i .F/(y(n—i)) ; A
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cesta-dire, avec la fonction

F(z,y,y. .. y™)
Fl(y(ﬂ_;)) v

Done 'équation

YO +f(z,y,y ..y ) =o;
étant multipliée parla fonction F'( y=), deviendra

Fl(@, g,y - y* D) =0;
ensorte que son premier membre sera une fonction dérivée
,exacte.
.A.ln31 il existe tou)ours une fonctxon d'un ordre inférieur &

celui de I'équation proposee  par laquelle cetie équation
étant multipliée, son premier membre devient une fonction

dérivée exacte.

Comme cette proposition est fondamentale , et donne lien
a des conséquences importantes, nous allons ld considérer
sous un point de vue plus étendu.

Soi_t - : F(Jv,:y, ’..._y(’""), a)=o
lequatxon pnmxtxve de la, méme equatlon dérivée
y(’l) +f(x’ Yy ’y”. . .y(n—l)) =o,

a étant la constante arbitraire.

" Par la théorie generale on aura l’éq’uhtibn dérivée de la
primitive- supposée, en éliminant a an moyen de l’équati.on

F(x, y,y’. . ._y("-‘) a) =0,
et de sa dérivée immédiate
CF(z,y,y .. y@)==o;

a-étant regardée cornme. constante.
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De 13l est facile de conclure; comme ci-dessus, que la
fonction

YO [ 3,y 0y

deviendra identique avec

Flz,y,y' . ..ye)
F/(y(n_[) ) ]

&t substituant ici & la place de @, sa valeur en x,y,y, ete.,
Y&, tivée de I'équation primitive.
“Considérant donc a comme une pareille fonction détermi-
~ née par I'équation primitive
Fx,y,y...y09, 0)=o,
on aura, pour la détermination de &, 1'équation dérivée
F'(x,y,5...9, a) =0,

A']aquelle, en séparant la partie qui se rapporte & o, suivant.
la notation employée ci-dessus, devient

¢ F'(x,_y; ¥ ym=0) 4 o'F (@) ==0;
d’ou Ton tire '

¢ ‘. F @9,y ..y

—d F@ '
. 7( a(t=—1)
= [y® +f(x:.}')y" YT X E_(F‘y’(‘l_)*);

. équation qui sera identique en substitvant pour a sa valeur
en-x, vy, etc. -

Si donc en miultiplie I'équation
YO+ f@,y, Y ey e=o,

Fl(yt—y
Flla) ?

par-la fonction son. premier membre deviendra
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une fonction dérivée exacte, dont la fonction primitive sera
— a, en supposant a déterminé par V'équation

Flz,y,y ..y, a)= o

On est donc assuré, de cette maniére, de lexistence d'un
multiplicatenr qui peut rendre le premier membre de V'équa-
tion proposée une fonction dérivée exacte.

La méme équation identique nous fait voir amssi- que ce
multiplicatenr n’est pas le seul qui jouisse de cette propriétl.,
et nous.donne en méme temps le moyen de trouver tous les
mulhpllcateurs qui. auront la méme propriété; car il est éyi-
dent que le premier membre de I'équation devenant égal 4
w— o, il sera toujours uife fonction dérivée exacte, étant
multiplié par une fonction quelconque de @, et quil ne
pourra V'étre qu'autant que le multiplicateur ne contiendra
que a. Donc le second membre deviendra aussi une fonction
. dérivée exacte, étant multlphe par une fonction quelconque
de a. .

Dot il est aisé de conclure que la formule genera]e de ce
multiplicateur sera-

qax<F/( y(""‘))‘
TFa)

¢a dénotant une fonction quelconqu5= de a, et la quantité «
étant une fonction de x, y, ¥/, etc., déterminé par l’equanon
primitive

Flx,y,y...y*,a) = o,

a étant ici la constante arbitraire; car le preihi‘er membre
de Péquation proposée de Vordre a", deviendra, par la mul-
tiplication de la' formule précédente , identique avec la quan-
tité — a’qa ; de sorte qu'en dénotant par ®a la- fonction pri-
mitive de & a, on aura tout de suite'1'équation primitive
Pa== con;t. ; d'oit I'on tirera aussi a == const. Or e étantick
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Ja fonction de x _y s etc. y(""’) qui résulte de I'équation

f

ra (a:, ¥y y("“3 a)==o,

il est visible que I'équation ®a == const. n'est autre chose que
cette méme équation dans ldquelle on suppose que @ devient
-urfe constante arbitraire.

- Ainsi, Jorsqu'une équation dérivée de.lordre nime est ré-
duite a la forme

y(") +f(9«‘:y,y':y"'- . ‘y("_’)) 0,

chaque équation primitive de l'ordre n—~1 ,; avec une constante
arbitraire , fournit une infinité de multiplicateurs, tous rem
fermés dans une méme formule , lesquels peuvent rendre le
premier membre ‘de I'équation une fonction dérivée exacte,
<t redonner la ménie équation primitive,

Si 1equat10n proposée n'est que du premier ordre, 11 n'y
a alors qu'une seule équation primitive ; et parconséquent il
n'y ‘aura aussi qu'une seule formule de multiplicateurs. .

8i I'équation proposée est-du second ordre, nous avons
~démontré qu’elle est susceptible alors de deux différentes
équations primitives du premier ordre; chacune d’elles den-
riera donc une formule particuliére de multiplicateurs; mais
on pourra aussi renfermer ces formules dans une formule plus
générale encore. : “

Car soit
y" +f(w,y, )‘“ o,

T equamon proposés ! du second ordre, dont les deux equa«
‘tions prmutlves du premler ordre soient .

F(x:y, ya)=o, F("’y: b)"“oi
acth étant les deux Constantes . arbibraires,

" "Ex regardant ces deux quantités @ et b comme des fonc-
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tions de x, y, ¥, détermindes par ces mémes équations, on
trouvera, par l'analyse exposée ci-dessus, les deux équations
identiques

Ly +£ (e 3y I % F,‘(a)) =—d,

" "(y ) _y
, X — b,
[y +f (@5 5] ey

Soit maintenant @ (a, b) une fonction quelconque dea, b, sa
fonction dérivée ¢/(a,b) sera représentée par '@’ (a) +b’<l> (1))
de 'sorte quen multipliant. Ja.premiére des équations précé-
dentes par &/(a), la seconde par «l:’ (b), et les ajoutant en-

. semble on aura

" F (}")X‘P'(ﬂ) FI(y)x<¥() ]
[_}' +f(x:y’y)]>< [ — F'(a) -+ - F’(b} ”

T=—d(a, -
On'aura ainsi cette formuls' generale pour le multlphcateur

. ,de l’equatlon proposee

.

Y@ Fw ><«>'(b>
A «F’(b)

L

en suppesant a et b determmes par les deux equatxons

F(xy:y;a)—ﬂ’ F(xy:_)':)"—'o’

etleprennermembrede quatlon deviendra alors—— & (a, b) ;
de sortéque T'on -aura’ sur—le—champ l’equanon pnmmve
& (a, b)._-const e g

De meme 5 $i-on prend .une- autre fonctxon quelconque
de o et'b, représentée par { (a, b), ‘on‘en’tirera de méme

r equanon prmut;ve J(a;.b) =const.
" Ces deux équations donneront donc a.et b egales a des
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“gonstantes , quelles que soient les fonctions désignées par les

caractéristiques ®'et . ; ce qui redonnera les mémes équations

“primitives d’ott Pon #tait parti; d'ot T'on voit comment ces
_équations se trowvent indépendantes des fonctions arbitraires

qui peuvent entrer dans les multiplicateurs.

On peut appliguer cette théorie aux équations dérivées
des ordres supérieurs au second, et en tirer des conclusions
semblables.

Ga peut donc toujours trouver la forme générale des mul-
tiplicateurs, lorsqu’on connait les équations primitives; mais
comme ces multiplicatenrs fournissent eux~mémes un moyen
de parvenir anx équations primitives, il serait important . de
pouvoir les trouver A posteriori, d’aprés les équations dérivées. -
Euler, et d'autres aprés Iui, se sont occupés de cette re-
cherehe ; mais c’est uu ‘de ces problémes _dont on ne saurait,
espérer une solution générale. ; .

~ Pour donner un exemple'de ce que nous venons d’exposer,
prenons I'équation du second ordre

;

Y
B Y =0,

‘que nous avons trouvée phis haut. Jobserve d’abord que,

dans I'état on elle est, son premier membre est .déja’ une

@Y=y, mas =Y~y

de 4s‘ofte qwon peut Ja metire ;5011% ‘la formie

(2yY — 2y =0

‘d’od Ton' tire, sur~le-champ,, - Péquation. primitive, du premier

grdre

xy —oy - d=o,
A étant une constante arbitraire,

v
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Pour avoir Péquation primitive de celle-ci, je cherche i
multiplicateur qui rende son preriier membre une fonction
dérivée exacte; et il est facile de voir que cela aura lieu en
divisant I'équation par «%; de sorte que le multiplicateur

1
8era —=.
: X

En effet; elle devient par-la: . |

Cetta equatxou contepant &insi deux constan‘tes arbltulres
‘A et B, sera "’qua’c;on ﬁnm’ltrve eomplete & Iéqiiation pro=
pasée du second. Qrdre_ 5 et on voﬂ: en ei’fet qu elle comcxde
avec I'équation = d SR

x'-*-«sa_y-{—a“-{-b_.O,

- &6 a'"propesée ayait, &b dériptey puxsquul alys a(qué. 1a
‘ (kvlser par B, et falre o , .

et b

Mais
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Mais au lien de chercher, comme on vient de le faire ;
Téquation primitive de la.primitive du-premier ordre, on
peut chercher une autre équation primitive de la proposée ;
et pour cela, j observe que la fonctlon derivée dex™y'™ est

£ ftmn,

ma =yt e "y 1y = 2ty " (my o nixy' ) 5
amsx la proposée étant | ‘ ‘ .
e : W.)’"“*‘}"=°,
’oyﬁ voit qu’en faisant m == — 1 , B==1, 8on premxer membre
deviendra une fonction dérivée exacte , étant multipliée par

. 1 . TR
*™, ou par —; et I'on auwra la nouvelle équation primitive

Y o pe
- +B=o.

.,.Combinant donc cette équation avec I'équation i

xy! ——ﬂy-}-d—-o,

‘,v . . R 1

trouvee preCedemment » pour en ehmmer _y , on aura l'equa.-
tlon en x ety :

-—Bx“-—-zy-i-_/t__-o, NS

qul »-a raison des deux constantes arb1tta1res .A et B, s sera
~gussi I'équation; pnmmve compléte de la proposée‘ En effet ,
elle se réduira a la méme forme . . -,

-—ﬁa_y +a'+b="_‘o-,f 5o

etant dmsee par--B et faisant

k .

:...—--d,—-—g-"-'-a“-}-ﬁ o

ﬁl"’ |
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.- LEGON QUATORZIEME.

Des Valeurs singuliéres qui satisfont aux Equa-
tions dérivées, et qui ne sont pas comprises
dans les E‘quattons primitives. Théorie des

- Equations primitives singulicres.
s e R

;,»L:Aitl;émie des équations dérivées , exposée dans la lecon
douziéme, porte naturellement & conclure que toute valeur
qui peut satisfaire & une équation dérivée donnée, doit étre
renfermée dans son équation primitive, pourvu que celle-ci
ait toute la generabté dont elle est susceptlble par les constantes
arbitraires qui doivent y entrer. Il y a néanmoins des équa-
tions dérivées auxquelles satisfont des valeurs que j'appelle
smvulzeres parcequ’elles ne sont pas comprises dans leurs
eqpatxons pnmmves Ces sortes de yaleurs se sont présentées
dux géometres presque dés la naissance du calcul différentie] ;

mais comme la théorie des constantes arbitraires n’était guére
connue. alors, -on pia pas d’abord regardé -ces valenrs comme
formant une exceptlon aux regles générales dn calcul diffé-
renticl. Euler estle: prermer qui les ait envxsagées sous ce
point dé..vue et qui ‘ait donné des régles: paur les distinguer
des intégrales ordinaires.

Depuis, on a yeconu qu’elles dépendent de la théorie
générale des équations différentielles on dérivées, et qu’elles
servent & la compléter; c'est oe. que nous-allens 'développer
avec toute l’étendue qu'exige U'importance de la matiére.

Considérons une’ équatxon que]mnque du premier ordre,
représentée par
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(s, y, y")io‘,,
et supposons qu'elle soit dérivée de I'équation primitive
v F(z,y,a)= @;
o étant la constante arbitraire.
Suivant lathéorie générale, cette équation
v F(x,y,a)=o,
donnera Véquation dérivée
F'(z,y,a)==0, *
qui se réduit & la forme
, (@) +yF (yy=o,
_ éonformément & ld riotation que nous avons enﬁp‘l‘oyée’ Jusqu'icky

et ces deux équations étant combinées ensemble , de maniére que
la constante a disparaisse, produiront la suvante

f@pyy=o.

Maintenant it est clair que le résultat de Pélimination de o
éera le méme, quelle que soit:la quantité @, soit constante
ou variable, pourvu que les deux équations

F(x,y,a)=o0, et F' (x) -F-_y"F’(y)" =50,
soient les mémes. Donc laussi ka mérme équation
| =
pourra résulter de I'équation -
v F(x;_?y @5 )= a

en supposantca yariable. et-fonction: de @, poury-quel*égua~

a
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tion dérivée '
F'(z,y, a)=o0;
soit également .

F'(z:) +y'F' (y)=o.

Mais, en regardant a comme une fonction de x, on a

F(xz,y, a) =F' () +yF' (y) 4 dF'(a),
ainsi la condition dont il sagit aura lien si le terme a'F’ (a)
disparait; d’od il suit que la valeur de ¥, tirée de I'équa-
tion primitive
_ F(ac,_y, a)::p,

7

satisfera également & Déquation du premier ordre. .

f(.x,y,_y’).:o N
en prenant pour ¢ une fonction de x déterminée paxj'l’équation
. dF’ (¢)=o
Cette équation donne ou - ’
- d==0, ouF" (a)==o: .
L'équation &’ =0, -donne a égal & une constante quelconque 3

_ Cest le cas de 1'équation primitive ordinaire » dans:lequel @
est la constante arbitraire, r

Mais l'autre équation -

F'(a)=o,
dans laquelle F'(a) est une fonction de x, Yy et a, donnera;

par la résolution , la vleur de @ e xety; et cette valeur
étant substituée dans I'équation primitive ; .

F(z,y,8)=0;

on @ira :une nodve]leiéquation' en % &t g} -sans-constante
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arbitraire , qui conduira également & la méme équation dé-
rivée , et qui sera nécessairement différente de Péquation pris
mitive ordinaire , puisque dans celle—ci.- la quantité o est une
constante arbitraire, et que dans 'autre elle devient une fonc
tion de x ety. o : :

Donc, en général, si on élimine o des. deux équations
F(x,y,a)=o0, - et F(a)y=o0,

on aura Péquation qui renfermera les valeurs singuliéres de y,
s

qui peuvent satisfaire & I'équation dérivée

f(x;y:y’)=°) o Gy
dont
F(rx, ¥, a)=o
est I'équation primitive ordinaire.
Nousappelleronscette équation, équation primitive singuliére,
pour la distinguer de I'équation Primitive- ordinaire, que nous
appellerons aussi égquation primitive compléte.

1l faut seulement remarquer que , comme 'essence de cette

© équation consiste en ce que la valeur de @ est une fonction

variable,, siI'équation ' .

F(a) =0 ,
par laquelle ‘on doit déterminer @, donnait pour a une quan—
tité constante, ou bien une telle fonction de x et y qui-devint

égale & une constante en vertu de T'équation
F(r,y,a)=o,

dans laquelle on doit substituer cette valeiir de a; ou qui, dans
cette substitution, donnit le méme résultat qu'on aurait par
une valeur constante de ¢ » alors cette équation cesserait d’étre
une équation primitive singuliére , et ne serait plus qu'un cas
particulier de I'équation primitive ordinaire.

5
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- Noms avens trouvé (legon douzigme) que 1'équation du
_premier ordre

y V(x°+y -—-b)—yy—-x'“o,
a, pour équatxon primitive,
P s say b =o0,
oit @ est da constante arbitfaive. Faisant dons
v F(m,y,a)-—x’— za_y—a’-—l:

et prenant les fonctions dénvees de tous les termes relative-
ment & @ seul, on aura’

F' (@) = 2y =—2a;
done Véquation -

F' (8) = odonnera ¢==-~y, .
valeur gui étant gubsﬁtix‘éé ‘dans P'équation primitive, .onne

EP’+37t '-"”b!—("er

équatlon qui, sahsfa:t Aégalement ar équation ¢ du ‘remier ordre.
En effet; cetie equatlon donne .

y’=b—x?, ot yy me—x;.
cés valeurs substituées dans l’eqﬁatlon - '
YV ety —b)—yy —x=o0,

I rendent ;dent;qug. e 7

Comme on ‘sait, par la tbeone dea équat:ons ) que le—
quatxon dénvée

F'(a)=s,

Py
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* relative 3 @, contient la condition, qui, 1end égales deua; @epm—
cines de. lequatlon L el
F(x’:yx a}.-lmowr EIORE
erdonnée par. vappost & ¢, il Sepsuit que Jp valquf' ngylidre
ey, dams cott, fqnation , 84 propsiéeé de conger, Véquation,

~en @ une racine double. s

‘On voit, en effet, que lequatlon

o ?,\"“ 2@_}(‘ .1:“ + 6‘“—??( 3T

yoquiert une, sgcing gyl ea BSOSttt
y’ '—'b\'f" . \(‘ ¥

‘.

Sins¥ocy oF 6t o

s‘ lequauom, antwenésmwmw

solinnps mm » sl rwifned
?‘ax?'};l-,.%r T ‘)e‘l 00

il o Tl agnEag L
ation de

1 deryee re
IOy

seraxt .
4] x(u Glifelif

-—y(x’-f—_}' ——b)+(‘°§~mnl”f ﬂ""” S

d’otlt Yon tire

N
0D D -)‘; (ARSI
" waleur qui, étant substltuee dans la proposee, donne
( N |

3 ..“(x’+y

-wam Hera » a0 e el s

£1G. o




E ‘S réhrcur
WS d6Ce e Cette- équation 'rend la valetr méne de o
nulle:, il soit au'elle ne sera qu'un caf' particulier de

I’équation pnmlm 15 enceffer. elle résulte de celle-ci, en y
faisant a=o.

ify

g dit! appliq{xer*'ahx equatlons des ordids supérieurs an
p‘f%ihiér o thébtie’ qire tlot Hofis de donner éur les equahons

dérivées de cet ordre. ¢ 7 ok
) i SK1SrEal BRI N
_En effet, si . - 00N doan
. ] "_,.", e e ik ol Yy
Bz, y, Y,y e ey =o

' 1’ quatxon pnnn‘ vé”& "l‘éﬁuaﬂon‘ W ratdvet o S
(x _y, y’ y"‘. FSyW)=o

&' étant’ la constante mhttralrej'“céll'ea'-t:‘if‘dbit réstilter de 'é-
limination de a entre iequanon prumtlve et son équation
dérivée s et il “ebt" Enidbat qt(:g Ié “résultat 'de cette élimina-
ton, sor8, 16, oMy 0l Jg wantts . o
o variable’, pourvi qu es deux équatio
méme forme.

01t cqnstante
2
soient de la

" estla méme dans V'l et dans1¥
da.ns le cas de a constante
ogeanly ’(n?\amr(, i o

et dans e cas o serait une Rncnon quelconque de x,
elle sera. Arsmrplan

P (w,y,y'-'-J’(&"))’—f-a’F'(a)-"o,

' donc les deux equatlons deviédront id8ntidubsist oddétermine’

I
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‘ade maniére que le terme &/F’ (q) disparaisse,
Faisant donc :
dF' (a)=o,
QIO - iy T
\ @=o,
‘et parconsequent a egal 4 une constante > ce qui est le cas
ordt aArP ou .
e P @y,

‘¢ qui donnera une valeur de @ en a et Y, laquelle étant
siibistituée’ dans' ¥ équation primitive

F (x,y,,_y'. .y, @) =0,

donnera une équation du méme ordre ; qm satlsfera egalement
i Péquation

f(x,,}’;y, y(")) =o0:

elle ‘pourra donc étre revardee aussi comme une equatxon
primitive singuliére sans constante arbitraire.
e :
Lequatlon du second 01d1e
bet s NN '§ Hr o an M .
9
1 i —
y L, %‘X. 4 1==0 R

o s
o

oo ¢

RELIAN L L ‘
o pour égia n’prinntlve du premier ordre,
2 ———
i 2ay +a =0,
‘comme on peut s° en assurer en ehmmant &'au moyen de son

équation - denvee witinph o

it

‘w‘l—‘a_'y" =o.
Sl on prend l’equanon denvee relatwement aa,ona

N ) " “L ‘-—-y”‘-l—a‘—‘o,
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d’ott Yon tire T o

_’y,v

valeur qui, étant substltuee dans la méme equatlon -donne
celle-ci , |
— ’-o d'ou —“‘x.
. y N ,)' .\; o frou a a
Cette valeur de y' satlsfalt aussi & equatmn Proposte ;
mais c’est une valeur singuliére, pulsqu ‘eile n’est pas contenue
dans I'équation prmutlve

BLIE O 2y

Si on cherche I’ équation pnmmve d l’- equation’ du prenue;,
ordre ) ‘ _‘ -
2* =20y =0,/

il est facile de trouver celle-ci: = o

,7:3'-' \_‘ e '\.‘? 7:"' o
3 “—ﬂ,ay-*-a’;x-?-b

ot b est la nouvel]e constante arbltr ire.

i Drodse Lh ool
Si maintenant on élimine @ de ceés deux é-luatlom, on
aura la suivante :

4> (y—ay’ )2—4(1’—-—)0’—1’.}' Y +¢g suu‘».gf ) =0, .

qui sera parconséquen’é Tautre’ équati’on“primitive ‘dn premier

ordre‘ de la propos“ee}’u SEsY, Gy LRSS B ‘1 5 ? il !

On peut donc anssi chercher e équation pmmtwe singu-
ligre , d’aprés cette équatlon-cx , en prenant son équation
denvee relativement a &, et l‘en tro‘uvera

: R bxﬂ S0 I SRR R
"'4(3"_’”.7 ).}' +9(b-—-j =0,
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d'onr on tire

b= 2—53—6-“5: +2(y—ay)y.

Substituant cette valeur dans Péquation précédente, elle
deyient :

4(‘y'-—x_y'w)2(.z‘-—y'“) =o0.
Cette équation donne ces-deux-~ci:
y—xy =0, e a=—y?=o.

La premiére ne satisfait pas & la proposée, car elle
donne :

Y=ux;

c'est la méme que nous avons trouvée ci-dessus,

.- Ainsi les deux équations primitives duy premier ordre ne
donnent que la- méme équation singulicre.

- I serait cependant naturel de Penser que des équations
primitives différentes devraient donner aussi différentes valeurs
singuliéres; mais nous allons démontrer, a priori, que 'on a
toujours la méme équation primitive singuliére , de quelque
équation primitive qu'on la déduise; ce qu'on ne savait pas
jusqu'ici. A L

Considérons une équation di second ordre, représentée em

r

genéral par

f(‘r: y’yl;y”) RO,
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et dont I'équation primitive entre x ety soit

F(.‘r:.y: a, b) =0,

@ et b étant les deux constantes arbitraires.

Par la théorie générale, on aura ses deux équations pri-
mitives du premier ordre, en éliminant aoub, par le moyen
de cette méme équation et de sa premiére équation dérivée

F'(x,y)=c,

@ et b étant ici regardées comme constantes.

Comme la fonction dérivée F” (a, y) renferme, outre les
constantes a et b, la fonction y’, désignons-lapar ¢ (x, y, y', ,0).

Ainsi on aura les deux équations primitives du premier
erdre, en suhstituant alternativement, dans la méme équation

o(x,y,y,a,b)=0,

la valeur de b en x, y, @, etla valeur de @ enx, yet b, tirées
de la méme équation ' ’

. F(x,y,a,0) =o0. .

¢ - Ensuite- on -aura les -équations  priniitives: singuliéres, en
éliminant @ de la premiére ,” par le nioyen de son. équation
dérivée , prise velativement & @, et en éliminant & de la
seconde par le-moyen de.son équation dérivée prise relati-
vement & b. ' -

. Considérons d’abord, dans P'équatien -
C 7 . /o
T P L S A
’ ¢ (ﬂ?,y,y’, a, b)=°:
' da quantité:b comime une fonction.d¢'x;y, @, déterminée par
‘éqaation
F(x,y,a,b)=o0;
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son .équation dérivée prise relativement 4 a, sera

¢ () +¥ ¢ (B)=o,

en supposant que b’ soit la fonction dérivée de 5, prise rela-
tivement & a; or, comme b est une fonction de a, déter—
minée par I'équation

F (x, Y a, b)-—:o:.

on aura la valeur de &', en prenant la dérivée de cette équa-
tion, par rapport & a; opération qui donne

F'(@) + bV F (D) =o.
Si maintenant on élimine & de ces deux équations, ona
(@) X F'(b)—¢'(b) X F'(a)=03

* Cette équation, étant combinée avec les deux

F (x, Yy, a, bH=o et ¢(x:y;y,> a, b)y==o,

donnera, par Pélimination de @ et b, I'équation smgullere
resultant de P'équation dérivée relative 4 a.

En regardant de méme a comme fonctlon ded dansl equatlon
e(z, 55, a, b)——o,
on aura également V'équation dérivée, relanve ab,
d¢(@) + ¢ (B =o,

- gt la valeur de o dependra alors de Téquation dérivée, rela«
tlvement abk, : '

'F’ @+ F@)=o;
de sorte que, par l’ élimination de ', on aura parexllemem:

g ¢(@) % F’(b) — ¢/ (5) X F'(@) = 0.
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Ainsi Vequation primitive singuliere déduite de I'équation
dérivée relative & b, sera encore le résultat de élimination de g
et b, par le moyen de P'équation précédente et des équations

F(x, Yy, a, b)::O: <P(J?:yvy',“’ Z’)—:O

Donc ce résultat sera le méme dans les deux cas, puis-
que les équations sont les mémes.

Il suit de 1d qu'on peut trouver directement I'équation
primitive singuiliére d'une équation du second ordre , au moyen
de son équation primitive compléte, sans connaitre en pi;rm
culier les deux équations primitives du premier ordre; car,
soit

I'(x,y, a, b)=o

cette équation, ot @ et b sont les deux constantes arbitraires,
il 0’y auwra qua éliminer &, b et ¥, au moyen des quatre
équations

F@,ya,0=0, o¢(zyy a b)=o,
Fl@+bFG) =0, ¢ @-+b¢ (b)=o,

en supposant
o(x, Yy y,’ a, b) = 'l"'/(xﬁ _)’)'

On peut appliquer le méme raisonnement aux équations des
ordres supérieurs, et en tirer des conclusions semblables. Ainsi, st

F(x,y,a,b,c)=o0

est supposée l'équation primitive entre x et y, et les trois
constantes arbitraires a, b, ¢, d'une équation dérivée du troi-
sitme ordre, les trois équations primitives du second ordre
donneront vne méme équation primitive singuliére de ce
méme ordre qui ne sexa que le résultat de I'¢limination de e
b, c et de b/, ¢, au moyen de ces six équations
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Fr,y,a,b,¢) =0,
o (r, v,y a bc) =0,
J@yy,ysab =0,
F/(a) + BIG) 4+ (@) = o,
¢l@) + V) + ) =o,
V@) + BV + 4 = o,
en supposant
o (x, ¥, ¥y, a b, c) = F'(x,y),
o (.r,_y,_y’,y", a, b, ) = F'(x,y);
et ainsi de suite.

Ainsi P'équation du second ordre

i
o Y o
o bl ¥

ayant , comme On Pa vu ci~dessus, pour équation primitive
entre x et y , I'équation

1’3

5 —gay 4 a’x b =0,
o @ et b sont les constantes arbitraires , on aura tout de suite
I'équation primitive singuliére du premier ordre, en coms
binant cette équation avec son ¢quation dérivée ordinaire, et
avec les deux dérivées de celles—ci, prises par rapport a a,
et en regardant b comme fonction de x,y,y eta,dema
ridre que les quantités @, b, et I disparaissent.

Pour donner plus de généralité & cet exemple,, en conser-.
vant la constante b dans I'équation dérivée , je donnerai d'a~
hord a I'équation primitive, la forme
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x* 4 3a® - ?é—?a-;g(iy::o,

et j'aurai pour sa dérivée

g mm 04y _Bb—6ay
X x*

Prenant maintenant les dérivées de I'une et de l'autre re
lativement 2 ¢, il viendra

H

Sy |, 3bv
Ga—-? +-—x—-__o

6y by 30 _
@ x = =0,
b étant supposé fonction de a.
En éliminant d’abord ', on a

G(Q_,y,)___ YN At
— =0, dott a==y":

les deux premiéres donnent ensuite, en éliminant b,

a?—6ay’ o

51""5 P ?

substituant la valeur de a, il vient

y'™
Bx w— =0, ou y*—x* =o,

comme plus haut;
Soit encore 'équation du second ordre

y — .'L:y, + a_g_yl — ('yl_x.yll)z -——-_y"’:o,‘
dont
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tont Tequation primitive en x et y est
a
— = X b — e b =0,
Y3
Si on élimine tour-a-tour a et b de cette équation, au
moyen de son équation dérivée
2
Y —ax — b= O;

on a ces deux-ci,

¥+ (g— a"‘) x* — (1—24) :c_y’—-a"*’-—y”:o)

= Q.

PO GRS LI (2

xz
En prenant I'équation dérivée de Ia premiere ielatiyement

a a, ou trouve

1 s
(;—-—:za)m‘—f—zx_y —20==0}

d’ont résulte
_ wtday

I e

41+’

valeur qui, ¢tant substituée dans la méme équation; donne

Uzy+a*y

y.—.xy’.—y"“+ 16(1+x2}—_‘

Deméme I'équation dérivéede la seconde, relativementa &,sera

: §+gi;_:i2+2b:o;
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d'on T'on tire
__ 4y =a°

T 4GS
et la substitution de cette valeur donnera

S AN S C5 d 20 DO

¥ 2 x* Jﬁm-“—o'

ces deux équations reviennent au méme , car elles se ré-
duisent l'une et l'autre a celle-ci,

2N, ., xf
CHary—= (= +5 )y—y" + S=o,
qui est, parconséquent, I'équation primitive singuliére de la
proposée du second ordre.
On aura le méme résultat en éliminant immédiatement
& et b, au moyen de 'équation primitive
> Y q p

a
y- ;xz—-bx- = =0,

de sa premiére dérivée

¥y =~ax—b=o,
et de leurs deux dérivées par rapport‘d a,
x* / ’
.;_24-}_ (@ —=2b) V=0, x-+b=o.
Ces deux-ci ‘donnent, en éliminant ¥/,

2

u;-—aa-—(a:—nb)x:::o.



DES FONCTIONS. 195
En combinant celle-ci avec la seconde, on frouve

_ T+ 4xy b — Ay ==
41422 7T 442’

et ces valeurs étant substituées dans la premiére, il vient

a3

“‘ ’ /
y(r4x®) + ?—b.—— ;—!—r)y—y’:o,

comme ci-dessus.

5t de I'équation primitive
(e, y, 5.y} a)=o,
on tire la valeur de @ en fonction de
X, ¥, Y,y
et qu'on la désigne par
®(x, 5,y .. .y,

il est clair qu’en substituant cette foaction a la place de «,
dans la méme équation, elle deviendra nécessairement iden—
tigue ; parconséquent ses bquations dérivées relatives a

x,y,y ..y

en particulier, auront lieu aussi.
On 2ura donc

I'(x) 4 F'(a) X #(x) = o,
F'(y) + I'(@) > &'(y)
F'(y) + F(a) X ¢'(y)

ete. ,

t

ol

ol {'ai conservé, sous le signe F, la lettre @ & la place de
sa valeur

®(y Yy D).

F
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De 14 on diduira

¥(x) = — %’

o ¥y

¥(y) = = el

, , F/ /
etc.

Donc, puisque la quantité F’'{(¢) devient nulle dans le cag
de I'équation primitive singuliére, il s'ensuit que, dans ce
méme cas, les valeurs de

(x), ¥(y), ¥(y), ete. ... 0 (yr),
deviendront chacune infinie.

Ce caractére fournit aussi un moyen général de trouver
Véquation primitive singuliére ; et ce moyen est surtout utile
lorsque I'équation primitive est sous la forme

(2, 5,5,y .y ) =a,
laquelle parait échapper & la regle géuérale établie ci-dessus;
car on await ici )
Fzy,y . yo=D)=0xyy..y0D) —a
et de I
F'(a) =—1;
&’oit Yon ne pourrait rien conclure relativement a 1'équation
primitive singuliére.

It faut néanmoins observer que, quoiqu’il soit vrai que

Véquation primitive singuliere rend les fonctions
rr / N .
@ (.L), @ (.}’); L2 (}' ), etc.
infinies, on n’en doit pas conclure que toute équation qui ren~
dra ces quantifés infinies, sera une équation primitive singu-
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tieve; il faudra, de plus, que cette équation ne rende pas la
fonction

. !
oz, y,y...)
¢gale & une constante, car on n'aurait alors qu'un cds parti-
culier de I'équation primitive géaérale.
Par exemple, si

¢ (2, y) = (y—a)",

on-aura
(x) == —m (y — ), ¥(y) =m (y e 2Ym=1;

{'une et 'autre de ces quantités deviennent infinies, en fai-
sant y —x =0, pourvu que m < 1.

Mais cette équation

y—x=o,

rend la valeur de © (x, y) égale a zéro ‘ou & linfini, suivant
que m est positif ou négatif ; donc elle ne peut pas étre une
équation primitive singuliére.

Prenons I'équation du premier exemple

xt—oay b at*—b==o,

elle donne
a=—y | (2 oyt —5),

donc

: o(r, y)=—y4 V(43 —b);

et dela
() == —on®
'D(I,‘) - V(xa+y2_b))
YO ==t ey

oit Ton wvoit que ces deux fonctions deviennent infinies par
Véquation primitive singuliere

xt -yt — b =0,
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Nous ayons trouvé plus haut cette équation du premier ordre,

£ 3
y0+a+ 5= (F4e)y —y=o,

pour I'équation primitive singuliére de Yéquation du second
ordre,
x* p
; s " ’ 19 o oy »
Yz + oy = (Y'Y eyt = o
en dégageant la fonction y’, on a

y BT VO XYttt

et divisant par % V' (16y -+ 4x* - x*) , on obtient

8y + 4 - 228

TGy g = 2Vt

équation dont les deux membres sont des fonctions déri-
vées exactes.

En prenant leurs fonctions primitives, et ajoutant la cons~
tante arbitraire &, on aura l'équation primitive
V(i8y + 4* +24) = 2 1/ (1 %)
— [V A+ 2) — 2],

comme il est facile de $'en assurer en prenant les fonctions
dérivées de ses deux membres.

Cette équation est, comme VFon voit, bien différente de
T'équation primitive compléte

a .
y:—-;w‘—bx—-a’—b’:oz

mais elle satisfait également & 1'équation proposée du second
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ordre, parcequ’elle satisfait, en général, 3 Péquation du pre-
mier ordre, qui satisfait 4 celle du second ordre ; comme
primitive singuliére.

Mais cette ¢quation du premier ordre pent  avoir elle-

méme une primitive singuliére qi’il est bon de chercher.

Comume la constante k est débarrassée des variables xet

z
on a immédiatement

k=y/ (16y+42*+xt)—x1/(1 4x2)—1 V(4 x)=xT;

de sorte qu'en désignant cette fonction par ®(x, y), et pre-
nant les fonctions dérivées relatives a x ou Y, on aura sur-
le-champ

' (y)= 8 ;
D=y T Ty

donc, supposant cette quantité infinie, on aura I'équation
16y + 4% 2t =0

pour I'équation primitive singuliére de I'équation du premier
ordre , qui est déjd elle-méme une primitive singuliére de la
proposée du second ordre.

Elle satisfait, en effet, comme on peut s'en assurer, 2
FPéquation du premier ordre ; mais elle ne satisfait plus a celle
du second ordre.

On aurait pu aussi déduire immédiatement cette ménie
¢quation singuliére de I'équation primitive entre x et y

a
Y- a? —br— gt =0,

en déterminant @ et b par ses deux équations dérivées rela~

tives & @ et b.

On aura ainsi

1
;x"+2a:o,x+ 2b =o;
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d'ou Pon tire

x® x
Q== e bz e
P

substituant ces valeurs dans I'équation précédente, elie de-~
viendrait

xt | 2t
y +E+Z:o

Il n’est pas difficile, en effet, de démontrer, par la théorie
générale des équations primitives singuliéres, que ces sortes
d’équations primitives singuliéres doubles, résultent de I'équa-
tion primitive

F(xy‘y: a, b) =0,
en éliminant les deux constantes @ et b par les deux équa-
tions particuliéres
F'(a) =o, et F'(D)=so.
Etpar 14 il est aisé de voir la raison pourquoi elles ne sa-
tisfont pas, en général, & I'équation du second ordre, dont
F(z,y, 0, b)==0

est 1'équation primitive compléte avec les deux constantes
arbitraires a et b.
Car soit

[y, y,¥y)=e

cette équation du second ordre; elle résulte , comme nous I'a-
vons vu, de l'élimination de @ et b regardées comme cons—
tantes, au moyen des trois équations

F(x,y,a,b)=o0, F/(z,y)==o0, F'(x,y) =o.
Mais, lorsqu'on regarde « et b comune des fonctions de xety,
Véquation dérivée de

Flz,y, a, b) =0
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w'est plus simplement

. ' (z, Y=o,
mais elle devient -

F'(2,y) 4+ dF'(a; + ¥F'(b) =o,
laquelle se réduit cependant &
F'(z,y) =o,
en déterminant @ et b par les deux conditions
F'(@) == o et F'(b) =0,

qui sont celles de 1'équation primitive singuliére double.
Comme ia fonction dérivée F'(x, y) étant développée |
renferme les variables wx, ¥, ¥, et les deux constantes « et &,
désignons-la par ¢ (x, y, ', a, b); il est clair quela troisieme
équation .

F'(z, Y=o,

ou a et b sont regardées comme constantes, sera représentce
par
’ 7 .
¥(x,y,y) =o0;

mais, dansle cas oWl ces quantités sont variables, elle deviendra
¥(x,5,5) + ¢ (@) + ¥y (h) =0,
qui ne se réduit plus &
=y y)=o0,

parceque les deux fonctions ¢’ (a) et ¢/(b) ne sont pas nulles.
Ainsi il est impossible que 1'¢quation

F(x, y,a,0)=o0,

dans laquelle 2 et b sont des fonctions de x et y, déterminées
par les conditions
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F'ay—=o0, F'(by=o,

satisfasse générvalement & Véquation du second ordre qui ré.
sulte de la méme équation par l'élimination des quantités ¢
et b, au moyen de ses deux dérivées, premiére et seconde,
prises en regardant @ et b comme constantes.

On peut étendre cette théorie aux équations primitives das
équalions des ordres supérieurs.

Ainsi, si Von a Péquation primitive
F(x,y,a,b,¢)=o,

olt @, b, ¢ sont trois constantes arbitraires, et qu'on détermine
ces trois quaniités par les trois conditions

F'l@y=0c, F'(h)=0, F'()=o,

on aura une équation primitive singuliére triple, qui sera,
parconséquent , la primitive singuliére dune équation du pre-
mier ordre, qui sera elle-méme la primitive singuliére d’une
antre du second ordre, laquelle sera enfin la primitive sin-
guliere de I'équation du troisiéme ordre, dont la méme équa-
tion:

7 ~ —

F(x,y,a, b,c)=o0

sera la' primitive ordinaire compléte avec les trois constantes
arbitraires @, b, ¢; mais cette équation primitive singuliére
triple ne satisfera ni & 'équation du troisiéme ordre , ni méme
4 sa primitive singuliére du second ordre.

Nous avons démontré plus haut, que les fonctions o' (x),
Y(y), ¢(y), etc., o'(y=0) ont des valeurs infinies dans
le cas de I'¢quation primitive singuliére de la dérivée , dont

o(x,y, ¥,y .. Yy ) =a

est Ta primitive ordinaire, avec la constante arbitraire a.
On peut conclure de 1a, tout de suite, que tout multi-
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plicateur’ qui rendra une équation de Fordre quelconque 7,
telle que
YO +f(wyy .y ) =o,
une dévivée exacte d'une équation de I'ordre inférieur 7— 1,

deviendra nécessairement infini en vertn de Véquation primi-
tive singuliére de la méme équation.

Car soit M ce multiplicateur : on aura donc, par Thypo-
these ,

HLY® + (0, 3,y Yo=Y = (x,y, y ...y ;

et I'équation primitive sera

(2, y,y .. yr ) =a.
Or,

VY Y=y (YN 0, g, Ly ),

Done M = o' (y(*=3) ; parconséquent la quantité M de-
viendra infinie par la substitution de la valeur de ¥ donnée
par I'équation primitive singuliére.

Cette eonclusion suit aussi directement de la forme méme °
des multiplicateurs , que nous avons donnée dans la legon trei-
ziéme. En effet, si Péquation est du premier ordre , comme

Y+ 1z, y) =0,
elle n’aura qu'une équation primitive , telle que
F(z,y,a)=o0;

et tous les multiplicateurs de cette équation sont nécessaire-
®a < F'(y)

()
fonction quelconque de @, en supposant ¢u’on substitue pour
¢ sa valeur tirée de la méme équation '

ment renfermés dans la formule

» ®a étaat une
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Fx,y,a)y==0;
donc , puisque I'équation primitive singuliére rend la fonctig,

F’ (a) infinie , tous les multiplicateurs deviendront ayg;
infinis.

Si Péquation dérivée est du second ordre, comme
” \ )
_}’+f(‘1’:y’y)"-o’

elle peut avoir deux équations primitives différentes , chacune
du premier ordre, telles que

F(x, Y, y’;“) =o0, et F(%,}’, _}',) by=0;

et la formule générale des multiplicateurs sera

@' (@) X F'(y) + W (B) X F'(y")
l;'/((l) F/(b) :

@ (a, b) étant une fonction quelconque de @ et b, c’est-i-
dire, de leurs valeurs déterminées par les équations précédentes,

Or T'équation primitive singuliére rend nulle chacune des
deux fonctions dérivées F'(a), F’(b); donc tous les multi-
plicateurs deviendront infinis dans le cas de cette équation ;
et ainsi de suite.

Par exemple , U'équation

/ X

TTVERyr ==y

°,

qui est 1a méme que celle qu'on a considérée ci-dessus, a,
pour l'un de ses multiplicateurs, la quantité

V(o +y —b)—y
V (x? 4y — by
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En supposant ce multiplicateur infini, on a
$2+‘yn__b=o

pour son équation primitive singuliére; ce qui s'accorde avec
ce quon a déja trouvé.

On a donc ainsi un nouveau moyen de trouver les équations
primitives singulieres par les multiplicateurs.

Mais, quoiqu’il soit prouvé que tout multiplicateur doit
devenir infini par V'équation primitive singulicre, on ne peut
pas dire réciproquement que toute équation qui rendra un
multiplicateur infini , sera une équation singuliére. En effet
la formule générale des multiplicateurs étant pour le pre-

. L Lo . ot
mier ordre —— ;;(,,(a;‘y)a, il est évident que sa valeur pent

devenir infinie sans que Lon ait
F'/([l) =0,

car pour cela il suffit que l'une ou l'antre des fonctions
da, I'(y), regoive une valeur infinie.

Au reste, on peut se convaincre aussi, par ~e raisonnement
fort simple, que V'équation primitive sing iiére doit rendre
infini tout multiplicatenr d'une équs*  d'un ordre quel-
conque 72, de la forme

., YA f(ry y .. ) =o.
Car M étant un multiplicateur de cette équation, on aura
MEy® +f(x, y,y .y ] = (2, 5,y . . y=);
8t I'équation deviendra
Y@y Yy =0,

dont la primitive sera
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o(x,yy . .y =a,
@ étant une constante arbitraire.
Maintenant I'équation primitive singuliére doit satisfaire 3
la proposée
Yy A flr,y,y . y) =0,
et ne doit pas étre comprise dans sa prinitive compléte
o (x,yy .. yr ) =a

Donc la valeur de y(*~2, tirée de la primitive singuliére,
étant substituée dansla fonction @ (z,y, y'. . .y(*™), ne doit
pas la rendre égale 4 une constante; parconséquent elle ne
devra pasrendre nulle sa dérivée o/ (x, y, y'.~ .y(*0),

Donc cette valeur doit rendre nulle la quantité
YO+ Sf(x, y, ¥y,

et ne doit pas rendre nulle la quantité

MLy®4f(xy ¥y

ce qui ne peut avoir lieu qu'autant qu’elle rendra la quan-
tité M infinie.

C'est a—peu-prés de cette maniére que Laplace a démontré
le premier cette proposition importante que d’autres géo-
métres avaient entrevue , mais dont on n’avait pas encore
donné une démonstration rigoureuse. Foyez son Mémoire sur
les Solutions particuliéres, parmi ceux de ’Académie des
Sciences de 1772.

s . e W
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LECON QUINZIEME.

Comment ['équation primitive singulicre

résulte de lU'équation dérivée.

PAR les principes que nous venons d'établir, on peut
trouver I'équation primitive singulitre de toute equation d¢-—-
rivée dont on connait déja P'équation primitive de ordre im-
médiatement inférieur, ou dont on est en ¢tat de trouver
cefle équation & 'aide d’'un multiplicateur.

Nous allons voir maintenant comment on peut déduire
Yéquation primitive singuliére de I'équation dérivée seule.

Pourcela, il faut examiner ce que Véquation dérivée de-
vient dans le cas de I'équation primitive singuliére.

Reprenons le principe fondamental des équations primitives
singuliéres,

Si :

F(x,y,e) =o, .

est I'équation primitive d’une équation du premier ordre,
celle~ci sera le résultat de P'élimination de la constante
au moyen de son équation dérivée
F'iz,y) =o,

velative & x et y ; et I'équation primitive singulicre sera le ri-
sultat de I'élimination de la méme quantité q, an moyen de
Péquation dérivée
) Fa)y=o,
relative & a. &

Supposons que l'on tive de I'équation
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F'(x, y) =0,
la valenr de @ en fonction de x, y et y/, que je re yrésentera
)y ety queje re|
par ¢(x,y,y"), et qu'on substitue cette fonction au Lieu de a,
dans I'équation primitive
F(x, y,a)=o,
on aura une équation en x, y, y' qui sera la dérivée de I

proposée.

Ainsi, endésignant simplement par ¢ la fonetion ¢(x, Y5
on aura
pour I'équation dérivée. ,

Prenons maintenant la dérivée de celle-ci, et, comme ¢
est une fonction des variables x, ¥y, on aura cette équation

i
F'(z, y) 4+ ¢'F'(¢) = o,
ou 'expression F'(x, y) est la méme chose que le premier
membre de l'équation ci-dessus
Fl(z,y)=o,
si ce n'est qu’d la place de e il y a sa valeur o, tirée de cette
meéme équation; d’ou il suit que I'expression dont il s'agit sera
identiquement nulle, puisqu'elle est censée étre le résultat
de la substitution de la valeur de @, qui la rend nulle.
La dérivée de I'équation du premier ordre

i
'

F(x:y: ‘P) =0,
se réduira donc simplement a celle~ci,
¥F'(9) =o,
laquelle se décompose , comme 1'on voit, en ces deux~ci,

¢ =o0, et F'(¢)=o0.

Fr,y, =0 j

La
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f.a premiére
/=0, savoir, ¢’ (o, 9, ¥)=o,
est une équation du second ordre qui donne la valeur de ¥
eax, y ety
Cette équation a pour équation primitive ¢ égal & une cons-
gante arbitraire ; ainsi
¢==a, et F(x, ¥, 9) =o

sont deux équations primitives du premier ordre de ia méme
¢quation du second ordra

¢F (9) =03

done, par la théorie exposée dans la legon donzieme, ¢limi-
nant y" de ces deux équations, on aura I'équation primitive de

F(x) Y 9’) = 0,
dans laquelle a sera la constante arbitraire ; mais comme y”
n'ust contenue que dans lu fonction «, le résultar de celfe eli-
mination sera le meme que celui de I'élimination de ¢; par—
constquent ce résultat sera

F(l‘:}’: tl) =0,
ce qui redonne la méme équation primitive d'ott Yon était
parti.
Considérons maintenant I'autre équation
4 .
{(9) = o3

celle-ci satisfait anssi, comme I'on yoir, 4 la méme équation du

second ordre; mais comme elle ne contient que les fonctions

v et ¥, elle peut ctre regardée comme une ¢quation pi'imi«

tive du premier ordre de la méme équation , mais sans cons-

tante avbitraire. Ainsi, en Eliminant y par le moven de celle-
O
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ci, et de I'équation du premier ordre

F(l”,}’, ¢) = o,

on aura une nouvelle équation primitive de cette méme équa-
tion , qui sera nécessairement dilférente de I'équation pri-
mitive

F(x,y,a) =o.

Or, comme la quantitéy’ n’est contenue que dans la fone-
tion ¢, le résultat de I'élimination de ¥y, des deux équarions
F'(9) =o, et F(W;y, ¢)=o,

sera le méme que celui de I'¢limination de ¢, comme nous
Vavons déja observé plus haut; et ce résultat sera évidem-
ment le méme que celui de I'climination de la quantité ¢ dey
deux équations

F'(a)=o0, et F (x, 5 a)=o.

Donc, par ce qu'on a démontré dans la legon précédente,
ce résultat donnera I'équation primitive singulisre de 1'équa-
tion dérivée dont

F(r,y,a) =0

est I'équation primitive ordinaire, « étant la constante arbi-
traire.
1rou P'on doit conclure que I'équation
F(g)=o

donnera, par I'élimination de ¥', 1a méme équation primitive
singuliére de la proposée du premier ordre

F(xy ¢)=o,
quon eit trouvée d'aprés son équation primitive

Fz, y,a)==0,
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suivant les principes et la méthode exposés dans la lecon
précédente.

On voit par 1a qu'il est toujours possible de mettre Péqua~
tion dérivée sous une forme telle que sa dérivée donne
elle-méme immédiatement 1'équation primitive singuliére , il
y en aune; et c'est ume observation qui n'avait point en—
core ¢été faite jusqu'ici.

Reprenons I'équation du premier exemple de la legon
précédente,

2t — gay —a*—b=o,
en la regardant comme une équation primitive dont @ est la
constante arbitraire; pour avoir I'équation dérivée qui ait la
propricté dont il s'agit, il faudra y substituer pour a sa va~-

X ., . 4
leur = tirée de la dérivée
!
XL — (Zy = Q.

Ainsi I'équation dérivée dont il s'agit sera

" 2
2% -— 2—{}2 :7:;; —~b=aq.
y ¥
En prenant la dérivée de celle~ci, on a
y Y M P 2 ap0
et P

équation qui se réduit &
x x ,l’
(2; +2) ("%‘ -1 ) =0,
y Y Y
comme nous I'avons déja observé dans la legon douziéme.
En la mettant sous ia forme

(.'}'1,7-%) (y—.'-.;ﬁ):o,
2
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on voit qu'elle revient a
GE'(3)=o0;

€n supposant

Fz, y, a)==x" = 0ay — a* =1},
et prenant pour ¢ la valeur de @, tirée de 'équation prime

x == ay ==0.

Le facteur du premier ordre donne 1'équation

x » s T
G2 =o0, doit § =mem <,
Y y b y

valeur qui, étant substituée dans I'équation du premier ordre 5
laréduit 4

& mm b - 2y*—y*==0 ou x* +y —b=o0,

€quation primitive singuliére, comme nous I'avons déja tronvée;
car équation dérivée que nous considérons ici, est la méme
que I'équation

YV (@ +y —b)—yy —x=o,
que mous avons considérée dans le premier exemple de la
legon précédente; mais sous cette forme , elle n'aurait pas
son équation prime decomposable en deux facteurs.

T. r oo 1y
Le facteur du second ordre 7 LV étant fait ¢gal 3
Y

)
zéro , donnera
.
v..Y.
yr==

[

Oun aurait aussi facilement par ce facteur Péquationprimitive;
car étant la fonction dérivée exacte de & ,» il donnera tout de

7

suite Péquation primitive du premier ordre
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multipliant par 2y’, et prenant de nouveau les fonctions
primitives , il vient

x*=2ay - c,
@et ¢ ¢tant des constantes arbitraires ; mais la proposée n’étant
que du premier ordre, ne peut avoir qu’une constante arbi-
traive; il faut denc qu'il y ait une relation entre ces deux
arbitraives; pour la trouver il faut substituer dans la proposéae
les valeurs de y et y' tirces des équations primitives que nous

X2 ¢

x ,
venons de trouver. Ces valeurs sont o et.a , et 'on aura

& b e = a2zz 0, et de ld Cz=a* = b;
A
de sorte que V'équation primitive sera
&’ == 20y 4~ ¢* - D=0,
comme ci-dessus.
I n'est pas méme nécessaire de passera une seconde équation

brunitive; car ayant trouvé 57 =a,iln’y aqu’a substituer tout

de suite la valeur de y/ :5 dans la proposée du premier ordre
et Pon aura aussi
Z* = b 20y g2 =0,
Considérons les équations du second ordre. Soit
F(x,y,_y’, Q)=o
I'équation primitive du premier ordre d’une équation dérivée
du second.
En climinant @ au moyen de 1'équation
F'(x, 5,y y=zo0,
on aura I'équation du second ordre; et en I'éliminant au moyen

de ’équation

F' () ==o,

on aura I'équation primitive singuli¢re.

& ]
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Soit ¢ (x, ¥, ¥y, y") ou simplement ¢, la valeur de a en
fouction de 2, y, ', y", tivée de I'équation
F' (x,y,y)=o0:
en substitnant cette valeur dans I'équation primitive, on aura
une équation dérivée de la forme

’ .
F(‘r;y:y »8)=o0;
et si on prend I'équation dérivée de celle-ci, il est visible quela
partie F'(x, y, y"), relative & la variation de z, y, y’, sera iden-
tiquement nulle, puisque la quantité o, gui y est regardée
conume constante , est supposee déterminée par I'équation méme
F'(x,y,5 j=o.
Il ne restera donc que I'équation
4
¢ F' (9)==o0,
qui se décompose en
¢ =o,et F' (9)==o.
L’équation
¢ =o
gera du troisiéme ordre, et donnera la valeur de y". Son équa~
tion primilive sera évidemment
¢ = «,
en prenant @ pour une constante quelconque. Eliminant ¥,
qui est contenu dans ¢, au moyen de l'équation dévivée
. ,
F(z,y,5,9)=0,
on aura le méme résultat que par I'élimination de ¢ c'est-a-
dire,
AL ’ .
F (x;y:_y ya)==o0,
équation primitive.
L’autre équation
F' (¢) =0
donnera ausst, par I'élimination de y”, le méme résultat que
par Uélimination de ¢, et parconséquent le méme résultat que
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par P'élimination de @, aumoyen des (quations
F'(a)=o,etF (2,y,¥,a)=o0,

qui sont les mémes, en y changeant « eno.

Donc ce résultat sera I'équation primitive singnliére de
I'iquation du second ordre dont

F(.-f;y,_)"; ag)==o0

est T'équation primitive du premier ordre.

L’équation du second ordre

que nous avons considérée dans les legons précédentes , a
pour dérivée

o(y—%)yr—2L 4

qu'on peut metire sous cette Forme

(-9 (=)o

Le facteur 3" —2- n’étant que du méme ordre que la pro-
Yy =% q q p

1"

posée, donnera, par I'élimination de y", une équation primitive
singuliere de celle-ciy car en faisant
4

J

4
' — <.z 0,0n ay”—--y-
y'—"-=o, yols
valeur qui étant substituée dans la proposée , donne
q )

i)
..._3«;—;}-1—_—_0; savoir, x* —y*=—=o,

comme nous Favons trouvé dans Ia legon précédente.
L'autre facteur donnera I'équation du troisiéme ordre
i
"

[P

x - 2
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qui étant divisée par x, a pour primitive du second ordre
7

A

xX

Qi

« ¢tani une constante arbitraire; celle-ci donne

i

X
s :

substitnant cette valeur dans la proposée, on a

’
x o .
y___._y_+1::o; ou x* — oay' 4 a*==o0,
a  a

équation primitive,, comme onl'a yu dans la legon citée.

Le meme procédé s'applique aux équations d’un ordre
quelconque; et Von en peut conclure , en général, que toute
équation dévivee est susceptible d'une forme telle que sa
dérivee ait deux facteurs , dont Tun réponde & Téquation
primitive ordinaive , et dont lautre donne immédiatement
Véquation primitive siuguliére , s'il y en a une; ce qui jette
un nouseau jour sur la nature des eéquations primitives singu-
litres : car il est évident que les deux facteurs de Péquation
dérivée étant indépendans l'un de Pantre, doivent satisfaire
clhacun en particulier a cette équation, et, parconséquent
aussi 4 son c¢quation primitive proposée.

En méme temps on voit que le facteur quidonne I'équation
primitive singuliére, et qui est du méme ordre que la proposée,
ne powrra pas satisfaire aux équatiens des ordres supérieurs,
puisqu’il ne satisfait pas & celle qui résulte de I'auntre facteur,
et (ui contient seule les fonctions dérivées d'un ordre plua
élevé que la proposée.

Je considére maintenant que , comme toute équation dérivée
du premier ordre, telle que

f(x 3 Y _}") =0
ne peut étre que le résultat de P'élimination de la constants
arbitraire ¢, an moyen de l'équation primitive
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F(x,y,e)=o0,
st de sa dérivée
F' (c,y)=o0;

ainsi que nous l'ayons vu daus Ia legon douzitme, et que
I'équation

F(z,y,2)=o,
est déja le résultat de cette élimination par ce que nous avons dé-
montré plus haut; il suit , de la théorie connue de I'climination s
que siles deux équations

f(x:,)')_)"):oet F(r;yﬂ@):o:
ne gont pas identiques, elles ne peuvent différer que par un
facteur qui aifectera I'une des denx, et qui ne poutra étre
qu'une fonction de x, yety.
Supposons done que M soit un pareil facteur, ensorte qu'on
ait I'équation identique

f(=, 3.y Y= MxXF(x,y, 0.

Ou aura donc en prenant les fonctions dérivées
S (2:3:) )= MXF (x,y,4) + MXF(x,y, 9),

mais nous avons déjd vu que la dérivée de F/( x,¥,¢) se reduit

a ¢ F' (9); donc substituant ¢'F”(p) pour F'(x, ¥, ), et
i

mettant & la place de F (v,5,0)sa valeurﬂ——%’—y——); on

aura

14 4 / ’ ﬁ/]/ ’
F'@ 5y )= MXF(3) X ¢+ =7 XS (x5

c'est Ia forme générale de la dérivée de la fonction f (.x, 5, y)
qui est le premier membre de 1'équation proposée.

On yoit par ld qu'étant proposée 'équation du premier
ordre
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fle,y,y)=c¢,

on pourra satisfaire & sa dirivée

F(z, 3.y )=o0,

indépendamment de la valeur de y', par le moyen de I'équa-
tion du méme ordre

F'(p)=o,

combinte avec la proposée; de sorte que ces deux équations
pourront étre regardées également comme des équations pri-
mitives du premier ordre de la méme équation dérivée

Vil (x,yy)=0

du second ordre. Parconséquent il n'y aura qu'a éliminer
y" entre elles pour avoir une équation primitive de la proposée.,
Taquelle ne sera qu'une primitive singulitre, comme nous
Vavons démontré ci-dessus.

Maintenant si, dans la fonction dérivée S (z,,9), m
sépare la partie affectée de y" elle devient y" " (y) + 1 (x,3),
suivant la notation que nous avons adoptée. Ainsi la dérives
de I'équation proposée

f(x)y’y,):o
Y I WY+ (x,y)=0;

et il est visible qu’on ne peut satisfaire a cette dquation indé-
pendamment de la valeur de y*, qu'en égalant séparément
i zéro les denx fonctions f7 (y') et f (x,y,); il est facile
de voir, en effet, par la comparaison de T'expression prici-
dente de {7 (v, y,y") avecla forme générale trouyée ci-dessus,
que les deux équations

sera

Ol (q)):::o,f(x,‘y,y')':o
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emportent ces deux—ci,

I (Y )=o0, f (z,y)=0,
¢t réciproquement.
On aura donc I'équation primitive singulitre dela proposce ;
jf(‘r):y) y, ): O,

en faisant dans sa dérivée

YO+ (=,9)=0;

les deux équations séparées

"’ 7N e rr —
S )=0, f' (=, y)=0,
ot éliminant la fonction ' au moyen de la proposée.

Siles deux résultats domnent la méme équation entre =
et y, ce sera l'équation primitive singuliére; sinon ce sera
nne marque que la proposée n'admet pas d'équation primitive
de cette espece.

Lorsque les deux fonctionsf” (y") et f' (x, y) ontun facteur
commun, ce facteur égalé & zéro, remplit les deux condi-
tions, et donne I'équaticn primitive singuli¢re par 1'édlimination
de y', au moyen de la proposée: c'est le cas on celle-ci
est de la forme

F(tr»y;'-P')ZO,
comme nous I'avons vu au commencement de cette legon. |
¥a, au reste, une forme plus générale que celle~ci, on la
dérivée est toujours décomposable en deux facteurs dont I'un
domne I'équation primitive singuliére; nous en parlerons plus
has.

L'équation du premier ordre

i -
Y2 (2P b) —2xyy ——at=o,

qui est la méme que nous avons considérée au comimer-
cement de cette legon,, mais multipliée par y"%, a pour dérivée

n[y' (a:’—b)—xy]_y'—z (y_x'-{—a:) =o0.
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On voit ici que les deux fonctions y' (@t = B) — zy ¢
_}y'—{— o, n'ont aucun facteuwr commuu; cependant | si g
les fait chacuae stparément (gale & zéro, elles donnent cey

deux valeurs de y'; savoir
Y 5

tuées dans la proposée, donuent ces deux-ci,

x>y ) a® (x? D)
Lo, HEED e,

lesquelles se réduisent & la méme, savoir,

x? (2 4y~ b)=o.
Ainsi cette quation est la primitive singuliére de la props-
sée, comme nous V'avions déjd trouvé,
Je remarque maintenant que l'équation du premier ordre
/
f(@y,y) =0,
ayant pour derivée
"t AP .
Y f (}' )+f (l)y)-—oy

donne en général

Mais nous vencns de voir que, dans le cas de 'équation
primitive singuliére, on a séparément
¥ / ’ N
(=0, ff=y)=0;

done on aura, daus ce cas,

co qui donne cette régle générale et fort simple pour trouver
I'équation primitive singulicre de toute équation du preuier
ordic, levsqu'il v en a une.

€, quil !
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¢herchez, en prenant les fonctions dévivées, la valeur
o la fonction seconde y”, et supposez-la égale & zévo divisé
par £Gr0, vOus aurez dewx dqualions en x, y et y, qui,
gantcombinées avec la proposée, dommeront, par Vélimination
de ', deux autres équations en @ et y. Si elles ont un
fucteur commun , ce sera Vequation primitive singuliére de
Ja proposce.

On peut appliquer ce procédé d I'exemple que nous ayons
{raite  ci-dessus.,

Soit encore 'équation du premier ordre
(zy' —y) (xy'—2y) +-a%=o0:
sa dirivée sera
x (2xy’ —3y) y'—xy 4 yy' Bz = o;

dolt Pon tire
v Y=y — A
.’1:(21{/\/’-5)/) ¢

. . o .
Faisant cette expression == =, on aura les deux équations
o
xy?——yy —3Zrtz=o0, axy’ —3y ==o;

d'olt il faudra éliminer y* par le moyen de la proposée. La
seconde doenne

e
~
1
fi
1 l ]
<&

vette valeur substituée d'abord dans la premiire , donne
celle-ci

et substituée daus la proposte, elle doune
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2
—24—+x3:o:

ces deux équations se réduisent, comme Pon voit, Lune ¢
Vautre & celle—ci
-yz__ 4;1:3:'20,

qui sera, parconséquent, V'équation primitive singuliere dol,
proposce.
On peut s'en assurer, en effet, par 1'équation Primitive
qui est
A2
— O e — T2 O
Y a P

it @ est la constante arbitraire. Sa dérivée relative & @, sera
xz
—x -+ —(—L;::: 0,

laquelle donne

?—=xeta—1 x;
et Téquation primitive devient , par la substitution de cetts
valeur,

y—2x}/ x==0, ou y*— fx’i=0;
la méme que nous venons de trouver.
It est facile de voir, par I'expression générale de y", que
. - ’
non-senlement cette expression devient - en vertu de I'équa-
o
tion primitive singuliére , mais que les expressions des fonctions
. . .0 .
sulvantes ¥, ¥"", etc. deviendront aussi = enlesréduisant ’abord
: o

en simples fonctions de y’, 5", ete., tirées de I'équation proposte,,
et substitvant ensuite la valeur de y en x, donnée par
I'éguation primitive singuliére,

On peut regarder cette propri¢té de I'équation primitive
singuligre, couune son vrai caractére distinetif; et Pon peut
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s convainere d’ailleurs que son existence dépend, en elfet,
de ce que les valeurs des fonctionsy”,y"’, etc., des ordres
superieurs a la proposée, demeurent indéterminges.

Car si ces valeurs ne devenaient pas indéterminées dans
le cas de I'équation primitive singuliére, on pourrait, dans
ce cas méme , employer la formule générale donnée dans
la legon douziéme
v xa

2

3
Y=y Ay +y° + y éﬁg ~+etc.,

dans laquelle y°, y*', y*, etc. sont les valeurs qui répondent
ax=o0; et la quantité¢ y°, qui est la constante arbitraire
recevrait alors une valeur particuliére dépendante de cette
équation ; de sorte que la valeur de y en x, au lieu d'étre
une valeur singuliére, ne serait plus, contre I'hypothése qu'un
cas particulier de la valenr générale.

Il arrive donc ici ce qui a lieu dans les formules gléné-
rales, lorsqu’il y a des cas qu’cllesne peuvent pas représenter:
elles donnent alors zéro divisé par zéro; ¢est, pour ainsi dire,
le moyen que l'analyse emploie pour échapper aux contra
dictions; les racines imaginaires n’indiquent pas, & proprement
parler , une contradiction , mais une impossibilité.

Cette théorie s'applique également aux équations des ordres

=)
supérieurs au premier, et fournit des conclusions semblables.
En représentant par

F(x,y,y,a)=0

I'iquation primitive du premier ordre d'une équation du se-
cond ordre, nous avons vu que celle-ci peut se réduire 4

’
I?(xl Yy 7)== 0,
el que sa dérivée sera alors

¢ 1" (¢) = 0.
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Or quelle que puisse étre la forme sous laguelle
q q une
équation proposée dusecond ordre pourra se présenter, com e,
en derniéve analyse, elle doit toujours étre le résultar ¢q
la meme ¢limination qui donne I'équation
4
Fe,y.y,4)=0,
il s'ensuit quelle ne pourra étre que celle-ci multiplide par
une fonction quelconque du méme ordre ou dun ordre
supérieur.
Ainsi, si équation proposée est
. N e
S(=, 3.5,y =0,
on aura nécessairement
N, - ’
f(x)y’y sy ) “'MxF(ny)y) 27,
M itant uné forction de x,.y, ¥/, y".
De 1a, en prenant les fonctions dérivées ; et metiant

F' () > ¢ pour I (x, y,¥', 9, on aura, comme plus baut,
1'équation

r ’ " 7 ’ -‘]/ rn
S@3ys ¥ =MXF (1)K + 5o X[, 3,5, 5.

Dol il est aisé de conclure que T'on powrra satisfaire &
fa derivee
(r AN
I (x,9y,y)=o0
de la proposte, indépendamment de la valeur de Ja fonction
tierce y”, au moyen des deux équations du second ordre,

F o (@):O et f(ir,_)”,}":}'”):‘—%

dont la secoude est la proposée; et quion aura I'équation
primitive singuliére de celle-ci, en ¢liminant ¥ des mémes
équations, Or la dérivée de la proposée ¢lant de la forme

I @IS (@55 =0,

ol




}
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on n'y peut satisfaire, indépendamment de la valeur de ¥
que par les deux équations scparées

j’(y”):o et f'(x, ¥y )=o.

11 faudra donc éliminer y” de chacune de ces deux équations,
au moyen de la proposée

floyy,y)=o0;

et si les dsux résultats domnent une méme équation , e
sera équation primitive singuliere de la proposée.

On voit, en méme temps, que puisqu'on a, en général,

RACIIND]
7o

les deux équations dont il s'agit rendent la valeur de y” égale

ylﬂ —_

.0 , . o
a —; de sorte que U'on peut regarder la condition dey” ===
o o

comme celle qui détermine 1'équation primitive singnliére de
la proposée du second ordre.

En appliquant tes mémes principes aux équations d'un ordre
quelconque n™, on en conclura que, pour trouver son équa-
tion primitive singuliére, si elle en a une, il faudra tirer de
sa dévivée, la valeur de la fonction Y@+ de ordre suivant,

. 0 ;
et la faire = =, en égalant séparément le numérateur et le
o
dénominateur a zéro, et éliminer ensuite de ces deux équa—
tions la fonction y™ an moyen de la proposée.

Si ces deux éliminations donnent un méme résultat, ce sera
I'équation cherchée.

Nous avons vu plus haut, que I'équation du second ordre

g0
Q
Y -—‘%“}L +1 =0,
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a pour dérivée une équation résoluble en facteurs dont 1'uy
qui n'est que du second ordre, dome sur-le-champ I'équa-
tion primitive singuliére par D'élimination de y”. Mais si la
ménte ¢quation était proposée sous la forme

xy”Z—-‘ Ej:}//‘>'" +x - O’
sa dérivée

it ’ 0 1 e

2(ry' =y )y =y +1=0,

ne présenterait plus de facteur.

Or clle donne
R
oo y’ﬁ—‘_!
— 2(1}’”2_"_}’/).
Egalant & zéro séparément le numérateur et Ie dénomina-
teur, on a ces deux équations,

J

yr—1==0, e xy—y =o

La premi¢re donne y" ==z 15 ce qui étant substitué dans
la proposée , donne

2 (x=xy')=o0;0u y*—z'=o.
La deuxiéme donne
yl
"
y ==
z
dont la substitution dans la proposée, donne
¥
e e mle i == 0, savoir, y?—a’=o,
— > 2y

Ainsi cette équation est la primitive singuliére de Ja pro-
posée, comme nous l'avons déja trouvé.

Considérons encore I'équation du second ordre

y— .Z‘JI' + _‘_Z_ yu — (y/____x‘yu )i _yug —
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Prenons les fonctions dérivées pour avoir la valeur
on trouvera.

297
de y”l’

yr “y/ + ‘ry” _xyu + i;"_‘ym + 2(),/___ -T_}’”)xym—%}"fymzo.

e est-i~dire,
as ’ " o "
?+2(y_-‘r‘y)x._2y Y =o,

oy . . . o / 3o
d'ott Fon voit que 'y” dewendraa en égalant & zéro le facteur
par lequel il est multiplie,

On aura ainsi cette seule condjtion

%2+2(y'—x:y")x-—2y”:o,

d'ott Ton tire
o 4y
oy
Cette valeur étant substituée dans la proposée, donnera
'équation singuliére i

é’xy/ +‘zj_ (4y/__x3)g+(4xy/+xn)a _

J—J{)”“}‘%C;X«I_’.x«,;) G Yy =0,
16(1+4-a*)

laquelie se réduit tout de suite & celle—ci

ax4ad xt— 16y
2(1~-‘,»-a'2)y + 16(t+4a?) =0

L’équation du troisitme ordre
x* ,
1/ 1 N
[F+e/—o= — Jyr=o,

que nous venons de trouver pour la dérivée de Ia proposée
du second ordre, donne naturellenrent

y.——

U4

y =0,
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d'oul’on tire successivement par les fonctionsprimitives,

Y =a,y =ax-b
(34

a
= x* +bx +c,
a, b, ¢ étant des constantes arbitraires , relativement & I'équa-
tion
w .
y =0

mais comme la proposée n'est que du second ordre , elle
aura une constante arbitraire de moins; et en y substituant
les valewrs précédentes de y, ¥y, elle devient

¢ ~— bPema® == 0;

ce qui donne ¢ == &* - §*, de maniére que I'équation primitive
en x et y devient

©vIQ

Y= =%+ bx+4-a* b2,

comme on I'a vu plus haut.

Ainsi, dans ce cas, les deux facteurs de la dérivée de
Péquation proposée, donnent directement, I'un, équation
primitive singuli¢re du premier ordre ; I'autre, I'équation pri-
mitive en x et y , comme nous 'avons déja vu ci-dessus dans
un autre exemple.

Nous avons vu, au commencement de cette leg:on, que
Véquation dérivée d'une équation primitive

F(x,y,a)=o,
peut étre représentée par

F(x,y, 9) =0,
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ol ¢ est mis pour ¢ (x, YY), cette fonction étant la valeur
de a, tirée de I'équation prime
F'{x,y) = o;
et nous avons vu en méme tems que Péquation primitive

singuliére rend la fonction F‘(q) nulle,

Supposons, ce qui est toujours possible que I'équation de-
rivée proposée soit réduite & la forme
! N —_—
Y +fxy) =c;

done, si dans I'équation
H

.
F (x, Y ®)=o,

on substitue & la place de y’ sa valeur — (¥}, ele de-

viendra nécessairement identique ; parconséquent ses deux

équations dérivées relatives I'une 4 x et Vautre ay, auront lien

chacune en particulier.

On aura donc ainsi, puisque la quantité y’ n'est conte-
nue que dans la fonction ¢, ces deux équations , dans les-
quelles 7/ (x), F'(y) et J7'(g) dénotent, comme a I'ordinaire,
les fonctions dérivées. de F(x,y, ¢), prises relativement
a x, y et g,

F(a) —F (@) X o (y¥) X " () = o,
FO)Y—=F O Xy )=y

d'oit V'on tire

il

S,

s — F'(.‘L‘) . ” — F/(y) -
Or I'équation primitive singuliére rend
F'(@=o0;

done elle rendra infinic les deux fonctions f(2) et ¥}
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Ce qui fournit un caraciére fort simple pour reconnaitre s
une valeur qui satisfait, sans constante arbitvaire , & une équa-
tion dérivée donnée, est une valeur singuliére ou simple-
nent un cas particulier de la valeur générale.

Cette propriété peut servir aussi & trouver les valeurssin-
guliéres dont une équation dérivée est susceptible ; car si I'é~
quation qui rend f'(x) et f'(y) inlinies, satisfait en méme
tems a la proposte

Yy A+ ey =o,

elle en scra Véquation primitive singuliére.

L’équation ,
, x

A CESTE B

quon a déja considerée plus haut, donne

0y

x
feN==yery=hH=y
d’ot Ton tire
v — 1
f@==veryr=n=y
- xz
W Fy—hXW@Fy—b)—yr°
ol et x
==y —a=<tvE Ty —b —77

*Ces deux quantités deviennent infinies par la supposition de

V@+y —b)—y=o,

ainsi que par celle de

V(@ tyt—b)==0;
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ja premicre donne

a*—b=o,
valeur qui ne peut satisfaire & la proposée qu'en faisant

b—=o;
{a seconde donne
2 2 r— .
2t byt —b=o0;
équation qui satisfait & la proposée, et qui en est, parcon-
séquent , I'équation primitive singulicre , comme on I'a déja

vu plus haut.

Appliquons la méme théorie anx équations du second ordre ;
on avu qu’elles penvent étre représentées par

F' (xy,y,9)=o0,
en supposant que
Fx,y,y,d) =0,

soitUéquation primitive du premier ordre, et que gou ¢ (x5
soit 1a valeur de @ tirée de équation prime

F (x, yv,y)=o.

On a, vu en méme tems, que I'équation primitive singuliéra
est donnée alors par I'équation

F'(9) ==o.

Supposous maintenant que I'équation proposée soit réduite
a la forme
¥ =+ f(x, y,y’) = Q.
Done, si dans I'équation
F'(x,y,%,¢)=o

en substitue pour y' sa valeur —f (x, ¥:5), on aura une

P4
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tquation identique dont, parconséquent, la dérivée aura liey
par rapport a chacune des variables x, y, y en particulier.

Ainsi, comme la fonction y” n'est countenue que dans lu
fonction @, on aura ces trois équations:

F'(z) — F () X ¢ (y) X[ (z)=¢,
Fr(y) —F @ X)) X[(y)=o0,
b (3") — F (‘P) N Cp’ (y/) = f'/ (yn) = 0;
d'ott Ton tire
M C I
Fe)xe'(y)’
F'iyy
F (@)} (y)’
gy = YD)
uf (y) - F,(Q)X¢/(yl)'
L'équation primitive singuliére étant donnée par I'équation
F'(®)=o,

il s'ensnit qu'elle rendra infinies les trois fonctions dérivées
@), f N> N, ete.

En général, on pourra prouver de la méme maniére, que
siYon a une équation de Lordre n¢, réduite a la forme

IO

Sy =

YW+ flr,y,y . ye) =0,

son équation primitive singuli¢re rendra infinies les fonetions
dérivées 17(x), f'(y), f(¥), etc., jusqu’d la suivante , in-
clusivement , f* ( y¢*=).

Pour confirmer, @ posteriori, ce que nous venons de dé-
montrer, considérons une équation du premier ordre , tello
que

Y+f@y)=o,
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i laquelle satisfasse une valeur singulitre de ¥, que nous
désignerons par X, fonction de a.

On aura donc, par I'hypothése,
X,+f(xx X)=o0;

et pour que la valeur X ne soit pas comprise parmi les valeurs
de y, données par I'équation primitive , il faudra qu’en sup-
posant, en général ,

y=X+z,

z ¢tant une nouvelle variable , la valeur de 2, tirée de Péqua~
tion primitive ordinaire, ne puisse jamais étve nulle.

Substituons donc X 4~z au lieu de ¥ dans I'équation pro-
posée, on aura

X' 2+ f(@, X 42)=o.

Développons la fonction f (&, X 4- =) suivant les puissances
de z; on aura généralement, en rapportant les fonctions dé-

Iy

dvées & la seule variable X,

) 7 z* 2 '
J@, X4 2) =f(x, X) 4+ 2f" (X) +5~f”(A) -}~ etc.
done, faisant cette suhstitntion, .on aura, a cause de

X - fv, X)=s0,

Péquation
sy
-z (X)) - =-f" (X) 4 ete. =o,
qui servira 4 déterminer & en x.

Or, si la quantité z pouvait devenir nulle, elle pourrait
dussi étre trés-petite.
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Supposons-ta d'abord trés-petite, et cherchons-en la valens
par approximation.

Pour cela, on négligera d’abord, vis-a-vis du terme qu
contient z, les suivans qui contiennent z%, 2%, cte., co
étant beaucoup plus petits, et Von aura, pour la preni
approximation , 1'équation

Z zf (X)) =0,

laquelle étant diviste par z, a pour équation primitive

lLz+X=Fk,

en prenant X pour la fonction primitive de f” (X)), prise par
rapport & la variable , dont X est une fonction donnce,
et k pour une constante arbitraire; de 1a on tire

7 = el — e7">< g

n {aisant @ == ¢~

ant ainsi la premiére valeur approchée de z, on la subs-
tituera dans les termes négligés, el on pourra trouver une
scconde valeur plus approchée, et ainsi de suite.

De cette maniére, la valeur de z contiendra la constante
arbitraire «, et elle deviendra nulle en faisant @ ==o; par-
conséquent X ne sera pas une valenr singuliére, contre 'hy-
pothése.

On-doit conclure de 14 que, pour que X soit une valeur
singulicre non comprise dans la valeur générale, il faut que
le développement de f (a,X-+z) contienne d’'autres puissances
de z que les puissances entiéres et positives.

Supposons donc que cs développement donne, en général,
o, X2) =f(z, X) + Pz" 4 Q2" -} etc.,

m, n, cte. étavt des nombres quelconques (ui vont en aug
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mentant, et P, @, etc., des fonctions de « : on aura Véqua~
tion en & ,

2z = Pz" o Qz" = == 0,
On aura donc aussi, pour la premiére approximation ,
'+ Pi"=o,
équation qui, ¢tant divisée par 2™, a pour équation primitive
T—n
;z:;: + V=1,
en prenant 7 pour la fonction primitive de P, et k pour
la constante arbitraire.

Or, pour que X soit une valeut singulicre de v, il faut
que la valewr z == o, qui y répond, ne puisse pas dtre con—
tenue dans cette iquation, en donnant & & wue valeur quel-
conque constante.

1} faut done que I'exposant 1 —m de 2 , Soit un nombre po~
sitif; car, sl (rait négatif, 2™ deviendrait infini lorsque
2==0, et répondrait & la supposition de } infini.

§'ll était nul, on aurait le cas que nous venons d’examiner,
ounm==1, et ol z3=—0 répond aussi a A infini.

Au contraire, lorsque 1~—m est positif, = = o donne aussi
zl—m. — o N
et 'équation devient alors

V=",

laquelle ne peut pas subsister , parceque la valeur de & ne serait
{ I >
plus constante,
. Done, pour que X puisse étre une valeur singuliére dey,
il fant que le développement de f(x, X = z) contienne une
puiszance 2" dans laquelle m< 1.

En considérant la fonction f(x,¥), son développement ,
lorsqu'on y met y -z 4 la place de y, est, en général,
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f(x, ¥) 4 2f" (y) 2 etc.; donc, suivant Ia théorie que oy, 3
avons exposée dens la lecon huitiéme, pour que ce dévelop..
pement donne, dans le cas de y ==X, une puissance de; #
moindre que la premicre, il fandra que, dans ce cas, 14 va. |
leur de f'(y), c'est-d-dire, de f' (X), devienne inlinie.

Or Yéquation proposée donne

y=—f(=:
et, prenant les fonctions dérivées ,
Y= @) =y () = —f () + (3 XS (x5
donc
F@) =1 X flz5) =y
Parconséquent on aura, lorsque y =X,
F(y)=e0 et f(x)=c0,

comme nous Pavons trouvé par la nature méme des équatious
dérivées.

Dans Pexemple ci-dessus, ot

x

f(r)y)="' V(l‘_*_yl__ b)—_y’

la valeur singuliére de y est 1/ (b—a*); ainsi
X=y(b—ax);
et substituant V' (b—a*) 4z ala place de y, la fonctios
dont il s'agit devient
x
v [2a v/ (6 —2*) 4+ 2*]— i (b—a*) — 2’
laquelle étant développée suivant les prissauces de z, doune

x Vez
D

5 — elc.;
— _)_,’) 3
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i lon voit que le second terme du développement contient

1 . .
fa puissance §/z, dont T'exposant 5 est moindre que I'unité,

D'ailleurs, nous avons déja vu que les valews de NS?)
et f'{x) deviennent infinies lorsque

Yt —bz=o.

L'analyse par laquelle nous venons de prouver que le dé-
veloppement de f (., y -+ z) doit contenir une puissance de =
moindre que la premiére, lorsqu’on donne a y une valeur
singuliere , est due & Fuler qui a donné ainsi le premier ¢ri—
taire géncral pour veconnaitre si une valeur qui satisfait 4 une
equation différentielle, est ou non une valeur singuliére non
comprise dans Pintégrale. FPoyez le premier volume de son
Caleut integral , probléme 7a.

Il restait & déduire de 1 la régle que, dans ce cas, la
valenr de f”(y) devient nécessairement infinie; clest ce que
Laplace a fait depuis dans le Mémoire déja cité sur les so—
lutions particuliéres des écquations dilFérentielles, imprimé
dans le Recueil de I’ Académie des Sciences » pour 'année 1772,

bl o g g U P e
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LECON SEIZIEME

E(]uatz’ons dérivées qui cnt des dquations pri.
mitives singuliéres donnies. Arnalyse dung
classe d’équations de to:s les ordres, qui ong
toujours nécessarrement des dquations primi-
tives singuliéres.

S[ les équations primitives singulitres ont moins d’étendye

que les équations primitives proprement dites, parcequ’elles

ne renferment aucune constante arbitraire, on peut les re-
garder, sous un autre point de wvue, comme plus générales
que celles-ci, parcequune méme équation primitive singu-
liére peut répondre & une infinité d’équations dérivées; et
¢’est un probléme indéterminé de trouver une équation dé-
xivée qui ait une équation primitive singuliére donnée. Comme
ce probléme est curieux, et qu’il peut étre utile dans plu-
siewrs occasions, nous allons en donner ici une solution, pour

servir de complément a notre théorie des équations prinsitives
singuliéres,

Représentons par
Fx,y,aq, b)=o0

tme équation primitive entre x, y et denx constantes @ et b,
dont T'une soit une fonction quelconque de Pautre , ou qui
dépendent , en général, Pune de Vautre par équation -

¢ (¢, ) =o.

On aura I'équation dérivée qui en résulte, en éliminant ces
deux constantes an moyen des trois équations

Fle,y,aq,b) =20, F'(x,y)==0, ®(a,b)=oc.
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Donc, siontire des deux premiéres lesvaleurs de ¢ et b en
fonctions de x, ¥, ¥/, et quon désigne ces valewrs par
, ’ . ’
¢(xy,y) e L(xyy),
on aura Véquation dérivée en substituant ces fonctions & la
place de a et & daus 'équation de condition
® (a, b) =o.
Ainsi, en mettant. simplement ¢ et J pour les fonctions
dont il s'agit, I'équation dérivée sera
D(q, L) =0,
Donc , réciproquement, toute équation dérivée de cette -
forme aura pour équation primitive
F q I
¢ (x,y,ab)=o,
les denx constantes @ et b étant lices par I'équation
D (a, [)) —=0.

Et l'on aura en méme tems les deux équations

4
o(@y,y)=a, d(x,y,y)=0b

Donc toute valeur de y en z qui satisfera 4 la méme

équation
@ (q) » ’\‘-) —0 ?

et qui ne rendra pas les fonctions 9 et - constantes, ne poufra
pas étre comprise dans U'équation primitive générale, et sera
parconséquent une valeur singuliére.

Soit

y—==%x

cette valeur singulidre , Sx étant une fonction donnée de x,
en substituant Sx et ¥z au lien de y et ¥y’ dans les fonc-
tions et o et ., elles deviendront de simples fonctions de '3
et éliminant x entr’elles, on aura une équation entre ¢ et -},
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qu'on prendra pour l'équation

(0, d)=o0;
ainsi I'équation
y= S
satisfera & I'équation v
(9, ’\D =0;

mais ne rendant pasles fonctions ¢ et .| constantes, elle e
sera pas comprise dans I'équation primitive générale, et ne
sera, parconséquent, qu'une équation primitive singulidre.
La solution se réduit donc A ceci: soit
y=Zzx
la valeur singuliére donnée de y, en fonction de x. Ayant
pris une équation quelconque
F(x,y,a by=o,
en x,y, et deux constantes a et b; de cette équation et de
son équation dérivée :
F' (x,y) =o,
on tirera les valeurs de a et b en fonctions de x, ¥,5; on
substituera dans ces valeurs Sx et ¥« 4 la place de yety,
on awa deux équations qui , par 'élimination de x, en
donneront une en @ et b, que je représente par
o (a, b)y=o.

Si maintenant on substitue dans cette équation a la place
de a et b leurs premiéres valeurs en fonctions de =, y, ',
on aura l'équation dérivée dont

y==Zx
sera 1'équation primitive singuliére, et dont

Flz,y,a0,0)=o0
sera
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sera 1'équation primitive ordinaire, les constantes @ et b étant
I'une fonction de 'autre déterminée par 1'équation

@ (a, b) =o.
Prenons, par exemple, I'équation
y —ar*—b=c,
son équation détivée sera
Yy —ax ==0;

et 'on tire de ces deux équations

a :‘yxl » b=y —axyy'.
Supposons maintenant que V'on ait I'équation primitive sin~
guliére :
: y— Adr—B=o;
elle donne
y=dz 4 B,
done o
¥ = A*x* 4 24Bx 4- B,
93 )

Yy =4 4~ 4B,

de sorte que, par ces substitutions, les valeurs de « et b
deviendront

a:A’-{--‘-{;{-}, b= ABx - B,

d'oit Yon tire, en éliminant x, cette équation en a et b
(@—A4) (b~B) — A*B*e=o0;
savoir , ‘
b =BG e b =0,
- Q



242 CALGCUL
Dong, substituant ici les premitres valeurs de a et § eg
%, Y, on aura I'équation du premier ordre

-y—*‘z—-(y’—-a,yy’)-—-_B“%— ——A“(y’—:qy_y')::o,

dont celle~ci
y—Adr—B=o,
sera I'équation primitive singulicre.
Son équation primitive ordinaire sera
¥y —ar*—b=—o0;
en supposant entrc ¢ et b 'équation ci-dessus ;
ab — B*a — Ab—o0;
de sorte que, comme cette équation donne

B?a

a—A*"

b=

Véquation primitive sera
Ba
L J— - —_—
Yy ax a—A 0,

& étant la constante arbitraire,

En effet, si on cherche l'équation primitive singuliére
d'aprés celle-ci, on aura, en prenant les fonctions dérivées
par rapport & a,

BrA?
— s .
fe'd —{—-————-—(a 5 = o3

d’'oit Ton tire

a = .4t -,
x

Substitnant cette valeur dans la iméme équation, on aunra

¥y — At 2dBr — B*==0;
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cc qui donne
y=Zt dcx B,

on les signes ambigus sont & volonté.
En général, il est facile de voir qu'on aura le méme ré-
sultat
o (a, b)=o0,

en substituant d'abord dans I'équation supposée
Fx,y,a,0) =0,

la valeur donnée
y =3z,

et éliminant ensuite x par le moyen de son équation prime
relative A x.
Or, si Péquation
@ (a, b)=o0,
donne

b=Jea,

et quion substitue cette valeur i la place de b, il s'en-
suivra que 'équation

F(x, 22, a, Ja)y=o

aura lien en méme tems que son équation prime relative a z.
Mais @ étant alors une fonction de =, I'équation prime re—
lative & x et ¢, doit avoir lieu; donc la partie relative & ¢
aura lieu aussi en particulier ; ce qui est le caractére de I'é-
quation primitive singuliére.

Ainsi, ayant pris une équation primitive quelconque en x N
Y, a et b, iln’y aura qu'a éliminer y au moyen de P'équa-~
tion primitive singuliére donnée, ensvite éliminer x par
celle~ci et par son {quation prime relative & x'; on aura sur

2
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le-champ une équation en a et b, qui ¢era I'équation de con«
dition.

@ (a, b) = o,
par laquelle il faudra déterminer 'une des deux constantes a
ou b par lautre. Ensuite on pourra,d’aprés la méme équa-
tion primitive, chercher, si Pon veut, Péquation dérivée par
Ylimination de la constante arbitraire.

Dans Uexemple précident, en substitnant 4 - Bpour y,
dans 1'équation ~
y*—ax?—b=o,

on a

(A2 =—a)a* J adBx - B*—b=o0,
dont Yéquation prime est

(A*=—a)xt AB =0
celle-ci donne
AB

== e

et cette valeur, substituée dansla premiére, donne, sur-le-
champ, I'équation de condition

(4> —a) (B*—b)— A2B* =0,
comme plos haut.

En prenant d’autves ¢équations en 475 y, a et b, et opérant
de la méme maniére, on trouvera autant d’équations du pre-
mier ordre quon voudra, dont la méme équation

y—Adx—B=o
sera I'équation primitive singuliére.

On voit aussi que la méme équation en x, y, @ et b pourra
deonner telle équation primitive singuliére qu’on voudra, sui-
vant la relation qu'on établira entre les constantes a et b,
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Enfin on voit que, par ce probléme, on peut toujours
trouver la relation entre deux constantes @, b d'une éqna—
tion donnée en x,y, @ et b, pour que ceite équation “soit
I'equation primitive ordinaire et compléte, répondant i une
équation primitive singuliére donnée.

On peut appliquer la méme méthade a la recherche des
équations du second ordre ou des ordres supérieurs dont 'équa-
tion primitive singuliére sera donnée.

Supposons que cette équation soit du premier ordre et re-
présentée par

Y +f(xy)=o.

On prendra une équation quelconque en z, Y, et trois cons-
tantes arbitraires a, b, c.

On tirera de cette équation et de ces équations prime et
seconde , les valeursde @, b, ¢ en fonctionsde x, Y,y ety".
On substituera dans ces fonctions les valeurs de Y ety
en x et ytirées de I'équation primitive donnée, c'est-d-dire,

—f(x,y) 4 laplace dey’, et
— 1@+ () <[ (=¥

a la place de y"; on ama q, b, ¢ exprimées en fonctions de
x et y, ce qui donnera trois équations, d'ot éliminant x
ety, il résultera une équation en @, 4, c, que je représen-
teral par

o(a, b, c)=o.

Cette équation, en y substituant les premiéres valeurs de

a, b, ¢ en fonctions de x, ¥ ¥y, sera Véquation du second
ordre, dont la proposée

,.
Y+f@y=o
sera l'équation primitive singuliére , et V'équation en.
3
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a,y,a, b, cen sera Uéquation primitive en x et y, en
supposant entre les trois constantes @, b, ¢ larelation dounée
par 1'équation ‘
@ (a,b,c)=o.
Si I'é¢quation singuliére donnée était du second ordre, on

prendrait une équation en x ety , et quatre constantesa, b,
¢, etc., et ainsi de suite.

Supposons que I'équation primitive singuliére soit

y=dy,

et prenons I'équation
a
—— - R — ) — -
y—3 - bx—c=o0;
d'oii Yon tire les denx dérivées, prime et seconde,
y —ax—b=o, e y —a=o;

tes trois équations donnent

®

X

a=y", b=y —xy", c=y—axy | -
Mais la proposée donne
yl — Ay, 1 — Ayl e AZ ; ,

donc, substituant ces valeurs, on aura

az=AYy, bm=dy(1—A4x), c=y (1—Ax -+ ﬁ:— x’).
Eliminant x et y on trouve I'équation
@ = A2 (b*—2ac)=o,

dans laquelle , en substituant les premiéres valeursde @, b, ¢,
il vient I'équation du second ordre

Yt —odyy' 4 Ly =0,
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dontla proposée y’=—= Ay sera I'équation primitive singuliére,
et I'équation supposée

a
_-x’_bx.—.c—_—_o
Y=3

sera I'équation primitive en « et y, en supposant 1'équation
a* + A(b* — gac) = o;
de sorte que, comume cette équation donne

a’+A’b‘
C = m———
2a

2

on aura
@b

2a ’

a
e e 02 e DI e
Y3

aet b étant les deux constantes arbitraires.
Les ¢quations de la forme
o (a, b, ¢, etc.)—o,
que nous venons de considérer, dans lesquelles les quantités

a,b, c, etc. sont les valeurs en x,y,¥, etc. des constantes
@b, ¢, etc. tirées d'une équation primitive

F(z,y,a,b,¢...) =0,
et de ses dérivées
F'(z,y)=o0, F"(x,y) =o, etc.,

constituent une classe remarquable d'équations dérivées qui
ont towjours une équation primitive singuliére, parceque la
dérivée d'une équation de cette classe a nécessairement up
facteur du méme ordre que Yéquation.

Pour le demontrer, soit d’abord

Fz,y,8 b)=o
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une équation quelconque en x, y, et deux constantes ¢ et b,
En regardant ces constantes comme arbitraires, 1'équation
dont il s'agit sera la primitive d’'une équation du second ordre
enx,y,y ety”, qui résultera de I'¢limination de a et b au
moyen des deux équations dérivées
’ i .
F (=, _}’):0, F (z, y) = 03
et cette équation pourra toujours, comme nous L'avons vu,
se mettre sous la forme
ir Ty A A Y —
¥y A+ nyy)=o
Maintenant , si on commence par tirer les valeurs de ¢ et
des deux éqgnalions
. — o —
F(x,y,a,b)=0, e F(x,y)=0o,

et que ces valeurs solent représeniées par les fonctions

@(l‘,y;_)") et 4'(50:_}’,_)"),

il est clair que les deux équations

ca=g(x,y,y) et b=J4(xyy),
ot a et b sont des constantes arbitraires, seront les deux équa~
tions primitives du premier ordre de I'équation précédente

Y H+fyy)=o;
parconséquent leurs dérivées
¢ (@, y,y)==0 e (,y,¥)=o0
deyront coincider avec cette méme équation, en donnant la
méme valeur de " en x, y et ¥y,
Or
o (2,5Y) =0 (%) +y ¢ )

et

(5 yY) = @)+ ¥y ON,
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suivant la notation abrégée que nous avous adoptée; donc

on aura
e C@N Y
Yy = 7O =TT 9,55

expressions de " qui seront nécessairement identiques.
On aura donc

¥ (59 =9 () X F®Y)

V@) =) Xy y):
parconséquent , si on substitue ces valeurs dans les expressions
précédentes des fonctions dérivées ¢’ (=5 5), 4 (=, 5,5,
c’est-a~dire, de &’ et &, en regardant maintenant « et b comma
fonctions de , Y, ¥, on aura

=9 ()X [y + flzy )]

V=4 XLy + flzy y)]

Cela posé, soit ® (a, b) = o une équation du premiier ordre,
sa dérivée sera
'¢'a 4+ b'&(h)=o;
et par la substitution des valeurs de d, ¥, qu'on vient de
trouver, elle deviendra
[N X(@+ L) X EBIX [y +f (25,5 )] = o.

Cette équation a, comme l'on voit, denx factenrs, l'un
qul n'est que du premicr ordre, comme I'équation proposée;
Pautre qui contient y”, et qui donne proprement I'équation
dérivée du second ordre.

Celui-ci donne 1’équation
Y +1(®yy)=o;
de laquelle résultent
ad=c,d=0
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pur les formules trouvées plus haut. De sorte que les foncw
tions @ et b seront constantes,

Prenant donc a et b pour des constantes arbitraires , on
aura ces denx équations primitives du premier ordre
P , NN — b
Q/(x)y,_)’):a; ’*’f(x)_y:y)"'-bﬁ
doit, éliminant la fonction dérivée y', on aura une équation
enx,y, aet b, qui sera I'équation primitive de la proposée,
ctqui sera évidemment lamémeque I'équation
F (x,y,a,0) =o,

d'ott I'on avait déduit les fonctions ¢ (x, y,¥') et 4 (x, y,y).
Mais il faudra que les constantes @ et & de cette équation,
satisfassent & la condition
o (a, b)==o

donnée par 'équation proposée ; ce qui les réduira a une
seule , qui sera parconséquent la constante arbitraire de
I'équation primitive de la proposée.

Le facteur du premier ordre

YY) X (@) + LY IR (1)
donnera, de son cté, 'équation en x, y et y’,
¢ ()X ¥+ L(Y) X} (B) =0,

en supposant qu'on y mette pour a et b leurs valeurs ¢ (x, y, ¥)
et WL (x,¥,5); et cette équation, d'aprés la théorie exposte
dans la legon precédente, donneva sur-le~-champ I'équation
primitive singuliére de la méme équation proposée, en éli-
minant y’ par le moyen de ces deux équations.

Oril estfacile de voir que, si onreprésente par

Ty y)=o
1a fonction donnée & (¢, b), dans laquelle
a=9 (1Y, yl))
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et
b=4J (x,y,y), °

le facteur dont il s'agit se réduira simplement i ¥’ ( ¥’} , puis-
que les expressions ¢/( y") et ’()') ne sont que les fonctions
dérivées de @ et b, prises par rapport & y' seule.

Ainsi on aura la primitive singuli¢re de V'équation
¥ (z,y, ) =o,
dans le cas oil elle est réductible i la forme
¢(a, b) =o,

en éliminant y" de cette équation an moyen de sa dérivée
prise relativement &y’ seule.

En appliquant les mémes principes aux équations des ordres
supérieurs, on prouvera que, si on a une équation du se-
cond ordre , représentée par

3
Y(x,yy,y)=o0, .
dont le premier membre puisse étre une fonction quelconque
®(a,b,c) de trois fonctions a, b, c, déterminées par une
¢quation quelconque
F(x,y,a,5,¢)=o,
entre x, y, @, b, ¢, et par ses deux équations dérivées
/ 14 o
F(:c,_y):o, F'(.x,,_y)zo,
prises en regardant @, 4, ¢ comme constantes , I'équation pro-
posée aura nécessairement une primitive singuliére du premier
ordre, qui sera le résultat de I'élimination de Y’; au moyen
de son équation dérivée
’ IS
+ (Y=o,

relative & ¥
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Et Pon aura I'équation primitive en 2 et y , par I'équation
ménie ¢
F(v’c:.}’; a, [7) C) =0,
en prenant les constantes a, b, ¢ de maniére qu’elles satisfassent
a Iéquation donnée
d(a,b,c) =0}
de sorte qu’il en restera deux d’arbitraires.
Et de méme pour les équations des ordres supérieurs.
Prenons V'équation
Z® — 20y = QP == b == 0}
sa dérivée sera
x—ay ==0;

de ces deux équations on tire

8i maintenant on prend pourI'équation ® (a, b} == o, celle-
i, b = & une constante, on aura l'équation du premier ordre

olt b est une conmstante quelcongue.

Ainsi on aura tout de fsuite sa primitive singuliére , en
éliminant y' au moyen de I'équation dérivée prise relati-
vement & ¥, laquelle sera

2y , 2x? o0
Y Ve — 95
Y Y

d'oit Tou tire

, a
y===;

Y
en substituant cette valeur de y*, on a
a4 y*—b=o0,

comme on l'a déja trouvé par d'autres voies.
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Prenons encore I’équation

a
y- Ex’-—bx—-c:o,
on aura les deux dérivées
¥ —ax—b=o, Yy —a=o;
d'on Yon tire

— ' b= " I " x? 5
CEY, PEY —ay, cmy—ay -y
Soit, par exemple, N

(D(a: b,(‘) :c__bz_“z’ )

on aura I'équation du second ordre

Y= R oy — (f —ay' Yy =0,

dont la primitive singuliére résultera de I'élimination de ¥
auwmoyen de sa dérivée relative a y; savoir,

xﬂ
- + 2x(y ==zy") — 2y’ =o;
ce qui revient a ce que nous ayons déja trouvé.
Lorsqu’on connait I'équation primitive
F(x,¥5,0,b...)=0,
avec I'équation
®(a, b...)=0,
qui donne la relation entre les quantités, a, b, ¢, etc., on pent

trouver directement I'équation primitive singuliére sans con—
naitre les valeurs de ces quantités en fonctions de z, ¥,y etc. 3

3

car ayant réduit les quantités @, b, ete. & une de moins par
le moyen de I'équation de condition

®(q,b...) =0,
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il 'y anra qu'a appliquer a I'équation primitive

F(x,y,a,b...)=o0,

la méthode générale exposée dans la lecon quinzieme.

Mais la difficulté cousiste & reconnaitre @ posteriori, sides
fonctions données, dont une équation proposée est composée, dé-
pendent d'une méme équation primitive, de maniére qu'elles
puissent représenter les valeurs des constantes tirées de cette
équation et de ses dérivées.

Pour la résoudre, j'observe que la propriété caractéris
tique de ces sortes de fonctions, est que leurs dérivées ont
entr’elles des rapports exprimés par des fonctions du méme
ordre que les fonctions dont il s'agit.;En effet , relativement
aux fonctions du premier ordre, nous avons déja vu plus haut
que les fonctions ¢ (x, y, y') et (x, y, ¥'), quireprésentent
les valeurs des constantes @ et b tirées de V'équation générale

F(x,y,a,b)=o,
et de sa dérivée
' (x, ) =o,
sont telles que leurs dérivées ¢’ (x, y, ) et ' (a, ¥y, que
nous avons désignées par o et b, ont la forme suivante
¢ (,5,¥) = ¢ (¥) X [y =+ f(x 5 )]
V(@YY =40 X LY + F@yy)h
de sorte que V'on a simplement
YEyy) )
N (@) T v (YY)
ot 'on voit que les fonctions dont il s'agit ont la propriété
que la fonction seconde y" disparait du rapport de leurs dé-

rivées, et que ce rapport est le méme que si on Prenait ces
dérivées relativement a la variable y' seule.
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Soit , par exemple, I'équation a laligne droite
Y+ar+tb==o,
sa dérivée sera
¥ +a=o;
ainsi on aura
a=—4y et bo=xy —y.

On aura donc, en dénotant simplement par ¢ et -l ces ex~

pressions de @ et b,

’ _— ’ .
=y, d=xy —y;
prenant les fonctions dérivées, il viendra

::_yll, '\LI — JL}'” ;

4

done
4

¥ -
4 i

1
X

Si on ne prenait ¢/ et -}’ que relativement & Y, on aurait

comme précédemment.
Soit encore Yéquation

¥y 4z~ 2axd- 0 —br=o0,

qui est & un cercle dont le rayon=1"5, et dont le centre
est dans I'axe des abscisses a la distance ¢ de leur origine.

Ladcrivée sera
y_y’-{-. X -—am:0;
d’ott I'on tire
az=x < yy =9;
de Jd on aura, par les substitutions,

b=y (1 4y ==L,
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Si maintenant on prend les dérivées de ¢ et 4, on awa
/=1 2 e yy” =y (y? —-———‘xyy" <3
¥=14y2 gy L =y'V 0ty )+V(l+y'“)
etde la
o VYD) 4
'\LI —_ y/ — (P_x.
Si on ne prenait les dérivées ¢’ et .|’ que relativementa y,
on aurait

re A S
9 "'.},’ '\L — V(l_,_y/a):
done
vty
'\l’l yl 3

comme ci-dessus.

On powrait prouver, par une analyse semblable, que les
fonctions de =, y, ¥ et 3", qui expriment les valeurs des
quantitée @, b, ¢ tirées d'une équation

F(x,y,a,b,¢c)=0,
et de ses deux dérivées
F/(x)y) =0, F”(x)_y) =0,
dans lesquelles ces quantités sont traitées comme constantes , ont
des dérivées dont les rapports sont indépendans de la fonction
tierce y", et qui sont les mémes que si on ne prenait ces dérivies
que relativement 4 la fonction seconde y”, parcequ'en dési-
gnant ces fonctions par
!

¢ (x,y;_)",y"): "L (x,_}',_)' )y”) et E(x:y,y':y");
les trois équations
?@yy y)=a, L@y.y,y V=t E@yy,y)=c,

ol a, b, ¢ seraient des constantes arbitraires, seront les trois
primitives
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primitives d’'une méme équation du troisitme ordre, telle que
M o ’ i —
Y +fnyy,y)=o,
a laquelle les dirivées de ces équations devront, parconsé-
quent, satisfaire; et de méme pour les fonctions du meme
geure des ordres supérieurs. Mais on peut s'en convaincre en.
core d'une maniére plus divecte, que voici :
En dénotant simplement par < et - les fonctions - (=, 5,9,
L&y, ¥), qui expriment les valeurs des constantesaet b

iirces de 'équation
Fle,y,a,b)=o,
et de sa dirivée
F' (2, y) =o,

il est clair que Véquation

F(x, Y, % “4)=o

sera identique ; que, parconséquent, sa dérivée

F'(2,9) + ¢ F )+ VF W) =o

aura lien d'elle-méme; mais on a déja

F' (x,¥) =o,
done on aura séparément I'¢quation ’

FFE @)+ VF () =o,

laguelle donne

q'/ _ F’(\' )

v TFCY

Or, comme .| et ¢ ne contiennent que z,y ety , il est
visible que la valeur de :l:' ne sera qu'une fonction du pre~
mier ordre,
R
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Ainsi, dans le dernier exemple , ol

F(x,y,aq Z’):yz-}-x*—-za:c-f-aﬁ-bﬁ,
si on change @ en ¢, et b en L, on aura

F(x,y) ¢ ) =y* +2° —2xp-f-q> — |5
donc
F' (9) =2 (¢=2), F'(])z=m 2

parconséquent
4

¢ D

'\l’/ — x_-'+ 2
comme nous l'avons trouvé par une autre voie,

De méme, si ¢, L, £ sont les fonctions de x,¥, ¥ ety
qui expriment les valeurs des constantes a, b, ¢, tirées del'équa-
tion

F(x,y,8,b,¢)=o0,

et de ses deux dérivées
-t —— " ——
F (r:y) =o, F (x;y) =0,
en substituant ces fonctions 4 la place de a, b, ¢, on aura des
équations identiques , dont, parconséquent , les dérivées auront
lieu aussi.
On auwra donc, en premier lieu,
F(x:_y; P4 E)=o0,
et, parconséquent auss

F'(x,9) + 9F(9) 4 /F' () +EF (&) = o;

mais on a déja
F'(x, y)=o;

donc on aura Y'équation

GFE) 4 Y F L) + EF () =o.
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Ensuite, comme I'¢quation

e, y)==0
contient, outre les quantités v, ¥, ¥, les trois fonetions o, E
si on la dénote par £ (x, ¥ ¥, %4y &), onaura aussi équation
identique

f(-”:}';y,, (p) "';‘) '{_) =0,

et, parconséquent, la dérivée

o ’ ‘ot Vifr e LT .
f (l"’}’»J’)"f'fPf((P)“f"-{- ('\})‘}"‘Z—f@): o5
mais on a deja
f/ (JC,}’;}’/) _ O)
puisqu’il est visible que {7 (x, 'y,y") est la méme chose que
F" (x,3); donc on aura aussi I'¢quation
s Rl ALl
@D+ AL WO+ E =o.
8i on combine cette équation avec la précédente, il est
claiv que, puisque les quantités o/, A/, |’ n'y sont quia la
premicre dimension , et en multiplient tous les termes, il est
‘ . i !
clair, dis-je, qu'on en tirera les valeurs de-97 et de —¢-’,- en
fonctions des quantités 9,y 0, L et i de sorte que ces
fonctions ne passeront pas le second ordre , et ainsi de suite.
Siles fonctions ¢ et -L exprimaient les valeurs des constantes
a et b tirées de 1'équationdu premier ordre
F(JU;_}’))": a, Z)) =10,
et de sa dérivée
o Y =
F(z,y,5)=o0,
ces fonctions seraient alors du second ordre ; et on trouverait,
’
. . q ] .
par le méme raisonnement, que le rapport — deleurs dirj-

ey
vées, serait exprimé également par ]—7-,-*(-5’)-; de sorte que

2
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ce rapport serait une fonction du second ordre, et, pan
consiquent , du meme ordre que les fonctions p et ..

En général, il résnlte de D'analyse précédente que si 2,
b, &, etc. sont des fonctions dun ordre quelconque, qui
expriment les valeurs des constantes @, b, ¢, etc., tirées dune
€quation en x,y,y,y", ete., a, b, ¢, etc., et de ses dévi-
vées successives , les dérivées de ces fonctions auront toujours
entrelles des rapports du meme ordre que les fonctions elles-
mémes.

Je dis maintenant que si des fonctions (uelconques de
x, ¥, ¥, ¥", etc. sont telles que leurs derivees aient entr’elles
des rapports du méme ordre que les fouctions elles-memes,
c’est-i~dire , dans lesquels il 1’entre que des fonctions déri-
vées de y du méme ordre, ces fonctions pourront toujours
exprimer les valeurs d'autant de constantes tirées d'une
&quation primitive et de ses dérivées successives; et il sera
alors facile de retrouver cette équation primitive géncratrice.

Car, si on désigne par @, ., £, ete. les fonctions dont il
sagit, et que M, N, etc. soient les valeurs des rapports
des dérivées L/, ¥, etc. & la dérivée ¢, ces valeurs etant,
par Phypothése, des fonctions du méme ordre que les fone—
tions données ¢, 4, £, etc., on aura donc les équations

V=M, I = N¢, etc.

Supposons
e
¢ =o,
on aura donc aussi
A ==o, ¥ =o0;

done
¢=a, J=0, £E=¢c, etc.,

a, b, ¢, ete. étant des constantes,

Ces différentes équations seront donc autant d’équations pri-
: 2
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witives de la meme équation
7
¢ =0,
puisqu'elles ont lieu en meme tems qu'elle ; parconséquent ,
en climinant de ces memes equations,
¢ =a,d=">0,E=c,etc.,
lesplus hautes fonctions dérivées de la variable y, on aura une
équation primitive d’un ordre inférienr » qui contiendra les
constantes a, b, ¢, etc., et qui sera Vequation primitive
nératrice de la forme

ge-
4 i
F(x,y.5,y".. a,b, ¢,...) =0,

d'ote résultent les fonctions ¢, 4, &, etc., en les prenant
pour les valeurs des constantes a, b, ¢, etc. , tirées de cette
équation et de ses dérivées successives

’ 7 " - . s —
Filze,y,5, ¥y .. ..)=o,F (By,y,y...)=o, etc.

Ainsi, si on avait entre ces fonctions une équation quel=
congue

(0, ,8....)=0,
et que Uon reconnfit que leurs dérivées ¢/, J/, ¥/, etc. ont
entv’elles des rapports du meme ordre que ces fonctions, on
aurait tout de suite les équations primitives
¢ =a,l=b, t=c, etc.;
et de la T'équation primitive principale
F(x,y,¥,y"...a,b, c, efc.) = o,

dans laquelle les constantes a, &, ¢, etc. seraient arbitraires,
hors une qui devrait étre déterminée par I'équation donnée ,
laquelle se réduit alors &

o (a,b,c.. .-):o.

On aurait ensuite I'équation primitive singuliére par les mé-
thodes exposées plus haut,
3
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Par exemple, si on proposait I'équation du premier ordrs

- 4 /o —
eLr4yy yV 0y ] =0,
sa1s quon sut que les deux quantités qui sont sous la fonc«
tion peuvent exprimer les constantes tirées d'une équation pri-
anitive et de sa derivée, on examinerait d’abord leurs dirie
' ' , ) , , X}/V"
vees, quisont 1-4-y?-4-yy" et ¥ 1/ (1 +y) 4+ -i/—(l—_tj/—),
Y
7 LN 7 a,f

. on Y Yty .

comme celle~-ci se réduit a ~Xit)»/-——"—;%y—, on voit d’abord
vV 4y)
que son rapport & la premitre sera exprimé simplement par
K

——l— cans que la fonction seconde _y” puisse y entrer,
=
On est done assuré par-la que les deux fonctions x - ¥y et
X1 {1e ¥ penvent provenir d'une équation primitive qu’on
trouvera en faisant les deux equations

¥y ==a, YV (k) =1,
el ¢liminant y', ce qui donne celle-ci,
¥ 4 (a—x) == b,

lacuelle coincide avec celle d’oil nous avions déduit les ex-
pressions de aet b dans le dernier exemple.
Maintenant Veéquation proposée  deviendra  simplement

¢, b)=o0,

par laquelle on déterminera b en a; de sorte que 'équation
precidente ne contiendra plus que la constante arbitraire a,
et sera alors la primitive complete de la proposée.

On pourra tirer de 1a la primitivé singuliére, en éliminant g
au moyen de la dérivée prise par rapport & @ seul, suivant la
méthode de la legon quinziéme, ou bien il n'y aura qu's
éliminer y" de la proposée, au moyen de sa dévivée prise par
vapport iy’ seule, comme nous Vavons vu plus haut relati-
vement aux ¢quations de ce genre.

e T S W
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LECON DIX-HUITIEME.

Surdifférens Problémes relatifs & la théorie des
Equations primitives singuliéres.

PRESQ UE dés la naissance du caleul différentiel, il s’est
présenté aux géométres, des problémes qui dépendent de
cette théorie, et qu'ils ont résolus par des artifices particuliers.

Leibnits, dans un Mémoire intitulé: Nove caleuli diffe-
rentialis applicatio, ot inséré dans les Actes de Leipsick de
1694 (Poyez len® LXI des @uvyres de Jacques Bernoulll),
donne la maniére de trouver la courbe formée par Vintersec—
tion continuelle d’une infinité de courbes renfermées dans une
méme équation, en faisant varier dans cette équation le pa-
ramétre qui les différencie; ce qui produit une nouvelle équa-
tion par laquelle on a ane valenr du paramétre en fonction
des coovdonnées, -et cette valeur étant substituée dans I'équa- -
tion proposée, donne tout de suite une ¢quation finie pour la
courbe cherchée.

Il applique ensnite cette méthode & une question qu'on
regardait alors comme tres-difficile, et qui consiste & trouyer
ta courbe dont les normales ou perpendiculaires ont une re-
Tation donnée avec les parties de I'axe , interceptées entre 1'ori-
gine des ahscisses et les normales.

Leibnits considére cette courbe comme formée par I'in~
tersection continuelle dune infirité de cercles qui ont lenrs
centres sur 'axe; alors les rayons des cercles deviennent les
normales 4 la courbe, et la relation donnde par le probléme,
entre les normales et les parties correspondantes de l'axe, a

4
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lieu entre les rayons et les abscisses qui répondent aux centres
des cercles.

MNommant x, y les coordonndes du cercle , a abscisse qui

répond an centre, et b le rayon, on aura
¥+ (a—x) =10
savoir
¥y 42— 2ax 4-a* ~ b =o0,
pour 'équation du cercle.

Maintenant Péquation proposée entre b et a, dounern f
en fonction de a; il ne restera ainsi que le paramétre o, qu'on
déterminera , comme on vient de le dire, et I'équation en
et y deviendra alors celle de la courbe formée par I'inter-
section de tous les cercles, et aura, parconstquent, la pro-
prieté demandée.

Supposant, avec Leibnitz, que 'équation entre a et b soit
celle de la parabole

b* =ak,

# étantune constante; I'équation enx, yeta, sera
¥y =+ x*— 20w + @* — ak = o,
Faisant varier e seul suivant la notation du calcul diffe-
ventiel, on a
(~—ox42a—~k)de=0;
d'ou l'on tire

k+4ox,

——

2

substituant cette valeur dans I'équation précédente , on a ,
apres les réductions

_y"‘—kx———]—;}::o

pour la courbe cherchée, qu'on voit &tre aussi une parabole.
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On peut sassurer 4 posteriors que cette courbe résout
le probléme.

Fn effet, on sait que y étant I'ordonnée quon regarde
comme fonction de l'abscisse x, la fonction prime y” exprime
le rapport de Tordonnée & la sous-tangente , lequel est le
meéme que celui de la sous-normale a lordonnée; de sorte
que yy' est lexpression de la sous-normale; parconséquent
YV (1+y*) sera celle de la normale, et x-+yy’ celle d
la partie de T'axe comprise entre Porigine et la normale.
{Foyez la seconde partie de la Théorie des Fonctions ana—
Iytiques ).

Or, U'équarion qu’on vient de trouver , donne

7o

o= kx e

4

ct, prenant la dérivée |

2y’ = k;

done la normale sera

Vv (/.'a: + ff; ,

et la partie de axe sera

¥

T + ; b
laquelle étant multiplice par %, devient comme Lon voit,
¢gale au carré de la normale.

Le probléme est donc résolu de cette maniére; cependant
on doit étre surpris que Leibnitz n'ait pas remarqué que sa
solution n’admet point de constante arbitraire dans I'équation
de la courbe, tandis qu'il est ¢vident que le probléme conduit
naturellement & une ¢quation différentielle, dont ]’intégrale

ne peut étre compléte que par Pintroduction d’une constante
arbitraire.
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En effet, nommant ¢ la partie de I'axe qui vépond i I
normale, et ) la normale, on a, comme on vient de le voir,
les expressions

a=x+yy, b=y (1+y*);

donc, si on veut que b= Fu, on aura Péquation dérivée
WOy ) =F(z+yy),

dont il faudra cherc’ er I'dquation primitive.

Suivant la notation du calcul dilférentiel, on aurait 3 in-
tégrer A I'équation dilférenticlle

dy* v
Dans 'exemple proposé, on a

b =ak,
parconséquent ,
o=’ (ak),

et I'équation dérivée devient
Yy Q4 y)y=v sy )k
5i on tire de cette équation la valeur de ¥y, on a
;o k "y ]‘,3 A k ) .
W=gtv (Frie—y),
ou bien ‘

h—oyy <2 1/(-1‘4i =+ ka—y2 )_::o.’

Divisant foutg *équation parg 1% ( —1\4—2 4 kx—y? ) ;onanra
k—ayy’
ke
2 V( 7t I‘x‘—.}’“)

+1=0,
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t{quation dont la primitive est visiblement

V(Z—ﬁ+]cx—y2>+-x:h,

h étant une constante arbitaire.

Cette ¢quation devient, en faisant disparaitre lo radical,
k2
" +hr—yr e (B ),

équation au cercle
Si on fait
h

h=a—-".

o 3

@ ctant la constante arbitraire, on a celle—ci ,
¥y +x*—oax 4 @ — ak=o.

Cette équation est, comme l'on voit , la méme ¢que Vi
quation au cercle dont Leibniiz a tiré sa solution par la
variation de @ ; ainsi on peut dive que P'équation au cercle ,
dans laquelle @, abscisse qui répond au centre, est la cons—
tante arbitraire , et dont le rayon est Vak, est Yéquation
primitive qui résout le probléme dans toute sa géuéralité :
il est évident, en effet, que tout cercle dont le centre sern
sur Paxe, et dont le rayon auwra, avec la distance du centre
& lorigine des abscisses, la velation qu'on suppose enire la
normale et la partie de l'axe correspondante , satisfera &
Ia question. :

L’équation a la parabole , trouvée par Leibnitz, ne pent
done étre qunne équation primitive singuliére ; en eflet, en
prenant dans la méme équation an cercle, les fonctions di
tivées relativement & la constante arbitraire o, comme on I'z
enseigné au commencement de la legon quinziéme, on &
Péquation

—2v b 0@ el o)
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laqueile donne

ke ox
am=——,

valeur qui, étant substituée dans I'¢quation au cercle , donne

2
y—hx— E— —o0,
]
comme Leibnitz Va trouvé; d’ott Pon doit conclure que la
solutioin de Leibniiz n'est donnie que par 1'équation pri-
mitive singul.ére.

On a wvo que Feibniiz avait deduit sa solution de Ja
consid: ration de la courbe formée par Uintersection continuclle
de tous les cercles que I'on aurait en faisant varier conti-
nucllemert ia copstantea; cest, en eflet, une propriété
générale des (quations primitives singulidres , dapparteniy
aux courbes form:es par Pintersection continuclle des courbes
représentées par I'équation primitive compléte, en faisant varier
continuellement la constante arbitraire qui différencie toutes
ces courbes.

Comme cette propri¢té est, pour ainsi dire, la caracté-
ristique de cette espéce d’équations primitives, il est inté-
ressant d'en avoir une démonsiration.

Pour cela, on remarquera que la conrbe formée par I'in-
tersection continuelle d'une série de courbes infiniment peu
différentes I'une de lavtre, n’est autre chose que la courbe
qui embrasserait on toucherait toutes ces courbes , et qui
aurait, parconséquent, dans chacun de ses poiats, nue tan-
gente commune avec une de ces memes courbes.

Or , soit
F(r,y,a)=o0

Péquation gérérale des courbes dont il s'agit , a étant le
paramétre qui est constant dans chacune d'elles, mais qui
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varie de l'une & Vautre; comme la courbe qui doit les em-
brasser, @ un point commun avec chacune de ces courbes s
elle aura aussi les mémes coordonnées x » ¥, et la meme
équation entre ces coordonndes ; mais avec cette différence

que le parameire e sera variable dans 1'¢quation

I(r,y, a)=o0,
tant qu'elle appartiendra & la couwrbe qui embrasse toutes
les autres.

De plus, it faudra que la position de la tangente soit la
meme dans la courbe ol a est constant, et dans celle ot g est
yariable,

Or, on sait que cette position ne dépend que de la fonction

. . / 3 .
prime y', puisque Q,~ est Pexpression de la sous-tangente; donc
il faudra que la valeur de y', tirée de la dérivie de Plquation,

F(x,y,a)=o,

soit Ia méme, soit qu'on v regarde @ comme constante , 80it
qu'on la regerde comme une variable fonction de x; ce qui
ne peut avoir lieu, & moins que la partie de la fonction
dérivée relative a a, ne soit nulle.

Cette partie est , suivant la notation adoptée , I (a) ;
donc on aura I'équation

F'(d)=o,

laquelle servira & déterminer @ en & et y. Or, cette équation
est, comme l'on voit, Ja méme que celle qui donne Iéqua—~
tion primitive singuliére , lorsque

F(re,y,a)==0

est Uéguation primitive ordinaire, dans laquelle @ est 1a cons-
fante arbitraire, comme nous I'ayons vu dans la legon citée.
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Donc Tidentitc de Véquation primitive singulidre et (;
Péquation de la courbe, qui embrasse toutes celles qui sony
comprises dans I'¢quation primitive ordinaire, est démontude,
et résulte des principes mémes de la chose.

Cette considération gloméirique est trés-importante pour
la théorie des équations primitives singuliéres; elle sert & ey
entre elles les courbes veprésentées par D'équation primitive
ordinaire, et par Iéquation primitive singuliére , comme lo
principe analytique qui sert de base & cette théorie, sert a
lier entre elles ces mémes ¢quations par la variation de Iy
constante arbitraire.

Ainsi le probléme analytique que nous avons résolu au
commencement de la legon précédente, se réduit & trouver
des courbes qui, ayant un paramétre variable , puissent
former , par lear intersection mutuelle, une courbe ordonnée.

On peut donc présenter ce probléme ainsi :

Ayant deux courbes dont les équations soient donndes, et
dont Vune contienne deux constantes arbitraires , trouver la
relation nécessaire enire ces deux constantes, pour qu'en
faisant varier celle qui demeure arbitraire, on ait une infinits
de courbes du méme genre, qui, par leur intersection conti-
nuelle , forment toujours T'autre courbe donnée.

Pour le résoudre, il n'y aura qu'a chercher, par les mé-
thodes exposces daus la legon précédente, la relation entre
les constantes ¢ et & de I'é¢quation donnée

I;'(’ri ’yl a’ b):‘o)

pour qu'a cette équation , regardée comme une équation
primitive ordinaire , réponde I'équation primitive singuliére

_y::'z‘ac,

qui sera celle de la courbe qui doit étre formée par linter-
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section continuellz des courbes dounles par 'autre équation.
Le probléme resolu par Leibniiz, Pa été aussi par Jean
Bernoulli, dans ses lecons de Caleul intégral (tom. ITT des
euvres de Jean Bernoulli, lecon XITF7), mais par un autre
voie qui I'a conduit an méme résuliat. En considérant deux
normales infiniment pro-hes, i ahserve que Taccroissement
infinintent petit de la normale, et & Vaceroissement de la
partie de 'axe qui répoad & la normale, comme la partie de
Faxe comprise entre l'ordonnée et la normale, est & la normale
méme; ce qui est facils & voir parla similitede des triangles.

11 a ainsi, suivant Iesprit du calcul différentiel , ennommant,
comme plushaut, ¢ la partie de I'axe qui répond i la normale,

etl la normale meime, Iéyuation

dlv_~ a—x
Pt

d'mn autre cbté, la considération du friangle rectangle dong
best Ihypothénuse, etyeta—ax les deux cotés , donne

¥+ (a—x )=
Be ces deux équations il tire

bdb
x:a-——(z;,y:b 1/(1

Or les conditions du probléme donnent b en fonction de a :
ainsi on aura x et y en fonction dea, et chassant o, on aura
Véquation de la courbe cherchéeen xety.

En supposant, comme dans 'exemple de Leibnitz,

b= 1/(ka),

db 1 kY
EI;V(a)’

on a
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donc, faisant ces substitutions dans les valeurs de z et ¥,
on aura

L 2
X T=(— — QR e n Y
o 'y l/ < 4 4 3
d'on éliminant ¢, il vient
k2
y=kx+ 7

pour I'équation de la courbe cherchée , quon voit étre laméme
parabole que Leibnitz avait trouvée par une méthode tout-s--
fait différente.

Telle est la solution de Jeon Bernoulli, qui comcide ,
comme on le voit, avec celle de Leibnitz, et sur laquelle,
parconséquent , on peut faire les mémes observations.

D'abord on peut étre étonné que Bernoulli n’ait pas re-
marqué que ce probléme appartient essentiellement 4la méthode
inverse des tangentes, et que, parconsécuent, la solution
générale dépend d'une intégration qui doit nécessairement
introduire une constante arbitraire dans I"équation entre x ety;
et cela peut surprendre d’avtant plus , gu’il avait donné
auparavant, dans les mémes legons, les expressions différen—
tielles de la normale et de la sous-normale, et que le probléme
ne consiste qu'd établir, entre ces quantités, une relation
donnée.

Ensuite il est clair, par ce que nous avons vu plus haut, que
la solution de Bernoulli dépend d'unc équation intégrale ou
primitive singuliére ; et pour le démontrer par sa propre analyse,
il suffit de considérer qu'on aura directement I'équation enx
et y, en substituant la valeur de b en ¢ donnée par le probléme
dans les deux équations

db  a—ax

=T ¥+ (a—x)=bh*

et éliminant ensuite q.

Ainsi ;
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Ainsi, en supposant
b=y (ka),
tes deux équations deviennent

2 —
él//:z :—:"(Z% Y+ (a—x)=ta}

ja premiére donne

k k
F=a—x; donc a:x-}—-—g—;

ce qui étant substitué dansla seconde, on a

y“+-§2=kx+ %; dot y*=skx 4

s
4 >
comme on I'a trouvé,
Or, je remarque que I'équation différentielle
db a—x
L ou bdb=(a—zx) du

w'est autre chose que la différentielle de I'autre équation
Y+ (a—ax )=,
en faisant varier seulement a et b.

Ainsi, comme b est suppos¢ fonction de «, la solution se
reduit & faire varier ¢ seul dans I'¢quation

Y bat—oox -0t —bi=o0,

et & éliminer ensuite ¢ an moyen de cette nouvelle équation ,
ce qui revient , comme l'on veit, au progédé de Leibnitz,
: ®
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puisque 'équation est la méme que son équation av cercle :
on voit aussi que ce procédé coincide avec celui qui donne
Véquation primitiva singuliére de P'équation dérivée ou diffi-
rentielle, dont la méme {(quation

¥ -zt gax ot = bt =0

serait 'équation primitive, « étant la constante arbitraire.

On aura donc cette équation dérivée, en éliminant g de
Véquation primitive parle moyen de sa dérivée

w4 x—az=o;

ou bien en déterminant aet b, par le moyen de ces deux
équations, et substituantleurs valeurs dans celle qui renferme
la relation entre les quantités @ et b, donnée par les conditions
du probléme.

Or ces équations donnent
a=x+yy,b=yV (14y"),

expressions qu'on voit étre les mémes que nous avons trouvées

plus haut pour la normale 4, et pour la partie de I'axe @ qui

répond & cette normale ; de sorte que si la relation entre

ces deux quantités est représentée , en général, par
®(a,b)=o0,

Yéquation dérivée qui répond 4 la primitive

¥ 2 o @ b
sera

oLy, Vy (1 +y?) I==o.

Clest I'équation générale du probléme de Leibnitz et de
Eernoulli, dont ils ont trouvé I'nn etl'autre, par des méthodes



[Et

DES FONCTIOGNS. 275
diffirentes, Péquation primitive singuliére, sans se douter de
Pespece de contradiction que leurs solutions présentaient avec
Jes principes mémes du calcul différentiel.

Avant de quitter cette analyse, il est hon de montrer ¢
priori , pourquoi les expressions des constantes et b, tirées
de Iéquation au cercle

¥t 4z — 20z - @*— b*==0,
et de sa deérivée
¥ +x—a=o,

sont les mémes que celles qu’on trouve pour la normale et
pour la partie correspondante de I'axe , dans une courbe quel-
conque rapportée aux coordonnées x, y.

Si l'on congoit un cercle qui touche une courbe dans un
point, il est clair que son rayon, dans ce pojnt, deviendra
la normale & la courbe. Or Véquation dont il sagit , est,
comme nous I'avons déjd vu, celle d'un cercle dont le centre
est dans I'axe et répond a I'abscisse a, et dont le rayon est b;
et pour que le cercle touche une courbe donnde , il faut
premiérement qu’il ait un point commun avec elle , dans
Yequel, parconséquent, les coordonnées x, Yy seront les mémes ;
il faut ensuite que la valeur dey’ soit aussi la méme dangs
le cercle et dans la courbe, comme nous 'avons démontré
rigourensement dans la seconde partie de la 7%héorie des
fonctions ana{ytiques : ainsi, pour que & devienne la normale
ala courbe, et que @ soit la partie de l'axe qui y répond,
il faudra que V'équation

L)
¥yt (xm—a ) —b*=o0,
et sa dérivée, prise en regardant @ et & comme constantes ,
y +a—a=o,

aient lisu en méme temps, par rapport aux coordonnées z, y
2
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de l1a courbe ; d'ott I'on tire, pour ¢ et b, les valeurs données
ci-dessus.

Les solutions de Leibnitz et de Jean Bernoulli offrent les
premiers exemples des équations primitives singulieres ; mais
Tailor est peut-étre le premier qui ait trouvé directement
une équation primitive singuliére d’aprés Péquation derivée.

Dans son ouvrage intitulé Methodus incrementorum, qui
@ paru en 1715, Tailor étant parvenu (pag. 27, pour la
solution d'un probléme, & cette équation diffirentielle (' emploie
ici, pour plus de commodité, la notation diffirentielle & la
place de la notation fluxionnelle des Anglais, ces denx notations
exprimant la méme chose dans le fond), .

d dy*
1=y =gy + (4

dans laquelle y est fonction de z, il la différencie , en faisant
dz constant et il obtient Péquation ,

N
[—-—2zy+2(1 ~-2%) % id—zx = 0}
d’onr il tire
N
diy=o0, on zy—(1 42 =0
Cette derniére équation donne

dy _ zy

dz 14z’

ce qui réduit la proposée a

zz’ﬂyn
142* "

1= .}'2 —
. &ayoir,
1423 ==y?,
qui est, dit-il, singularis queedam. solutio problematis,
Considérons I'antre équation d’ =0, ol dz est constant,.
G prenant successivement ses deux primitives ouintégrales, on 2
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y=a-+bz
oft @ et b sont deux constantes arbitiaires; mais la proposce
n'é¢tant que du premier ordre ne comporte qu'nne seule sr-
bitraire, il faut donc y substituer cette valeur de ¥ pour avoir
la relation qui doit avoir lieu entre a et b3 et pour ceja il
suflit de supposer par tout z=o, auquel cas on a

y=a, —+=b,
et Péquation devient
dy*
Vim=yre Z%;’
done
i==a* - b,

b=y (1—a%).

Il est évident, par ce que nous avons démontré dans les
dernicres legons, que la sclution que Tailor nomme singuliére,
n'est autre chose quune équation primitive singuliére de
I'équation du premier ordre

1=y*—azyy’ 4 (1 +2*)y",
y=a-43z1(1—-a*)

est T'équation primitive compléte ; car la dérivée de cette
equation du premier ordre étant, en faisant 2/ =1 ,
[—2zy+2(14+2)y ]y =o,

/ le facteur du premier ordre —2zy3(142*)y donnera
Péquation primitive singuliére, et Yautre facteur y” donnera
Péquation primitive ‘compléte, comme nous Vavons montré
dans la legon seizizme.

On peut aussi tirer la premiére de la seconde, par les
principes exposés dans la lecon quinzitme : car I'équation
primitive complete étant

y=a-z v (1—ad)

et pavconséquent

.

dont

Gi
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sa dérivée relative & a sera

za ]
v (=)’

éliminant ¢ de ces deux équations, on a

o= ] ==

-2t =yt

Long-temps aprés , en 1734, Clairaut, en résolvant quelques
problémes sur des courbes, fut conduit & une équation diffé-
rentielle, dont il obtint aussi deux intégrales différentes par
le moyen de la différenciation; il était parvenu & ces deux
équations

(x—u) Tiu ==y —du, et dy =Tudr,
Tiu et du étant des fonctions données d’une variable v qu'il
s'agissait d’éliminer,

L’¢limination étant impossible en général, il eut lidee
heureuse de difftrencier la premiére, et d'y substituer la
valeur de dy, tirée de la seconde; on a ainsi cette équation

(Mue—ulVu—o'u) du = o;
d’oti I'on déduit deux valeurs de 2, P'une donnée par I'équation
My by 'y == 0;

Yautre par I'équation

du=o,
laquelle donne par I’intégration

L=a,
@ étant une constante arbitraire,

Ces deux valeurs de u, étant substituées dans la premiére

équation

(x—u)Tu=y-—adu,
donneront deux intégrales enax et y, 'une sans constante ar-
bitraire , l'autre avec la constante arbitraire a, et qui sera

(x—a) lla=y—9a,
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iaguelle ne représente, comme I'on voit, que des lignes droites.

Clairaut examine ensuite quelques cas particuliers du meéme

probléme, ol il fait voir comment le calcul mtégral ne donne

jamais que les lignes droites exprimées par I'équation générale

xiTq — a_.Ha:y— da,

et comment les équations trouvées par la premiére méthode )
échappent & lintégration.

« J'ai eté bien aise, dit-il, de monirer cette singularité
de caleul, qui s'est présentée d’elle~méme ; on pourrait I'é-
noncer , indépendamment du probléme présent , de cétts
maniére :

» Il y a des équations différentielles capables d'ayoir deux
solutions différentes I'une de lantre, dont l'une ( et méme
dans ce cas—ci la plus géoérale) n'a pas Desoin du caleul
intégral ; telles sont les équations

xdydx —dy? = ydu? - dyda
a laguelle
y==x*}0x - 1, et 200 X =T 4y o 1 = g2
satisfont également ; et ‘
ady® 4 xdy* —— ydydx==xdxdy — ydzs,
qui donne pour solutions ‘
xz

vy —Vy=V'4a, et bby—abx + oby = 4a
» En général, (—l‘:—((—%-z

@,y dr, dy serait de celte nature ; intégrée , elle donnerait
une équation ; et, sans ancune intégration ,

=4 une fonction quelconque de

o (x,y)=o0
serait autre. n
Foyez les Mémoires de 1' Académie des Sciences pour 1734 ,
p. 213,
4
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En rapprochant ces différentes solutions de notre théorie,
il est évident que celles qui ne reaferment point de constante
arbitraire , ne sont que des équations primitives singuliéres,
et que les autres, qui contiennent une constante arbitraire,
sont les équations primitives complétes ; mais Clairaut a tort
de regarde: ces derniéres comme moins générales, parcequ’elles
ne representent que des lignes droites.

A Dégard de 'é¢quation différentielle

i db(x’y):F(.r,y,ﬂ’-)dx

®(x,y) dx ?

on ne peut pas dire, en général; avec Clairaut, que I'é-
quation finie ‘

o(x,y)=o,
est de la méme nature que les intégrales 'qu'il avait trouvées
auparavant suns constante arbitraire ; car cette intégrale peut
&tre une équation primitive singuliére , ou simplement un cas
particulier de DI'équation primitive compléte.
‘Carsi on fait, pour abréger,
o(x,y)=x2,
et qu'on suppose quayant tiré de cefte équation la yaleur
. . dy .
de yenz, on la substituedanslafonction F (x, Y 2’; ) ,0n aura

une équation en'x etz de la forme
ds dz N
-Z--:.f(x,z,;zd—v)dx,

2'=z2f(x,%,2).

“ou bien

Pour quez=co soit une ‘équdtion primitive singulitre, i}
faudra que 2 == 0 donne

N
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comme nous I'avons vu dans la legon seiziéme; or, en prenant
la dérivée de Véquation précédente , on verra que cette
condition ne peut avoir lien que lorsque z == 0_donnera

of (2)=1.
Dans les autres cas , équation z=c ne pourra donc étre
qu'un cas particulier de Iéquation primitive compléte.
En effet, en regardant d'abord z comme trés-petite , et né-
gligeant z dans la fonction f(x, z,2’), on aura simplement

2 =zf(x);

d'ett T'on tive

Z’

P f (x),
et prenant les fonctions primitives

by =f, (x)+k;
k étant une constante arbitraire.

Je denote parf, avec un trait placé an bas de la carac-
téristique £, la fonction primitive dénotée par la simple carac-
quef, p par. ple cal
thristique f; on pourra de méme denoter, dans Yoccasion ,
par y,la fonction prin}itive dey; pary, la fonction primitive
dey,, c’est-a-dire, la fonction primitive seconde devy, et ainsi

T 2 P } 3
des antres. Cette notation, que javais déja proposée dans
: tion, que ja prop
Youvrdge sur la Reésolution des Equations numeériques , me
parait dussi propre pour désigner les fonctions primitives ,
que la notation ordinaire I'est pour les fonctions dériyées.
Maintendnt il est clair que, dans équation

la=f,(x) -4k,

z=0, \

on aura

en faisant la constante k infinie , ‘puisque

lozm—co,
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Ainsi
Z==0

sera alors un cas particnlier de1'équation primitive compléte,

Euler avait avssi trouvé, dans sa Mécanique , différens
exemples de cette duplicité d'intégrales; il avait méme donné
des régles pour les découvrir dans quelques cas, conune
on le voit dans les articles 268 , 303, 335 du second tome
de la Mécanique; mais ce n'est que plusieurs années aprés
qu'il s’estocenpé, ex professo, de cette partie du calcul intégral
dans un Mémoire intitulé : Exposition de quelques Paradoxes
die caleul intégral , et imprimé dans le Recueil de [ Académiz
«de Berlin pour 1756.

Dans ce Mémoire, Euler se propose différens problémes
relatifs aux tangentes, qui conduisent naturellement a des
daunations différentielles , et il remarque qu’ils ont chacun
deux solutions, dont l'une résulte de Uintégration, et admet,
parconscquent , une constante arbitvaire , et dont V'autre est
indépendante de Vintégration, et peut se trouver méme par
a différenciation de I'équation.

Veici un de ces problémes, On demande une courbe telle,
que, tirant de deux points donnés des perpendiculaires sur
une qguelconqgue de ses tangentes, le produit de ces perpen-
diculaires soit une quantité constante.

Faisons passer 'axe des abscisses par les deux points donnés,
et soient p etq les deux abscisses qui répondent & ces points,
et ¢ la sous—tangente & un point quelconque, c'est-d-dire, la
partie de l'axe comprise entre la tangente et l'ordomnéey,
on aura f—x pour la partie comprise entre la tangente et
Vorigine des abscisses; donc t— a2 4-p et t—x g seront Jes
parties de l'axe comprises enire les deux points donnés et
Ia tangente. v

Avant abaissé de ces points des perpendiculaires sur
tangente, on formera par lu denx iriangles rectangles sem—
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blables au friangle rectangle formé par la tangente, Pordonndée
y et la sous-tangente t; il est visible que, dans ces triangles,
Tes lignes t — —+p,t—a~-grépondront 4la tangente méme
qui est§/ (y*~-1*), et que les perpendiculaires dont il agit
répondront & Vordonnée y; de sorte quon aura pour ces
perpendiculzires, les valeurs

(t—x4p)y (—zx4q)y
V+e) 2 vy +)

parconséquent I'équation du probléme sera

(t—24p) (t—ztq)y*
y2+ I3 2

k étant une constante donnde.

Or, le rapport de Tordonnée a la sous—tangente é&tant
exprimé par 1a fonction prime y', on a
Y
: =Y
parconséquent
= ‘-x H
Y

cette valeur {étant substituée dams l'équation précédente,
elle se réduit &

O=yYz+py) G—=yz+9) _,
1 +ym . 4

équation du premier ordre.

Cette équation, étant mise sous la forme différentielle ,
et multipliée par dx* 4 dy®, devient

(yde—ady 4 pdy) (ydx —xdy - gdy)m=l (d* - dy*) =03

c'est I'équation donnée par les conditions du probléme.

Euler remarque qu'il serait difficile d'intégrer cette équa-
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tion directement; mais qu'on y peut parvenir facilement
en la dilférenciant.

On a ainsi, en prenant dw pour constant,

(ydz —xdy +qdy) (p—2x)dy
“+ (ydr~xdy 4-pdy) (q—x) &’y —okdydly=c,
équation toute divisible par d?.
En la divisant d'abord par d%y, on a celle-ci,
(ydo—xdy+ qdy) (p —2)
+ (ydoe — xdy + pdy) (9 —=x)—>2kdy=o0,
qui n'est que du premier ordre , comme la proposée, et qui,

étant combinée avec elle, donnera, par I'élimiration dedy,
une équation finie en x ety.

.

fin effet, cette derniére équation étant multipliée par dy,
et retranchée dela premiére multipliée par 2, on aura celle-ci,
oy*dx® 4-ydydx (p+g—2x) — ahdx*=o0;3
d'on Pon tire
dy o (k—y*
de "y (p+ g—2x)’
mais la méme équation donne

dy ___ y(p-+qg—ox) )

dx T a[k=—(p—ax) (g—=x)]’
donc, comparant ces deux valeurs, et multipliant en croix,
on aura celle-ci,

Y (p+q—oxy=4(k—y) k—(p=2) (§—x)];
laquelle se réduit a

[ (p=q) 4 4k1y* 4k (p =) (q=—=) =4,
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tt, plus simplement encore, &

o ey D =

équation 4 une ellipse dont le carré du petit axe estk, et

— 2
le carré du grand axe est k - (f___‘l ; de sorte que

2
} e .
ZTE sera la distance duo centre au foyer; et comme le centre
P+gq il

2
9

foyers répondent aux abscisses petq, et sont, parconséquent,
dans les deux points donnés.

de Pellipse répond & T'abscisse s'ensuit que les deux

En effet, on sait, par la théorie des sections conigques ,
que le produit des perpendiculaires mendes de chacun des
foyers sur une tangente quelconque , est constant, ‘et égal
au carré du petit axe.

L’équation que nous venons de trouver ne renferme point
de constante arbitraire, puisqu’elle proyient de deux équa-
. . . . C dy
tions différentielles du premier ordre par I'élimination de d_y ;

-
mais on anra une autre équation, avec une constante arbitraire,

par le moyen de lautre facteur dy, lequel donne I'équation
du second ordre

d'y = o;
’oit T'on tire
dy=uadz,

@ ¢tant une constante arbitraive; cette équation étant com-
binée de nouveau avec la proposée, on aura celle-ci,

(y—=ax+ap) (y—-aztag) =k (1 +a),



224 CALCUL
d'oti 'on tire

D e T =]

équation & deux lignes droites.

Il est visible , en effet, que la ligne droite satisfait aussi
au méme probléme, pourvu qu’elle soit placée de maniére
que le produit des deux perpendiculaires menées des deux
points donnés sur cette ligne, soit égal 4 k.

Si, dans les expressions générales de ces perpendiculaires

trouvées ci-dessus, on substitue pour? sa valeur 5‘3; » ou bien
3—;—?—:, suivant la notation du calcul différentiel, on a
Y

y—xdytpdy . y—axdytqdy

vV (dx*+-dy?) v (dx®~dy<)

Soit
y=ax-b

en général l'equation a la ligne droite, on aura

‘

dy = adx; .
substituant ces valeurs , lesdeux perpendiculairt‘es"c‘levi,e,ndront
bd-ap ot b+ag ‘
vQ+ae) v {(i+4a)’
et I'on aura V'équation
(bt ap) (btag)=R(1+a%);
d'ott Yon tire

b==—aua (’Li-—z)i vI( 1;'“’)" +a (}1;_1)“ ]5

ce qui donne les mémes lignes droites que nous venons de trouver.

Telle est lanalyse d'Zuler, que j’ai rapportée en entier,
et méme avec un pen plus de detail, pour servir d'exemple
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dans une matiére qui est encore peu traitée dans les ouvrages
climentaires.

On voit que ce probléme admet réellement deux solutions
tres-différentes , puisgue I'une donne des lignes droites , et
Pautre donne une ellipse.

Euler n'a pas cherché & rapprocher ces deux solutions
et a les faire dépendre V'une de l'autre; il s'est contenté de
donner cette duplicité de solutions comme un paradoxe de
calenl intégral, par la raison que "équation qui contient une
constante arbitraire, et qu'on doit, parconséquent, regarder
comme intégrale compléte , ne renferme cependant pas I'autre
¢quation finie , qui satisfait également & Iéquation différentielle y
ce qui parait, en effet, contraire aux principes du calcul
différentiel.

Euler regarde aussi comme un paradoxe, que Ja différen-—
ciation puisse suppléer & Tintégration, ce qui ne doit s’entendre
cependant que de lintégrale sans constante arbitraire, qui
résulte immédiatement de la différentielle de Véquation pro-
posée, combinée avec cette méme équation ; car, pour I'autre
intégrale qui dépend d’une intégration subséquente, elle est
conforme aux principes généraux du caleul.

D’aprés la théorie que nous avons donnée sur les équations
primitives singuliéres, on voit clairement que ces paradoxes
d'Euler ne sont que des résultats particuliers de cette théorie.

Il est évident que I'équation & Vellipse, qui est sans constante
arbitraire , n'est que I'équation primitive singuliére de I'é-
quation du premier ordre, donnée par les conditions du
probléme , puisquielle résulte du factewr du méme ordre
qui multiplie la dérivée de la méme équation ; et que 1'é-
quation & la ligne droite, qui vient de l'antre facteur da
second ordre, est donnée par I'équation primitive compléte,
avec une coustante arbitraire, conformément & la théorie
développée dans la legon seizidme.
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Si de I'équation a la ligne droite
y=axr+4b,
et de sa dérivée
y":—..a,
on tire les valeurs des constantes aet b, ona
a=y, b=y —zxy';
et ces valeurs , substitnées dans l’equatxon donnée par les
conditions du probléme ; savoir,
Cb+tap) (b+aq)=k(1+4a*),

fournissent celle-ci,

(y—ay +py) =2y +ay )=k (1 +y*),
qui est, comme l'on woit, P'équation du premier ordre }
laquelle le probléme conduit directement. Ainsi cette équation
appartient i la classe que nous avons examingée a la fin
de la lecon précédente, dont la forme générale est

& (a, b)=o,

et qui est tou)ours susceplible d’une equatlon primitive
singuliére qu’on peut obtenir par Pélimination de ¥, an moyen
de la dérivée relative 3y, ce qui redonne le résultat que
nous avons trouvé.

Sil’on voulait tirerl'équaiion primitive singuliére de]’équation
primitive complete, d’apresla théorie de lalegon quinziéme, il

n'y avrait qu'a substituer d'abord dans l'éguation de condition
enceth, la valeur de b tirée de I'équation

y=axr-b,
te qui donneia celle-ci

(y—oax-tap) (y—axtap)=k(14¢),
qui
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qui est & deux lignes droites, et qu’on peut regarder comme
I'équation primitive du probléme, dans laqueile a est la cons-
tante arbitraire. Ainsi il n'y aura qu'd éliminer @ au moyen
de cette équation et de sa dérivée , et I'on aura encore
le méme résultat, puisque 'équation eny’ a la méme forme
que 'équation ena; ce qui sert de plus en plus & rapprocher
les différentes méthodes que nous avons dounées.

Nous avons démontré, a 'occasion du probléme de Leibnitz,
que toute équation primitive singuliére représente la courbe
formée par Vintersection continuelle des lignes représentées
par I'équation primitive compléte; ainsi on peut dire que
Yellipse qui résoutle probléme d’ Euler, est formée parl'intersec~
tion continuelle de toutes les droites représentées par 1'équation

(y—ax-tap)(y—axtaq)z==k(1-+a),

en supposant que la constante o varie de I'une A Tautre.

Par cette considération, on pourrait donc aussi résoudre
le probléme d'Euler, comme Leibnitz avait résolu celus dont
nous ayons parlé au commencement de cette legon, et parvenir
directement a I'ellipse, qui n’est donnée parV'analyse que d’une
maniére indirecte.

Jusques 1& on n'avait considéré les équations primitives
singuliéres que comme des solutions particuliéres qui se pré-
sentaient d’elles-mémes et sans intégration, et on n’avait encore
aucun moyen pour reconnaitre, d priori, si une pareille solution
pouvait étre comprise ou non dans la solution générale donnée
parlintégrale compléte de I'équation différentielle du probléme.
Euler a donné le premier une régle générale pour cet objet,
dans le premier volume de son Caleul integral ; et Laplace
a montré ensuite comment on peut déduire de I'équation
différentielle , les solutions particuliéres qui échappent a
Tintégrale compléte, comme nous I'avons rapporté & la fin
de la legon quinziéme.

T
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Il restait & dévouvrir o liaison entre ces intégrales parii-
culitres et les intégrales complétes, ainsi qu'entre ies conrbes
données par les unes et les autves, et & rappeler toute I
théorie de ces différentes intégrales, aux premiers principes
dr calcul différentiel ; c'est ce qu'on s fait dans un mémoire
sur ce sujet, imprime dans le Recueil de I'Académie de Berliy
de 1774, et dans un autre mémoire imprimé dans le meme
Recueil pour 1779.

Comme ce point d'analyse est un des plus intéressans par
ses différentes applications, j'ai cru devoir en dévelepper touts
la théorie dans ces legons, en y joignant des considérarions
nouvelles et des détails historiques qui peuvent faive plaisir aux
analystes et servir & I'histoire de cette partie dss mathématiques.
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LECON DIX-HUITIEME.

Digression sur les équations aux différences
Sfinies , sur le passage de ces différences aux
différentielles , e¢ sur linvention du calcul
différentiel.

LES premiers auteurs du caleul différentiel, Barrow et
Leibnitz , ont considéré les quantités variables comme crois-
sant par des différences infiniment petites, et oni inventé les
équations différentielles pour déterminer les rapports de ces
différences. Comme la suppesition des quantités infiniment
petites répugne 4 la rigueur de I'analyse , on a considéré depuis
les accroissemens des quantités variables comme finis, et on a
formé , a l'imitation du calcul différentiel , un nouveau caleul
pour les différences finies , dans lequel les résuitats sont rigou-
reusement exacts. Ce caleul , dont Tzilor avait donné la pre-
miére idée dans son Methodus incrémentorum , et dont on s'est
beaucoup occupé dans ces derniers temps, sous le nom de
Calcul aux differences finies , sert & trouver la loi des termes
consécutifs d’nne série ou progression dans laquelle on connait
Vexpression ou la formation du terme général ; et réciproque-
ment a trouver I'expression du terme général, d’apreés la loi des
termes consécntifs.

* Mais nous ohserverons que , dans ces recherches, 1a considé-
ration des différences n'est point nécessaire comme dans le
calcul différentiel , et que leur emploi peut mieme étre plus
incommode qu'utile , parceque la suppression des termes
infiniment petits, qui produit la simplification du calcul diffé-
rentiel , n’ayant point lieu dans les différences finies , il arrive’
souvent que les formules en différences, sont plus compliquées’
2
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que si elles contenaient immédiatement les termes successifs
eux-mémes.

Drailleurs I'analogie qu'on a cru pouvoir établir entre le
calcul aux différences infiniment petites et le calcul aux
différences finies, est plus apparente que réelle , malgré la
conformité de quelques procédés et de quelques résultats ; car,
dans celui-ci, on considére les différens termes de la progres-
sion, comme rep. ‘sentés par une méme fonction de quantités
différentes d’un terme a l'autre , et les équations aux diffé-
rences finies ne sont que des équations entre ces mémes fonc-
tions : au liew que les équations différentielles , ou aux
différences infiniment petites , sont essentiellement entre des
fonctions différentes de la méme variable, mais dérivées les
unes des autres par des régles fixes et uniformes.

Les équations aux différences finies , ne sont autre chose
qu’une suite d'équations semblables entre différentesinconrues,

par lesquelles on peut toujours déterminer successivement cha-
cune de ¢es inconnues,

Mais la loi uniforme qui régne antre ces équations , fait qu'on
peut regarder leurs inconnues comme formant une suite ré-
guliére et susceptible d'un terme général ; et V'expression de
ce terme donne alors la résolution générale de toutes les
équations.

Ainsi le calcul qu'on a nommé wux différences finies , n'est
proprement que le calcul des suites , et ne peut étre assimilé
au calcul différentiel qui est essentiellement le calcul des
fonctions dérivées.

Mais on a pensé que la considération des différences finies
pouvait conduire 4 celle des differences infiniment petites, et que
le calcul aux différences finies conserverait toute sa rigneur,
en devenant calcul différentiel , par I'omission des termes
infiniment petits. Et de la est née la méthode des limites dans
laguelle on regarde le rapport des différences infiniment pe-
tites , comme la limite du rapport des diférences finies , et les
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équations différentielles , comme les limites des équations aux
différences finies.

Je ne disconviens pas qu'on ne puisse, de cette maniére ,

démontrer la légitimité des résultats du calcul différentiel;
mais , uoique cette marche paraisse directe et naturelle, le
passage du fini & l'infini exige toujours une espéce de saut,
plus ou moins forcé, qui rompt la loi de continuité, et change
la forme des fonctions,
. Ayant réduit, comme nous 'avons fait, le calcul différen-
tiel & ses véritables élémens , les fonctions dérivées, et l'ayant
ainsi entiérement séparé du caicul aux différences finies, nous
avons cru devoir dire deux mots de la nature et des usages de
celni-ci, qui n'est , & proprement parler , que 'analyse ordi-
mnaire appli, née 4 une suite de quantités qu'on suppose dépendre
d'une méme loi.

Soit une suite de quantités

1 a

° 3 4
Y ¥ ¥ ¥ Y ete.
¢qui répondent & ces quantités en progression arithmétique
0,1,21,3i, 4, etc.
‘Désignons , en général , un terme quelconque de la premiére
suite, par y, etle terme correspondant de la seconde suite ,

par x; désignons de plus par 3}, 5/, 5/, etc. , les termes qui ,
dans la premiére suite , suivent le terme y, et qui répondent
aux termes .

w41, x-ai, 2431, etc.

de la seconde.

Enfin , désignons, pour plus de simplicité , par les caracté-
ristiques A, 4% etc. , les différences premiéres, secondes, eic.
des termes de 1a premiére suite , de maniére que l'on ait

Ay:_}lt —Y, A’_y--_:37--.-2_)"-{-_)/,etc.’5
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A Yégard de la secoade suite, il est clair qu’on aura

Ax==1i et Ax==o0, etc.

Cela posé , supposons d’abord que la premiére suite soit
formée de la seconde par cette loi trés—simple
y=ax,
a étant un coefficient comstant pour toute la suite.
. 4 ) .
On aura donc aussi, en changeant y en yetxenzi,
Péquation
. .
y=a (x--1);
et comme les deux équations doivent avoir lien en méme
temps , on pourra , si l'on veut, en éliminer la constante a.
Retranchant, pour cela , la premiére de la seconde, on
aura
y—y=a; ou Ay=ma;

d'ott 'on tire

donc , substituant cette valeur. dans la premiére , elle de~
viendra

La premiére équation
y=ax

donne le terme général de 1a suite ; Yautre équation

. ZA
y= —,-'x

donne la loi entre les termes successifs ; car, puisque

ay=y—y,
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on aura

x-E

+

j:y-}—%,ouj: ¥

|

Réciproquement , on voit que cette loi des termes &tant
donnée , le terme général sera nécessairement

_y: ax

@ étant une constante arbitraire ; et il est facile de se con-
vaincre que cette expression de y en x est la plus géuérale qui
puisse répondre 4 I'équation anx différences

* Si la différence i de la progression arithimétique devenait
infiniment petite , la différence correspondante £y deviendrait

. - . Ja)
infiniment petite aussi, et lewr rapport -—;Z » que mous avons

wu éitre égal a4 Ja constante arbitraire ¢, serait toujours le
méme. Dans Vinfiniment petit, ce rapport devient égal & la
fonction dérivée y’, en regardant y comme foaction de x,
et I'équation devient alors

y=azy"
qui est Véquation dérivée dont
y=ax
est Véquation primitive, a éiant la constante arbitraire.
Supposens maintenant cette loi
y=ar4a*,

qui n’est guére plus compiiquée que ja précédente.
4
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On aura donc aussi , en changeant y en yetxenx <-i;
y=ax4a4a*;
vetranchant la premidre de celle-ci, et mettant Ay pour

j—-_y,onaura .
Ay ==ar;

A
a=-'i2';

d'ott P'on tire

et subsiituant cette valeur i la place de @, on aura

xA Ay?
y=+5,

&quation aux différences finies , et qui est indépendante de la
constante a.

La premiére équation donne donc expression du terme gé~
néral , et la seconde donne la loi entre les termes successifs,
de maniére que cette loi étant proposée, on aura, par la
premiére , le terme généval avec une constante arbitraire a.

L’analyse précédente suppose que la quantité @ est indépen-
dante de x , puisqu’elle demeure la méme dans les deux
équations successives ; mais si elle dépendait de =, de ma-
niére que les deux équations enssent néanmoins la méme forme
que dans le cas o elle est constante , il est clair que Wéqua-
tion aux différences qui résulte de ces deux équations par
Y'élimination de a , serait encore la méme ; parconséquent on
aurait plus d'une équation en x et y pour la méme équation
aux différences : c’est le principe qui donne les équations
primitives singuiiéres, comme on I'a vu dans la legon qua-
torziéme.

Supposons donc , en général, que la quantité ¢, qui répond

4 L v . .
4 x, devienne g, g, etc., lorsque x devient-x4-7, x-21, etc. ,

/
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es deux é nations successives dont {'une ré ond & X et
]
Yauire & x +l » seront

¥ = ax <+ &,
y = (x4 i) 4o
Or, si onsuppose que les quantités o et @ soient telles que
Lon ait
@ (zti) f@=a(z+ i) + o,

la seconde équation deviendra

j::.a(:c-i—i)-f-a’

comme dans Ie cas on o est supposé constante ; parconsé-
quent on aura également , par I'élimination de a , I'équation
aux différences

xA Ay*
y==2+

-i—ﬂ-.

il s'agit donc de trouver le terme général de la série dont
les termes conséoutifs a et ¢, répondant 4 x et -+ i, ontentre
eux la relation déterminée par I'dquation ci-dessus , qui se
réduit a eette forme

’ . 7
° PPl (24 i) (¢=—a)=o,

et qui est , comme on voit , du genre des équations aux dif-
férences.

Cette équation se réduit &

[a+ad(24i)] (d—a)=o,

&t se dérnmpese , parconséquent » en ces deux~ci, .

4 , \ .
t==a=0,a¢+tatxdi=o.
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La premiére donne
’
a=e,

et , parconséquent , @ égal & une constante quelconque ; ¢'esr
le cas que nous avons supposé d'abord.

) . . Y2
La seconde donne une relation entre a et ¢, d'aprds Tagmelle
il faut trouver le terme général.

Pour simplifier cette équation , je suppose d’abord
e = u-{- mx+$ ” ,

m et  étant des constantes , ¢t = une nouvelle variable; ai

¢'z=rz.+m(:c+i)+n,

¢t Véquation devient , par ces substitutions,

vt ud(emt1)ezdont (m1)i=o,
ot je penx faire disparaiire les texmes indépendans de .,
Je fais donc

am-~1:20 et an-(m-f1)i=o
ce qui donne

27 T000 e ’n=—n

we

L
4

Ble

dg sorte gqu'en faisant

8 == 1L e el

x
7 »

E-N KN

I'équation se réduit & cette forme plus simple ;

v - n== 0.
Jobserve maintenant qu’en supposant

=,
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betr étant des constantes, on a

2 == bye+i;

et la substitution donne
brtidbr* =0,

équation divisible par 6%, et qui donne

r4=1=o0:
doit Ton tire ]

R

Pomewl of ro==(==1i)i

Ainsi I’expression

u=.’7(—1)-§

satisfait 4 I'équation avee la constante arbitraire 4. En effet,
en supposant cette équation enu et , pour faire disparaitre
la constante b, on prendra D'équation successive

; X1
uz=b(—1) } =meb(=1)],

et, éliminant 5, on aura

vdv'=o0,
équation proposée.

Donc T'expression générale de @ sera

, .
S x i
a==b(=1)l— = =;
( ) 2 4 3

et cette valeur, substituée dans I'expression de y, donnera
un nouveau terme général avec une constante arbitraire b, qui
satisfera également a la méme équation aux différences

xAy | Ay*
y= —= -t e

|
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Pour faciliter cette substitution , je mets I'expression donnée
de y sous cette forme '

x a2 m!
y=(=+3) -7
et 'y substitue , pour a , la valeur qu'on vient de trouver ; i}

vient cette nouvelle expression de y

™ x*

y:[b(—-l):—:——z --—Z

Comme b est ici une constante arbitraire , on peut aussi
la fajre disparaitre par 'équation successive , dans laqueile
x devient x -} i, et y devient y ou y 4~ Ay ; on aura ainsi

y+Ay= [—-—b (- 1)15-—2:]2— (x-z i)’,

4 cause de

Z gai x z

—r el .

(——1) ¢ =(-—1)‘ =.—-(—-1)‘
Retranchant de cetie équation la précédente, et observant

. que la différence des deux carrés est le produit de la somme
par la différence des racines, on aura tout de suite

2

2;

I8

z
Ay:ib(q—l)q‘-—- — maen

[}

d'ott I'on tire
H Ay ‘T L
b(=1)l = ¥ - -3
(= =F + I+
et cette valeur , substituée dans la premiére équation , donne
l’équation aux différences

=+~
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savoir ,
xay Ay
y=—==+,
qui est la méme qu'on avait trouvée dans le cas ol « était la
constante arbitraire.

Si maintenant on suppose que la différence i devienne
infiniment petite, la différence correspondante Ay le devien—

dra aussi ; mais leur rapport —:Z qui, dans Je premier cas,
: ox 1
est égal 4 @, et , dans le second , est égald b (—1)7 — PRt
demeurera fini ; ce rapport devient alors la fonction dérivée
PP 1 ¢
de y , regardée comme fonction de w; et I'équation aux dif-
férences devient , parconséquent ,
y=xy +y",
quiest, en effet, I'équation dérivée dont la primitive est
y=ax--a*,
@ étant la constante arbitraive.
Car en prenant les fonctions dérivées , on a

!

y=ga;
et substituant cette valeur, il vient
y=xy +y~

. Mais que devient alors la seconde expression de y qui eon-
tient la constante. arbitraire & ?

Suivant les principes des infiniment petits , le terme

he x
i . s s ey . = L.
— y doit étre rejeté vis-a-vis du terme fini b (~~1)'; ainsi cn
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aurait simplement

—-—rb .._. ’_‘; A—.‘fj:b“-—f
y=[b=0 J=F=r—-3
& cause de

2z z
(—1): =1 =1.

Mais cette valeur de y ne satisfait pas & I'équation dériw
vée , 2 moins qu'on ne suppose

g b=o;
car elle donne
, Cx
i :
| y==z
Faisant la substitution , on a
x* x| xt

B2 o e o it e e
4 2 4 3

et parconséquent , R
b=o.

Ainsi i faut dire que le passage. du fini a Vinfiniment petit ,
andantit non-seulement les quantités infiniment petites , mais
encore la constante arbitraire. ‘

Aureste , en faisant
b=o,
Vexpression -
x?
Yy==%
devient. unte valeur singuliére ; car en prenant les forctions
dérivées relatives a @ dans 'équation primitive '

y=ar 4 a*,
on a
x420==x0;
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dott
X
ar=— =,
2
etdela
o B
.y‘_' 4‘

Ainsi on peut regarder aussi Ta seconde expression de ¥
comme une valeur singuliére du terme général ; mais comme
elle conserve la constante & tant que les différences i sont
Bnies , il est clair qu'elle a la méme généralité que Ia pre-
midre , ensorte qu'on peut supposer que la valeor de ¥ soit
donnée lorsqu: & ==o0; ce qui n'a pas lieu pour les valeurs
singulires des équations primitives ordfhaires.

Fen Charles, de I'Académie des Sciences , est le premier
gui ait fait cette remarqne importante , qu'd une méme équa-
tion aux différences finies , peuvent répondre denx dquations
intégrales ou sans différences , ayant chacone une constante”
arbitraire.

#oyez les Mémoires de cette Académie pour 'année 1783,

- Mais les conséquences qu'il a vouln en tirer dans la suite
{ Mémoire de 1788), relativement aux intégrales des éqna-
tions différentielles , sont tout-a~fait illusoires ; elles prouvent
senlement gu'on ne peut pas appliguer immédiatement a Tin-
finiment petit proprement dit , les résultats trouvés dans Ia’
supposition du fini, et que , dans le passage du fini 4 T'infini-
ment petit , il faut supprimer entiérement tous les termes qui
Ppeuvent contenir l'infiniment petit , guoique ces termes puissent
w'étre pas eux-mémes infiniment petits.

Ainsi , dans la formnle

x!

y=]:1>(-—1)’z——;; - 7

=
Ie terme b (~ 1 )7 pe devient Pas infiniment petit par la sup~
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position de i infiniment petit ; néanmoins ce terme contenant
la différence i, qui devient infiniment petite dans I'équation
différentielle , doit étre supprimé pour avoir un résultat exact.
En effet , en effacant tout ce qui contient i dans I'équation
précedente , on a simplement
xl

y==z

comme cela doit étre pour satisfaire & I'équation dérivée,

La raison en est que , dans le passage supposé du fini &
Yinfiniment petit , lesfonctions changent réellement de na-

ture , et que le Z—% qu?on émploie dans le calcul différentiel,

est essentiellement une fonction différente de la fonction y,
tandis que tant que la différence dx a une valeur quelconque,
aussi petite qu'on voudra , cefte quantité n'est que la diffé-
rence de deux fonctions de la méme forme ; d'oa Fon voit
que si le passage du fini & linfiniment petit peut étre admis
comme moyen mécanique de caleul, il ne peut servir A faire
connaiire }a nature des équations différentielles , qui consiste
en ce qu'elles donnent des rapports entre les fonctions pri~
mitives et leurs dérivées. s

On peut trouver d’'une autre maniére les mémes expres-
sions de y qui satisfont & I'equation aux différences

Ty LAY
y=5L+

En prenant 1'équation successive qui répond & x--i,ona
anssi
s (xi)iy |, 2y
y= _____T_Z s
mais
7 ’
y=y- oy, 8y= Ay - Ay

done,
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" donc, retranchant la premiére équation de la seconde, on aura

Ay - 2AyA%y Loy®

savoir , en multipliant péu' i et réduisant ,
., 9%y A
Lo Lol o —2 ) A%y =0
(s +i+22+2) ay=o,
équation qui se déeompose , comme 1'on voit , en deux
. 2° 4%
A’y==o0 et x 414 ~.-2'.;l_’"_-2'._—_-_o_
La premiére donne tout de suite
Ay == d une constante
faisant cette constante = ai, on obtiendra
Ay= ai;

substituant cette valeur dans I'équation aux différences, on

‘aura , comme plus haut ,

.

y=ax - o
Retenons maintenant la supposition
Ay=ai,

mais en regardant @ comme une variable dépendante de x ; on
aura

Aj:&i et A‘fy:(alz—a)i;

donc l'autre’ équation deviendra

x—}-_i‘—{-a-{-t;:o,
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qui est ]a méme que nous avons trouvée pius haut , et d'ony
nous avons tiré

-y

~a=b(—-1)'-—

pig

i
7

On aura donc

A_y:il:b(—-vl )?_z-é ;

et comme ['égquation aux différences peut se metire sous la

forme
G2

la substitution de cette valeur de Ay donnera
=1 b (— b —_ i]z —_ _‘I_::,
Y [ (=v'=3 4

Cette maniére de trouver la seconde expression de y , revient
a la méthode que nous avons exposée dans la lecon seizieme ,
pour les équations primitives singuliéres.

En supposant  infiniment petit , les valeurs de a et a, qui
répondent & xet x-4-i, ne doivent différer I'une de l'autre
~ que d'une guantité infiniment petite ; parconséquent, par le
principe des infiniment petits, I'équation

:z+a+:.v+i=o

2¢ -} r=o0;

se réduit &

ce qui donne

m-
“=—-2-’_
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d'ont l'on tire

somme dans le cas de
b=—o.

En effet, l'expression de a

= ,
- X 4 N -
a=b(—1)iem= ma
b(=ni=F—3
donne, relativement & x-4-1,
& ..
7 - X 12 [
:.—I) [— b e —
a (—1) 2 7’

ot I'on voit que, dans le cas de i infiniment petit, la diffé

’ .
rence entre & et @ demeure finie tant que la constante b n’est
pas nulle.

En-général, soit
. F(z,y, a)=0o,

Véquation par laquelle le terme général y est déterminé en
fonction de x, @ étant une constante quelconque.

Cette équation est censée avoir lien également pour les
. ] .
termes successifs y, y, etc. qui répondent aux valeurs suc-
cessives & i, x 4 2i, etc., de x; ainsi on aura
. /
F(r+i, y,a)=o,

et on pourra, par la combinaison de ces deux équations, éli-
niiner la constante a.

On aura, de cette maniére, wne équation sans @, mais

. / I / .
quiseraenx,yety; et si, & la place dey, on substitue
: 2
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y 4+ 4y, Péquation sera en x, y et Ay; ce sera alors pro-
prement une équation aux différences premiéres.

s L
De méme, si I'éguation du terme général renferme deux
constantes g et b, comme
Fx,y,a,b)=o0,

on powra faire évanouir ces deux constantes par le moyen
des deux équations successives

s

F(J:-}-i,_)’/, a, b}.: s 'F(x+2i,5",a,b)=o.

L’équation résultante sera alors entre x, y, _); et 55, ou
bien entre les quantités x, y, Ay et A%y, en substituant y+ay
Vs i
pour y, et y - 2Ay-}- A%y pour y; ce sera donc une équation
aux différences secondes, et ainsi de suite.

Done, réciproquement , toute équation aux différences pre~
miéres ou entre deux termes successifs, comportéra une
constante arbitraire dans I'équation du terme général; toute
£quation aux différences secqndes , Ou entre trois termes suc-
cessifs , comportera deux constantes arbitraires dans 1'équa-
tion du terme général,. et -ainsi de .suite. ’

On peut; en effet, se convaincre que cela doit étre, par la
nature méme de ces équations.

Considérons, par exemple, une équation quelcongue aux

différences premiéres entre x, y et 5/; et supposons qu’ayant
tiré la valeur de y, on ait

1
y=f=,
Comme Ia ‘méme équation doit avoir lien dans toute I'éten~

due de la série, en faisant successivement

z=o0, i, 9i, 3i, etc.,
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la viriable y dev1endm y y _y ‘y, etc. et _y deviendra en

mémetemps y _/ y y, etc.
Ainsi I'équation proposée donnera ceite suite d’équations,

1 ° 2 , 1 3 .z
y.—:f(o,_y),‘ _y:f(z,y), y:f(zz,y), ete.

Donc, substituant successivement les valeurs précédentes ;
1 2 3
tous les termes y, y,y, etc. seront donnés par le premler

terme _y, € un terme quelconque b repondant i x, sera
donne en x et _y~.
Ainsi Pexpression du terme général contiendra nécessaire—

L
ment la valeur arbitraire et constante du premier terme 7.

Si lequatlon proposée étalt aux dxﬁ'erences secondes on

)

entre les termes successxfs Y2 _y s y, on pourrait en tirer la va-

leur de y, et on aurait

y= f(x,y,y)

Done, falsant successxvement

xr=o, i, sz, 5;, etc.,
on‘aurait

3 , b .2 -4 . .t 3
y=f,y y), =G 5,9, y=f(2,y,y), et}
de sorte qu’en substitdant“toujours ‘les valeurs précédentes s

2
on aurait- les termes Y, y y, etc. donnés en _y et y parcon-—
sequent le. terme général y repondant a4 x serait exprimé en

x, y et y, dqns lequel y et y ont des valeurs arb1tra1res ct
constantes, ‘

3
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Et ainsi pour les équations aux différences plus hautes. -

On voit par 14 que le nombre de constantes arbitraires qui
doivent entrer dans 'expression compléte du terme général,, est
nécessairement égal a 'exposant de la plus haute diffévence
qui entre dans I'équation proposée; d'ott Ton doit conclure
que toule expression du terme general qui satisfera 3 une
équation aux différences, et qui avra autant de constantes ar-
bitraires que cette équation en admet en raison de I'ordre de
ces différences, devra étre regardée comme compléte, de
quelque maniére qu'on y soit parveuu.

Mais la méme équation pourra encore étre susceptible
d’une autre expression générale qui répondra a I'équation
primitive singuliére, et qu'on pourra trouver par les memes
principes.

Car s ,

’ F(x,y,a)=o0
est Péquation qui donne Nexpression générale de y en x avec

la constante arbitraire o, on aura 'équaiion entre les termes

successifs y et _}; ,ouy et y--Ly, en éliminant @ des deux
équations
. ¢
F(r,y,a)=0, F(x,¥, a)=o0;

et le résultat de cette élimination, qui sera I'équation aux
différences, sera le méme, soit que la quantité a soit une

constante ou une quantité dépendante de x, pourvu que, dans
ce cas, elle soit telle que l'on ait

. . +
F(x—l—z,y, a)z F(x—q-z;j, a)
Cette équation étant délivrée des fractions et des radicaux ,

C e . 4 S . .
sera toujours divisible par @ --a, pnisqu’en effet a—a satis-
fait ; et il est clair que cette racine donne o égal & une
constante , comine on l'avait suppos¢ d'ghord.
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. . 4 A3 LY
8i I'équation ne contient les quantités a et a qu'a la premiére
dimension , le résultat de la division ne contiendra plus ces
quantités ; ainsi -

Q= Qaqa==0

sera la seule racine, etil n’y aura alors qu'une seule expres—
sion du terme général. .

Mais si ces mémes quantités forment plusieurs dimensions
dans I'équation dont il s'agit, elles 8’y trouveront encore aprés

. ’ .
la division par a—a, et 'on aura une nouvelle équation entre

aeta, qui sera, parconséquent, aux différences premiéres par
rapport a la variable @, et qui pourra donner encore une ou
plusieurs valeurs de @ avec de nouvelles constantes arbitraires.
Clest le cas de I'équation que nous avons considérée ci-dessus.

* . 4 .
En regardant @ comme une fonction de x, ¢ qui répond
4 x - i, deviendra, par le développement ,

’ . *
a=a+4id +-5a" - etc.
. X ! . -
etla fonction F(x, y, @) deviendra aussi
F(x,y,a)+idF' (a) + etc. ;
I I 3 ’ .
parconsequent l'equation en a et a deviendra
id F' (a) 4 etc. = o.
Lorsque i devient infiniment petit, les termes qui contiennent
#, %, etc. devant étre négligés vis-a-vis de ceux qui ne con-
tiennent que i, I'équation précédente se réduit i

idF' (a) =o,
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laquelle donne ,
d=o,
et parconséquent ¢ constante , ou
F'(a)=o0;
dou Von tire @ en fonction de x ; c’est le cas des équations
primitives singuliéres.
Dans ce cas donc, Pexpression de @ ne peut plus contenir
de constante arbitraire ni dépendre de la quantité i ; parconsé-
quent il faut que les termes qui renfermeraient : dans Pexpres-

sion genérale de a, tirée de I'équation en a eta, disparaissent
absolument dans le cas de i infiniment petit , quand méme ces
termes ne deviendraient pas alors infiniment petits, comme
mous I'avons vu dans I'exemple précédent.

La plupart des formules qu'on a trouvées par la considera-
tion des différences finies , et qu’on a ensuite traduites en calcul
différentiel , présentent des difficultés analogues dans le passage
du fini 4 Vinfiniment petit, et qu’on ne peut lever que parle
méme principe de rejeter indistinctement des formules finies
tous les termes qui contiendraient des différences infiniment
petites, de quelque maniére que ces différences s’y trouvent
contenues.

Ainsi, par exemple, on a, en employant les différences
successives ,

y=y+dyy=y-obdy +a%yy=y+34y+54% 4%, etc.;
et en général , '
Y =y 4 mAy- l’l@";'_—_l.). Aty '11("1—__.;15(11:3 ' A%y fete.;

C’est Pexpression du terme m.** qui répond au terme x - mi
de la série x, x 4- i, x - 21, ete.

Si donc on fait )
ml=uw 2
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A . . [¢]
le terme répondant & x ~}- @, sera, par la substitution de =

au lien de m

— @ wfwe—1) (w—al) A3
+ AY+“’("’ 1) A)'+._____.( ;)é —Q.T§X+etc.

12

Cette formule , donnée d’abord par Newton, & la fin des
Principes , pour I'interpolation des lieux des cométes, a été en-
suite appliquée , par Tailor, an cas oi les différences i deve~
nant infiniment petites et égales & dx, les différences Ay,
'y, etc. deviennent dy, d’ , etc.

Alors, en négligeant les termes i, 2i, 32, etc. vis-i-vis de o,
onala formule

dy o &y o
yto@+ S Yz Tt et

qui exprime la valeur de ce que devient y lorsque x devient
E 0.

Cest la formule connue sous le nom de Theoréme de Tailor.
_ Cependant, comme les coefficiens de £ dans les facteurs suc-
cessifs de la premitre formule, vont en angmentant continuel-
lement, il est visible que , quelque petit que soit z, il se trou-
vera 4 la fin multiplié par un coefficient si grand , que sa valeur
pourra devenir comparable 4 celle de =, et ne powrra plus
étre , sans.erreur , négligée vis-a—vis de celle-ci. Mais la sup-
preqsion de tous les multiples de i , quelque grands qu'ils soient,
est néanmoins commandée par la. nature de la chose, afin que

£y Ay g
les quantxtes——l- » T etc. .cessent d'étre. exprimées par les

7 I
différences finies des quantités YY1y, ete., gui sont des

fonctions semblubles de x, -1, & + 2L etc., et deviennent

simplement les fonctlons derlvees Y, ¥y, etc. de la meme
fonction y.
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En effet, la quantité y étant regardée comme une fonction
de x, la formule dont il s’agit doit donner la méme fonctioy
de @ <4~ @ ; et nous avons démontré, d'une maniére directe ot
rigoureuse , que cette fonction, développée suivant les puis-
sances de @, est exactement égale a la série

7 ’wa 3 i
y+oy +5 5 + gy 4 ete.
La formule des sinus des arcs multiples , s’applique de 12

méme maniére au développement des sinus par larc, et est
sujette aux mémes difficultés.

En effet on a, comme on I'a vu dans la legon dixiéme,
. . m(m—1)(m--2 .
sin. ma—mcos. "lxsin, x— _'(_—E_)S—(_m_) cos. ™ sin®, it

+Tn(m—l)(m—~2) (m—3)(m—4)

cos. ™ Ssin.5 x—ete.
2.5.4.5

Supposons x infiniment petit et m infini, ensorte que mx

. . b4 .
ait une valeor finie z ; donecm —= = et les coefficiens

etc.

. m—1) (m—2) m(m—1) (m—2) (m—3) (m—4)
: 2.3 e 2.3.4.5 7

deviendront, en Tejetant vis-a-vis de z tous les multiples de a,
guelgue grands qu’ils puissent étre , :

s
2z 2
e €16,

2 5
x' 2.3x%7 2.3.4.52%°,

D'un autre cté, sin. x se réduit & x, et cos. 2 4 1; done;
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faisant ces substitutions, on a

. z3 . 5
SN 35 == 7 -

¥
PN AN SR

formule exacte et rigoureuse, eomme nous I'avons trouvé par
fes mé¢thodes directes.

Ce n'est pas senlement dans le passage des différences finies
aux différentielles que les fonctions changent de forme, cela
a lien aussi dans plusieurs autres circonstances ; et nous allons
faire voir , par differens exemples, que analyse indique tou-
jours et opére ce changement, par des expressions qui de-
viennent alors zéro divisé par zéro.

Considérons d’zbord la différentielle d.fr. Suivant les prin—
cipes rigoureux du calcul des différences, on a

d.fr=f(x+t+dx) —fr;

et parconséquent

d.fx_f(xdde)—fr
dx — d: )

X

dfe, . o .
Cette valeur de d'i devient 5 lorsque dz == o ; pour savoir

ce gu'elle doit étre dans ce cas-1i, en suivra la régle exposée
a la fin-de la lecon ‘huitiéme , et que nous avons déduite de
vrincipes indépendans du caleul différentiel.

On prendra donc les fonctions dérivées du numérateur et
du dénominateur , relatives 4 la variable dx, ét on y fera eu-
suite ) S

dr—=o.

On anra ainsi ' (x 4-dix) , et, faisant dx=o0, on trouverg
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f'x pour la valeurde dfx , lorsque

dx

dxr = o.

Cette valeur est, comme I'on voit , la méme que celle qua
donne le calcul différentiel , comme nous I'avons observé i
la fin de la legon deuxiéme.

Si I'on considére de méme les dlfferences secondes, on a
d’abord rigoureusement

d’.fx;f(x-f-gdx)—zf(xrl-dx) 4 fx;

donc

&. fr__f(x+ adr) —of (x + dx) =+ fx
dx* dux® )
En faisant

dx =0,

de.
cette valeur de - 7: devlent -; on prendra donc alors les

fonctions dérivées du numérateur et du denommateur relati-
vement & la variable dx, ce qui donnera

f (o -k ade) —f' (2 + d&).
dx :

o -0 . e
Cette expression devient de nouveau—, lorsqu’on y fait
: YR
dr=o0; -
N i
c'est pourquoi il faudra prendre encore les fonctions dérivées
du numérateur et du deuommateur relativement a la méme
variable dx ; on aura

of" (2 4 2dx) —f' (2 +dz )
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En faisant ici
de=o,

fr > lorsque

o*

on a enfin f“x pour la valeur de

a&?, fx
d

dr—o.

Cest, en effet, la valeur de la différentielle seconde de fx
divisée par dx®.

On doit conclure de 1, en général, que les expressions
dy dy
dz’ dx*’
étre prises que pour des symboles des fonctions derivées
¥,y ete. _

- Nous avons observé plus haut , que Tailor wétait parvenu
i la formule qui porte son nom, que d’'une maniére peu exacte.
On peut, par les principes précédens, donner 4 son procédé
toute la rigneur que P'analyse exige.

etc. employées dans le calcul différentiel, ne peuvent

Si, dansla formule générale d’interpolation donuée ci-dessus »
on fait

‘ Yy =fx,
elle devient :

2 [

f(;r+co);~=fx+w.A fo + o(w—1i) . A’:f.r

—i) (v—2i) AS.fir -
420 lg)é" 2), ifx-ketc.

dans laquelle
Afr=f(x i) =~ fr
A% fir = f (@ 4 90) — af (- i) + f,

. etc,
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Cette formule est générale quel que soit £ ; mais en faisant

i=o,

AL fr & fx
)

les valeurs des expressions ~— =
i [

, etc. deviennent °
o
Or ces expressions sont les mémes que celles que nous ayons
considérées ci-dessus, en changeant A en d, et i en dr.
Ainsi elles deviennent f'x, "z, etc., dans le cas de
i=o.

On a donc alors
flx+ o) =fx 4+ of x4 %:f”x + etc.

comme nous I'avons trouvé dans la legon deuxiéme, d’une ma-
niére rigoureuse et directe.

On peut conclure de ce que nous venons d’exposer , que
ceux qui, d’aprés Euler, regardent les différentielles comme
de véritables zéros, -et- parconséquent, leur rapport comme
celui de zéro & zéro, sont dans toute la rigueur de V'analyse;
parcequ’une fonction qui satisfait en général aux conditions
d'une question , ne saurait changer de forme pour un cas par-

SR T B ’ o4
ticulier, qu'en passant par I'état de 5 comme on peut le prou~
ver par plusieurs exemples.

On sait que la somme des z premiers termes de la progres-
sion géométrique

1 4 a4 a® 4 a® }etc.,

[y,

est exprimée par P

En regardant cette expression comme une fonction de n,
on voit que cette fonction est de la forme exponentielle.
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Cependant , lorsque

a=1,
la série devient

1 -1 1 etc.,
et la somme de 1 termes est n.

Ainsi, dans ce cas, il faut que la fonction exponentielle
change de forme et devienne une simple fonction algébrique ,
ce qui ne peut se faire que par une espéce de saut que P'ana-

- . .0
Jyse indique alors par 1'expression >
' En effet, en faisant

a=1,

la formule

1—g*, . 0 .
— d.evxenta : pour en trouver la valeur, il
faut prendre les fonctions dérivées du numérateur et du dénomi-
nateur, relativement & la variable ¢, ce qui donne npa™, et
parconséquent 7, en faisant

a—1.

La fonction primitive de x", ou lintégrale de x"dx, est s
=1

indral ot
engenera,n+1,

Pour qu’elle commence aun point ot

r=a,
. am+t
il en faut retrancher la constante . ; et I'on a alors Ia
fonction
LAY e g2
n-1

Cette fonction de a est toujours algébrique ; mais dans le
©as oul

Pl |

3
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.0 - , .
elle devient S5 ce qui -mdlque qu'elle doit alors changer de
forme.

Pour trouver la nouvelle fonction, on prendra les fonctions
dérivées du numératevr et din dénominateur de Vexpression
précédente , velativement a la variable n; I'on aura ainsi, par
les formules données dans la legon quatriéme,

2" [ - @t g,
"En faisant

nT=e—1,
x . S |
on a lx — la on lE pour la fonction primitive de —» comme on

Ta trouvé dans la méme lecon par d’autres principes.
La série
(n—1)(n—2)
2.3

€os"x 5in 2 - < cos" 3 sin.S

\ (n—1) (n—23) (n—=3) (n——4)
+ 5545 .
sin nx

est représentée généralement par la fonction en sinus, s
- n

< cos™5x sind x — etc.

.comme on le voit par la formule rapporiée plus haut.
: . ) )
Cette fonction devient S lorsque
n==20,

anquel cas la série se réduit a

sinx sinfx sin® x
cosx  Beosx ' Boosx ete:
Cela indique que la fonction doit changer de forme dans ce
cas; en effet , si on prend, suivant la régle’, les fonctions dé~
rivies du numérateur et du dénominateur, relativement a la
variable n, la fonction devient a cos nx, et se réduit a la fonc-
tion circulaire x, en faisant
n==o.
' Clest,
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Cest, comme l'on sait, la valeur rigoureuse de la série

tang x — -,:,; tang® x - % tang® x — etc.

" On voit clairement, par ces différens exemples, qu'il se-
yait ‘aisé de multiplier s'il était nécessaire , que Vexpres—
sion 96 est toujours le symptéme d’'un changement de fonc-
‘tion," ce qu'il me semble qu’on n’avait pas encore remarqueé.

Cest par les principes exposés dans cette ]egdﬁ , qu'on peut
‘résoudre , dune maniére satisfaisante , les diflicultés qu'on a
“toujours rencontrées lorsqu'on a voulu appliquer & un nombre
‘infini d'élémens , les foi‘miﬂeé qu'on avait trouyées pour um
fnombre fini quelconque. Le fameux probléme des cordes vi-
‘brantes en fournit un ekxemple remarquable ; et Pon peut voir
dans les Opuscules Mathematiques (tom. I et IF”), 1es objections
que &’ Alemberta faites contre la solution de ce probléme, don-
née dans le premier volunie des Mémoires de ' Académie de

Turin, et déduite de la formule générale du mouvement d'nn
fil chargé d’un nombre quelconque de poids , en ‘supposant ce
nombre infini, et chaque poids infiniment petit. Dans la ré-
ponse a ces objections, qu'on trpuife dans le second volume des
smémes Mémibires, je me suis contenté de faire voir, par lexdc~
titude des résultats, la 1égitimité des suppositions que j’avais em-
ployées dans le passage du fini & Pinfini; mais la vraie métaphy-
sique de ces suppositions dépend des mémes principes que celle
du caleul des infiniment petits, sur laquielle il ne peut plus rester
maintenant d'incertitrde ni d’obscurité. b

Nous allons terminer cette l"eg:on'par quelques remarques
sur Vinvention du calcul différentiel. '

., .

On peut regarder Fermat comme le premier inventeur des

nouveaux calculs. Dans sa méthode de maximis et minimis |

il 4gale Vexpression de la ‘quantité, dont on” recherche le

macimum ou le minimum, & Vexpression de la méme quantité
x
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dans laquelle l'inconnue est augmentée d’une quantité indétere
minée. 1! fait disparaitre dans cette équation les radicaux et
les fractionss'ily en a, etaprés avoir effacé les termes communs
dans les dewx membres, il divise tous les autres par la quan-
tité indéterminée par laquelle ils se. tronvent. mylbtipliés ; ensuite
il fait cette quantité nulle, ef. il aune. eqnatlon qui sert & dé-
terminer I’aconnue de la questmn. En voici un exemple trés—
-simple, donné par Fermat,

Soit propqse de diviser une ligne donnée en denx part:es de
maniére que le rectangle de, ces deux parties soit un mazimum.
‘Nomuidnt 4la IOric'ueur deld Ilgne ‘donnée, et x une de ses
parties, — & sera l’autye [ lexpressmn dont on cherche
e maximum sera ax— a*, A]outant la quantxte arbitraire e
‘& I’mconnue R ‘on aura cette nouvelle expression.,

‘afx nhe)-‘w(xﬁ}-) €)*.
Egalant ces deux expressions, Ona 'liéqué.tion ’
i — x" a (x+e) e 'x-f—e)’
savoir e deVeIoppant le quan‘e (x+e)’ '

: x—-m’-*aa:-}-ae

.El‘fagant de part et dautre les termea ;;ommum ux —t
.e’t dwlsarrt lﬁ@ avmﬁ par. e, op a

b--- 2x-—e-~o

ou il fau.t mamlenant supPoser ) nuJ, ce, qm réduit l’equa-
thn a ’ ‘ ‘
& gt _“'—qx__.o-

@ot Ton tire

L

XEE =y

wis
‘

ce qui montte que Ia lxgne donnag dmt etre pa@tagpe .par le
gnheu » CoRIme gn. le . sait. daﬂlgurs -
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11 est facile de voir au premier coup-d'eeil, que la regle
déduite du calcul différentiel, qui consiste a égaler A zéro
la différentielle de Uexpression qu’on veut rendre un maximum
ou un minimum, prise en faisant varier Uinconnue de cette
expression , donne le méme résultat, parceque le fond estle
méme, et que les termes qu'on néglige comme infiniment pe-
tits dans le caleul différentiel , sont ceux quon doit suppri-
mer comme nuls dans la méthode de. Fermat.

Sa méthode des tangentes dépend du méme principe. Dans
Léquation entre l'abscisse et l'ordonnée, que Fermat appelle
la propriéte spécifique de la courbe, il angmente ou diminue
Vabscisse d'une quantité indéterminée, et 1l regarde la nou-
velle ordonnée comme appartenant &-la-fois & lacourbe et &
la tangente, ce qui fournit une équation qu’il traite comme
celle de la méthode de maximis et minimis.

Ainsi x étant I'abscisse et y Pordonnée, si ¢ est la sou-
#angente au point de la courbe qui répond & xet y, il est

facile de voir que les triangles semblables donnent b4 (t+e)

t
pour Fordonnée & la tangente; relativement i T'abscisse x+e;
et ceite ordonnée doit étre égalée i cellé de la courbe pour la
méme abscisse x -~ e. On aura donc I'équation dont il s’agit,
en meitant dans D'équation de la eourbe, x 4 d°la place
de x, et ¥ +%§ 4 1a place de y- Cette équation, aprés les
réductions, sera divisible par ¢ ; on divisera done tonsles termes
par e, et on supprimera ensnite comme muls tous ceux ol
'indAterminée e se trouvera, parcequon doit supposer cette
indéterminée nulle. L équation restante donnerala valeur de t
en x et y. T

Ainsi daps la pargbole, par, exemple-; dont I'équation est
gt — axr=no s o
en mettant y -} -l;f ;‘1 la pla‘cg dey, et x4 e Japlace dex,
‘équation devient : .



Ba4 CALCUE
y‘-}-fl;—e-}-‘l-::——ax.-—ae:oj
Mais

_y—-ax....o,

donc effagant ces termes et divisant les autres par e, op
aura

?!_ Xl _a=—o;
ra - a}——O.

e
et eﬁ'agant encore le tex:me -2"- , qui s evanomt en faisant e
m).l on aura sxmplement léquanon

PR

‘i)’
e g =0}
'3,

doi Yon tire
b s
,A—m
On voit encore ici l’analogie de 1a méthode de Fermat avec
celle du caleul différentiel;-car la quantité indéterminée dont
on augmente labscisse x, répond a la diﬂ'érentielle dx, et

Ia quanﬁte -}; ) qlil est l’augmentatmn correspondante dey,
VIR
repond a, aa @xﬁerennelle d_y A S e

Et il est méme remarqpable que, dans léérit qui contient
1a découverfe du caloul différentiel, imprimé dans les Actes
de Letpsic du, mois doctobre 1684, sous le titré: . Nova me-
thodus pro, maximis et minimis , etc. Leibnitz appelle dy une
ligne qui. soit:a la-ligne. arbmaxre dx comine T'ordonnée y &
la. soutangepte, ce qui rapproche l'analyse'de Lezbmtz de
celle de Fermat.

On -voit: que"‘l‘ermat’ aouvert la’ caﬁiéi*é“’pé{i'““ﬁne idée
trés-originale, mais un peu obscure , qui consiste 4 introduire
dans I'équation. une mdetermmee qm doit. étre nulle par. la na-
ture de la question mai¥ qu ‘on’ne fait' évanouir qu apres avoir
divisé toute I'¢quation par cette méme quantité,
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- Cette idée est devenue le germe des nouveaux caleuls qui ont

fait faire tant de progrés a la géométrie et A la mécanique ; mais

“on peut dire qu'elle a porté aussi son obscurité sur les prin-
" cipes de ces calculs. .

Maintenant qu'on a une métaphysique bien claire de ces
principes, on voit que la quantité indéterminée que Fermat
" ajoutait & I'inconnue, ne servait qu’a former la fonction déri-
vée qui doit étre nulle dans le cas du maximum ou mini-

‘mum , et qui sert en général & déterminer la position des tan-
gentes des courbes. :

Mais les géometres contemporains de Fermat ne saisirent
point I'esprit de ce nouveau genre de calcul; ils ne le regar-
dérent que comme un ariifice particulier applicable seule~
ment & quelques cas, et sujet & beaucoup de difficultés. On
peut voir dans le troisiéme tome des Lettres de Descartes,
sa longue dispute avec Fermat sur ce sujet. Aussi cette in-
vention qui'avait paru un peu avant la Géometrie de Descartes,
“demeura-t-elle stérile et presque dans I'oubli pendant prés de

" quarante ans; car si on excepte la régle de Sluze, pour trouver
Yes tangentes, qui parait déduite de la méthode de Fermat,
et la méthode donnée par #allis pour le méme objet, laguelle
n'est que celle de Fermat , présentée d’une maniére moins ab-
straite , cet espace de temps n'offre rien qui ait rapport & la

- découverte de Fermat.

Enfin Barrow imagina de substituer aux quantités qui doivent
#tre supposées nulles, suivant Fermat, des quantités réelles, mais
infiniment petites , etildonna en 1674 sa Méthode destangentes,
quin’est que la construction de celle de Fermat, par le moyen

. ’ Art €
du triangle infiniment petit, formé des cotés e et -E'y-, et dn

c6té infiniment petit de la courbe, regardée comme un poly—

gone. 11 donna ainsi naissance au systéme des infiniment pe~

tits, et au calcul différentiel. Mais ce calcul n’était encore
3
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qu'ébauché , car il ne s'appliquait qu'aux expressions ration-
nelles, et exigeait le développement des termes, pour qu'on
piit négliger ceux qui contiendraient le quarré, et les puis-
sances supérieures des quantités infliniment petites.

11 restait donc & trouver un algorithme simple et général
applicable a toutes sortes d’expressions, par lequel on pit
passer directement et sans aucune réduction, des formules
algébriques & leurs différentielles. Clest ce que Leibnitz a
donné dix ans aprés, dans I'éerit cité ci-dessus, qui renferme
{és &témens du calcul différentiel proprement dit. I! parait que
Newton était parvenu , dans le méme temps, ouun peu aupa-
ravant, aux mémes abrégés de calcul pour les différentiations.
Mais c’est dans la formation des équations différentielles et dans
leur intégration que consiste le grand mérite et la force princi-
pale des nouveaux calculs; et sur ce point, il me semble que
la gloire de Pinvention est presque uniquement due & Leib~
nitz , et surtout anx Bernoulli.

+ Mais tandis que cst édifice s'élevait & une hauteur immense,
'entrée en demeirrait toujours mal éclairée. L’emploi de quan-
tités qui doivent s'évanouir d’elles — mémes, ou qui doivent
étre négligées en raison de-leur petitesse, n'offre a4 Tasprit
des commengans que des idées peu satisfaisantes, et parconseé-
quent peu propres i servir de base & la partie la plus im-
portante des mathématiques. Pour lever tous les scrupules =t
dissiper tous les nuages, il ne faut rien faire évanouir , ni
vien négliger ; C'est ce qu'on obtient par la considératiom
des fonctions dérivées. !

A LGP AP AP P
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LECON DIX-NEUVIEBME.

'Des Fonctions de devx ou plusieurs variables ;
de leurs Fonctions dérivées. Notation et
) formation de ces fonctions.

Nous n’avons encore traité que des fonctions d'une seule
variable ; car lorsque nous avons considéré des fonctions de
deux ou de plusieurs variables , nous avons regardé ces variables
elles-mémes comme fonctions d’une seule et méme variable.

. Or, si on considére une fonction de deux ou de phisieurs va~
riables indépendantes, il est clair que cette fonction pourra
ayoir différentes fonctions dérivées relativesaux différentes va-—
viables , et qui naitront de la fonction primitive par le simple
‘développément, en atiribuant 4 chaque variable un accroisse-
nient particulier.

Ainsi le calcul des fonctions dérivées relatives & une seule
variable , conduit naturellement a celui des fonctions dérivées
.relatives A différentes variables., quuel n’est, comme U'on voit,
qu'une généralisation du premier, et depend des mémes prin—
cipes.

Si les inventeurs du calcul différentiel I'avaient regardé d’a—
bord comme le calcul des fonctions dérivees, ils auraient été
conduits naturellentent et immédiatement au calculdes fonctions
dérivées relatives & plusieurs variables; et il ne se serait pas
passé un demi-siécle entre la découverte du calcul différentiel
proprement dit, et celle du calcul aux différences partlelles s
qui répond au caicul des fonctions dérivées relatives & diffé~
rentes variables. A plus forte raison, au lien d'envisager ce
dernier comme un nouveau calcul, on Faurait- seulement re—
gardé comme une nouvelle application ou plutét comme une

4
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extension du calcul différentiel, et on aurait, désle commen<
cement , embrassé sons un méme point de vue et sous une
méme dénomination , les différentes branches du méme calcul
qui ont été long-temps séparées et comme isolées.

Soit d’abord f (x, y) une fonction quelconque de deux vas
riables z et y', que nous regarderons comme indépendantes
Vune de Pautre. Si dans cette fonction on substitue’ d-la—fois
o -4 ialaplace de x, ety +o0 ila place de y, les deux quan-
tités i et o étant indéterminées, qu'ensuite on développe la
fonction f(x i,y 40 ) suivant les puissances ascendantes
deieto, il est clair que le prenuer terme saus ¢ ni o sera la
fonction Proposee f (x, y) , et que les antres termes seront de

aouvelles fonctiops de x et y, multipliées successivement par
i,0,2,10,0° ,i,etc.

Ces fenctions seront aussi dérivées de la fonction primitive
f(x, y); et on trouvera la loi'de leur dérivation, en considérant
successivement les dérivées relativesa a chacume desquantités ieto.

Pour cela, on commencera par aupposer quil o'y ait que la
variable = qul devienne x < i, la varlable y demeurant la
méme, et on developpera la fonctlon f(z+i,y) comme une
simple fonction de x. On supposera ensuite que, , dans les fonc-
tions ‘dérivées relatives & x, la’ variable y devienne y 40, et
on developpera chacune dé ces fonctions comme des fonctions
dey, en regatdant alors la variable  comme une constante.

11 .naitra ainsi du developpement def( x4 s y+o0),
différentes fonctions dérivées Je la fonction primitive f(x, y),
dont s unes seront relatives & la variable x , les autres seront
relatives 3 la variable y, et d’autres enfin seront relatwes en
partie 4 la variable « et en partie & la vanable y; la loidu
développement étant togjours la méme, mais apphquee suc-
cess1vement aux diffés enteq var qbles

Mals pour ne pas: confondre dansla. notanon ees d]ffere"ltes
foncuons dérivées , on pourra dénoter Jes fonctions dérivées res
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Jatives & la seule variable =, par des traits appliqués , comme
4 l'ordinaire , a la caractéristique de la fonction, et suivis d’'une
virgule ; les fonctions dérivées relatives & la variable ¥ » par des
traits appliqués & la méme caractéristique , mais précédés d’une
virgule ; enfin les fonctions dérivées relatives en partie & la
variable x et en partie & la variable y, par_des traits séparés
par une virgule , de maniére que ceux qui précédent la virgule
se rapportent & la variable x, et cenx qui la suivent se rap-
portent & la variable y.

Cette notation conserve mieux l'analogie ¢qui doit régner
entre les fonctions dérivées et la fonction primitive f(x, y),
dans laquelle la virgule sépare les deux variables indépendantes
xety, que celle que j'avais employée dansla théorie des fonc~
tions, en appliquant au bas de la caractéristique f les traits re~
tatifs aux fonctions dérivées par rapport i la seconde variable y-

D'ailleurs nous trouyons plus convenable d’employer , comme
nous 'avons déja fait dans la legon dix-huiti¢me, les traits in~

férieurs pour désigner les fonctions primitives d'une fonction
donnée.

De cette maniére on aura donc, en premier lieu ;

i 73
FEFiy)= @) +if )+ 5 E) + g™ (@)
-+ etc. '

Substituant maintenant partout y -~ 0 & la place de y, on
aura .

fr+iyto)=f(xy+o0)+if (x,y +0)
3 . 73
5@y +0) b (@, y +0) + ste.
Développons succégéivement les fonctions

f(x;y—i-_o);f"(x,y-!-t0).-,f"’(x:y7+0)o sic.
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comme des fonctions de y -}~ o , on aura pareillement

F@y+)=flo )+ o @D E @D+ ")
+ etc.

Fi@yo)=f"(x,y)+ of * (x3)+ zf' * (#,y) + ete.

@y + )= (my)tete.

et ainsi de suite. .

Faisant donc ces substitutions et erdonnant les termes par
rapport aux puissances et aux produits de et o, on aura ce
développement complet

flx+i,y+0)=f(x,9) +if"(x,y) +of (xy)
Fof" (2y) F iof” () + Gy

+5- 5f’”(ocy)-}— f”’(x,y)+—f‘”(x,y)+ 5@y
=} etc. A
dans lequel la forme générale des termes, est

Imon

(1.2.5...m) (1. 25 n)f "(2,5),

Dans Yopération que nous venons de faire pour avoir le déve-
loppement de f(x-+i,y+0), nons avons ecommencé par
sabstituer , dans f (x,y), x - i pour , et nous avons déve-
veloppé sulvant 1; nous avons ensuite subsntue dans tous les

termes de ce developpement, y +o0 pour ¥ et nous avons dé-
veloppé suivant o.

Oril est visible qu'on aurait identiquement le méme résultat
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si-on commengcait I'opération par la substitition de y+oala
place de y, et par le développement suivant o, et qu'on fit
ensuite la substitution de x -i pour x, etle développement
suivant z. '

De ‘cette maniére on aurait d’abord les fonetions primes ,
secondes, etc, relatives a y, c'est-a-dire, suivant la notation
que nous venons d’employer les fonctions

(=) (=,y), ete

Ensuite on aurait les fonctions primes, secondes, etc. da
eelles-ci relatives & x, et qui seraient désignées par

f,,,(x:y); f”” (1';_}’) , etc.
I (x,9), (x,y), ete.

eton obtiendrait ainsi la méme formule que ci-dessus, comme
cela doit &tre.

Mais il faut remarquer que , dans le premier procédé, la
fonction ' (,y), relative a-la—fois &  et'a Y, s'obtient en.
prenant d’abord la fonction prime de (x, y ) relativement a x,
ce qui donne "> (x,y), et ensuite la fonction prime de’celle-
ci relativement 4 y ; dott résulte la fonction seconde (9 ;
et, dans le'second procédé, la méme fonction s'obtient en pre-
nant d’abord la fonction prime de f (x, Y) relativement d y,
ce qui donne f¥ (x, y), et ensuite la fonction prime de celle-
ci relativement & %, ce qui donne également '+ (, )

Diott il suit qu'il est indifférent dans quel ordre se fasse la
double opération nécessaire pour passer de la fonction primi-

tive f(x, y) & la double dérivée ' (x,y).

Et, comme on doit dire la méme chose des autres fonctions
dérivées dénotées par des traits séparés par une virgule, on en
peut conclure , en général, que les opérations indiquées par les
traits placés avant et aprés la virgule , sont absolument indé-
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pendantes entre elles , et qu'elles conduisent aux mémes réid
snltats , quelque ordre qu'on suive en prenant les fonctions
dérivées relativement & ¢ et y, indiquées par les traits qui pré-
cédent ou qui suivent la virgule.

Ainsi.on aura également la valeur de la fonction dérivée
triple £ (x',_y) , en prenant la fonction seconde de f'(x,y}
relativement & x, et ensuite la fonction prime de celle-ci rela-
tivement 4 ¥, ou en prenant d'abord la fonction prime de
F(x, y) relativement 4 y, et ensuite la fonction seconde de
celle—ci relativement a o ; ou bien encore en prenant la fonc-
tion prime de f(x,y) relativement & x, ensuite la fonction
prime de celle-ci relativement a y, et enfin la fonction prime
de cette derniére relativement & x, et ainsi de suite.

Soit, par exemple,

$
x
flx,y) =5,‘; s
on aura les fonctions primes , relatives ixety,
: Ba* ox?
f"(x:_)’) =—JTQ- If,,(x;_y)="".3j';
La premiére donnera , relativement 4 y, la dérivée.
. 6x*
",y ) = — e}
) — 3 >
I =y Y
et la seconde donnera également , relativement & x,
Gx*
f"(x,y)=—~—~'
3
Ty

@nsuite on anra, relativement & x et & y 'seunls,

6x 6x®
1" (.’L‘,_}')= ?,f(w;y)=?'~ _ p
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La dérivée , relativementa y, de "> (x,y), sera

12c

frEn=—"1,
etladérivée, relativementaa, de f/'(x,y) sera aussi
12%
fl,l (x’y) T — F'

et ainst des autres.

" A Timitation de ce que nous avons fait sur les fonctions
d'une variable, si on suppose que la variable z soit une fonc-
tion de deux variables a et y, soit explicite, soit donnée sim-
plement par une équation quelcongue entre x, yetz, on
pourra désigner par
20, 2, 2", Y, 27, ete.

ses difféventes fonctions dérivées, en appliquant & la lettre z
les traits avec la virgule qu'on applique 4 la caractéristique f.

Ainsi z devenant x4 i et y devenant en méme temps y-+o,
la valeur de z deviendra ‘

- ) , o, B 4 sy O 4 B g 00 "
z+zz7+oz’+;z.’+zoz’+-2-z’ +;—52 +—2-z’ ~-ete.

et le terme général de cette série sera

imon

(r.2.3..m) (a .‘2.5. ..1)

z.’(m ,n),

On voit que les fonctions de deux - variables engendrent N
par le développement, différentes sortes de fonctions dérivées
dont 1a dérivation répond & chacune de ces variables; et que
ces fonctions dérivées se forment de la méme manicre et par les
mémes rgles que celles d'une seule variable, en considérant
chaque variable séparément et successivement - d'ou il suit
que tout ce que nous avons démontré sur les fonctions d’une
seule variable, ‘pourra s’appliquer de méme aux fonctions de
deux variables, relativement & chacune d’elles.
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Onpourradone aussi étendre la théorie des fonctions deérivée;
aux fonctions de trois variables ou d'un plus grand nembre
car il ne s'agira que de répéter séparément, pour chaque va-
riable , les mémes opérations, et de les ‘désigner par une no-
tation semblable.

Dans les legons précédentes, ot nous ne considérions que
les fonctions dérivées relativement 4 une seule variable , lors-
qu'il s'est présenté des fonctions de plusieurs variables, nous
nous sommes contentés de renfermer, sous la carachéristique
des fonctions @érivées, la variable par rapport & laquelle nous
youlions avoir la fonction dérivée. .

Ainsi, pour ne pas anticiper sur ce qui regarde les fonc-

tions dérivées relatives & plusieurs variables, nous avons dé-
noté jusqu'ici par £ (x), f"(x), etc. les fonciions dérivées
de f(x,y), relatives & la seunle variable x, qui, suivant la
notation précédente, seraient f (x, y); *’ (x, ¥), etc.
. Cette manitre de noter les fonctions dérivées relativement
3 une seule variable, nous suffisait alors; et mous pourrons
Yemployer encore quelquefois, pour plus de commodits,
pourvu qu'on soit prévenu de son identité avec la notation
que nous; venons d'établir. o :

Quoique dans les fonctions de deux’ variables que nous
considérons ici , les deuk variables soient censées indépendantes,
et que ce soit méme cette indépendance qui produise les dif-
firentes espéces de fonetions dérivées dont meus venens de
parler, rien n’empéche cependant qu'on ne puisse ‘regarder
ces variables elles-mémes comme des fonctions d’une autre
variable quelconque , mais fonctionsindéterminées et arbitraires.

Par cette considération, on peu‘i ramener, en guelque ma-
nidre, la théorie des fonctions de deux yariables a celle des
fonctions d’une seule , et appliquer , surtont au développement
des fonctions de deux ou de plusieurs variables, ce gue nous
avons démontré dans la lecon dix-huitiéme, sur le déyelop—
pement des fonctions d'une seule yariable. : -
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Soit z une fonction de denx variables x et ¥ supposons que

chacune de ces variables soit elle-méme une fonction d’une

autre variable ¢, de maniére que z devienne une simple fonc—

. tion de t; sous ce point de vue, lorsque ¢ devient t4i,
% deviendra, par la formule generale (legon deuxiéme),

. . 2 13
" ) z+zz’+;z”+2-—5-z"+ etc.

Et si, dans ce développement, on veut s’arréter au terme péme.
(Iegon neuv1eme) , on aura les limites du reste par le terme.
qui suivra, savoir,

4
N ()

1.2.5...¢

()

en mettant ¢}~ 4 la place de # dans la fonction 2\, et pre~
nant la plus gr!ande et la plus petite valeur de cette fonction
depuis i==0 jusqu’a la valeur donnde de i, ou des valeurs
quelconques plus grandes et plus petites que celle~ci.

Or x et y étant supposées fonctions de ¢, lorsque t devient
t+z x et y deviennent, par la méme forxnule générale,

x4 ia:’ _+ ; a:” +-etc.

et

yHY gy e

ot On trouvera les valeuxs des fonctions dérivées &/, 2%, etc.
enx, y,x,y, 2, y', etc., par les procédés exposés dans
]a legen sixiéme.

"Si ent ne veut avoir le développement de z que par rapport
aux accroissemens iz’ et L_y de x et ¥ i ny aura qu sup-
poser x’ ety constans, parconséquent

&" ==0, y'=xo, etc.;
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et x' et y pourront étre des coefficiens quelconques.

Si, dans les accroissemensde x et y, on voulait consid:-
zer les deux termes
i 4 L o o g
Pl et 1y - Al
on ne ferait alors que
call==o0, y7==o0, etc.;

etx, 2", ¥y, ¥ pourrralent étre pnses pour des constantes
quelconques , et ainsi de suite. .

Soit, par exemple,
z = (2t 9%,

.on aura, en prenant les dérivées d’aprés la !egon sixiéme ;
supposant z, _y’ constantes, .

7 =am(xx + yy) (x’+ yy
2= am{ 2 + _}"’ ) (xl_l_ya)m—l
+ 4m m—1) (axxf w » (@
2" 1am (m—1) (YY) (52 +3y) (# 4y )
+ Bm (m—1) (m — 2 V(s +3y Y@+ y )
et ainsi de suite. . .
Donc, lorsque .x et y deviennent x -} ix’, y -y’ , on aura
[ + i)+ (y iy Pt = (=t 329
o am (v 4 yy) (@2 y ) i [am (224y") (@4
+ 4m (1) (32 o9y (2y )15 o ete.

8i lon veut s'arrétexr & ces trois premiers termes, alors le
terme
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terme smvant etant 2—5-z"’ ,'on aura les limites du reste en
sbstituarit x <~ iz’ y+i' dulieude x, et de ¥, dans Pex~
pression de 2”, et prenant la plus grande et la plus petite
valeur de cette expression depuis i==o.

8i m—3 est un nombre positif, et que o et ' soient aussi
des quantités positives, il est facile de voir queé la plus petite
vileur ‘de 'z” sera C U

O tam () @y (e gy @y
+ 8m (m—1) (m 4 2) (z2'Hyy P @y,

qui répond 4 i=o, et que la plus grande sera  cette -méme .
quantité, en y ‘mettant x iz et ¥+ ala place de xety.
Si on youlait ayoir le développement de » répondant & x--i,
et y -+ 0, comme dans le commencement de cétte legon , il
est-clair qu'il n’y aurait qu'a faire . .

=1, et iy =o,
on trouverait des- résultats semblables. R

Car_en désignant par des' trajts sans virgule, les fonctions
dérivées par rapport & la variable principale ¢, et par des traits
séparés par une virgule, les fonctions dérivées relativement, &,
chacunie des variables x et y, comme nous Yayons fait - cin
dessus, on aura, suivant ce qu'on a va dansla Yegon sixiéme
sur les dérivées des fonctions compasées &'antres fonctions,

2 == aly’s +_}"Z"§ : i
de 13, &n prenamt lés fonctions ‘dérivées par rapport i1a va-
riable principale ¢,
S]]

2 == g +y{1z,/+$/ @Y +yl(z,/)\,- ‘ -
Yol

Mais 2" et 2’ étant aussiegardées comme des fonctjons de

B
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x ety , leurs dérivées relatives a ¢, seront
(zl1)l z‘xllz”, +y{z/,1, (z,f)' =xle,l +.ylz,'l ;
Ponc substitnant
z,, =.’L‘"Z” +y”z."'—|-x"z.”’ + le zI1l +yﬂzzvll;
et ainsi de suite.
Si les fonctions dérivées 2" et _y’ , relativement & £, sont cons.

tantes, ensorte que x" =0, y' =0, &"=0, etc., on aura
simplement ‘ :

zl =\:’B’ Zo“ +y’z7f .
& =t e axly’d? S yoa
= /%™ 4 Balyd Bty 2 4y

e ‘e 8 o 4 s & = e s e+ e w s+ s & @ e ¢ @ © s a2 s . oo

2=/ mz (M) fe mx’ “""‘y’z('"—’),' -+ myn—1 (m—1 }. 2/ m—s .y’ 3% (m—1) ,I:D

2

-4 etc. A , -

Ces valeurs, substituées dans la formule générale-
T vl Do
IO 2% t33 -‘hec.,:
doheiit 7o LT

N

pt i (T YD)
RIS IPHNVIY: NP . .
- +’;—(.‘L' 22" - ?x’ y'z"! + ¥ ")

N .t ) - s ,
g W BEY Y 4 Bay ey )

¢ \

ete.
Lt on fait )
Cnoar s a’:::x,,.iy;’s'—?%
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on aura la méme formule trouvée plus haut pour le develop~
pement de z, suivant les puissances de I et o.

Les expressions des fonctions z’, 2", etc. que nous venons
de trouver , donnent la composition des fonctions dérivées de
fonctions quelconques des deux variables x, y.

Ainsi, en faisant

x-’:l,

-ce qui revient & prendre x pour variable principale, cest-a~

dire & regarder y comme fonction de x , si on veut que

"1’(‘73;}') +y'<P(JC;y)

soit une fonction dérivée d’une fonction de x ety ; en la com-
parant a expression de 2’ il faudra que l'on ait

d(x,y)=2",0(x,y)=2".

Pour élirniner z de ces deux équations, il n’y a qu 4 prendre
leurs dérivées par rapport 4 y pour la premiére ,'et par rap—‘
port 4 x pour la seconde , on aura ainsi

V(@)=2" et ¢(x)=3";
d’ou l'on tire

Y (y)=¢ (x).

C'est I'équation de condition connue pour que la formule

d(x,y) 4y (x,y) puisse éire une dérivée exacte d'une
fonction de x et y, mdependamment daucune relation
entre x et y.

Ainsi sans' cette condition il serait illusoire de supposer
V'équation

) d=a'd (x,y)+yo(x,y)
4 moins: d’admetire en méme tems une relatibn quelconque

edtre x et.y, ou entre x, y, 2.
2
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En géniéral ; si on avait I'équation
. o
Z=ald(x, y, 2) +ye(x, y, 2)
oh trouverait, par les mémes principes, la condition néces-
saire pour qu'elle pit avoir une équation primitive indépen~
damment d’aucune relation particuliére entre x, y, z

Car en comparant cette expression de z' avec I'expression
générale de z’ donnée ci-dessus, on a pareillement

A(x, v, 2)=2" et o(x, y,2)=s.
Pour que ces denx équations s'accordent, il faudra que la
dérivée de L (x, y, 2) par 1'apport a y, soit égale 4 la
dérivée de ¢ (x, Y z.) par rapport a4 x, puisque l'une et
T'aatre deviennent z'Y

Or z étant censée fonction de x, Yy, (puisque si I'équa-
ton proposée a une primitive, la valeur de z sera détermi-
née par cette primitive en fonction de x et y); il faudra
la.regarder comme telle dans les fonctions .. (x, ¥, z)et

¢ (x, y, 2); et, daprés notre notation , il est clair que la
denvee de \ (x, y, 2) par rapport 4 y, sera exprimée par

V() + @
et que la dérivée de ¢ (x, y, z) par rapport & x sera
¢ () + ¢/ (2)2".
On aura done I'équation de condmon
V() +¥ @ =¢ (=) + ¢’ (),
savoir en substitmant pour z et 2’ leurs valeurs
@)+ (2) X (2, 3, 2) =¢ () +¢/ (2) X L (x,9,2)

et cette equatmn devra avoir lieu de]le—nleme ¢’est-a-dire ,
étre identique Pour que la-variable z puisse étre une fonction
de x et Yy, €t que parconséquent la proposee ait une primi-
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tive en Z, ¥y et z. Dans ce cas, on trouvera facilement cette
- primitive an moyen de 1’une ou de I'autre des deux équations

= (x,y,2), =9 (x,y,3).

Car prenant, par exemple, 1'équation

=4 (x,,2)
dans laquelle z” est la dérivée de z en y regardant y comme
.constant , on pourra la traiter comme une équation du premier
ordre entre x et z, l'autre variable y étant supposée cons—
tante; et ayant trouvé sa primitive dans cette supposition,
il faudra regarder la constante arbitraire comme une fonction
inconnue de y, quon déterminera ensuite par le moyen de
Tantre équation :

2'=¢(x,y, z).

Mais lorsque I'équation de condition que nous venons de
trouver, n'aura pas lien d'elle-méme, I'équation proposée
ne pourra pas subsister, 4 moins qi'on ne suppose ume
relation quelconque entre x, Yy, %, de maniére que deux de
ces variables deviennent fonctions de la troisiéme.

Ainsi, dans ce cas, en supposant

z=f(x, y),
Z=f@+yf (s
et substituant ces valeurs dans Péquation ci-dessus, on aura
alors une équation en x, y et y', par Jaquelle on pourra trou~

ver la valeur de y en x; et T'on aura Yy et z en fonctions
données de x, la fonction f(x, ) demeurant indéterminée.

on aura

Mais comme on pourrait avoir ainsi une équation du premier
ordre en x st y, dont il serait difficile et peut-&tre impossible de
trouver Véquation primitive, on a cherché les moyens de
donner 4 la fonction arbitraire une forme telle que I'on ait
immédiatement pour la déterntination de yetz enx, deux
équations entre ces variables. 5
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Pour en donner un exemple trés-simple, supposonsl'équa-
tion , ,
v =zy(x-+yy),

on aura ici
4 (@, y)=ay, olx,y)=zy*
'\"’ (_,V) = x*, q/ (1.) =yn.

Ainsi il est impossible que z soit une fonction de x et y,
regardées comme indépendantes entre elles.

donc

On fera donc

y=fz,
y =fx
2 = 2*fx 4 xftx X fla;

et P'on aura

donc

parconséquent z sera égal & la fonction primitive de

oot xf X fx.
Mais on peut éviter la recherche de cette fonction primitive,
en fettant le terme x y* ' de I'expression de 2/, sous la forme

N 43
(J-csy-) __-2'?_’_; ce qui réduit V'équation a cette forme
NG 3
zy J
2= X% s
N 5) Ty¥—3
et supposant ensuite

ya* —%i=f’x,
moyenr;ant quoi elle devient
= (ﬁyg—s ‘ + fx, .
dont la primitive est

s
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Ainsi ces deux équations remplacent conjointement P'équa~
tion proposée, la fonction fr demeurant arbitraire.
On doit dire, & plus forte raison , la méme chose des équa-
“tions que I'on pourrait supposer entre x,y, z, et ¥, 2 dans
lesquelles les fonctions dérivées y/, ' monteraient & des puis-
.sances quelconques,

Qu'on suppose, par exemple, I'équation

=14y
en faisant
y=fz,
on aurait
& =y (4fx).

Et il faudrait, povr avoirz en x, trouver la fonction pri-
mitive de 1/ (1 +f2*) ; ce qui est impossible tant que lafonc~

tion fx demeurera indéterminée , a moins d’employer les séries.

Mais en introduisant une troisieme variable, on peut avoir

des expressions finies de x, Y, %, en fonctions de cette méme
variable. :

Pour cela, il faut rétablir a fonction prime x* qui est=1

lorsque x est Ia variable principale , et substituer parconséquent

4 -’

z ! y )
.}'; et — & laplace de y’ et 2, conformément aux principes
établis dans la legon septiéme, Ainsi Péquation sera
2= o’ ¥y

Pour résoudre cette équation de la maniére la plus générale,

"nous emploirons un principe dont nons ferons ; dans la suite,

un plus grand usage, et qui consiste & trouver ‘d’abord des
expressions de x, y, z, qui y satisfassent avec des constantes
arbitraires, et A rendre ensuite ces constantes variables , de
rianiére que les expressions des dérivées ', ¥, & restent les

4

. ménes.,
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Prenons un angle arbitraire »; puisque

sin® @ == cos*w == 1,

-en multipliant le second membre de V'équation proposée par
sin® 4 cos* @, le. preinier ne changera pas.

Or le produit de =™ + _y’ 2 par sin’e - cos® o, peut se mettre
sous la forme : :

(¥’ cos 0 — &’ sine’)* A4 (¥ sinw -}z cos w)?;
de sorte que I'équation proposée deviendra
2 == (y cos =z’ sinw)* + (y" sin @ +x’ cosw)’.

Supposons
¥ sino 4 x’ coso=o0,

ce qui est permis 4 canse de l'indéterminée w3 on aura, en
extrayant la racine quarree des deux membres ,

z' 3y cosw-—-x Slklw.

- Regardonsd’abord 'angle @ comme constant ; les deux équa-
‘tions que: nous venons de trouyer auront pour primitives ces’
deux-ci
' ' Zz=y cos »~xsino -4 a

y sin & < x cosw =b,
e et b étant les deux constantes arbitraires.

Ainsi ces deinx equatlons doxment des valeursde y etzen x|
qui satisfont & l’équatlon proposee , quelles que soient les va—~
leurs des trois constantes g, b et w, comme ® o peut s'en as~

surer par la,subsntutmn. L

Or il est facilé de concevoir: que ces mémes! valeurs satisfe~
ront encore & la proposée , en supposant que les quantités @,
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bt w solent variables, pourvu que les dérivées x’ ,¥'s 2’ restent
. les mémes ; ce qui aura lien si, en prenant les dérivées des

deux équations précédentes, les termes dus aux dérivées de @ »
b et » se détrnisent. ]
Il v’y aura donc qu'a prendre les dérivées des mémes équa-~
3 y AY q P 3
tions par rapport a @, b et w, et déterminer, par leur moyen,
les variables g et .
_ Regardons dans ces dérivées la variable » comme la princis
_pale, nous ferons
e . o' =1,
et-I'on aura
—ysinom~xcosw-a =0,
yeosw— x sin o = .
" Mais nous ayons déja

ysino 4z cosw==dy
donc on aura
i
—b+ad=o0,
ce qui donne

b=d,
- t, parconséquent,
bV =q :
Alis on aura ces trois équations *

ZBr=yCos o —xsinw - a,
yono -4 xcosw=d,
yecosa—gxsinew =d',

Mais @ étant une fonction quelconque de « , & on la dénots
par fo, on aura ‘
’ d=Ffw,a=flo;

e -
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et les trois équations précédentes fourniront ces expressions de
xX,¥,%€en o, '

x == cos X f'o —sin o X f'o
y=sins X o = cose X f'o
. z=fo +flo,
la fonetion fo demenrant arbitraire.

Ces formules pourraient servir i trouver des courbes rec~
tifiables; car si ax et y sont les coordonnées rectangles d’une
courbe plane, et z l'arc correspondant, on sait, par le calcul
différentiel , et je I'ai démontré rigoureusement dans la Zheorie
des Fonctions, que 'on a

2=y (@ +y),
en regardant x et y comme fonctions d'une méme variable
quelconque. ‘

Si on fait fo==m, on a flo==0 ¢t fo=mo 4 n, les
formules précédentes donneront

x=meose, y==msine,z=mo-tn;
ce qui est le cas du cercle.

En prenant pour f» des fonctions quelconques de sin o et
€05 @, on aura autant de courbes algébriques qu'on voudra,
dont la rectification sera algébrique aussi; probléme sur lequel
les géométres se sont autrefois beancoup exercés, et dont on

peut voir différentes solutions dans le tome V des Nouveauxr
Commentaires de Pétersbourg.

Les équations dont nous venons de nous occuper , sont
connues sous le nom d'équations qui ne satisfont pas aux
conditions d'intégrabilité. On trouve des solutions élégantes
de plusieurs de ces équations dans un Mémoire de Monge,
imprimé dans le Recueil de YAcadémie des Sciences pour
Tannée 1784, :
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La notation que nous avons employée pour désigner les
fonctions dérivées de z par rapport a x et y, par des traits
séparés par une virgule , est, comme l'on voit, trés—simple et
conforme 4 la nature de la chose ; mais elle ne met pas en
évidence les variables auxquelles chaque groupe de traits doit
se vapporter ; et si Pon avait des fonctions de plus de deux
variables, la multitude des virgules pourrait rendre la notation
incommode , et causer de la confusion par rapport anx va—-
riables auxquellesles différentes fonctions dérivées répondraient.

On pourrait, dans ces cas,, employer avec avantage la no-
tation que j’ai déja proposée dans I'ouvrage sur la Résolution
des Equations numériques ( pag. 219) , et qui dérive aussi de
la nature de ce calcul. ’

En effet, la formule donnée plus haut,
Y R +ylz"
fait voir que si on veut considérer a part les dérivées relatives
ixery,ona, par rapporta x,
7 =z
done
4 R—T 1—7’ H
ici 2’ ne doit étre pris que par rapport a la variable t en tant
quelle est renfermée dans la fonction x; et pour indiquer ce
'

. . .y .

point de vue , il 0’y a qu'a enfermer I'expression & entre deux

crochets ; ce qui donnera

7
z
FAN— —).

On aura pareillement, par rapport 4 y,

’ IR IN
& =yz";
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done

4
. 2 .
en renfermant I’expression —- entre deux crochets, pour in-

diquer quici la dérivée 2’ n’est relative 4 la variable ¢ qu'au-
tant qu’elle est renfermée dans y, on aura

| -G)

De cette maniére , I'expression de la dérivée z” prendra cette

forme , ,
@G

, . z z'\ ;
oll Yon voit que ?> , (7) ne sont proprement que les coef-
ficiens de o’ et de ' dans I'expression de Ja dérivée 2.

Comme la variable ¢, dont on suppose que x'et'y sont fonc-
tions, demeure indéterminée, en prenant x pour ¢, on aurait

=1,
. 2 . . . -
Yexpression (—;,) deviendrait alors simplement (z'), et indi-

querait, comme elle le doit, la fonction dérivée de z par
rapport A la variable principale x; de méme, en prenant y

pour ¢, on aurait
I

Yy =1,
. ) 7 .
et U'expression (f;,—) deviendrait aussi (z'), et indiquerait la
fonetion dérivée de z par rapport  la variable principale y.

Mais, pour distinguer ces fonctions I'une de T'autre, nous
retiendrons toujours les lettres &’ et y’ sous z’, et nous en-

. / 2 , . s
tendrons simplement par (—;’—,—) s <7> , les fonctions dérivées
de z par rapport A x et y.
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D'ailleurs cette maniére d'exprimer les fonctions dérivées
a 'avantage de faciliter la transformation de ces fonctions ,
lorsqu’on veut les rapporter & d’autres variables.

’
. . 2N, .
Ainsi , comme Vexpression <?) indique que z est regardé
' 7
. , S LAY
comme fonction de x, I'expression réciproque (7) indique=

rait que x serait regardé comme fonction de z ; et il est facile
de se convaincre , par la nature de ces expressions, que Ion

a en effet
2 x”
(—7) >< (_-/_> =1 ?
a z

comme si les parenthéses n'existaient pas, de sorte que 'on
aura : '

Sidonc, au lien de regarder z comme fonction de x et ¥
on voulait regarder x comme fonction de z'et Y > on subsii-

1, 2 la place de (%)

Ensuite , pour avoir la valeur de 'autrefonction dérivée

tuerait d’abord

! .

2 .y . .
(7> » on remarquerait qu'ici la variable x est censée conse
tante , puisque z n'est regardée que comme fonction de ¥

Or, x étant supposée  fonction de y etz , on aura, en
» PP 10 »: OR )
général , : ~

=+ @

donc , pour que x soit constante , &’ deyra étre zéro » €e qui
donnera I'équation

G +@e=e

°
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d'ont l'on tire

’
2 L 4 o)
et cette valeur de 3-,,-., tirée de la supposition de constante ,
. ' 4
sera parconséquent, la méme que celle de (%)

Dot il suit que l'on aura ces transformées
(€]
=75 ==
&Y=

De sorte que sil'on a unet equatxon qm contienrte x 'Y, %
avec les fonctions dérivées (—) ( ), elle ne changera

. pas essentiellement par les subsntutlons pleCedentes ; seule-
ment , au liei de supposer z fonetion de = et ¥, ce sera x
qui sera fonction - de Yy et z,'et ainsi pour les cas sem-
blables.

4
. L % .
Maintenant;: puisque (’}?)‘ gsf une: fonction-de x et y,on

aura de méme , en:prenant sa dérivée relativement & A

@D D).

mais comme x’ et y entne les parenthéses , n’ont qu’une si-
gmﬁcatlon de convention, on peut , sans mconvement ¢écrire

(:_) , (;‘,7) ila plafe de ( %"_)_) , (%”;)) ;
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parconséquent ;

) X4 o /4

WL % -

(—x—,) =x’ ('—-—‘z:(,2 +y l—ly, .

. On aura de méme

GY=+G+rG)s

ot Ton voit que les symboles

7 %" , zﬂ' rat N
& @ @
expriment ici ce que nous avions dénoté’ plus haut par les

signes ) )
2"y.20, 5,

Donc la dérivée seconde de z, c’est-a~dire , la valeur de 2" que
nous ayons donnée plus haut , ‘séra représentée airisi
fab , ; ,v\ v P -”‘ P yl . !
ey S WY L AN £ NN £ raf 2y
= Gy (e ) G
z” zII . . B
On voit ici que (—E) et ('T sont aussi les coefficiens de
o Y
”
' . \ . z
' et y* dans I'expression compléte de 2', mais que (Z}'?)

‘West plus le simple coefficient de 2y’ dans la méme expres—
sion , comme on serait poyté A le supposer d’aprés sa notation.

. e . 7, Cm=n)

En général I'expression (

dénotera ce que nousavions

Iniafdn
x!
dénoté par 2", c’est-a-dire, la fonction dérivée de z de
Yordre (n 4 m )™, prise m fois .relativement & & ,» et n fois
relativement & ¥,

Cette derniére notation se rapproche , comme l'on voit,
de celle qui est depuis long-temps en usage chez les ana-
lystes pour désigner les différences qu’on appelle partielles.,
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En effet, il est visible que les fonctlons denvees que nous
désignons ici par

()()(z«a)( e

e sont autre chose que les quantités

dz ds &z dn

T & T Twdy” "

que plusieurs géometres , 4 V'exemple d’Euler , renferment
aussi entre deux parenthéses. - .

_Ainsi on aura, en général, ces notations correspondantes

)
2 Jmtn)
(me) :
z ( ) éix"dy")'

Aprés avoir donné la mamere de_‘; former et de noter les
Ponctions dérivées relativement & différentés variables, nous
allons considérer les équations qui contieﬁx\naxit des fonctions de
ce genre , et qu’on peut appeler Equatwns dérivées & plusieurs
wamzbles. y

i

. LECON
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LEGON VINGTIEME.

Equations dérivées & plusieurs variables. Théo-
riedeces Equations. Méthodes générales pour
trouverles Equationsprimitives des Equations
du premier ordre a plusieurs variables,

CONSIDE':RONS d’abord une équation quelconque entre les
trois variables x, yet z, par laquelle z soit une fonction
déterminée de x et y. .

Représentons cette équation par
F(x,y,2)==o0,

et supposons, pour un moment, que x et y soient des fonctions
données’'une méme variable ¢, alors z sera aussi une fonc—
tion de ¢ dépendante de 1'équation proposée ; et par la théorie
des équations dérivées exposées dans les legons précédentes ,
non-seulement Ia fonctien F (x, y, z) sera nulle , mais encore
ses dérivées F” (x, ¥, z), F” (x, y, %) , etc. , prises relativement
a ¢, seront nulles. ‘ :

Or, en conservant la notation de la legon sixiéme , on a
F' (z,3,2) = 2F (@) + yF (y) +2F (2);

dans cette formule x',y’, 2, sont les. fonctions dérivées de
x,y,%, par rapport a ¢, et F' (x), F'(y), F’ (z), sont
les fonctions dérivées de F' (x, y, 2), prises par rapport & cha-
cune des variables x, y, z en particulier,
Ainsi I'équation
F(x,y,2) =0
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donnera celle-ci,

I (x) +yF' (y)+7F () =o.
Mais en considérant z comme fonction de x ety , on a
v 2=z ey
donc , substituant , on aura
& [F @)+ F @l+y [F () + F (] =o.

Pour que lesfonctions x et y de ¢, demeurent indéterminées,
il faudra que leurs fonctions dérivées o’ et y' disparaissent de
Véquation préeédente ; ce qui ne peut avoir lien qu'en faisant
les deux équations séparées

F' () +2"F (z)==0, F'(y)+2F (z)=o.

11 est visible que ces deux équations ne sont autre chose que
les dérivées de I'équation primitive

F(x,y,z)=o0,
prises séparément par rapportd x et par rapport a y.

En effet , puisque dans cette équation les deux variables x
et y sont essentiellement indépendantes entre elles , ses dérivées
par rapport & x et par rapportd y auront lien chacune en par-
ticulier. Or, la variable z étant, par cette équation, une
fonctionde xx et y, dont les fonctions dérivées sont 2> par rap-
port 4 x seul , et 2" par rapport & y seul, il est clair que la
dérivfee de F (x,y,2) sera’F’ (x) + %" F’ (z) par rapport ax,
et quelle sera F’ (y) -- 2" #' (z) parrapport 4,y ; de sorte que
P'équation primitive

F(x,y,z)=o0
donnera ces deux dérivées indépendantes ;

F (x) 4 2°F (g)=o0, F(y)+«F (z)=o,
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lesquelles serviront a trouver les valeurs des fonctions 2’ et z
et l'on aura

e @) F(y)
t F/ (y) , FI (Z )

Ayant ainsi les valeurs des deux premiéres fonctions dérivées
*de %, on en déduira celle des fonctions secondes 2" 2 2
en prenant les dérivées de z” et z” par rapport & x et Y et
ainsi de suite.

11 suit de 1 que I'équation primitive
F(x,y,z) =0
ayant lien, ses deux dérivées
F (@) o2 F (2y=0, et F ) +2F (2)=o0

auront lieu aussi en méme temps; parconséquent une combi-
naison guelconque de ces trois équations aura lieu aussi, et
pourra tenir lien de I'équation dérivée.,

Ainsi une equatlon entre =, y, z , et les deux derlvees 2, 2",

ou (-—) ( ) par rappoita x et Y, sera une equatlon du

premier ordle a trois variables , & laquelle répondra nécessai-
rement une équation primitive en x, Y%

Soit , par exemple , I'équation
PAE Mz’ = N,
M et IV étant des quantités constantes.
( Son équation primitive sera
z2— Nxr=¢ (y—Mx),
la caractéristique ¢ dénotant une fonction quelconque.

"En effet, si on prend les fonctions dérivées parrapport 3 x,
%
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on a
2= N == My’ (y—~Mzx);

et si on prend ‘ces fonctions par rapport y,ona

& = (y—Mx);
de sorte qu’en éliminant lafonction dérivée ¢ , on a I'équatioy
dérivée proposée -

2 e Mz = N=o.

Considérons I'équation générale de la méme Forme » dans

laquelle M7 et IV soient des fonctions quelconques données
de x,y, 2.

Supposons que
Flx,y,2)=o0

soit son équation primitive, onanra, par ce qu’on a vu ci-dessus,

N F'(x) N Fl(.y),
= Fl(z)lz — F,(Z)’

donc, substituant ces valeurs dans Péquation proposée, et
multipliant tous les termes par F” {(2), on aura, en chan-~
geant les signes, '

F' () + MF’ (y) + NF' (z) =o.
Or on a, en général, comme on I'a yu ,
F'(%y,8) =aF (@) + Y F' (y) +2F (),

en regardant x, ¥, z comme des fonctions quelconques d’une
autre variable ¢ ; donc, substituant dans cette formule, i la
place de F'(x), sa valeur tirée de Péquation précédente s
savoir , — MF'(y) —NF’(z), onaura

F(#,5,5) = (y' =2 M) F'( ¥) + E=2'N) F ().
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- On voit, par cette expression de la fonction dérivée
F'(%,y,2), que cette fonction deviendra nulle si on établit
entre les trois variables =, y, z des relations telles » que 'on
ait ces deux équations particulidres

Y= Mz'=0, z——Nx'=o.

Ces équations étant enire les trois variables x » Y%, ser—
viront a déterminer les valeurs de ces variables en fonctions
de la troisiéme; desorte que, par la substitution de cesvaleurs,,
la fonction F(x,y, z) deviendia aussi une fonction de cette
troisieme variable. Donc , puisque sa fonction dérivée doit
alors devenir nulle , il s'ensuit que la variable doit disparaitre
d’elle-méme, et que la fonction F (x, ¥, z) nepourra conte-
nir, aprés cette substitution , que des constantes.

Or, les deux équations '

Y —Mz'=o, z'— Ny =o,

étant du premier ordre , leurs équations primitives contiendront
deux constantes arbitraires que nous désignerons par aet b,
En effet, si de ces deux équations on veut éliminer , par
exemple , la variable z, on tombera dans une équation du
second ordre en x et y, daps laquelle on pourra faire

, =, y=1,
suivant qu'on voudra regarder y comme fonction de r, onx
comme fonction de y; et cette équation aura pour équation
primitive , une équation en x et y> avee deux constantes
arbitraires.

Ensuite , on aura aussi. z en fonction de x et Yy par l'une
des deux équations proposées.

11 suit de 14 qu'aprés la substitution des valeurs de yetsz
en x , tirées des deux équations du premier ordre dont il s'agit ,
Ia. fonction # (%, y,2) ne contiendra plus que les constantes

3
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aet bavec celles qui se trouvent dans les quantités M et IV;
de sorte qu'elle deviendra simplement une fonction de @ et 5,
que nous designerons par @ (e, b).

Parconséquent I'équation primitive
F(x,y,8)=0
se réduira a ,
¢ (a, b)=o,

par laquelle on voit que I'une des constantes ¢ et b sera fonc-
tion de 'autre. .

Mais & la place des constantes @ et 5, on peut mettre leurs
valeurs en x, y, z, tirées des deux équations primitives , ou
elles entrent comme arbitraires. Donc, si on désigne par P et Q
ces valeurs de @ et b, I'éguation primitive dela proposée de-
viendra

o(P, Q)=o0,
la fonction désignée par @ étant arbitraire.

Il vésulte de 1d une méthode,. générale pour trouver "équa~
tion primitive d’une ¢quation. quelconque’ du preinier ordre ,
4 trois variables x, y, z; dans:laquelle-les deux fonctions déri-
vées de la variable , qui est censée fonction des deux autres,
ne se trouvent qu'a.la premiére dimension , telle que

& My - N,

ou, ce gui est la méme chose ,

@ +u(G)=n.

M et N étant des fonctions quelconques de x, y, z. On fera
ces deux équations

Ve—Mr'=0, 2’—~Na'=o, -
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dans lesquelles on peut supposer V'une des trois fonctions déri~
vées ', y', 2’ égales & l'unité suivant la variable qu'on voudra
regarder’ comme -principale, et dont les deux autres seront
censées des fonctions ; et ayant trouvé, sil est possible , les
deux équations primitives de ces équations, on en déduira les
valenrs P et Q des deux constantes arbitraires ¢ et b qu’elles
doivent renfermer : on aura alors

Yo (P, QY=o
pour I'équation primitive cherchée ; d’ou résulte
Q=1p,
la caractéristique ¢ dégignan£ une fénction quelconque de Q.

L’analyse précédente est plus simple et plus directe que celle
que j’ai donnée dans la Théorie des fonctions (n° 101); c'est
ce qui m'a engagé & la mettre ici ; d’autant qutelle s’applique
avec la méme facilité aux équations semblables entre un plus
grand nombre de variables. Dans les mémoires de Berlin de
1779 , je m'étaiscontenté dé prouver, 4 posteriori,la légitimité
etla généralité de cette méthode. ‘

3 Lo e S . .
Considérons de la méme maniére I'équation & quatre va-
riables £, x, y, z, de la forme

:

Gy en=n

L, M, N, étant des fon’étiqnsquglconques de t, x,y, z

Si on représente son équation primitive par
) F(t,x,y,z)ﬁo,
sa fonction dérivée F’ (¢, x, Y, &) sera, en général,
VE (8) 42 F (2) 4y F' (y) +2 F' (z),

et I'on aura, relativement & chacune des variables ¢, x, y



360 CALCUL
en particnlier, les équations ..

Fo+(5)F @@=
F' (2) (.’x.,) F’ (z)=o0,
e
F’ (_}’)+' (?’7)}?’ (.z,)=o.
Tirant de ‘cés équations les ‘valeurs des fonctions (:—:),

’ 7’
(3 ) <f~) et les substitnant dans Péquation proposée ,

elle devtendra , aprés la multlphcatmn par F' (z), et le
changement des signes, ;

F' (t) 4 LF’ (x)+MF'(y)+ATF'(z)_o,
d’ott l'on tire
F'(t) -—u--LF'(x)-—MF' (y)—NF’ (z).

Cette valeur de F’ (t) etant substltuee dans celle de
F'(t,x,y,2), on dura " *' _
F (b, 2,y,2) & (& —{ L) F' () 4y — ¢ M) F" (3)
+ (2= N)F' (3).
Si donc on introduit en’re les quatre variables t,x, ¥,
les relations déterminées par les trois équations
& —t L=o, y’——f.’M:o, z’-ét'Z\T;—_o,

la fonction dérivée F’ (¢, x, y,2) deviendra nulle; parcon-
séquent la fonction primitive F (¢, x,y, 2) ne ponrra con-
tenir que des constantes.

Or les trois équations dont il s'agit étant du premier
ordre , auront trois équations primitives qui contiendront
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trois constantes arbitraires a, b,c, et par lesquelles trois
des variables ¢, x , Y » % pourront étre déterminées en fonc—
tions de la quatriéme. Donc, si dans 1a fonction F(t, x,y,2)
on substitue les valeurs de ces variables , il faudra que la
variable restante disparaisse d’elle-méme » et la fonction ne
pourra plus contenir que les mémes constantes @, &, ¢ , Avec
cellesqui entreront dans les expressions de L., M, N.De sorte
qu’aprés cette substitution, la fonction F (t, x,y,2) deviendra
nécessairement de la forme @ (a, b, c).

Or les trois éqnations primitives dont il s'agit, déterminent
les valeurs de @, &, ¢, en fonctions des variables t, x,y, 53
de sorte qu’en désignant ces fonctions parP, Q, R, on peut
mettre ces équations sous la forme

e=P,b=0Q,c=A.

Donc la fonetion F (¢, x, ¥, z) devra étre de la forme
¢ (P, Q, R), puisqu’il n'y a que cette forme qui puisse
devenir fonction de a, b, c, en vertu des trois équations
primitives

P=qa,Q=b,R=c.
Donc I'équation primitive
: F(t,x,y,2)=o0
deviendra
o (P, Q,R)=o0,

par laquelle on aura
R=0(P, Q),

la caractéristique ¢ désignant une fonction quelconque* de
Pet Q.

Ainsi 1°. I'équation du premier ordre & trois variablés

() +u (7) =
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dépend des deux équations du premier ordre entre les mémes
variables
y —Mx'=o0, 2z —Nzx'=o;
et si

DP=q, Q=b,

sont les équations primitives de celles-ci, @ et b étant los
‘constantes arbitraires, I'équation primitive de la proposée sera

Q=¢P
qu» étant une fonction quelconque de P,

2°. L’équation du premier ordre & quatre variables

Gy ru(E)=r

dépend de ces trois équations entre les mémes variables,

o —¢ L=0, y —t M=o, 2’ —{ N=o.
Et sl
P=aqa, Q==b, R=c

sont les trois équations primitives de celles-ci, @, b, ¢ étant
les constantes arbitraires, I'équation primitive de la proposée
sera v

, B=0e(P,Q),

¢ (P, Q) désignant une fonction quelconque de P et Q; et
ainsi de suite:

De cette maniére la recherche des équations primitives des
équations du premier ordre, par lesquelles une variable est
fouction de deux ou de plusieurs autres, est réduite a la
recherche des équations primitives d’équations du méme or-
dre, dans lesquelles toutes les variables sont fonctions d'une
seule et méme variable. Or, en analyse’, on.regarde la solution
d’'un probléme comme connue, lorsquelle est réduite a celle
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&un probléme d’un genre inférieur, quoique celle-ci puisse éire
sujette encore & beaucoup de difficuliés.

Supposons, pour donner des exemples trés-simples, que
les quantités L, M, IV soient constantes; les deux équations

Yy —adM=o0 2/ —a’ N=o
auront ces primitives

y—Mr=a, z-—=Nx=2b;

7 2
&) +u(7)=r
aura cette primitive
z—Nr=o(y — Mx),

comme nous I'avons déja vu plus haut.

donc 'équation

Les trois équations
&' —{L=o, y —t M=o, z’-—‘-t'N=o,
auront ces primitives. ‘ ’
xm=Liz=a, y~=Mt=b, ze=Nt=c;
et I'équation . .
@+=G)+u ()=,
aura eette primitive :
o s Nt g (2 — Lt y— M),
"Il est bon de remarquer que les équations
» P=aq, Q:b, R:vc,‘etc.,

ol @, b, c,etc. sont des constantes arbitraires, donnent cha-
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cune une solution particuliére de I'équation proposée; ce qui
est évident par la forme méme de la solution générale

tD(P, Q)=o0 on tD(I-’, Q,R):o;

car, puisque la fonction désignée par @ est arbitraire, on
peut toujours réduire ces équations &'

P—gz=0, ou Q—b=o0, ou R-~c=o, etc.

Ainsi il est facile de voir que I'équation

g—Nz=b

satisfait & I'équation dérivée .
f: - M(f,- =N t
&)+ y,)f P
z=Nx-4b; . .

JEEORS

Mais si on prénait™l'autre ' équation =

car elle donne

donc

y—Mx=a,

on ne verrait pa’s:-d’ﬁhéfii ",comn{e\'r'it\’z elle .y peut satisfaire ,
puisque la variable 2’y entre ‘pds/ Comnie cette équation
ne donne qu’un rapport entre x et y, par lequel x est fonc~
tion de y, ouy fonction de x, il faudra changer I'équation
dérivée de maniére qu’au lieu ded Fonbtions dérivées de z,
par rapport & 8Ly, glles, contiennent., Jdes: fonctions déri-
vées de x par rapport d y etz, onde y par rapport & x
et z; ce qu'on obtiendra par les’ SubStltuthn: ‘que nous ayons

indiquées plus. baut.. . . . : S

L
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Nous allons donner ici cette transformation pour servir
d'exemple dans les cas semblables.

On mettra donc & la place de (%) et (—;—';), les quan~
)
a1 Y/
M T 7w
& @ ,
dra, en multipliant tous les termes par (%),

—(Z)=n(3).

y 2

dans laquelle x est maintenant censée fonction de yetaz.

» et Téquation dérivée ci-dessus , deyien.

Or Yéquation
y—Mr=a
donne
=Y ;}a ;

d'ott U'on tire

x’ 1 x’ o
yl —_ M’ ZI . =N
valeurs qui satisfont évidemment & I'équation précédente.
Nous venons de voir, dans les exemples précédens, que
I'équation primitive renferme, dansle cas de trois variables,
une fonction arbitraire d'une quantité composée de ces ya-
tiables, et, dans le cas de quatre variables, une fonction
arbitraire de deux quantités composées de ces variables.

Nous allons démontrer que cette proposition est générale,

quelle” que soit la forme de Péquation dérivée du premier
ordre. .

En appliquant aux équations & trois variables s la théorie
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que nous avons donnée dans la legon donziéme , sur le
équations dérivées 4 deux variables, il est aisé¢ de voir que,
puisqu'une équation & trois variables a deux équations d¢-
rivées , on pourra, par le moyen de ces trois équations,
qui ont lieu simunltanément, éliminer deux constantes i vo-
lonté, et parvenir ainsi 4 une équation du premier ordre,
qui ontiendra deux constantes de moins que I'équation pri-
mitiy .

D’ot: il suit réciproquement que I'équation primitive d'une
équation du premjer ordre & trois variables, doit contenir deux
constantes de plus que I'équation du premier ordre, et que
ces constantes seront nécessairement arbitraires.

Prenons pour équation primitive, I'équation & trois variables
z=ax -} by;

en regardant z comme fonction de x et y, on aura ces
deux dérivées, l'une relative & x et l'autre relative a y,

’ 4
z z
(—,-) =a, et (——,—> =b.
x y
Eliminant, par le moyen de ces trois équations, les cons-
tantes ¢ et b, on aura I'équation du premier ordre

=)

A laquelle répondra I'équation primitive
z==ax--by;
les constantes « et b demeurant arbitraires.

Mais il n'en est pasL ici comme dans les équations & deux
variables, ot dés quon a trouvé une équation primitive avec
une constante arbitraire, on est assuré quelle a toute la
généralité que I'équation du premier ordre peut comporter;
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car on peut trouver une infinité d'équations & trois variables,
qui, par I'élimination de deux constantes au moyen de leurs
dérivées , donnent la méme équation du premier ordre.

. Par. exemple, I'équation

z==ay -

d'oti T'on tire, par I'élimination de a et &, la méme équation

()45

On pourra trouver autant d’autres équations primitives qu'on
voudra qui redonneront la méme équation du premier ordre;
mais dés qu'on en a une avec deux constantes arbitraires ,
on peut en déduire la formule générale de toutes les autres
par des principes analogues & ceux qui nous ont conduits
aux équations primitives singulitres, et que nous avons ex—
posés dans la legon quinziéme.

En effet, si Pon considére une équation primitive & trois
variables , telle que

F(z,y,2%,a, b)=o0,

dans laquelle il y a deux constantes a et b, qu'on se pro~
pose de faire disparaitre an moyen de ses deux dérivées, il
est visible que le résultat de U'¢limination de ces constantes
sera toujours le méme, soit que les constantes @ et b soient
constantes ou non, pourvu que les deux dérivées soicent les
mémes; ce qui aura nécessairement lieu lorsqu’en regardant
les quantités a et b comme variables, les termes provenant
de leur variation , dans les deux équations dérivées, seront nuls.
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Or, tant que @ et b sont constans, I'équation

F(x,y,2,a,by=o0

donne,, comme on I'a vu plus haut, ces deux dérivées, I'une
par rapport a4 x et l'autre par rapport 3 y,

F@+(5)F@=o,

F' )+ (y—) F @ =o.

Mais en regardant .z et b comme fonctions de x et y, ces
dérivées deviendront

F@+E)F e+ (E)F @+ (Z)FBr=o,

ro+E)ro+(@)ro+@)ro=.

Et il est clair qu'elles se réduiront aux précédentes, en
déterminani a et b de maniére que I'on ait les deux équations

D ro+E)re=o,

(%) F’ (a) 4 (%) F' (b)) = o

Il est d’abord visible qu'on peut satisfaire & ces deux
conditions, en faisant

F'(a)==o, et F'(b)==o0;
ce qui donne deux équations, par lesquelles on pourra dé-
terminer a et b en fonctions de x, y, 2.

Cette solution répond évidemment & celle qui donne les
' équations
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&quations primitives singulidres des équations 4 deux variables »
comme nous l'avons vu dans la legon quinziéme.

Ainsi on pourra appeler aussi équation primitive singu-
liere, I'équation

F(x,y,2,a,b0)=o0,

dans laquelle on aura substitué pour @ et 4, les valeurs tirées
des deux équations

F' (@) =0, F (b)=o.

. Mais il y a une maniére plus générale de satisfaire aux
mémes conditions. )

Supposons que b soit une fonction quelconque de a, que
nous désignerons par ga, alors ¥’ deviendra o(a)><a’, parconsé-

quent (-é;) deviendra ¢/ (a) X (%,), et (%) deviendra
¢ (@ % (—“7) | ’

Faisant ces substitutions dans les deux équations de conw
dition , elles deviendront

[F@+F ® x¢a (LY=o,

’ d
[F@ +F & xoa (5) =0,
et on y satisfera par cette équation unique

. F(ay4F -([’)x¢'a=‘o;' ‘

laquelle servira & déterminer la valeur de a, ‘et la fonction pa
demeurera arbitraive. - .- . . -

En effet, si dans Péquation primitive

. F(m,y, z,a,6) =0,
Aa
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on fait
: .b=¢a',
elle deviendra
F(-”:yﬂ, a, ¢a)=°;
et si on désigne par F’.(a,ea), la fonction dérivée da
F(x,y,s, a, pa), prise relativement a @ seul , il est facile
de voir qu'en faisant
F' (a, ga)=o,

les équations dérivées de la proposée, prises relativement 4 «
et 4 y, seront les mémes, a étant variable, que si elle ne
variait pas; que, parconséquent, I'équation du premier ordre,
déduite de celle-c1 par *élimination de g et gu, sera encors
la méme. s S
" 11 est visible que Péquation

' <F' (a, pa) =0, ..
nest autre chose que T'équation ci-dessus . .

F'(a>+F'<b)><¢a-o.

en faisant

De cette man L‘e on aura, donc aussi une espece equatxons
primitives smguheres “mais plus générales que T'équation pri-
mitive proposée, & raison de la fonctxon arbltralre qu’elles
contiendront” ‘ S

Si donc on a une equatlon du premler ordre a troxs ya-
riables, telle un g

#(on (G @)=

on peut supposexr qu elle ait pour équation prmutwe
F(x,y,2,a;b)=o,

ol a et b solent depx constantes arbitraires,



DES FONCTIiONS. 371
, Nous appellerons  celle-ci équation primitive complete ,
& raison des deux constantes arbitraires qu’elle contient, et
qui ne peuvent disparaitre que par le moyen de ses deux
dérivées. S§'il arrivait que les deux constantes s'en allassent
d-la-fois au moyen d’une seule de ces dérivées , elles ne
pourraient alors tenir lieu que d’une seule constante, et I'é~
quation- primitive ne serait pas compléte.

Dés qu'on aura trouvé une équation primitive compléte ,
on en pourra déduire une autre plus générale, et qui con-
tiendra une fonction arbitraire.

Car il o'y aura qu'a faire
b=ga,
et déterminer ensuite ¢ par la condition
F' (a, pa)=2¢. "

Nous nommerons celle-ci équation primitive générale ,
pour la distinguer de la précédente.

Enfin, la méme équation primitive compléte donnera en—
coré Véguation primitive singuliére, en déterminant g et b
en fonction de x, y,z par les deux conditions

F'(a)=0, F'(b)=o.

+ Par exemple , nous ayons yu plus haut que ’équatibhfdu

premier ordre
Z-’ . . zI

a pour équation primitive compléte
z == ax -4 by.
Pour en déduire I'équation primitive générale, an fera

b=¢a, ' B
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et on prendra les fonctions dérivées par rapport & g senl,
on aura les deux équations

z=ax+y¢a.x+_y¢’a=0;

d'ott il faudra éliminer a : comme la Fonction ga est arbitraire,
on peut, en lui donnant différentes formes, en déduire une
infinité d’équations primitives complétes , dﬂférentes , avee
deux constantes arbitraires.

Soit, par exemple,
0= A~ 2—5,
les deux équations deviendront

i a 'a
z::a:c-i—y(d———“iﬁ), x—%:o;
la seconde donne
2Bx

a=——3

b

et cette valeur, substituée dans la premiére, la réduit a
Bx*
&= Ay + T’

dqui est lautre forme d'équation primitive que nous avions
trouvée.

On pourra , de la méme maniére, en trouver tant d’autres
gu'on youdra ; mais il est remarquable que la premlere
équation primitive complete s d'ott I'équation primitive gé~
nérale a été déduite, n'y est jamais comprise,

Ainsi, il est impossible de déterminer la fonction ¢a de
maniére que les deux équations

#=ax-tyee,x+ypa=o,
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donnent celle-ci,

z==dzx+} By,
A et B étant des constantes. arbitraires ;
Car supposons la chose possible; en substituant daris la pre~
miére la valeur de z, on aura & satisfaire & ces deux équations
Az -~ By==ax + yoa, x - y¢'c=mo.
La seconde donne
x=—yg'a;
cette valeur substituée dans la premitre, Ia rend divisible
par y, et il en résulte
B—Ad¢a=0a—agla;
d’ou. l'on tire.

r __ 9a—P,
¢a— a__A.J

divisant par ga-—.B, on a 1'équation.

¢a 1

¢a—B  a—A*

dont chaque membre est une fonction dérivée. exacte.

La fonction primitive du premier membre est ! { pa—B ),
st celle du second membre, est / (a— 4), la caractéristique [
dénotant le logarithme hyperbolique (legon quatriéme ) ; donc .
prenant les fonctions primitives et ajoutant la constante ar-.

bitraire /k, on aura
L(pa—BY=1(a—d)4Ik;
.d’ott. Yon tire
‘Qa= B=k(a~A),
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et parconséquent
¢a—=B4k(a—dA)
Telle devrait donc étre la forme de la fonction ¢a; d'on
Yon déduit
«p’a::k.

Ces valeurs étant maintenant substituées dans les deux équa-
tions ci-dessus, elles deviendront

(a—A)(x+hy)=o0,z4ky=o0,
auxquelles on ne peut satiefaire qu'en faisant

x-hy=o0;
ce qui ne donne rien.

Jusqu'a présent on avait cru que toute équation primitive
qui satisfait & une équation du premier ordre i trois variables,
avec une fonction arbitraire, est aussi générale que celle-ci
peut le comporter. L'exemple précédent met cette propo-
sition en défaut, et nous prouverons plus bas Ia méme chose,
d'une maniére générale et directe.

Il est vrai que, dans le cas que nous venons d'examiner,
on peut donner & I'équation primitive une forme plus simple
et plus générale.

Car, en considérant les deux équations

z==az +ypa, z+yPa=o,

‘on voit que la seconde donne

by X,
¢a__-——,

g . x
Wont il résulte que a est une fonction de ¥ -
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Faisons donc

= §),

qa= nb(f,);.

mais il' faudra qu’il y ait entre les fonctions o (;) et ® (;)

une relation dépendante de I'équation

nous aurens,

o= — -,

Y

En effet, si en regardant ¢ comme une variable, on prend

. L . ) oy T ,
Jes fonctions dérivées relativement & la quantité 3 les équa-

a=. (§>4et Pz=9 (;)

o= (.-:) » ddfa=4a' (;),

done , substituant dans la seconde , pour a et pour ¢/a , leurs
valeurs , on aura 'équation de condition

Qe ()=
Y Y Y4
Maintenant la premiére équation devient , par la substitu~
tion des valeurs de e-et de a,.

=t () ()

et si I'on met cette équation sous la forme

=L+ E QL

tions

donneront
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il est visible qu'elle se réduit & celle-ci,

e=ar ()

La fonction ¥ (%) demeure absolument arbitraire, puis-
: EAPL SN C ,
que les deux fonctions o 5 et> @ b ne forment qu’une
fonction de :—?E' ; ensorte que la relation trouvée entre ces fonc-
tions , devient ici inutile.

Et il est bon de remarquer que cette derniére solution est
précisément celle que P'on trouve directement par la méthode
générale exposée plus haut pour les équations dn premier ordre

de la forme
7 2’
{= —_— V= N:
( ).,. M(y,)__ N;
Car Véquation propusée

=& §)

étant divisée par x et comparée dla formule précédente , donne

de sorte que les denx équations particuliéres
Y~ Mx=o0, et 2~ Nt =o,

deviennent

[

Chacune de ees deux équations étant divisée par x , devient
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une dérivée exacte , et on a les deux primitives
2
Y=y y = =0,
x x
On a ainsi

z
P:‘E, et Q:;;

d'oit résulte I'équation primitive

Y
qui s'accorde avec celle que nous venons de trouver.
On voit aussi que cette forme renferme I'équation compléte
z=ax + by, 7
car il 0’y a qu'd supposer
(@=ersl

SiTon avait I'équation du premier ordre

=== (3 +r ) +[(%). )] |

la caractéristiquie £ dénotant une fonction quelconque donnée
% 2’
des deux fonctions dérivées (}-,) , (-7-) » on trouverait aisé-
ment pour son équation primitive compléte , 'équation
s=ax 4 by + f(a, b),
a et b étant deux constantes arbitraires.

En effet, en pienant les deux dérivées de cette équation
Par rapport Ax et 4y, ona

z’ 2!
(z;/ =a, (7):[),
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et substituant ces valeurs de a et b , il vientI'équation proposée:
Maintenant, pour trouver I'équation primitive générale, il
n'y aura qu'a faire
b =0 ,

et déterminer ensuite a par la dérivée, prise relativement
a a seul.

Ainsi on aura le systéme des deux équations
z==ax-ypa+f(a,¢a), xb+yq>’a+f' (a, pa)=o.

Enfin, pour avoir I'équation primitive singuliére, on élimi-
nera ¢ et b au moyen des deux dérivées, l'une par rapport
4 a, et lautre par rapport & b. Ces dérivées sont

z+f'(a) =0,y +f (b)=o.

Comme Vélimination de @ et b est impossible tant qu'on
ne particularise pas la fonction f(a, b); si a la place des.
variables et y, on introduit les deux variables a etb,
on aura

z==—f (a),y==—f" (4);
et de Ia
z=f(a,b)—af (a)—bf (b) -
pour Véquation . primitive singuliére.

Si on considére ces trois espéoes d’équations primitives;
il est facile de voir qu'elles sont essentiellement distinctes
T'une de Yautre, et que chacune d’elles ne peut étre ren—
fermée dans ancune des deux autres, ni les renfermer; car,
dans la premiére, les quantités a et b sont constantes, au
lieu qu’elles deviennent, dans la seconde et dans la troisi¢me,
des forctions différentes des variables =, y, z.

Mais on peut g'en convaincre d’une maniére plus sensible,
par la considération des surfaces représentées par ces diffe-
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rentes équations primitives. Pour cela, je considére d’abord
l'équation générale du plan

z=ax4by+c,

dont la position par rapport aux trois plans rectangulaires
desx,y,desx, z, et des y, z, est déterminée par les cons—
tantes @, b, c.

Car il est facile de prouver que a est la tangente de l'angle
que lintersection de ce plan avec le plan des x et z fait avec
l'axe des x; que b est la tangente de l'angle que l'intersection
du méme plan avec l'autre plan des y et z fait avec P'axe de y;
enfin que ce plan passe par le point de I'axe des z , qui est éloi-
gné de l'origine commune des trois axes de la quantité c. Ainsi
on peut regarder @, &, ¢ comme les élémens du plan, puisqus
sa position par rapport aux axes des x, y, z, en dépend en—
tiérement.

~Si on combine I'équation du plan uavec ses deux dérivées
prises séparément par rapport & x et y, on peut déterminer les
valeurs des trois élémens @, b, ¢ en fonctivns de «, y, z, et
Fon trouve

‘ Aa—_:(-i;), b:(—;—;),c:z—x (Z?'/ —y (;:-)

Or nous avons démontré rigoureusement, dans la Téorie
des Fonctions analytiques , que, par vapport & une surface
quelconque dont on a I'équation en x, y, z, les expressions
précédentes des quantités e, b, ¢ donnent également les élé~
mens du plan tangent de la surface dans le point qui répond
ayx coordonnées x, y, z; &out il suit que deux surfaces,
qui, pour les mémes coordonnées, auront aussi les mémes va—~

y. . / 4
. . g 2 2 . -,
leurs des fonctions dérivées (-x—’) et (57) , s¢ toucheront né-

cessairement dans le point qui répond i ces coordonnées, puis-
~qu’elles auront I'une et I'autre le méme plan tangent. .
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Cela posé, I'équation primitive compléte

F(x,y,z, a,b)=o,

dans laquelle @ et b sont des constantes arbitraires , représents
une surface dont la nature et la position dépendent de ces
constantes ; ensorte qu'en faisant varier ces constantes, la
surface variera aussi saccessivement.
Or, si on fait
b=ta

et qu'on déterinine @ en fonction de x, ¥, 2, de maniére que
les deux équations dérivées restent les mémes que si a ne va-
riait pas, ce qui donne I'équation primitive générale, il est
visible que cette équation représentera une surface tout-a-fait
différente , mais qui aura, dans chaque point, le méme plan tan-
gent que si la quantité @ demeurait constante, puisque les ex-

. oy (% ' .
pressions des quantités (—7) et -—;) restent les mémes. Done
z Y

cette surface sera touchée dans chaque point par Ia surface de
’équation primitive compléte qui répond a
b=qa, ,

et oll ¢ aura une valeur constante déterminée par I'équation
F'(a,0e)=o0,

qui est Ja condition de 'équation primitive générale : les valenrs
de x, y, z, dont & devient fonction, répondant au point de
contact des deux surfaces, et étant censées constantes par rap-
port aux surfaces touchantes.

Mais en regardant @ comme constante, 'équation
F'(a, ¢a)==o0

représente aussi une surface; et son intersection avec la sur=
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face, représentée par
F(x:y; z,a,048),=0

gera une ligne tracée sur cette méme surface, dont chaque
‘point sera, par conséquent, un point de contact des deux
surfaces dont il s’agit.

D’ot I'on peut conclure que la surface représentée par I'é~
guation primitive générale, sera touchée, dans toute 1'étendue
d'une ligne, par une des surfaces représentées par 1'équation
primitive compléte, dans laguelle on supposera I'une des
constantes

b=¢a.

De maniére que I'équation primitive compléte
F(x,y: z,a, 9a)=o,

oll @ est constante, donnera, en faisant varier successivement
la valeur de ¢, une infinité de surfaces successives dont cha-
cune aura une ligne d’attouchement avec la surface représentée
par I'équation primitive générale; et il est aisé de concevoir
que ces lignes ne poutront étre que les intersections mutuelles
des mémes surfaces; que, par conséquent, la surface repré—
sentée par I'équation primitive générale , ne sera formée elle-
méme que par toutes ses intersections successives.

Maintenant il est évident gue la nature de cette surface est

subordonnée 4 la fonction ¢ a, et qu'elle n'a de contact qu'avec
celles des surfaces de I'équation primitive compléte

. F({x,y,3,a,b)=0,
pour lesquelles
b=g¢a. .

Mais si, en regardant a et b comme variables, on les détermine
par les deux équations

F' (a)=o0, F' (b)=o0,
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ce qui donne alorsI’équation primitive singuliére,la surface repré-
sentée par cette derniére équation sera aussi touchée par la sur-
face de I'équation primitive compléte, dans laquelle @ et b ay-
ront des valenrs constantes , puisque les valeurs des expressions

72N (7 " . .
(-;-) et ( 5’,—> sont encore les mémes, soit que @ et b solent
constantes ou variables; et les points d'attouchement pour des
valeurs données de a et &, seront déterminés par les deux

équations

F (&) =0, F'(b)=0,
combinées avec I'équation primitive
F(x,y,%,a,b)=0;

de sorte que , pour chaque valeur de aet b, il n'y aura qu'un
point de contact déterminé ; d’our il est aisé de conclure que
la surface représentée par Véquation primitive singuliére , ne
sera touchée dans chacun de ses points que par une des sur-
faces de I’équation primitive compléte

F(‘”:V)z':a,b)zo;

mais qu'elle sera touchée par toutes celles qui peuvent étre
représentées par cette équation , en donnant daetb des valeurs
constantes quelconques ; de sorte qu'on pourra regarder cette
‘méme surface comme formée par lintersection mutuelle et
continuelle de toutes les surfaces dont nous parlons , en faisant
yarier successivement les valeurs des constantes a et b.

Cette théorie n'est , comme l'on veit , qu'une généralisation
de célle que nous avons donnée dans la legon dix-huitiéme,
sur les courbes représentées par les équations primitives or-
dinaires on singuliéres des équations du premier ordre & deux
variables. 4

L’¢quation primitive compleéte

z==ax~-by +f(a,d)
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gue nous avons traitée plus haut , représente , comme lon
voit, un plan dont la position dépend des deux constantes
aet b

Si on fait
b=9a,
et qu'on détermine @ par équation
z+y¢a+f (a,9a)=o0

pour avoir I'équation primitive générale , la surface représentée
par cette équation sera touchée et formée par l'intersection
mutuelle etsuccessive de tous les plansreprésentés parI'équation

z=ax-+ypa-f (a,q¢a),

en donnant successivement & @ toutes les valeurs possibles ; et
cette surface sera développable dans le sens le plus étendu.

" Mais si I'on détermine ¢ et b par les deux équations

x=+f' (@) =o, y+f @)=o,
ce qui donne I'équation primitive singuli¢re , la surface repré-
sentée par cette dernidre équation sera formée et touchée par
tous les plans qui peuvent étre représentés par I'équation

2=az by +f(a,b),
en donnant successivement d a et b toutes les valeurs successives
possibles.

Et toutes ces différentes surfaces seront représentées a-la-fois
par I'équation du premier ordre

»==(5)+r () +[(5). &)

On peut voir , dans les écrits de Monge , la théorie de la
génération des surfaces et des équations qui peuvent les repré-
senter , développée dans toute son étendue , et avec des
considérations particuliéres et ingénieuses qui lui appartiennent,
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Lorsque I'équation du premier ordre renfermera plus de trojs
variables, on pourra aussi la supposer déduite d'une équation
entre ces mémes variables , et autant de constantes arbitrajres
quil y aura de variables moins une ; car alors cette équation
fournira autant d’équations dérivées qu'il y aura de constantes s
par lesquelles on pourra ; en éliminant ces constantes , parvenir
a I'équation du premier ordre.

L’équation avec les constantes arbitraires sera donc I'équa-
tion primitive complite de I'équation du premier ordre ; et on
en pourra déduire des équations pﬁmitives plus ou moins
générales par la variation de ces constantes , en supposant
Yune , ou quelques-unes d’entre elles , fonctions de toutes les
autres , et les déterminant par les équations dérivées prises par
rapport & chacune de celle-ci.

Enfin si, sans établir aucun rapport entre ces constantes,
on les détermine toutes par les équations dérivées prises par
rapport & chacune d'elles en particulier , on aura I'équation
primitive singuliére ; car , par ces déterminations , Yes équations
dérivées resteront les mémes, et le résultat de I'élimination
sera , parconséquent , le méme que si les variables étaient de~
meurées constantes. .

Ainsi Péquation entre quatre variables ¢, x, y, 2, et trois
constantes @, b ,¢, - . :

F(t,z,y,z,a,b,¢yrdo
sera la primitive compléte de I'équation du premier ordre entre
- : . . L 2 2
t,x,y, %, etles trois fonctions dérivées (7> , (-;,-) N (3,—- ’

déduites des trois dérivées prises par rapportat, x,y,
F O+(5) F @=0, F' (x)+<§-) F'@=o0,
Z’
‘ ) F' (z) =
F e+ () Fe=o,

. en éliminant ; par leur moyen , les-trois constantes.a, b, c.
' De
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De 14, en regardant a, b, c comme variables, et faisant

c=9 (a, b),

on aura I'équation primitive générale par les deux équations
dérivées relatives dAa et d

F' (@) +¢' (@)X F' (=0, F'(B)+¢' (b)XF'()=0;

et si on fait a-la-fois
c=gqa, b=1Ja,

on aura une autre équation primitive moins générale , en dé-
terminant ¢ par I'équation relative 4 a

F' (@) +d'axX F' () +¢'a X F' () =o.

Enfin on avra I'é¢quation primitive singuliére par les trois
équations derivées relatives d @, b, ¢,

F' (a)=o, F'(By=o0, F'()=o.

On voit parla quen général toute équation du premier ordre
entre trois variables, dont une est censée fonction des deux
autres , peut avoir pour équation primitive une équation entre
Ces mémes variables, contenant une fonction arbitraire ; que
tqute équation du premier ordre entre quatre variables , dont
une sera censée fonction des trois autres, pourra avoir pour
équation primitive une équation entre ces quatre variable,
contenant une fonction arbitraire de deux quantités formées de
ces variables , et ainsi de suite : P'introduction de ces fonctions
arbitraires dans les équations primitives , et Jeur évanouissement
dans les équations dérivées , est le vrai caractére qui distingue
les équati'ons dérivées & plusienrs variables, de celles qui n’ont

que deux variables , et ot I'équation primitive n'admet que des
constantes arbitraires.

Nous avons donné plus haut une méthode directe pour troti-=
Bb
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ver I'équation primiiive de toute équation du premier ordre 3
un nombre quelconque de variables , lorsque les fonctions
dérivées n'y passent pas le premier degré. On peut, par une
considération fort simple , que j’ai proposéeil y a long-temps
(Meémoires de Berlin de 1772) , rendre toute équation du pre-
mier ordre & trois variables , susceptible de cette méthode,
Mais il se présente alors , dans Yapplication de la méme mé_
thode , des difficultés qui ont échappé a ceux qui ont déjx
fait cette application, et queje n’ai pas cherché i résoudre dans
la Théorie des Fonctions, en traitant le méme sujet (art 104),
parceque je n'avais encore rien trouvé de satisfaisant. Clest ce
qui m'engage & revenir sur cet objet pour n'y plus rien laisser
a desirer.

Faisons, pour plus de simplicité ,

z'l Z'
&)=r. @)=q

toute équation du’ premier ordre A trois variables sera Teprésen=
tée par

F(J-‘:y,z,}’;q)=°.
et 'on aura la formule

o = p 2 + g yr;

4 laquelle il faudra satisfaire par le moyen de l'une des indé~

terminées p et g , Tautre étant donnée par I'équation du pre-
mier ordre.

Comme les quantités p et ¢ ne peuvent étre que des fonctions
dex,y, z, si on suppose

. P=""(‘r’.)'az): ¢I=¢(x;y,z),
on aura Véquation

a’:x’4 (x,y,2) +.}'"P (x,y,2)
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gui ne peut avoir une équation primitive gwautant que les
fonctions désignées par - et ¢ satisferont a la condition

'4" (}') +(z) X9 (r;yﬂ-) =¢ ) +¢ (=)< (x;y: z),

comme nous V'avons vu dans la lecon précédente.

Or, puisque
< (x;y; Z)ZP: et 4’(5":_}';2):4:

vo=E). ¥ @=(%),

¢ @=(L). ¢ =(%)

donc , faisant ces substitutions, on aura pour I'équation de con=
dition , celle-ci du premier ordre,

(_;_) +EB =) +Er
(%)_(g;) + (%') P~ (% g=o:

L’équation donnée

ou aura

ou bien

F(x,y,zap,q)=0,

fournit ces trois dérivées relatives d ¢, y, 3,

F (@) 4 F ) < (B)+F @ (L) =0,
F5+F 0% (5)+7 @ x (F)=,

P @+F 0% (§) +F @x (L) =o;

2
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par le moyen descuelles on pourra éliminer les fouctions dérj«
vées de p oude gq.

Eliminous cellesde ¢, onawma, par la premiére et la iroisi¢me,

D=—rG-ra>%)
/T F () F(p %’
(‘7_' S O NI ) (li) .
2/ F(q F(Q /)’
et substituant ces valeurs dans l'équation'ci-dessus du pre-
mier ordre, elle deviendra

F @ +pF @ +F G x (5)+F (@)% (D)

+0F ¢) +9F @] (&) =o;

ou T'on voit que les fonctions dérivées de I'inconnue p, ne
sont qu'a la premiére dimension, la quantité ¢ étant d’ailleur;
une fonctionde p, x, y, =, donnée par I'équation
F (wﬁy’ %, P’ q)=o‘
Lorsqu’on aura déterminé , par ces équations, les fonctions
P et g, I'équation
o ’ r
2 = px’ + qy
aura nécessairement une équation primitive qui sera en méme
temps V'équation primitive de la proposée du premier ordre

Lo en ()G

Comparons maintenant I'équation ci-dessus , qui contient les
fonctions dérivées de p, relativement aux trois variables %)%
avec la formule

o
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gue nous avons déja traitée dans cette legon, et dont nous
avons vu que I'équation primitive dépend des trois équations
particuliéres

2 —tL=o0, y—~t{M=o, —tN=o,
nous aurons , en prenant respectivement les variables x, y, %, p-
4 la place des variables ¢, x, y, %, les valeurs
L=F@ pr PF@+F Q) . F @) +pF (5),
F@y ™ — F(@ F(p) *
de sorte que les trois équations particuliéres deviendront
y F'(p) — IF (9) =o,
¥F (p) — & [pF'(p) + qF' ()] = o,
PEF (p) + & [F' () + pF' (z)] = o.
Comme ces trois équations ne renferment que quatre va-
riables x, y, z, p, on pourra les réduire a4 une seule entre

deux variables; ainsi la difficulté est rabaissée aux équations
de ce genre.

Suppesons donc qu’on ait trouvé leurs équations. primitives
qui renfermeront nécessairement trois constantes arbitraires
e, b, c; on pourra en tirer les valeurs de ces trois eonstautes
en x,y,zet p; etsi ondénote ces valeurs par P, Q, R, on
aura sur-le-champ, comme nous Yayons démoutré¢, I'équation

R=¢(P, Q)
pour 'équation primitive de I'équation du premier ordre en
z, y, z et p, la fonction ¢ (P, Q) étant une fonction arbi~
traire quelconque de P et de Q.

Cette équation, combinée avec I'équation donnée
F(x, y, 5, p,q9)=0,

donnera les valeurs de p et ¢ en x, y, %, qui, éiant snbsti~
tuées dans I'équation
3
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zfszl + qyf’.
la rendront susceptible d'une équation en x, y, z, qui sera
Véquation cherchée.

Comme jusqu'ici rien ne limite la fonction ¢ (P, Q), il
s'ensuivrait que 'éguation primitive d'une équation du premier
ordre A irois variables pourrait renfermer une fonction ar-
bitraire de denx quantités , tandis que, dans les cas que nous
avons examinés, nous n'avons jamais trouvé que des fonc-
tions arbitraires d'une seule quantité; il est d’aillenrs facile
de se convaincre qu’il est impossible de faire disparaitre d'une
équation. & trois variables, wne fonction arbitraire de deux
quaniités , par le moyen de ses deux équations dérivées.

Cette difficulté, ie avoue, m’a long-temps tourmenté; enfin
je suis parvenu a la résoudre par les considérations suivantes,

Je remarque d’abord que, comme les trois équations
P=ag, Q=b, R=c
satisfont par I'hypothése , aux trois équations du premier ordre
Y F' (p) —«'F'(¢q) =o,
2 F'(p) —a'[pF’ (p) + qF' (9) 1=o,
PPE(p)+&'[ F' (2) 4 pF’ (z)]=o0,
avec les constantes arbitraires a, b, ¢, si on tire de ces mémes
equations
P=a,Q=0,R=c,
les valeurs de ¢, y , z en fonction de p, et qu’on les substitue
dans les équations précédentes, elles deviendront nécessaire=
ment identiques ; de sorte que, par ces substitutions, les pre-
miers membres des équations dont il s'agit, deviendront iden-
tiquement nuls, quelles que soient les valeurs de p, a, b, .
En général, comme les variables x, Y, %, p sont regardées
comme indépendantes, il sera indifférent de substituer les va~

leurs de trois de ces variables exprimées en fonctionsde ¢, b, ¢
et de la quatrigme variable.
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Or le premier membre de la premiére étant multiplié par q,
et retranché du premier membre de la seconde des mémes
équations , donne

F' (p) X (& —pa’~—qy').

Donc, si dans la formule 2’ — px’ —qy’, on fait les mémes.
substitutions des valeurs de x, y, z en p, le résultat sera
encore identiquement nul.

" A la place des variables x, y, % on peut, sans nuire &
la généralité , introduire les quantités @, 3, ¢, regardées comme
variables, en conservant les mémes expressicns de ¢, y, z en
a, b, c. Alors, dans la formule 2’ —px’—qy’, les termes
provenant de la variabilité¢ de p, se détruiront mutuellement,
puisque ces mémes expressions rendent cette formule nulle
dans le cas o a, b, ¢ sout constantes : elle deviendra donc
de la forme Ao + BY 4 C¢, dans laquelle 4, B, C seront
des fonctions de p, a, b, c.
‘Donc I'éguation

2 ——paf—gy' =0
deviendra P v

Ad 4 BY 4 (=03

et la condition qui doit la rendre susceptible d’une équation
primitive, sera, par ce que nous avons trouyé R

c=¢(a,b),

puisque la substitution des valeurs de x, y, z en pat, b, e,
donne

P=a,Q=05b,R=c,

d'oit ces valeurs sont supposées tirées.
P

Or, en prenant les fonctions dérivées, on a

d=d¢ (@+5¢ ()
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Donc , faisant ces substitutions, 1'équation

[4+C' (@)]d + [B+Co () ¥ =0,

aura nécessairement une équation primitive,, ce qui ne peut
avoir lieu qu'anta:t que la variable p disparaitra d’elle-meme
de I'equation, puisque sa fonction derivée p’ a déja disparu.

Alors I'équation sera entre les deux seules variables a et b,
et aura toujoursune équation primitive, par laquelle b deviendra
fonction de a seul ; et cetie fonction sera arbitraire, & cause de
la fonciion aibitraire ¢ (a, 5).

Ainsi les deux quantités b et ¢ seront nécessairement, 'une
et l'autre, fonction de & seul, mais il faudra qu’elles satis-
fassent a 'équation

Aa' 4= BY 4 L == 0.
Soit done
b=4Je, c=¢a, .
en les substituant dans cette équation, on aura
A-Bla-4C¢a=o0;

ce qui donne une relation entre les deux fonctions gz et Ja,
et il en restera une d'arbitraire.

Maintenant , si on remet pour a, &, cleurs valeurs P, Q, R,
on aura, pour I'équation primitive cherchée , le systéme des
deux équations ’

Q=2P, R=9P;

d'oll, en éliminant p, on aura une équation en x, y, z, avee
une fonction arbitraire.,

Telle est la solution directe et compléte du probléme ;
mais nous verrons quon peut la simplifier dans plusienrs cas.
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Prenons pour exemple I'équation du premier ordre

SORC

F(x,y, 2, p,q)==z-=—pg=o;

On awra ici

done
F'(x)=0, F"(y) =o0,F’'(z)==1, F'(p)=—q, F'(§)=—p.

Et les trois équations du premier ordre en x, y, z, p devien-
dront

—qy'+px’ =o, — gz 4~ 2pqx’ SR qp’ ~~px’ ==o.
Or l'équation

2=pq,
donne

p

donc les trois équations dont il s'agit deviendront
zy! — p'x'=0, zl—opr'=o, zpl=—pr’=o,

et Pon pourrait faire I'nne des fonctions dérivées o', v,d,p,
égale a lunité,

La premiére et la derniére donnent
¥y =p"
doi Yon tire 'équation primitive
y=p+aea,

@ ¢tant une constante arbitraire,
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Ensuite la seconde et la troisitme donnent

pe =2azp';
savoir ,
’

& _. 2P,

z p’

les fonctions primitives logarithmiques sont

la=1l.p*41.b;

d'ot Pon tire )
z==bp*,

b étant une comstante arbitraire.

Enfin, si dans la premiére on substitue p' poury', et bp*
pour z, on a, en divisant par p*,

bp' ez’ =03
d’ot 'on déduit , en prenant les fonctions primitives ,

x=bp <+ ¢,
¢ étant la troisiéme constante arbitraire.

Ainsi on aura , en dégageant les valeurs de ces constantes ,
% %
oy —p= P,‘b=-}-;-,;= Q, c..-:x.‘—}-’_.R.
Maintenant , si dans I'équation
Z'— pxl —_ qyl '———0;
. z .
on substitue pour ¢ la valeur 5 elle devient

e
z
z --px’--—g'—-:: o.

Etsi,ala place de z,y, 2, on y met les expressions trouvées




DPES FONCTIONS, 895

ci-dessus en p, a, b, c, enregardant les quantités e, &, ¢ comme
variables , on a la transformée

P’ - 2bpp’ — p*b’ — bpp’ —=pc’ —bpp’ — bpad =o,
qui, en effagant ce qui se détrnit, et divisant ensuite par
p, se réduit 4

¢ 4 da =o.
Donc , faisant
b=da,c=¢a,
on aura
a4+ la=o;
ce qui donne
Ja=— ¢a.

Ainsi on aura le systéme de ces deux équations

R=0oP, Q=—¢P;

savoir ,

z ) z
X = = bl s T = Q' — 5
p=el=r) = y—r
d'ott il faudra éliminer p; et la fonction ¢ (y — p ) demeu~
rera arbitraire.

Nous ferons ici une remarque importante : lorsqu’on a

trouvé deux équations primitives renfermant deux conctantes
arbitrajires , comme

ye==p-ta, et z="0p*,

en pourrait croire qu'en éliminant p, on aurait une équation
primitive avec deux constantes arbitraires, qui serait , parcon-
séquent, P'équation primitive compléte de la proposée , et
d'oit Yon pourrait ensuite tirer I'équation primitive générale
avec une fonction arbitraire.
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On aurait, de cette maniére 1'équation

2==b(y-—a);

Mais il est facile de se convaincre qu'elle ne satisfait pas i la

proposée
z'l z'
=&)<

zl
33-, == 0.
Il en serait de méme si on employait,, pour chasser p,la
seconde et la troisiéme équation , on aurait alors

c=x—1 (bz),

car elle donne

savoir N
X v )2
z = ( ) .

m me———
2

(@)=e

Mais si on employait la premiére et 1a dernidre , on aurait,
par I'élimination de p ,

ce qui donnerait

d’ot T'on tire
z=(x—c) (y—a);

cette expression donne

(;—’,)r:y—-a, (%):x—c;

valeurs qui satisfont & la proposée.
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La raison de cetie espéce de bizarrerie se trouve dans I'équa-
tion donnée plus haut,

¢ 4 ba' —=o.

Elle fait voir que les deux quantités a et ¢ peuvent étre
constantes ensemble; que, parconséquent, les deux équations

P=a,etB=c¢c

ont lieu d-la—fois, de sorte qu'en ¢liminant p on a une équa—
tion en x, y, %, et les deux constantes arbitraires a, ¢, qui
sera , parconséquent, I'équation primitive compléte de la pro-
posée. Mais l'équation ne serait pas satisfaite par la simple
supposition de @ et b, oude b et ¢, constantes ensemble; d’oit
il suit que les deux équations

P=a et Q=b, ou Q=b et R=c,
prises ensemble , ne satisfont pas & la proposée.

Au reste , on peut trouver l'équation primitive compléte ;
au moyen d’'une seule de ces équations; car elle donne une
valeur de p en x, y, z, et une constante arbitraire; et comme

cette valeur satisfait 4 'équation du premier ordre en x, y, s
etp, elle rendra I'équation

& —pa —gy'=o
susceptible d’'une équation primitive : ainsi il n’y aura qu’a

chercher ceite équation en y ajoutant une constante arbi-

traire, et U'on aura I'équation primitive compléte avec les
deux constantes.

Ou bien on tirera de Iéquation trouvée la valeur de p
e %, y, 4; et comme :

r=(3).

on cherchera I'équation primitiye en ne regardant que z et x
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comme variables. Cette équation pourra alors renfermer une
fonction arbitraire de y, quon déterminera aisément par
V'équation proposée ; et comme celle-ci est du premier ordre,
la fonction de y renfermera au moins une constante arhi-
traire; de sorte qu’on aura de nouveau une équation primitive
compléte avec les deux constantes.

Prenons dans U'exemple précédent la premiére équation
P =a , savoir,

-_—p == a.
Elle donne y=>
p=y—a;
et comme on a
. z
q=;,»
on aura
q=_y-—a'

Ces deux valeurs étant substituées dans I'équation

! pr/ e gy’ =0,
donnent

Z'—(y—a)x'—y?'_a:o;

équation qui , étaut divisée par y—a, a pour primitive

y_a-—m+c=o';

ol c estla nouvelle constante arbitraire.

Or cette équation est la méme que nous avons trouvée ci=
dessus par I'élimination de p.

La méme équation

pP=y——-a,
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’
. . 2
devient , en substituant pour p sa valeur (—;;) ’

zl\
? =y - .

Comme il n’y aici que la fonction dérivée de z relativement
iz, on peut Oter les parenthéses et mettre I'équation sous
la forme

g=(y—a)z
dont I'équation primitive , en regardant y comme constante , est
z=(y—a)(z~Y),

Y étant une fonction quelconque de y.

Cette valeur donne, en prenant les fonctions dérivées par
rapport a x et y,

(2;) =y—a, (%):x—YM(y—a) Y.

Substitnant ces expressions dans la proposée

(% 2
=) >G>
on a

(y—e) (zg=Y)=(y—a) (z—Y)—(y—a)¥’;
d'ont I'on tire
Y =o0;
et parconséquent
Y=c¢,
en prenant ¢ pour une constante arbitraire.

Ainsi I'équation primitive devient , comme ci-dessus ,

z=(y—a) (r—c).

Ayant cette équation primitive compléte, pour en tirer
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I'équation primitive générale , on fera

c=z=¢a,

et on prendra la dérivée par rapport & @ seul ; on aura ainsi
le systéme des deux équations

z=(y—a) (x—¢a), x—ga - (y—a)¢a==o;
dou il faudra éliminer a.

Pour les comparer aux équations trouvées ci-dessus par
la méthode générale , il n’y a qu'a les mettre sous la forme

x

i ==qa z tla
— =¢a, ==t'a.

y—a (y—a)

Comme la quantité & doit étre éliminée, on pent metrre
4 sa place une quantité quelcongue. Si on y met sa valeur
y—p, en a les mémes équations déja trouvées, d'ou il faut
ensuite éliminer p.

La théorie des équations & plusienrs variables des ordres
supérieurs au premier, est encore trés-imparfaite.

Lorsque ces équations admettent une équation primitive
de lordre immédiatement inférieur , on peut les regarder
comme provenant d'une équation primitive compléte de ce
dernier ordre avec deux constantes arbitraires, ainsi que nous
Yavons démontré pour les équations du premier ordre; et
dorsqu’on connait, d’une maniére quelconque, cette équation
primitive , on peut, par les mémes principes, en tirer les
équations primitives générales et singuliéres ; mais on sait
que, dés le second ordre, il y a une infinité d’équations
qui ne sont point susceptibles d’'une équation primitive du
premier ordre, et qui admettent néanmoins une équation pri~
mitive absolue sans fonctions dérivées. Nous n’entrerons point
ici dans ce détail qui nous meénerait trop loin, et nous
renvoyons , pour ce qui regarde les équations de ce genre,
aux traités connus de .calcul. differentiel. '
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LECON VINGT-UNIEDME.

Des équations de condition par lesquelles on
peut reconnaitre si une forction d'un ordre
quelconque de plusieurs variables , est une
Jonction dérivée exacte. Analogie de ces
équations avec celles du probléme des Isope-
rimétres. Histoire de ce probléme. Méthode
des wvariations.

To vTE fonction d'une seule variable peut towjours étre
regardée comme une dérivée exacte; car si elle n’a pas na-
turellement une fonction primitive, on peut tonjours en trou~
vet une par les séries, soit en résolvant la fonction donnée
en série de puissances de la variable, et prenant ensnite la
fonction primitive de chaque terme, soit en employant la série
générale donnée dans la Jegon douzidme.

Il n'en est pas de méme pout les fonctions de plus d'une
variable ; et quoiqu’on puisse toujours s'assurer, par les régles
de la dérivation des fonctions, st une fonction composée de
différentes fonctions dérivées résulte d’une fonction primitive
donnée , comme nous I'avons yu dans la legon dix-neuviéme,
il est souvent difficile de juger si elle est une dérivée exacte
d’une fonction qnelconque inconnue. Cet objet a occupé les
géométres presque dés la naissance du calcul différentiel; ila
ont cherché des caractéres généraux pour reconnaitre si une
fonction d'un ordre quelconque peut étre la dérivée exacte
d'une fonction de l'ordre immédiatement inférieur, on méme

Ce
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d'un ordre inférieur quelconque. Ce sont ces caractéres qu'on
connait dans le calcul différentiel, sous les noms de cond;-
tions d’intégrabilité, et qu’ Euler et Condorcet ont réduits §
des formules généraleset élégantes, qui méritent d’étre connugs,
Pour trouver ces formules de la maniére la plus simple,
je commence par considérer une fonction #” de différentes ya-
riables z, y, %, etc. et de leurs dérivées, dans laquelle une
de ces variables z et.ses dérivées z’, 2%, etc., ne se trou-
vent partout qu'a la premiére dimension ; il est clir quela
fonction 7 sera de cette forme

¥V =Nz + Pz’ 4 Qz" -}~ B2" -4 etc. ;
N, P, Q, etc. étant ‘des fonctions de =, Y, etc. et de

leurs dérivées sans z.

Rien n'est plus facile que de trouver les conditions néces-
saires pour qu'une fonction de cette forme soit un= dérivée
exacte, indépendamment d’aucune relation entre la va-
riable z et les autres.

En effet, si on considére les fonctions dérivées du produit de
deux quantités quelconques, et qu'on dénote , comme nous
Tavons proposé 4 1a fin de la legon deuxi¢me, par des traits
appliqués aux parenthéses, les fonctions dérivées des quan-
tités renfermées dans ces parenthéses, on a

(Pz)Y =Pz 4-Pz;
donc
Py =(Pz) == Pla.

On a de la méme maniére

QZ” —_ ( Q.zl)l — lel
lel = ( Q/z)l__ Q”z ;

erl =( QZ’)’ —— (Q/z)l + QII .

Oun trouvera pareillement

done
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Bz"=(Ra") — (R%) 4 (R'zY —R%
et ainsi de suite.
Faisant ces substitutions dans I'expression de 77, elle de-
vient, en ordonnant les termes
V=(N— P o4 Q"—R"4etc.)z
+(Pz) — (Q'z) +(R'z) = etc.
o} (Qz)— (R 2') +etc.
~-(Rz"Y —ete.

etc.

Comme tous les termes de cette formule, 3 FPexception de
ceux de la premiére ligne qui se trouvent multipliés par z ,
sont déja des fonctions dérivées exactes, il faudra, pour que
la fonction 7 soit une dérivée exacte, que les termes multi~
pliés par z, savoir :

(NP 4 Q"= R®f-etc. )z
forment ensemble une fonction dérivée exacte.
Or il est facile de se convaincre que cela est impossible
tant qu’on n’établit aucune relation entre z etles autres variables.

Donc il faudra que ces termes disparaissent d’eux-mémes de
Yexpression de 77, ce qui donnera I'équation de condition

N—P + Q'—R"-etc. =0

laquelle devra parconséquent étre identique pour que la
fonction #” puisse avoir en général une fonction primitive.
Lorsque cette condition aura lieu, la fonction primitive de #/
sera évidemment

(P -{;R”-—-— etc.) z-(Q—R'4-etc.)z - (R—-etc.) 2" etc:

En général, quel que soit le nombre des variables’ conte~
nues dans la fonction #°, si 'une d'elles ainsi que ses dériw
2
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vées sont linéaires , on aura toujouss, relativement & cette
variable, la méme équation de condition, pour que la fonc-.
tion #”devienne une fonction dérivée exacte, indépendamment
d’aucune relation entre ces variables.

Aprés avoir résolu le cas des fonctions linéaires par rapport
al'une des variables, nous allons réduire & ce cas trés-simple
la recherche des équations de condition pour les fonctions
d’une forme quelconque.

Supposons quune fonction 7~ de x, y, ¥, ¥y, ete. d'un
ordre quelconque, soit la fonction dérivée exacte de la fone-
tion U de T'ordre immédiatement inférieur, indépendamment
d’aucune relation particuliére entre x et y; il est clair que
si dans ces deux fonctions on substitue a-la-fois Y+t ila
place de y, et conséquemment Y+ ¥y e, etc., 4 la
placedey’, ', etc., en supposant « une fonction indéterminée
de x, ces fonctions continueront & étre 'une la fonction déi
vée exacte del'antre, puisque cette dérivation ne dépend point
de la valeur de - Donc elles le seront encore si, aprés ces
substitntions , on les développe suivant les puissances et les
produits de , a’, o, etc.

I
Dénotons par U la totalité des termes du développement
de U, ot les guantités w, o’, ", etc. ne se trouvero.t qu'i

2
la premitre dimension; par U la totalité des termes ol ces
quantités formeront deux dimensions, etc.

1
Dénotons de méme par #”la totalité des termes du dévelop-
pement de 77, ou les memes quantités w, o', o, etc. se tronye-

2
ront a la premiére dimension ; par 7~ la totalité des termes oi
<ces quantités formeront deux dimensions, ete.

1 2 3
On aura U~ U~ U+ U+ ete., pour le développe~

1 2 3
ment de U, et F/ = F/' - F + F - etc., pour le déyelop-
pement de Z.
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Cette derniére série sera donc la fonction dérivée exacte de
la premiére; et il est facile de voir que chaque terme de 'une
devra étre la fonction dérivée de Vautre, tant que les quan-
tités »,’, ", etc. demeureront indéterminées; car ces quantités

)3
wétant qua la premiére dimension dans la fonction 7, sa
fonction primitive ne powrra contenir anssi que les premiéres
dimensions des mémes quantlteb parconséquent il n'y aura que

le terme U qui puisse etre sa fonction pummve. Il en est de

méme des termes correspondans 7/' et U ol ces quantités
montent & la seconde dimension; et ainsi de suite.

1
1l faut donc d'abord que la fonction #” soit une dérivée
exacte, indépendamment d’aucune relation entre wx, yetea.

1
Or, puisque 7 est la partie du développement de 7 qui ne
contient que les premiéres dimensions de o, &', o”, etc. o |
est clair que cette fonction ne peut étre que de la forme

7= No <+ Pu' 4 Qo" = Ro"™ - etc.,

les coeﬁiclens N, P, Q, etc. étant des fonctions de- xz,y,
y y , etc., sans w. Ainsi tout se réduit & trouver les con-
ditions nécessaires pour qu'nne fonction de cette forme soit ,
généralement parlant, une dérivée exacte,

On a donc icile cas que nous venons de résoudre , et il est
visible qu’en prenant la variable & la place de z, et conser—
vant les autres dénominations, on aura I'équation de condition

+ Q'—R"4-etc. =0,

laquelle devant avoir lieu d’elle-méme indépendamment d’au-
cune relation particuliére entre x et y, devra étre entiérement,
identiqne.

Cette équation ayant lieu, on aura pour Ja fonction primi~
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[

tive de 71/' .
(P=—Q' 4 Rleeic.)o-(Q—R'4-ete.)o'-(R—etc.) s "ete.

1
C'est parconséquent la valeur de la fonction U.

1
Ayant ainsi la valeur du premier terine ¥/ du développement
de la fonction primitive U, on pourra en déduire les valeurs

2 3
de tous les termes suivans U, U, etc. par les principes exposés

dans la legon dix-neuviéme, en regardant les quantités y, y',

", etc. comme autant de variables indépendantes; car si on

représente la quantité U par la fonction

. F(x,y,y,y", etc.),
la fonction

F(x:y"l"‘"’:y"'"“’,;y” -+ o, etc.)

développée suivant les puissances et les produits des quantités
o, o', 0", etc. deviendra

F(r,y,5,y" ete.) 4o F (y)+o' F' (y )+o" F' (y") +ete.
Gt F'(y) oo F'(y,y) +3a* F' (y) + etc.
5@ F7 (y) 40t o’ F (y,y ) + etc.

etc. _
Je ne renferme ici entre les crochets, pour plus de simpli-

cité, que les quantités par rapport auxquelles il faut prendre
les fonctions dérivées indiquées par les accens.

On aura donc ainsi

=oF (y)4o F (y)+o E(y”)-[—etc.
=LA F'(y)too F'(y,y )+ 22 F" (y") et
ot F'(y)+1e w',.lf”” Y ) etc.

etc.

Qe Qo Q-
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1
Or ayant trouvé ci-dessus la valeur de U, la comparaison
des termes multipliés par o, o', ", etc. donnera

F' (y)=P—(Q - R"—etc.

F' (y)=0Q-—R 4 etc.
F' (y')=R—etc.,
etc.

Ayant ainsi les fonctions dérivées du premier ordre par rap-
port a chacune des quantités y, y', 4", etc., on en déduira,
par les régles données , les fonctions dérivées du second ordre
et des suivans, par rapport 4 chacune des mémes quantités; on

2 3
aura parconséquent les valeurs des termes suivans U, U, etc.

du développement de U. Or on suppose

, F(x,y,5,y" ,etc.) =0,
e

F(m,y+w,y’+w’,y”+w”, etc.)==U - if+ t‘]-[- l!}, ete.
Ainsi on aura
Fx,y 4o,y 4o,y +d, etc.)—F (x,y,y,%", etc.)
== ll] + lﬂf -+ Z:} <}- etc.
Parconséquent la différence des deux fonctions.........

F(x, y-o, y 4o, ete) et F(x,y,y, etc.) sera donn¢e
au moins par les séries.

-Représentons maintenant par

. f(xx y,y',y", etc')
Ia fonction proposée 7~ dont on a supposé que U oty .. ...
F(x,y,9y,y", etc.) est la fonction primitive, on aura
F(x, ydo,y, 4o, y' 4o, etc.) pour la fonction
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primitive de f(r,y-l—w Y 4o, ¥ 40", etc.), donc Ia

fonction primitive de........ e e,

f(x,y-—l—fu’y o, yu-]-(o ,etc)—-f(x ¥,y ,_y etc. )

sera donnée.
De ce que nous venons de démontrer, il suit :
1°. Qu'une fonction quelconque defla formef(x, y,5,", etc.)

ne peut avoir une fonction primitive, indépendamment d’ay.
cune relation entre & et y , & moins que 1'équation de condition

N—P 4 Q' —R"+4 etc. = o,
trouvée ci-dessus, n'ait lieu d’elle-méme.

2°. Que toutes les fois que cette équation aura lieu, la
fonction

f(ac,y-l»co,y’ o,y Ao, ete.)—F(x,y,¥,y", etc.)
aura nécessairement une fonction primitive, quelle que soit
la valeur de w.

Faisons maintenant » == — y, la fonction .......

f(x,y-l—m,y-f—w >¥" + 0", etc.) se réduira af(x), et
aura parconséquent touj ours une fonction pnmmve puisqu’elle
ne contlenara plus qu'une variable. Donc aussi la fonction
F(@,9.y,y", etc.) aura nécessairement une fonction primitive,

Or ayant supposé que
Ne 4 P/ 4 Qo" 4 Ro™ 4 ete.
sont les premiers termes du développement de la fonction pro-
posée 77, lorsqu’on y augmente y de » ,_y deo’, y" dew’, etc.,
Cest-d-dire de la fonction f (x,y + o,y 4 o', y" +o, etc ),
il est visible qu'on aura, en conservant la notation adoptée ,

=fl (y)’ P=fl(y )' Q=flb(yll) sz/ (ym) ete.

Desorte que I'équation de condition deviendra

O~ Y+ T — Lf (") 17 +-ete. =o.
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Cette formule est la méme, ala notation prés, que celle
s quEuler avait trouvée d’abord par une méthode indirecte R
tirte de la considération de maximis et minimis, et que
Condorcet a ensuite démontrée dans son Calcul intégral. Nous
venons de prouver non- seulement que la fonction proposée ne
peut étre une fonction dérivée exacte, 3 moins que I'équation
de condition n’ait lien , comme Euler et Condorcet 'avaient
trouvée , mais encore que si cette équation a lieu, la fonction
sera nécessairement une dérivée exacte, ce qui restait, ce me
semble , & démontrer; car la démonstration qu'on en trouve
dans le tome XV des Novi Commentarii. de Pétershourg, est
si compliquée, qu'il est difficile de juger de sa justesse et de sa
généralité. ] i
Si la fonction proposée contenait non-seulement les variables
%, y avec les dérivées y', y", etc., mais de plus une autre
variable z, fonction indéterminée de x avec ses dérivées z’,
", etc., on ferait, par rapport a cette derniére variable, des
raisonnemens et des opérations semblables a celles quon a
faites relativement A la variable y, et on parviendrait & une
équation de condition pour z, entiérement analogue & celle
qu'on a trouvée pour y.

Ainsi pour qu'une fonction quelconque de la forme

(y,y,y", etc. z, 2", 2", ete.
y y ) 2

soit une fonction dérivée exacte d’une fonction de Vordre in-
férieur, indépendamment d’aucune relation particuliére entre
Y et z, on aura les deux équations de condition

FO=LF T+ OV —Lf (y") 1 4 ete.=o0,
S @)=L T+ ()1 —[f (") ]" 4 ete. =o.
Et réciproquement ces deux équations ayant lien d’elles-

mémes, on sera assuré que la fonction proposée est une déri-
vée exacte, quelles que soient les fonctions y et z.
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11 se présente ici, avant d’aller plus loin, une remarque im-
portante & faire. :

Lorsqu'on a cherché les conditions nécessaires pour qu’une
fonction donnée de «, ¥,y Yy, etc. soit d'elle-méme une
fonction derivée exacte, on a regardé y comme une fonction
de x, mais inconnue; c’est pourquoi on a supposé que la fonc-
tion donnée ne contenait point les dérivées z’ , &, ete. de la
variable x; car, suivant les principes de la legon septiéme ,
lorsque x est 1a variable principale dont les autres sont fonc~
tions , on peut faire o’ = 1, et parconséquent z” = o,
x?=o0, etc.

Cependant si, pour plus de généralité, on veut regorder (ce
qui est toujours permis et ce qui a lieu surtout dans les pro-
blémes de Mécanique) les variables x et y comme fonctions
d’une troisiéme variable ¢, alors toute fonction dérivée d'mn
ordre quelconque de deux variables x, Y devra contenir éga-
Yement les dérivées de ces deux variables; et nous avons donné,
dans la legon citée, les transformations nécessaires pour intro-
duire les dérivées de x dans une fonction ot I'on a supposé
a’=1. 1l faut seulement observer que lorsque la fonction
est censée étre une fonction dérivée d’une autre fonction des
mémes variables, il faut de plus la multiplier par «/. Carsi 7
est une fonction de x, Y,y 5y, etc., oilon afait o =1,
laquelle doive étre une fonction dérivée d’'une autre fonction
U, on aura par I'hypothése U’ = 7”; et pour détruire la sup-~
position de 2’ =1, il faudra substituer 4 la place des fonctions

. R /AN .
rimesy’, U’ les valeurs 'l-,-, == ; & la place de la fonction se-
P b =’ = P

&)

conde y" la quantité = et ainsi des fonctions des ordres

supérieurs, comme on 'a vu dans la legon septi¢me ; ainsi on
1 ’

aura% =F,etde A U = P/,
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Maintenant, si on considére une fonetion gueleonque de x,

y, &, y,a", y", etc., et quon demande les conditions

nécessaives pour que cette fonction soit une fonction dérivée
exacte ; en représentant cette fonction par

f(x,o,2", etc.y, ¥, y", ete.;

et faisant, pour abréger,

X=f () =[f (@)Y +[f (2)]" — etc.
Y=f (- OY+L Q)] ~—et.

on aura, par ce qu’on a démontré plus haut, siles deux varia-
bles = et y sont regardées comme indépendantes, les deux
équations X == o et ¥ == o, qui devront avoir lieu a-a-fois.

Mais si y doit étre une fonction de x, alors en substituant
# x pour y et les dérivées de ¢ x, savoir, 2’ ¢' x, 2’ ¢ x
-+ a* 9" x, etc. poury’, y", ete., il faudra que la fonction
proposée devienne simplement de la forme &' F x, comme si
on y faisait 2/ =1. Ainsi si on met dans cette fonction x < £
a la place de x, et qu'on développe , en ne tenant compte que
des premiéres dimensions de £, elle deviendra

¥Fxtl Fe4x ¢ F x,

ot I'on voit que les termes qui contiennent £, forment ensemble
une fonction dérivée, dont la primitive est £ F x, quelle que
soit la valeur de £. ‘

Je conclus de 1a que si, dans la fonction proposée oi y est
censé fonction de x, on substitue anssi x -+ £ a la place de =,
et qu'on développe suivant £, les termes qui ne contiendront
que la premiére dimension de £ et de ses dérivées, devront for-
mer ensemble une fonction dérivée exacte, quelle que soit la
valeur de g. Or y étant ¢ ¢, il deviendra par la substitution
de z+£ 4 la place dex, g x - £¢ x, en ne tenant compte
que de la premiére dimension de £; donc si on fait pour abréger
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£ ¢’ =0, il faudra mettre y 4 » ala place de y, tandis qu'on
met x 4% a la place de x.

Par ces substitutions et les développemiens, les termes de
la fonction proposée qui ne contiendront que les premicres
dimensions de %, se trouveront représentés par

Ef (x) 4V f (Y& f (x") + etc.
Fof (y)4o' () F " F (y)+ etc.;

et, par ce que nous avons démontré dans cette lecon, pour que
ces termes forment une dérivée exacte, il faudra que la
quantité

(F(x) —[f ()Y +Lf (&) —etc.) ¢
+F )= O+ Q)] —etc)w

soit elle-méme une dérivée exacte,

Cette quantité est la méme chose que X ¢+ Y 3 donc en
mettant pour » sa valeur £ ¢ x, elle devient (X + Y ¢'x) ¢}
et il est visible qu'elle ne peut étre une dérivée exacte, indé-
pendamment de la valeur de ¢, qui doit demeurer arbitraire ;
donc il faudra que cette quantité s'évanouisse d’elle-méme, et
parconséquent qu’on ait I'équation identique X - ¥ ¢’ x. Mais
Y étant ¢ x, on a en général y" == x" ¢ x. Donc, substitnant
cette valeur de ¢" x, on aura nécessairement I'équation iden-
tique

X&'+ Yy =o

Il suit de li que I'équation de condition X =0, qu'on
aurait par la considération de la variable x et de ses dérivées,
sera identique avec I'équation de condition ¥ = o, qui se rap-
porte a la variable y; car faisant X =0 dans I'équation précé-
dente , on a nécessairement ¥ = o. -

On prouvera de la méme maniére que, pour une fonction
composée des trois variables ', y, z et de leurs dérivées, on
aurait 1'équation identique
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X&'+ Yy +Zd=o0,
en supposant
Z=f )= ()Y + 0 () —[f (2") 1"+ ete.
Desorte que, dans ce cas, 'équation de condition X=o0 serait
comprise dans les deux équations ¥==o0, et Z=o.

Ainsi on pourra toujours, dans la question présente, se dis-
penser d’ayoir égard aux dérivées de la variable principale, et
& Véquation de condition qui en résulterait.

Si on voulait que la fonction 27 fit une dérivée exacte du
second ordre, il fandrait de plus que la fonction primitive de

1 X
¥, c'est-a-dire la fonction U/, fiit elle-méme une dérivée
gxacte. Or on a
X .
U=potqo 4 ro = etc.,
en supposant, pour abréger,
p=P— @ 4-R'—etc.,q=Q — R ~etc., r=R~-etc., etc.3
et il est facile de trouver, par les mémes procédés qu’on a em-—
1
ployés pour la fonction #”, que la condition nécessaire pour

1
que la fonction U soit considérée exacte, indépendamment de
la valeur de &, est renfermée dans ’équation

p—¢q 41 —etc. =o0;

laquelie en remettant pour p, g, r, etc. leurs valeurs,
devient

Peo Q’+5B”-;- etc. = o.
Donc, pour qu'une fonction de la forme flz, 5,5,y etc.)

soit une fonction dérivée exacte dv. second ordre, c'est-a-dire ,
aune fonction dérivée d’une fonction dérivée, indépendamment
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d’'aucune relation particuliére entre x et y, on aura, relative-
ment & y, outre la premiére équation de condition, celle-ci :

FO) =2l (YT +3Lf ()] — ete. =o.

Et l'on aurait une pareille équation relativement & z, si Iy
fonction proposée contenait aussi z, z’, 2", etc.

On trouverait de méme, pour que la proposée fit nne fonc-
tion dérivée du troisiéme ordre , cette troisitme équation de
condition, relativement a y :

£ G =30 ()T +ELF () T = ete. = o;
‘et ainsi de suite.

Enfin,si on suppose qu'on w’ait, pour la détermination d’une
fonction u, qu'une équation d’un ordre quelconque entre u, x
ety et les fonctions dérivées u’, u”, etc., y', y", etc. de u et
de y, et qu'on demande les conditions nécessaires pour que u
svit une fonction de.x, y, ¥', y”, etc., indépendamment d'au-
cune relation entre x et y; le probléme pourra encore se ré-
soudre par les mémes principes, et en suivant la méme méthode.

Soit =0 I'équation donnée, dans laquelle on suppose que
u est une fonction de x, ¥, ¥, etc. : si on met partout y+ao
alaplace de y, et parconséquent y’ o', y" 4 ", etc. d la
place de y’, y", etc. la quantité .. étant supposée, comme ci-
dessus, une fonction indéterminée de x, et qu'on développe
snivant les puissances et les produits de v, o', ", ete., la fonc-
tion 7" deviendra, comme plus haut,

1 2 3
V4V V-V, etc.
et I'on aura les équations particuliéres
. 1 2
=0, ¥=o0, F=o, elc.

Car si on imagine qu'on mette dans 7, 4 la place de u sa valeur,
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enx,y,y,y", etc. léquation =0 deviendra identique ;
donc lidentité subsistera aussi aprés la substitution de yto,

y+o,y 4o etc. poury, ¥y, ¥, etc., et le développe~
ment suivant o, &/, ", etc.; et comme ces derniéres quantités
sont supposées indépendantes de x et y, il est visible que chaque

1 2
terme 7, 7, etc. qui contient les mémes dimensions de », ¢, ¥,
etc. devra etre identiquement nul dans I'équation développée

1 2 3
V4V V4 Fetc. =o.
Représentons la fonction Z” par

f(u'; u,s u’ > etc., ?ﬂ,y,y',y", etc'):‘

et dénotons par u , ;, etc. les différens termes du développe-
ment de la fonction u, dans lesquels les quantités o, o, o”, etc.
forment ensemble une dimension ou deux, etc. Nous aurons,
suivant la notation adoptée,

Plvzll‘f, (u)+1:,fv(u')+lz”f'(u")+etc,'
+of W)+ f () +o"f (") + etc.

3
Or il est visible que la fonction  ne peut étre que de la forme

u=No -+ P 4 Qu" + etc.

N, P, Q, etc. étant des fonctions de x,y,y,etc. Deld,
en prenant les fonctions dérivées relatives & «, on aura les va=

1 1
leurs de u', u, etc.; savoir,

’

=Moot (N+P)o + (P4 Q) o +ete.
= N0 4 @N'4-P") o - (V4 o' Q")e" - ete.

ete.

S L
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L s 2 3 . Y
Ces valeurs étant substituées dans P'expression de 7, 1équa..
1
tion P'==o devra avoir lieu indépendamment des quantitis
@, o, o, etc. qui doivent demeurer indéterminées; done (gq..
pv)

lant & zéro les multiplicateurs de chacune de ces quantités, on
aura les équations

F )+ Nf () +Nf (@) + N'f (0) 4 ete. = o,
T ON+Pf @) H+ON+POf W)+(eN+P)f () +etc=o0, §
£+ QF (- PHQI () (Nek2P - Q) (1) et =l

etc.; )

doit 11 faudra éliminer les quantités inconnues N, P, Q, ete. :
il restera nécessairement une on phisieurs équations qui seront
les équations de condition cherchées, Car il est facile de voir
que le nombre de ces quantités ne doit jamais surpasser celui
des quantités y, ', y", etc., diminué du nombre des quan-
tités o', u’, etc., puisque dans I'équation proposée la plus
haute fonction dérivée de u ne peut contenir de fonctions de-
rivées de y, plus hautes que celles qui se trouvent dans la méme
équation.

Supposons , par exemple, ‘que I'équation soit de la forme

flu,v,2,y,5,5")=o0,
on fera ici simplement-
'
u=No-Pd,
et 'on aura les trois éguations

j./ (y) +]\Tj'l (IL) + ]\'[Ifl (ll,,) —':O,
FOY+Pf () +(N+PYf (W)=o,
£ N +Pf W)=o.

La derniére donnera P, la seconde dommera IV, et la pre-
’ ' miére
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midre donnera, par la substitution des valeurs de IV etde V',
I'équation de condltlon nécessaire pour que la quantité u dana
I'équation proposée puisse .ce une fonction de x, y, ', indé~
pendamment d’aucune reiation entre x et y.

On peut étendre la méthode de ce probléme 4 un nombre
quelconque de variables et d'équations.

Montrons maintenant, par quelques exemples, 'usage des
équations de condition dont nous venons de donner la théorie;
et d’abord ne considérons qu'une fonction du premier ordre
de laforme f (x,y, y') ; I'équation de condition pour qu'elle
#0it une dérivée exacte, sera

FO)—If 0T =o.

Pour que cette équation puisse étre identique, il faut que le
second terme ne contienne pas de fonctions dérivées de y plus
hautes que le premler terme f' (y); or celui-ci ne pent con—-
tenir que la fonction y'; donc il faudra que I'expression 7 {3
dont la fonction dérivée forme le second verme, ne cuntienne
pas y’, autrement il entrerait y” dans le second terme. Il
suit de 14 que la fonction proposee ne peut étre que dela
forme

Y(x,y)+y e(x,y)

Enla representant parf(x,y,y ], etprenant les derivees
relativesd yetay’, on aura ,

FO=¥)+y ¢ G f N "@(x,y)
‘Ainsi 'équation de condition sera
Y@ +Y O )= (=, y)=0;
.mais ‘ S :
¢ ()= (@+y e

donc I'é quatxon se réduit &
Dd
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¥ (y)—¢ (x)=o,

ecmme nous I'avons trouvé par une autre voie, dans la le-
¢on XIX.

* L fonction proposée, en n'y falsant plus x'=1, aurait
eula forme

(2,9 +Y 02,3,
“etl'on aurait eu, relativement & x, 1'équation de condition
@ =) T =,
laquelle devient .

, ' ¥ (x) +y o (2) =¥ (z,y) =0;
‘mais ’

, Y (z,y)=a"¥ (&) +y ¥ (y);
~done S

oo '¢'(x) -—y"P"(y.).‘:o,
savoir,

(x) — (y) =o,
comme auparavant

 Siiposors ‘que la fonetion proposée soit du second ordre et

de la forme f(x,y, ¥, y") : Péquation de condition pour
qu elle sou: une derxvee exacte, sera

Al

f (.7)-[1”()' )]’+Ef'(}"’)]"-°

11 est d’abord évident que pour que cette equatmn Ppuisse
€tre 1dent1que ’il faut que Ta valeut de f7 (") e contienne
point y" ; autrement la valeur de [f” (y")]" contiendrait y"
et comme les-termes précédens ne peuvent contenir que ¥,

') ¥, le terme contenant y» ne serant pas detrmt

‘
RIS
=
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_La fonction proposée ne pourra donc étre que de la forme

¥ (x,5,Y )y ez y,5)
On aura ainsi, en la comparant & la forme générale
fzy 5,5 , :
f =¥ +y e @)
FOY=v)+ydy),
bl (}'”) =29 (Jc,y».}"),
et I'équation de condition deviendra
VY DLV O T—Ly" ¢ () +¢"(xy,y)=0:
Or,

.......

¢ (5yyY)=d @D +y e @I+y ¢ )
donc ,
¢ (23 )=¢@ T+ dMNT+Ly" ¢ (T
Par cette substitution , V'équation de condition deviendra
VN +YY =V DT+ @ T+ ¢ ()T =e
Supposons, pour abréger, .
() 4y (=¥ (Y)=e(x5.5),

la caractéristique 9 dénotant une fonction connue de z,y, y',
puisqu’en effet cette expression ne contient que les trois quan-
tités x, y, ¥ ; on aura I'équation

Y +Y S0+ (2, )=0;

mais
¥ (x,y,y V=0 (z)+y ¢ (y)+y' ¢ ();
donc I'équation de condition se réduira &

V() + @ +Y Y () +y [é 0+ () I=0.
2
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Or il est visible que la quantité y" nentre point dans les
fonctions dérivées suivant x'et y, puisqu'elle n'entre point dans
les fonctions primitives représentées par les caractéristiques
¥, @ et @; donc, pour que I'équation puisse étre identique,
il faudra que les termes multipliés par y” disparaissent ; par-
conséquent I'équation de condition se partagera en ces deux-ci:

¢ )+ (y)=o,
¥ (y)+ o () +y *(y) =o,

qui devront avoir lieu séparément pour que la fonction propo-
sée soit une dérivée exacte.

Supposons, pour donner un exemple particulier, que cette
fonction soit
4

:Z-—xylg-’-yllx

A

Y Y y

>

on aura ici ¥ (x,y,y’):%—gﬁ)%:, et (x,_y,_y’)z:;.

De 14 on tirera

‘P’(y)_=—y' LA

57: ¥ s
v=1-2
$ () =2 (y)'=—§-,, )
o(x3,5)=3 —%—§+?f§=ﬁy¥,

X

o (x):%';,_@' (y)=— ?7’”31-‘, o (y) =

Ainsi les denx équations de condition deviendroxit
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x x
_y’+y“—°
....-2':.]...2172 .Z:_i’f-l'.!':o;
ya yS +ya y3

qui se vérifient, comme Von voit , d’elles-mémes. En effet,

. ‘ S x
la fonction proposée est la dérivée de =y

En général, il est facile de prouver que I'équation de con=
dition

SOY=IF T+ )Y —~etc.=o0

ne saurait étre identique , & moins que la plus haute des fonc~
tions dérivées y', y", etc. qui entrera dans la fonction pro-
posée f(x,y,3,y", etc.) n'y soit qu'a la premiére dimen—
sion , afin qu’elle puisse disparaitre dans la fonction dérivée qu'on
prendra relativement & cette méme dérivée de y. D’on il suit
que si la fonction proposée est de I'ordre 7, elle ne pourra étre
une fonction dérivée exactre, 4 moins quelle ne soit de la forme

V(2,9,Y,)" .y ) fy (2,55 .. yOI).

Ce qui s'accorde avec ce que nous avons vu dans la legon
treiziéme.

Ensuite on peut aussi prouver que, de méme que pour les
fonctions du second ordre, 1'équation de condition se décom—
pose en deux, qui doivent avoir lien a-la-fois : pour les fonc
tions du troisiéme ordre, elle se décomposera en trois; et pour

les fonctions du quatriéme ordre, elle se décomposera en quatre;
et ainsi de suite,

Enfin pour donner aussi un exemple d’une fonction dépen~
dante d'une équation, nous prendrons I'équation

W (u,x,y)=y o (u,x,y)=o0,
3
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et nous chercherons les conditions nécessaires pour que la fone-
tion u soit une fonction de x et y.

En comparant cette équation & la forme générale

f«(uy u'a Z, y;y’)=-°:

on aura

Flu, v, 2, y,y)=v—¥(u,x,y) =y ¢(u,x,y);
et de 14 on tirera ces valeurs :
F@==%@—=yd@),f)=1,
FOo)y=—% @)=y Ohf O)=—0euxy).
Comme la fonction ne contient point y”, on aura
f =0
etla derniére des trois équations de condition trouvées ci-dessus

pour le cas dont il s'agit, donnera sur-le-champ P==0; ce qui
réduira les deux premiéres &

-—p (y) —-y ¢ (y)—N(¥ (&) +y ¢ (2)) +N=o,
, —e =,y +N=o
La derniére donne

lv=¢(u) 1‘,_}');

donc substituant dans la premiére, et changeant les signes ,
on aura

T +y e +(¥ @ +y e ) +e, x,y>
‘ ""‘Q (u xxy)'—o

Mais '
¢ (v, z,y)=u'¢ (u)+ P =Y+y e ()s

et la proposée donne
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u’=“{f(u,x,y) +y’¢(u,x,y);

donc, faisant ces substitutions, et effagant ce qui se détruit,
on aura cette équation de condition

V() ¥ (@) X 9 (4 2,)—¢ (x)—¢ () X¥ (1, 7,y) =0,

qui est la méme, en changeant u en z, que celle que nous
avons trouvée directement dans lalegon XIX, pour que Péqua-
tiondérivée d trois variables, puisse admettre une équation pri-
mitive entre ces variables.

Le probléme que nous venons de résoudre sur les équations
de condition qui doivent avoir lieu pour qu'une fonction donnée
de plusieurs variables et de leurs dérivées , ait une fonction pri-
mitive indépendamment d’aucune relation entre ces variables s
a une connexion intime avec un autre probléme plus important
qui a exercé les géométres pendant prés d'un siécle. Clest le
fameux probléme des isoperimétres, qui, pris dans toute son
extension, consiste 4 trouver les ¢quations qui doivent avoir
lien entre les variables, pour que la fonction primitive inconnue
d’une fonction donnée de ces variables et de lenrs dérivées i
devienne un maximum ou un minimum.

Les mémes formules d’équations résolvent les deux pro-
blémes, mais avec cette différence que, pour le premier,
les équations doivent étre identiques, et se vérifier delles-
mémes; au lieu que dans le dernier probléme, elles de-
viennent les équations nécessaires entre les variables pour l'exis-
tence du meximum ou du minimum. :

On verra la raison de cette identité des résultats par I'ana~
lyse que nous allons donner du probléme des isoperimétres.
Mais nous commencerons par une histoire succincte des dif
férentes tentatives que les géometres du dernier siécle ont faites

+ pour parvenir & une solution générale de ce probléme, et qui
ont conduit par degrés 4 la méthode connue sous le nom de
Calcul des variations.

4
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Les questions de maximis et minimis n’ont pas été inconnues
aux anciens géométres; car on a un livre entier d’ Apollanius,
qui traite presqu'uniquement des plus grandes et des plus petites

lignes droites qui peuvent étre menées de points donnés aux
arcs des sections coniques.

La méthode d' Apollonius se réduit simplement & prouver
que toute antre droite menée du méme point & la section co-
nique, serait plus petite dans le cas du maximum, et plus
grande dans le cas du minimum, que celle qu’il a déterminée ;
et cette méthode a £té suivie par tous ceux qui, aprés lui, ont
cherché & résoudre, par la simple géométrie , des problémes
relatifs aux maxima et aux minima.

Fermat est le premier, comme nous I'avons vu dans la legon
dix-huitiéme , qui ait donné , pour la solution des problémes
de ce genre, une méthode directe et analytique, que Palgo-
vithme du calcul différentiel a ensuite simplifiée et généralisce;
elle se réduit, comme V'on sait, a égaler & zéro la différentielle
ou la fonction prime de la fonction qui doit étre un maximum
ou un minimum , en regardant comme variable 'inconnue par
rapport 4 laquelle la fonction donnée doit devenir la plus
grande ou la plus petite; et nous avons exposé ailleurs ( Théo-
vie des Fonctions) les principes et 1a marche de cette méthode
considérée dans toute sa généralité.

On peut dire que c’est 4 la considération des courbes qu'on
doit les principales méthodes de Vanalyse. La détermination
des plus grandes et des plus petites ordounées dans les lignes et
dans les surfaces courbes, avait donné naissance aux questions
de maximis et minimis , dont nous venons de parler; mais on
géleva bientot & des problémes d'un genre nouveau et beau-
coup plus difficile. Il s'agissait de trouver les courbes mémes
dans lesquelles des quantités dépendantes de toute Tétendue
de la courbe cherchée, prise entre des limites données, fussent
un maximum ou un minimuwm, par rapport i toutes les autres
courbes possibles ; comme, par exemple , la courbe qui ren-
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ferme le plus grand espace snivant des conditions données, on
qui produit, par sa révolution, le plus grand solide entre des
limites données, etc. ; mais c’est la mécanique qui a fourni les
prémiers problimes de ce nouveau genre. Newton a cherché
le premier la courbe qui, en tournant autour de son axe, pro-
duit le solide qui étant mn dans un fluide suivant la direction
de son axe, éprouve la moindre résistance possible, et il a
donné, sans démonstration,, une proportion qui suffit pour cons-

truire la courbe par les tangentes, et qui en est comme I'équa-
tion différentielle,

Mais c’est proprement du fameux probléme de la brachysto-
chrone, ou ligne de la plus vite-descente , proposé en 16493, par
Jean Bernoulli, que date la découverte d’'une analyse propre
& ces sortes de recherches.

Suivant I'esprit du caleul différentiel qui supposeles courbes
formées d’une infinité de droites infiniment petites, on consi~
dére deux cotés contigus de la courbe cherchée, et on déter—
mine leur position respective, de maniére que la quantité pro-
posée devienne un maximum ou un minimum, en ne faisant
varier que 'ordonnée qui répond & Vangle formé par ces deux
cbtés. De cette maniére , le probléme rentre dans!’ancien genre,
et la difficulté ne consiste plus qu'a ramener le résultat de la
- solution 4 la forme différentielle. C'est ainsi qu'on a trouvé
d’abord que la courbe de la plus vite-descente doit étre telle
que le sinus de V'angle qu'un de ses c6tés quelconques infini-
ment petits fait avec la verticale, soit proportionnel 4 1a vitesse,
laguelle est comme la racine carrée de la hauteur d’oti le corps
est parti; et cette proportion réduite en équation différen-
tielle, donne la cicloide. On a trouvé de la méme maniére
que le solide rond de )a moindre résistance, est formé par une
courbe qui a la propriété énoncée par Newton, dans le scholie
de la proposition XXXV de la seconde partie de ses Principes.
On a appliqué ensuite la méme méthode a des problémes plus
eompliqués, tel que celui des isoperimétres, o il s'agissait de
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trouver entre toutes les courbes possibles qui ont fe méme pé-
gimétre ou la méme longueur, celles qui, entre des limites
données, renfermaient les plus grands ou les plus petits espaces,
o, en faisant une révolution autour de leurs axes, produi~
saient les plus grandes ou les plus petites superficies, ou les
plus grands et les plus petite solides, ou enfin une courbe telle
qu’en construisant sur son axe une seconde courbe dont les or-
données soient des fonctions quelconques des ordonnées et des
arcs de celleda, I'aire de la seconde courbe forme un maxi-
mum ouun minimum ; et les difficultés de ces problémes, jointes
a la célébrité que les recherches des deux fréres Bernoulli, de
Tailor et & Euler lui acquirent, ont fait donner en général
le nom d'isoperiméires a tous les problémes dans lesquels il
s'agit de trouver des courbes qui jouissent de quelque propriété
de maximum ou minimum , avec ou sans la condition de I'ega-
1ité des longueurs de la courbe.

Lorsqu’on veut avoir égard & cette condition, il ne suffit
pas de faire varier une seule ordonnée, comme dans les pro-
blérnes ot on demande un maximum ou un minimum absolu;
il faut alors faire varier &-la-fois deux indéterminées tant dans
Yexpression qui doit étre un maximum ou mininium, que dans
celle qui doit demeurer constante , et égaler séparément  zéro
les vésultats de ces variations, ou les différentielles de ces deux
expressions, comme dans les problémes ordinaires de maximis
et minimis , lorsqu'il y a quelque condition particuliére a rem-
plir entre les variables. .

Jean Bernoulli, dans un Mémoire destiné & résoudre les pro-
blémes sur les isoperimétres proposés par son frére Jacques,
et qui se trouve dans l¢ Recueil de I’Académie des Sciences
de 1706, avait cru pouvoir satisfaire a-la-fois & la condition
dv maximum ou minimum, et & celle de Pisoperimétisme , en
ne considérant que deux élémens ou cbtés de la courbe, et en
faisant varier a-la—fois I'abscisse et I'ordonnée qui répondent a
Vangle de ces deux lignes droites, de maniére que leur somme




DES FONCTION s! 4a7
demeurét constante. En effet, si la question roulait sur des
quantités finies, elle pourrait se résondre de cette maniére 3}
mais il arrive ici, par la nature des infiniment petits, que
l'équation finale devient purement identique, et ne fait par—
c8nséquent rien connaitre. Jean Bernoulli parvint & un autre
résultat, et crut avoir ainsi résolu les problémes; mais son ana~

lyse est erronée, et peche contre les principes du calcul infi-
aitésimal.

Jacques Bernoulli est le premier qui ait reconnu dans ces
sortes de questions la nécessité de considérer trois cétés consé~
cutifs de la courbe, et de faire varier a-la—fois les deux or—
données consécutives gui répondent aux angles formés par ces
cotés. Clest sur ce principe qu'il a fondé son analyse du pro-
bléme des isoperimétres, intitulée Analysis magni problematis
isoperimetrici , et publiée & Bale en 1701 , et dans les Actes de
Leipsic dela méme année; et le méme principe a servi de base
ensuite aux solutions données par Tzilor, dans son Methodus
incrementorum ; par Jean Bernoulli, dans les Mémoires de
P Académie des Sciences de 1718 et par Euler, dans les tomes
VI et VIII des Anciens Commentaires de Pétersbourg.

"Par la considération d'une partie infiniment petite de la
courbe regardée comme composée de deux ou de trois lignes
droites , les problémes se réduisent A I'analyse ordinaire ; et la
difficulté ne consiste plus qu'a traduire les solutions en équa—
tions différentielles, par les substitutions des valeurs des or-
données et des abscisses successives exprimées en différences ,
en ayant soin de ne conserver que les termes du méme ordre,
suivant la loi de 'homogénéité des quantités infiniment petites.
Mais les résultats obtenus de cette maniére se présentent ra—
rement sous une forme générale et applicable & tous les pro—
blémes du méme genre. De plus, il y a des cas ot il ne suffit
pas de considérer une porticn infiniment petite de la courbe,
parceque la proprié¢té du masimum ou minimum peut avoir
lieu dans la courbe entiére, sa> avoir lieu dans chacune de
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ses portions infiniinent petites; ce sont ceux ol la fonctioy
différentielle dont l'intégrale doit étre un maximum ou un
minimum, contient elle-méme une autre fonction intégrale ,

A moins que, par les conditions du probléme, cette mtevralu
doive avoir une valevr constante; par exemple, lorsque la
fonction dont Pintégrale doit étre un maximum ou un mini-
mum , dépend non-seulement des abscisses et des ordonnées et
de leurs différences, mais encore de I'arc méme dela courbe,
lequel n’est donné, comme Y'on sait, que par une expression
intégrale ; dans ce cas, les solutions quon trouverait par la
simple considération d’une portion infiniment petite dela courbe,
seraient inexactes, a moins que la longueur de la courbe ne fit

supposée constante , comme dans les problémes des isoperi-
métres.

A plus forte raison, il ne sera pas permis de n’avoir égard,
dans le calcul, & une petite portion de la courbe, lorsque la
fonction différentielle dépendra d'une quantité donnée, sim~
plement paf une équation différentielle non intégrable engé-
néral; c’est pourquoi on doit regarder comme fausse la solu-
tion qu’Euler lui-méme a donpée du probléme de la brachys-
tochrone dans un milien résistant comme une fonction de la
¥itesse , dans le tome VII des Anciens Commentaires de Pé-
terslvourg , et dans le second volume de sa Me’canique et on
peut s'en convaincre en la comparant a celle qu’on trouve dans
son ouvrage de 1744, intitulé Methodus inveniendi lineas
eurvas maximi minimique proprietate gaudentes (Art. 46 ).

C'est proprement dans ce dernier ouvrage qu'Euler a donné
une solution générale et compléte du probléme des isoperi-
métres. Pour trouver les conditions dn maximum ou minimum,
it se contente de faire varier une seule ordonnée de la courbe,
et il en déduit la valeur différentielle de la formule, qui doit
étre un maximum ou un minimum , en substituant & la place
des différentielles de 'ordonnée les différences successives des
‘erdonnées consécutives, et a.la place des expressions intégrales
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lessommes des élémens répondans a toute I'étendue de a courbe,
Son calcul devient ainsi trés-long, surtout par les suites infi-
nies qui 8’y mélent, lorsque la fonction proposée contient dif-
férentes intégrales, et dont il fant déterminer la somme pour
parvenir & dee résultats nets et précis; et on ne peut trop ad-
mirer I'adresse avec laquelle 'auteur surmonte ces difficultés ,
et obtient, en derniére analyse, des formules simples, générales
et élégantes. Son onvrage est d‘ailleurs trés-précieux par le
nombre et la beauté des exemples qu'il contient, etil n'y en a
peut-étre aucun qui puisse étre plus utile & ceux qui desirent
gexercer sur le calcul intégral.

Jusqu'alors on avait traité séparément , et par des procédés
differens , les problémes oi il suffit de varierune ordonnde , et
ceux quidemandent la variation de deux ou de plusieurs or-
données consécutives.

Euler a remarquéle premier que tous les problémes de ce
genre pouvaient étre rappelés & une méme analyse, parceque
Tuniformité qui doit régner dans les opérations relatives aux
différens. points d’une méme courbe fait que , dés qu'on a
trouvé le résultat de la variation d’une ordonnée » la méme ex-
pression rapportée & Iordonnée qui suit immédiaterment ’
donnera aussi le résultat de la variation de cette ordonnée s et
ainsi des auires.

Cette remarque a conduit Euler & un beau théoréme , et de
la plus grande utilité dans cette matiére; c’est que, pour trou-
ver une courbe qui ne jouisse d’une propriété de maximum on
minimum que parmi toutes les courbes qui ontune ou plusieurs
propriétés connues, il suffit d’ajouter a Iexpression de la pro-
priété qui doit étre un mazimum ou un minimum, celles des
autres propriétés connues, multipliées chacune par un coeffi~
cient constant et arbitraire, et chercher ensuite la courbe dans
laquelle cette expression composée sera un maeximum ou un
minimum entre toutes les courbes possibles.

En effet, si on désigne, comme Euler, par nv, on simple—
ment par v Vincrément infiniment petit de Ierdonaée y, et
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par P.y la valeur différentielle de la formule intégrale
indéfinie fZdx, qui doit étre un maximum ou un mi-

. oz, . .
nimum, on aura P.o pour la valeur différentielle de la
méme formule, provenante de l'increment » de 'ordonnée

suivante 3'/ , €n supposant que b soit ce que P devient lorsque
&y devient 5/ , et que toutes les autres variables sont rapportées
i lordonnée y. »
. Et l'on aurait de méme 2. pour la valeur différentielle
de la méme formule, provenante de lincrement = de lor-
dérir_née suivante 5' , o P est ce que devient P lorsque y
devient )'/'; ‘et ainsi de suite.
Or en regardant, suivant les principes du calcul différen-
tiel ,v les ordonnées ¥, _y , 5/, etc. comme infiniment proches,
on a
ji::y-{-dy, _;/-.:_y-}#n‘dy—{-d’ , ete.;

parconséquent on aura aussi

P=P4dP, P=P4adP +4+d&P, etc.

| R
" Alnsi, en faisant varier a-la-fois les deux ordonnées voisines
y et y, la valeur différentielle de (Z dx sera
‘ . P. - (P+dP). e;

et en faisant varier les trois ordonnees voisines Y _y _y , 8a va-
lenr: dxiferentlelle sera -

v+(P+dP)w+(P+2clP+d’P )=,
et ainsi de suite.-
Tien sera de me}x:ne de toutes les antres formules semblables.
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Donc, pour les courbes o la formule f'Z d x doit &tre un
makimum ou un minimum absolu , on aura, en ne faisant va-
rier qu'une ordennée, I'équation P.v==o, laquelle donne
P=o.

Pour les courbes o [Z dx ne doit étre qu un maximum
ou minimum relatif parmi toutes les courbes qui ont une pro~
priété cominune exprimée par laformule fYdx, si on repré-
sente par Qv la valeur différentielle de [V d x due 4 Vincre~
ment » de y; on aura, en faisant varier deux ordonnées, et
égalant a zéro les valeurs différenti elles des formules SZdxet
SYdax, les équations

Py (PtdP)o=o,
Qv+ (Q+dQ)a=o,

Alesquelles donnent celle~ci : .

4P _dQ_
T

dont Pintégrale est’ , 2

! P4-aQ=o,

a étant une constante arbitraire. ; K
Cétte équation est , comme I'on voit, la ménie que celle
gu'on trouverait pour le maximum ou minimum absolu de la

formule (Z d x +afYdx, en ne faxsant varier qu’ une seula
ordorinée.

» 8i-la méme formule {2 cl 2'ne deVait étre un maximum on
un minimum que dans une des courbes dans lesquelles deux
autres formules s [YdxetXdx .congervent les mémes valeurs;
on aurait alors le cas ou il fant faire varier trois ordonnées suc—
cessives , et oit il faudra égaler séparément a zéro ies valeurs
dlﬁ'erentlelles des trois formules dont il s'agit.

Ainsi , en dénotant par R.» la valeur d1fferent1elle de
SXdx provenante de lmcrement v, on aurait ces tro.!s
equatlons '
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Py+(P+dP)o+ (P+42dP+d*P)r=o,
Qv+ (Q+d Qo+ (Q+2dQ+d Q) =0,
Ryt (R+dR)ot(R4+2dR4+d* R)r=0;

savoir,

P(v+w+w)+d’P\(\m+31) +dP.7=0,
' QUvr+o+7)+dQ(ot2x)+d Q. 7r=o0,
ROtada)+dQ(ed2r)+dQ.a=o0,

Eliminant deux des quantités v, @, 7, la troisiéme s’évanonit
d’elle-méme, et on obtient une équation différentielle du se-
cond ordre entre les trois variables P, Q, R, dont parconsé-
quent Vintégrale compléte renfermera trois constantes arbi-
traires. Mais, sans chercher cette équation dﬂferennelle il est
facile de s’assurer que 1’équation

P4aQ+bR=o

satisfait aux trois équations ci-dessus, quelles que soient les va-
leurs des coefficiens @, 5, pourvu qu'ils soient constans; car
en multipliant la seconde équation par a, la troisieme par &,
et les ajoutant & la premiére, on aura une équation identique,
en vertu de I'équation supposée; et comme cette équation
contient deux constantes arbitraires ¢ et b, il s'ensuit qu'elle
sera nécessairement, I'intégrale compléte de I'équation du se-
cond ordre’dont il s'agit; et Pon voit en méme temps qu "elle
n'est autre chose que celle qui donne le maximum ou minimum
absolu de la formule

de:c-}—adex-l—bedxl -

Au reste, je dois chserver que, “dans les premleres solutlons
qui ont été donnees du probléme des 1soper1metres par les
Bernoulli, Tailor 2 ui-méme, la valeur différentielle
de la formule [ Zdx qui doit & étre un maximum ouun minhnum
parmi toutes les courbes isoperimétres , n'est pas de la forme

Par
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Pv-}-‘Il’w,

lorsque 1a fonction Z contient 'arc s de la courbe, ce qui est
contraire a la théorie d’Euler, qu on vlent d exposer

' Par exemple dans 1a solution de 7 Tailor, quiest une des

plus simples, si on y substitue les denommatlons precédentes s
qu'on suppose o

dZ::Lds-f-Mclx-[—Ncl_y, :

et qu'on fasse, pour abreger %:q »o0na cette valeur. dif-
férentielle ‘ :
(N4Lq)de v (N4Ly)da.a,

p‘row\[enante des variations v et o des‘for‘dbnnées y et _;' dans les

trois élémens Zdx +Z dx + é dx, qui sont les seuls que .
Tailor considére.

Mals]e remarque que cette valeur n’est pas lavaleur différen—
tielle compléte de la formule intégrale /Z dx; car, par les for-
mules exactes de 'ouvrage cité d’Euler ; la seule variation v de
ordonnee y,dansla formule [Z d.r donne la valeur diffé erentlelle

(Ndx—d. (H—dex)q)v,

s

ot H est la valeurde f'L d x, correspondante 4 une abscisse’
donnée a, pour laquelle /'Z d x doit étre un maximum ou un
. minimum. Desorte que, pour les deux-variations sunultanees
' ovet o, la vraie valeur différentielle sera o

(Ndx=—d. (H—dex)q)v .

+(Ndx-—-d (H-—de;c)q):o

¢ On voit d’abord par 14 qué la valenr différentielle de Tuiler-
" Re*
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donnerait une solution fausse, si on voulait 'employer i trou-
ver la courbe dans laquelle *Z d 1 serait un maximum ou un
minimum entre toutes les courbes possibles, dans lequel cas i}
suffit Qavdir égard“ 4 la variation d’ung seule ordonnée ; car en
égalant & zéro cette valeur dxﬂ‘erentxelle et supposant o nul,
ey aar-fut léquatlon o

. Greuty 2 N+Lq==o,

tandls que la solution d’Euler donnerait

Nigwsid, (H—fLdx) ¢=o0,

qui est la véritable équation dp probléme ‘
-.Dansle-casdes isoperimétres, il arrive néanmoins queles deux
3olutions s'accordent; car alors la propriété commune des-

courbes est'arc s, c est—a—dxre la formule [/ dx“ +dy*),
oufi¥ (1 +p%)dd; en faisant p = dlﬁ’ ainsi on a de plus
la formule (Y dx ob Y=V (14p*), dont la valeur

différentielle doit étre nulle en méme temps que celle de
J&dx. A o

Or par la construction et l’analyse de Zailor, on a pour
cetie, f@mule lavaleur» dliferennelle

. —-ndq Vw—dq ﬂ)’ .
¢t par-les Pormules de’ Pouvrage d’Euler, on ‘a'de’ méme

~—dgq .y pour la valeur différentielle due & la seule variation v ;
desorte que, pour les deux variations'v et w, on aura éga—
lement : R

. | — dq Y o dq W !
A1n51, suxvant Tailor., on doit avoir, dans ce eas, les denx
équations .

i

(NA-Lg)r+ (N '*_";L.\‘Il), a=o,
dg.v+ dlq RTTQ,
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Jesquelles donnent, par 'élimination de v et o, celle-ci
T T T It
(N+Lq)dg = (N4 Lgq)dg;
savoir , en substituant N 4 dIV pour N s L4 dL pouri:
dq - d°q pour d(l] et g -+ 2dg + d*g pour :; , et effacant ce
- qui se détruit,
qu + quq —dNdg — dLqdg — 2Lrlq
—_ adeq — qudq e deqdq =o.
Mais les trois derniers termes sont du troisiéme ordre, tandis
que les premiers ne sont que du second ; ainsi, en rejetant les -

trois derniers comme infiniment petits vis-d-vis des autres,
ona simplement ’équation du second ordre

qu -+ quq — dNdq — dLqdq — 2Lrlq =o,
comme Zailor le trouve.

Suivant Euler, les deux équations seraient
(Ndx —d. (H—fLdz)q)v
-} (Zlde—d. (H—fl',clx)ql) @=0;
dq.v-]-d(l].w::o.
Mais ‘ _
d.(H—[Ldx)q=— Lqdz 4~ (H— fLdx) dg,

d. (H-—jde) q = -—-qux +(H—de.7c) dq — an’x:
¥ (H-—«dex) dq ——dedq,
A cause de

f}:dxz. [Ldx + idx

Donc, en observant que q+dq~q, la premiére équation
devient,

2
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((N+ Lg) dx— (H—fLdx) dq }v
o+ (N Lq) do~ (H—(Ldx) dy)o=o;

laquelle , en vertu de la seconde , se réduit a celle-ci :
(N+Lgy+(N-+Lg)a=o,

qui est la méme que celle de Tailor. Ainsi, comme les deux
autres équations s’accordent aussi, le résultat doit étre né-
cessairement le méme,

En effet, snivant le théoréme d’Fuler, en ne considérant
que la seule variation v, on a tout de suite 1'¢quation

Ndz—~d. (H— fLdx)q—adg =0,
@ étant une constante arbitraire.

Cette équation est I'intégrale premitre de celle de Tailor;
car si on la réduit a la forme

Ndx = (H+ a— fLdx) dg+4- Lgdr=o0,

qu'on la différentie aprés. V'avoir divisée par dg, et qu'on fasse
ensuite disparaitre: les dénominateurs, on trouvera I'équation
de Tailor. ‘

On pourrait faire des remarques semblables sur les solutions
des Bernoulli, et sur celles d’ Euler , dans les tomes VI et VIII
des . .Anciens Commentaires de Pétershourg. Mais dans D'état
actuel de l'analyse, on peut regarder ces discussions comme
inutiles, parcequ’elles regardent des méthodes oubliées, comme
ayant fait place i d'autres plus simples et plus générales. Ce-
pendant elles peuvent avoir encore quelqu’intérét pour ceux
qui aiment 4 suivre pas 4 pas les | ‘ogrés de I'analyse, et & voir
comment les méthodes simples et énérales naissent des ques—
tions particuljéres et des procédés indirects et complignés.

L’ouvrage & Euler, que nous avons cité, n'aurait rien laissé
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a desirer sur les problémes relatifs aux courbes qui jouissent de
quelque propriété de maximum ou minimum , s'il avait pour
base une analyse plus conforme & Pesprit du calcul différen~
tiel. Mais la décomposition que l'auteur y fait des différen—
tielles et des intégrales dans leurs élémens primitifs , détruit le

. mécanisme de ce calcul, et lui fait perdre ses principaux avan—
tages, la simplicité et la généralité deson algorithme.

11 restait donc & trouver la maniére de plier le calcul dif-
férentiel 4 ce genre de problémes qui sont essentiellement de
son ressort, et de les résondre sans s'écarter de la marche
simple et wniforme de ce calcul. Cet objet a été rempli par
la méthode des variations, publiée dans le second tome des
Mémoires de I'Académie de Turin. Comme cette méthode
est exposée dans la plupart des Traités de calcul différentiel

qui ont paru depuis, nous nous contenterons d'en doaner ici
les principes.

Elle consiste & faire varier les y dans la formule intégrale
en x et y, qui doit étre un maximum ou un minimum, par
des différentiations ordinaires, mais relatives a une autre ca-
ractéristique & différente de la caractéristique ordinaire d, et
& déterminer la valeur différentielle de la formule par rapporta
cette nouvelle caractéristique , en transposant le signe & aprésles
signes d et f lorsqu'il se trouve placé avant, et en faisant
ensuite disparaitre par des intégrations par parties les diffé-
rentielles de &y sous les signes /.

Soit la formule fZ qui doive étre un maximum ou mi-
nimum entre des limites données, la quantité Z étant une
fonction donnée de x, y, dy, d’, etc. En supposant dx
constant , on aura &.fZ pour la valeur différentielle qui doit

“étre nulle dans le maximum ou minimum ; donec
SfZ=o0,
équation qui se transforme tout de suite en

J8Z =o.
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Supposons qu’en différentiant & la maniére ordinaire , mais.
suivant la caractéristique &', et ne faisant varier que les y,
dy, etc. on ait

0Z = Niy + P&dy 4~ Qdd’y <+ etc.;

on aura I'équation

SN8y 4 [Pddy + [Qdd'y - etc.==o.
Or [PJdy se transforme d’abord en [Pddy, et ensuite en inté-
grant par parties, en Pdy — fdPJy.
De méme [Qdd%y se transforme d'abord en fQd*fy, ensuite
en Qdly —dQdy - fd*Qdy, et ainsi des autres.
Donc en ajoutant une constante quelconque K & ces intégra-
tions, I'équation deviendra
Py - Qdly — dQdy +etc. +- K
- (N emdP - d?Q —etc. ) dy ==o.
Comme toutes les différentielles de dy ont disparu de dessous
le signe [, cette partie n’est plus susceptible d’aucune réduc~

tion. Ainsi, pour vérifier I'équation indépendamment des va-
riations dy, il fandra d'abord égaler & zéro le coeflicient des

J

dy sous le signe, ce qui donnera 1’équation
N = dP - d*Q — etc. == 0,

laquelle devra avoir lieu indéfiniment pour toutes les valeurs
de & et y comprises. enire les limites données.

Cette équation est en d’auntres termes celle qu’ Euler a trouvée
Ye premier pour le maximum ou le minimnm de la formule

intégrale fZ2dx. Euler fait E?é:p, Z——Z—_:q » ete., etil sup—

pose Z fonction de ®,y, p, ¢, etc, telle quon ait
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par la différentiation
dZ = Mdx 4 Ndy ~ Pdp 4~ Qdg + ete.

1 fait ensuite varier I'ordonnée y de la ligne infiniment pe-
tite nv; et en regardant la formule fZdx comme l'aire d’'une
nouvelle courbe dont Z serait I'ordonnée , il trouve pour la
valeur différentielle de cette aire, la formule

dp | d*Q ]
(AT——‘Z—; ~4- "—iF-——etC.) I (1

dott il tire I'équation
dp | d:Q
e —— —
N i -+ o eic. =@

qui coincide avec la précédente.
Notre méthode donne de plus I'équation déterminés

(P —dQ «~etc.)dy + Qddy = etc. 4~ K=o,

laquelle doit avoir lieu dansles deux limites entre lesquelles
la formule fZdx doit étre un meximwn on un minimum.

Désignonspary,, P,, Q.,etc.les valeursde y , P, Q, etc.
& la premiére limite ot x est par exemple égale & a, et par
Y1, Py, O, etc. leurs valeurs 4 Pautre limite ol x serait
égal @ b ; on aura ainsi les deux équations :

(Po—dQ, - etc. ) dy, - Q.ddys - etc. + K=o,

(Py—dQi+-etc.) Iy, -+ Q:ddy, 4 ete. K =0,
La premiére donnera la valeur de la constante K, laquelle
etant substituée dans la seconde, donne

(P, — dQ, + etc. ) Iy, + Qddy, - ete.
— (Po == dQ, —etc. ) dy, == Q.ddy, — etc.=o,

€quation qui reste encore & vérifier pour la solution com=
pléte du probléme.
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dy,
dx’

. . . d

Si les valeurs de ¥y, et y, , ainsi que celles de E-Zl ; ete.
. x

sont censées données, leurs variations seront nulles, et tous

les termes de T'équation précédente s'en irent d'eux-mémes;

Cest le cas de Vanalyse d'Euler.

" Si toutes ces valeurs ou seulement quelques-unes sont in-
déterminées , ou ¢il v a entr'elles des relations données par
la nature du probléme, alors aprés avoir effacé les variations
qui doivent étre nulles, et réduit les autres au plus petit
nombre possible , il faudra faire disparaitre les variations res—
tantes en égalant leurs coefficiens & zéro ; ce qui donnera au-
tant d’équations auxquelles on satisfera par le moyen. des
constantes arbitraires que les différentes intégrations intro~
duiront dans Péquation du probléme. Voyez la~dessus le se~
cond etle quatriéme volumesdes Mémoires de Turin, et les dif-
férens onvrages de Caleul intégral oi cette théorie est exposée.
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LEGCON VINGT-DEUXIEME.
Continuation de la Legon précédente.

Méthode des variations , déduite de la consi=
dération des fonctions.

LA méthode des variations, fondée sur 'emploi et la com-
binaison des caractéristiques d et 4 qui répondent & des diffé-
rentiations différentes, ne laissait rien a desirer ; mais cette
méthode ayant comme le calcul différentiel , la supposition
des infiniment petits pour base, il était nécessaire de la pré-
senter sous un autre point de vue pour la lier au Calcul des
fonctions : c’est ce que j'ai déja fait dans la Théorie des
Fonctions ; mais je vais reprendre ici cet objet, pour le traiter
d’une maniére plus directe et plus compléte.

Lorsqu’une fonction donnée de plusieurs variables et de
leurs dérivées ne satisfait pas aux conditions que nous avons
trouvées dans la lecon précédente, elle ne peut pas avoir une
fonction primitive, 4 moins qu'il n'v ait des relations établies
entre ces variables, de maniére qu'il n’y reste qu'une seule
variable indéterminée ; et les questions de maximis et de mi~
nimis dont il 'agit ici, consistent & trouver des relations telles
que la fonction primitive qui en résultera, soit un mazximum
ou un minimum entre des limites données; c’est-a-dire entre
des valeurs données de la variable qui demeurera indéterminée.

On, voit d’abord que cette question dépend nécessairement
de ce que la fonction primitive ne puisse avoir lieu sans une
relation entre les variables; car si elle pouvait étre une fonction
déterminée des différentes yvariables et de leurs dérivées, elle
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ne serait plus susceptible que des maxima ou minima du genre
ordinaire , relativement 4 chacune des variables et de leurs
dérivées considérées comme des variables particuliéres.

Considérons donc une fonction quelconque dex, y, y', y", etc.
que nous désignerons par 77, et que nous supposerons n’avoir
point de fonction priniitive dans 'état o elle est ; pour qu'elle
en ait une, il fandra supposer y = ¢x; et pour que la fonc-
tion primitive qui en résulte, et que nous dénoterons par U,
soit un maximum ou wn minimum entre des limites données
qui répondent A des valeurs données de x, il faudra qu'en
faisant varier tant soit peu la fonction @x, la valeur de la
fonction U, prise entre ces limites, diminue dans le cas du
maximum , et augmente dans le cas du minimum.

Supposons que I'expression de y soit, en général, une fonc-
tion de x et i, que nous représenterons par ¢(x, i), et qui
soit telle qu'elle devienne @x lorsque i==o.

La fonction U deviendra aussi une fonction de x et 7,
et pour qu'elle soit un maximum ou un minimum , il faudra
qw'en donnant & i une valeur quelconque trés-petite, st sup-
posant d'ailleurs la composition de la fonction ¢ (x, i) arbi-
traire par rapport & i, elle ait une valeur moindre dans
Je cas du maximum, et plus grande dans le cas du minjimum
que lorsque i=o0. Si on développe cette fonction suivant les
puissances de ¢, elle deviendra

. 1% e SEERA
Uil +- %U-;-;—S U -+ ete.

en indiquant par des points les fonctions dérivées par rapport
4 i, dans lesquelles il faut faire, aprés la dérivation i=o,
comme on I'a vu dans la legon neuvié¢me,

Ainsi Paccroissement de U, & raison de la quantité i, sera
exprimée par les termes

L .2 (X3 .3 t‘-
iU+-‘; U+2—‘—g i - etc:
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et il faudra pour le maximum que la sowme de ces termes
ait une valeur négative, et pour le minimum que sa valeur
soit positive, i étant une quantité quelconque trés- petite et
indépendante de x.

On a prouvé dans la legon citée qu'on peut toujours donner

a7 une valeur assez petite pour que le premier terme i U sur-
passe la somme de tous les suivans ; d’oit il suit qu’alors 'ac-

croissement de U aura le méme signe que le terme :T/; mais
il est visible que ce terme change de signe avec la quantité i
qui 0’y est qu'a la premiére dimension ; donc il est impossible
que I'accroissement de U soit constamment positif ou négatif
en donnant & i des valeurs quelconques trés-petites, & moins

que le premier terme iU du développement de U ne dispa-
raisse,, ce qui donne d’abord la condition U =0, qui est
comme Y'on voit, commune aux meximae et aux minima.
Cette condition étant remplie, I'accroissement de U se réduira
LI s PACR . .
a- U-- 3 U -} etc. ; et par un raisonnement semblable &
celui que nous venons de faire, on pourra prouver aussi que
. 2 .. . - A
le premier terme — U devra étre positif ou négatif pour que
2

la variation soit positive ou négative ; mais ce terme étant mul-
tiplié par le quarré de z, il est clair que son signe sera indé-

pendant de i, et ne dépendra que de celui de la quantitc ¥,
laquelle devra donc étre toujours négative dans le cas du
maximum , et positive dans le cas du minimum ; ce qui con-
tient le caractére qui distingue les maxima des minima.

Telle est la théorie générale des mazima et minima que
nous avons cru devoir rappeler ici pour ne rien laisser & de-
sirer.

Dans les questions ordinaires , la quantité U qui doit étre
un maximum ou un minimum est une fonction donnée de R
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et les dérivées U, U/, etc. 'sont prises par rapport & x; alors

Péquation U= o devient U’==0, et donne la valenr de x; en-

suite le signe de U’ distingue le maximum du minimum.
Dans les questions dont il sagit ici, la fonction U n’est

donnée que par sa fonction dérivée #7; la for ~tion ¢x est V'in-

connue, et les dérivées U, U, etc. sont censées prises par
rapport & la quantité z qu'on suppose contenue dans la fone-
tion @ (x, £). Ainsila difficulté consiste a déduire ces dérivées
de la fonction donnée Z.

Or y étant 9x, lorsque px devient ¢ (x, i}, y deviendra
. 2. B~
‘y+ly+ '2—‘}/+5—'—5-y + etc.;

en dénotant, commme plus haut, par des points les fonctions
dirivées par rapport & £, dans lesquelles on fait ensuite i=o,
dusorte que ces fonctions deviennent de simples fonctions
de x, qui peuvent méme avoir une valeur guelconque, par-
ceque la composition de la fonction ¢ (o, i) est supposée
arbitraire par rapport & i.

Ainsi en prenant les fonctions dérivées par rapport & «, il
est clair que y’ deviendra pareillement

. 2.,
Yy +iy + oz-y’ - etc. ,
et y* deviendra de méme
.- P
yll+,:yll + ;y”—}-etc. s
et ainsi de suite.

Faisant ces substitutions 4 la place des quantités y, y’, y", etc.
dans la fonction donnée 77, et développant ensuite les puis-
sances de 7, cette fonction deviendra

) ‘2 (X '3 l.'
V+ii+s Py ﬁ P ete. s
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et par la théorie des fonctions dérivées, exposée dans les pre—

miéres legons, il est facile de conclure que Ia quantité 7 qui
étant multipliée par i forme le premier terme du développe-
ment, serala fonction dérivée de # en y supposant x constant, et
¥y, y", etc. des variables indépendantes dont les fonctions

.

dérivées soient respectivement y,¥,y", etc. De méme 5~
sera sa fonction dérivée du second ordre, prise relativement
aux mémes variables, et en supposant que y, y’, y", etc. soient
les fonctions secondes de y, ¥ ¥" etc., et ainsi de suite.

Nous appellerons en général variations du premier ordre ,
du second,, etc. ces dérivées marquées par des points et relatives
4 la quantité i, dans lesquelles cette quantité est supposée

nulle, Ainsi y sera la variation du premier ordre de Y,y sera
- . . . 0 b . »
la dérivée ordinaire de cette variation, y sera la variation da

second ordre de y, et ainsi de suite. De méme, 7, 7, etc.
seront les variations du premier ordre, du second , etc.
d

de 7; et U, U, etc. seront ausssi les variations du pre—
mier, du second ordre, etc. de U. Et pour former ces va-

riations, on suivra les mémes régles que pour les fonctions
dérivées ordinaires.

Ainsi en faisant
V::f(ﬂ?:y,y':y”, etc.),

on aura, suivant la notation employée dans ces lecons,
V=yf (0 +5F () +351 (y) + ete.

11 est visible que cette fonction 7 est la méme chose que

T
celle que nous avons désignée par 7" au commencement de la

legon.précédente , en changeant seulement y en o, parceque
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nous avons supposé alors que I'accroissement de y était repré-
genté simplement par in.

. Maintenant puisque U ‘est supposé la fonction primitive
de 7 en y faisant y = @x, quelle que soit la fonction ¢x,
elle le sera aussi en faisant y =¢ (x, i). Dans ce cas, nous

avons vu que U devient U+il + ;- U + etc., et 7 de-
L] 12 (X3
vient 7 iV - -;— F -etc.; desorte que comme i peut étre

une quantité quelconque , il faudra que les variations U/,
¥/, etc. soient respectivement aussi les fonctions primitives
des variations 7, 7, etc.; ainsi on aura

U'=p, U=F, etc.

La condition du meximum ou minimum consiste donc en
ce que la fonction primitive de # soit nulle, quelle que soit
la valeur de y Or si, pour plus de simplicité , on représente
la valeur de 7~ par la formule

Ny 4 Py’ + Qy" + Ry” -+ etc.,
et qu’on emploie relativement aux dérivées de y les transfor-
mations qu'on a enseignées au commencement de la legon
précédente , relativement aux dérivées de - dans I'expression
1
de 77, et dont l'objet est de réduire a des fonctions deérivées
exactes tous les termes qui contiennent des dérivées de y, on
aura cette transformée
Pe= (NP 4 Q' —R"Fetc.)y
+(PyY — (QYY + (ByY —etc.
+(QyY — (Ry'Y +ete.
-+ (Rj{”)’ — etc. o

etc.
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ot P'on voit que tous les termes, a lexception de ceux
qui forment la premiére ligne, sont des fonctions dérivées
exactes, desorte que leurs fonctions primitives sont connues

et déterminées , quelle que soit la quantité 3'; au contraire,

les termes de la premiére ligne étant tous muldipliés par Yy ne
peuvent avoir de fonction primitive , & moins quon ne

donne & la variation y des valeurs particuliéres, Donc comme
(cette variation doit demeurer indéterminée , il sera impossible

que la fonction primitive de 7 devienne nulle, & moins que
la premiére ligne de I'expression de # ne disparaisse , ce qui
~donnera Péquation indépendante de y-

N Pl Q' = R” - etc. =0,

Cest 'équation qui contient la relation nécessaire entre les
variables « et y pour l'existence du maximum ou minimum
et que nous appellerons équation générale du maximum on
minimum. En géométrie , c’est I'équation de la courbe qui
jouit de la propriété de maximum ou minimum. 11 est facile
de voir que cette équation sera en général de Vordre on , sl
la fonction proposée # est de Yordre n, c’est-i-dire si elle
contient la dérivée y; desorte que son équation primitive
en x et y contiendra an constantes arbitraires.

+La premiére ligne de la valenr de 7 ayant disparu , en
aura en prenant la fonction primitive de 77,
Us(P—Q +R —etc.)y
+(Q—R +etc.)y
o+ (R—etc. ) 5/”

etc.
+ X,

la quantité X étant une constante arbitraire.
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Cette fonction ayant maintenant une valeur déterminée ,
pour que cette valeur soit nulle entre les limites données , 1
faudra que la différence des valeurs qui répondent i ces lx-
mites, soit nulle.

Désignons par U, et U,, les valeurs de U qui répondent
a la premiére et  la seconde limite , dans lesquelles 2 aura
des valeurs données, et représentons de la méme maniére leg
valeurs des autres quantités dans ces limites ; on aura cette

équation particuliére aux limites ¥/, — U, ==o; sayoir,
) (Pi— Q'+ Ry, —etc.)y,
+(Q: =R+ ete.) ¥, '

=4 (B, —~ etc. )5/”,
etc.
— (P~ Q54 R, —etc. )y.
~— (Qo — Ry - etc. )y’,
— (R, —etc.)y",
etc.
=o.

i

a laquelle on devra satisfaire comme aux équations pour les
maxima et minima du genre ordinaire’; et les conditions qui
en résulteront serviront & déterminer les constantes arbitraires
que la valeur de y en x pourra admettre.

Siles valeursde y, y/, y“, etc. étaientsupposées données anx
denxlimites, alors il estvisible queles variationsy,, y/,, ¥"., etc.

et _5/,, Y1, ¥"s, etc. seraient nulles a-la-fois; parconséquent
Péquation ayant lieud’elle-méme, ne donnerait aucune con-

dition & remplir.
Si au contraire aucune de ces valeurs n’était donnée, alors
il faudrait égaler séparément 2 zéro tous les coefficiens de ces
mémes
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mémes variations , ce qui donnerait autant d'équations rela~
tives & chacune des deux limites.

Mais il arrive le plus souvent que les valeurs de y et de
ses dérivées aux deux limites ne sont ni toutes données
ni toutes arbitraires , mais qu'il y a entre elles des relations
données par la mature du probléme. Alors il faudra par le
moyen de ces relations, réduire les variations j/, 5/’ , 5/’, etc,
dans “les. deux limites au plus petit nombre possible , et
égaler 4 zéro les coefficiens de celles qui demeureront indé—

" terminées,

L’équation générale
NP 4 Q" —etc.==0

que nous verons de trouver pour le marimum on minimum
de la fonction primitive de 77, est , comme I'on voit, la méme
que celle que nous avons trouvée dans la lecon précédente
pour Vexistence de cette fonction , indépendamment d’aucune
relation entre les variables.

On voit maintenant la raison de cette identité des formules
par la conformité des opérations analytiques dans les deux cas.

11 est d’ailleurs évident que lorsque la fonction #” est d’elle-
“méme une dérivée exacte, sa fonction primitive est une fonc—
tion déterminée de x, y, y', y”,.etc. qui doit alors étre rap-
portée aux deux limites, de maniére que I'équation
N= P + Q" —etc. =0
né doit plus donner 'de relation entre x et y, et parconsés
quent doit se vérifier d’elle~-méme, . _
., Gest par cette copsidération qu’'Euler a trouvé Je premier
gette méme équation , ou plutét I'équation équivalente
dp” @ Q '- o
— e S e tC. =Z0
N Ix T
Ff
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"pour la cordition del'intégrabilité de laformule Zdx. Condor-
cet a observé ensuite que si la formule [Zdx était intégrable s
il fallait que la vasiation. & Zdx le £t aussi; et de 14 il a
concly que les égqnations de condition ponr Vintégrabilité, de~
.vaient étre les mémes que les équations emtre les variables
-pour les maxima et minimg. Notre analyse ne doit rien laisser
a4 desirer sur:cet objet. .

Nous avons suppesé: jusqu’ici que la wariation de x étaj
nnlle ; ¢'ast ce.qui atonjours lisu lorsque les limites sont fixes;
mais comme dans la plupart des cas les limites sont va-

riables , il est bon de voir ce que doit donner la variation
de x.

Pour cela, il suffit de’ coustdéier Que la fonction U étant

censée une fonction de «:, 5i on fait croltre « de ix, lac.
sroissement de 7 §pra s ¢omme anl'a yu dans les premicres
degons,, .

iIvU"+",i’5 U 4 ste.
Or U= V parlhypothese donc
U :; pl, Ulh o 7” ,

et ainsi de suite. - :.0 oy

“Donle pour avejr l’accrolssement de U dans ce cas, il suf-
fira 4’ a)outer respectlvement aux varlatlons U, U, etc., les
termes x¥, &7, ete. Ainsi comme P U, il faudra
ajouter- & laovaleur de ¥ trouvée ‘dans lhypoﬂlcse ofi x ne
varie pas, le terme (Va:)’

" Mais’ cohlme ]a varxatxon de & mﬂue atissi ‘Sir célle de yen
tant que cétte quantité estfonction de'x, il faudra, dans ce cas)

retrancher de celle-ci ce qui est:di & la variation de x, dont
nous venons de déterminer T'effet total sur les variations de U.
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. En eflet, on a vu eci~dessus que y étant ¢x, lorsque ¢z

devient ¢ (x, 1), y devient y 4 z_y + ——y -+ ete Orx deve~

pant en méme temps x -} ix % devient par la

_y+1xy - ———_y" -I— etc.

De la méme maniére, _y qui est aussi fonction de x, devlendra

y+izy + —;_)'r" - etc.;
et y deviendra

Lo e

+m_y+—y”+etc.
Donc laccroissement total de y sera exprimé par
i(_).f + a'cy') + -f—(‘.};-{—n:x_)"' + .5:’3/”) -} etc.

ot l'on voit que _y -4- xy s y - zxy +a‘“ ", etc. sont. les va-i
natxons totalea de y, dans le cas o lon a égarda la varia—

tlon x de x.

Désignant , pour un moment , ces Vdrlanons par ( _y),
( y) , etc. 3 pour les distinguer des vanatlons _y _y , etc. qui
ont lieu lorsque x est nulle , on aura '

Y+ =(3), YHoxy +ay =(y), etes’
!donc . ‘ ) ’ : L
3 : (_);) -—-’l.?_)" > -
gt prenant les dérivées par rapport dx,

((_}’)-—x_y) _y ,..((y)—xy) ,etc. T

a2
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Ce sont les valeurs qu'il faudra substitner & la place de

5, ¥,y", etc. dans la variation 7" prise en regardant « comme
invariable. Donc si on a égard & la variation de @, Pexpres~

. 4 . -
sion de 7~ trouvée ci~dessus, deviendra, en mettant simple-~

ment_}; au lieu de (_}"),
Ny—y=)+P =y +Q(—ya)
+R( =YY"+ ete. + (PY

Ainsi les termes de la transformée , qui seront multipliés par

les variations y et x, sans étre des dérivées exactes, seront
simplement

(N—P 4 Q' =R +ete.) (y—y 2);
d'ott 'on voit que I'équation générale
NP + Q' — R"4-etc. =o

trouvee daprés la seule variation de Y, satisfait en méme
temps 4 la variation de-x. Doiic cette . varxanon n’'influera
que sur Péquation aux limites U/, — U, =0, dans laquelle il
faudra a]outer ala valeur de Ule terme Vx et y changer
y en y—y z.

On peut parvenir au méme résultat d'une maniére moins

simple, mais plus directe , en" considérant immédiatement
les variations de «c et de ses dérivées.

©at

Pour cela, il fant d’abord dépouiller la fonction Z” de la
supposition de &’ = 1, pour pouvoir tenir compte des varia~
tions de &, «”, etc.; ce qui se fait' en substituant, comme

- v)
on I'a vu dans les legons precedentes -Z_ auheu de Y
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au lieu de 3", et ainsi de suite, et multipliant la fonction 7
par x’ pour quelle puisse étre la fonction dérivée de U.

Soit, pour abréger,

4

’ r
:%;7:}1, a%-:q, %—:1‘, ete. ,

il faudra dans 7 eubstituer p, ¢, v, etc. & ]a place de y’,
', ¥, etc.; moyennant quoi cette quantité deviendra fonc-
tion de y, p, ¢, etc., et 'on aura la dérivée

. V'=Mx' + Ny + Pp’ 4 Qq' + Ry’ -} etc.
qui s; réduit & _
V'=(M+ Np~+Pq- QrRs+etc.)a’,
et la variation
V= Mz + Ny Pp - Qq -+ Br - etc.
Ainsi tout consiste & trouver les valeurs des variations p »

(.], 7:, etc.
4

Orp étant:%,— , on aura
. s .
h Y Y& Y —ps
& a® a

&

y—pz) +p'z_ (y—pzY , -
=(y e G d =(y .L‘? +qx,
‘ U
5 camse de B, = q-
&
On peut faire ici ' =1, et l'on awra simplement

p=(y—pzY + q2.
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: 4
De méme q étant =

_p_’ , on aura
x .

ORIER o
L

CALCUVUEL

;]2}‘1'— pfa'c/ =,;'__qi:r_(};__q‘%)l +ql;c
= e o = =
I: ) ’ .
= x,qx) e

Mais la valeur de ]; donne

b g (mpd 3

donc faisant cetie substitution, et supposant ' =1, ce qui

est permis ici, il viendra

;;:(}':——pal')"+r5c.

On trouvera de a2 méme maniére

r=(y —pz)’ -+ sz,

et ainsi de suite.

Par ces substitutions, la variation # deviendra

(M4 Pg+ Qr+Rs+etc.)x

+ Ny + P (3 == pY o Q(y —p&)’ -+ B (y = pz)'-etc.
= (M- Np--Pg + Qr+Rs dete.)z

+N(G—p3) +P(y—peY+ Qy—pi) + R (y—pa)*

-} etc.

Or on a trouvé ci~dessus

M+ Np+ qu+r<?.r+et°-'=§r€

(4
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° ’
d'ailleurs p =-—3;—,; donc faisant ces substitutions, et supposant

ici &’ ==1, on aura simplement
. =Vt N(y—yz)+P(y—y=z)
+Q(y—y2) + R(y—yz)* +etc.
Clest 1a valeur eompléte de la variation de 7, déduite des va-

riations de x et de y et de leurs dérivées.

Mais on a vu qu'il faut mettre 7z’ 4 la place de 7 donc on
aura P« 4 Pz’ 4 substituer a Ia place de 7 dans-Tes formules

données plus haut ; donc mettant ici la valeur de # qu'on
vient de trouver, et observant que

Vg P =(VxY,
on aura, en faisant 2’ =1, le méme résultat auquel on est
parvenu ci-dessus par une autre voie.

Au reste en regardant la quantité 7 comme une fonction de
x, y et de leurs dérivées o/, x", efc.y”, ¥, etc., on pourra
traiter les variations de x comme on a fait celles de y-

Dans ce cas, la fonction P~ étant représentée par
flx, o, a" ete.,y,¥,y", etc.)
on trouverait les termes
zf (2) F & () F 2f (&), ete.

A ajouter ) la variation 7; et en désignant ces termes par la
formule

nx - pz’ + g’ - r2” 4 etc.,

on parviendrait par des opérations relatives 4 la variation =

4
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et analogues & celles qu'on a employées pour la variation y,
4 la transformée

(n—p' 4 g" —1" 4 etc.) x.

Desorte que la partie de la valeur de I 4 qm ne serait pas
une dérivée exacte serait

(N—P’+Q —R" etc.)y
+(n—p + ¢ — 1" 4 etc.)x.

Lorsque y est censée une fonction de x, et qu’on peut par-
conséquent faire 2’ = 1, nous venons de voir que la variation

simultanée de y et =, donne pour la partie de 7 qui n’est pas
une dérivée exacte, la formule
(N—P 4 Q" —R"etc.) (y —y'%).

11 faut donc alors que la formule précédente commde avee
celle-ci, et que 'on ait parconsequent

n—p +q — 1" - etc.
"'-—y (N—P —|- Q” R" 4 etc. ).
D’oit Lon voit que I’équation o
n—p' +q"—7" Fetc.=o
que donnerait la variation de x, est toujours équivalente &
'équation -
P’+Q”-——R”'+etc =0
‘qun provnent de la variation de y- ' l

En effet, nous ayons déja trouvé par une autre voie, dans
lalegon precedente s que ces équations ont tou;ours heu a-Ja~

Jaolse . R



DES FONCTIONS. 457
Un des avantages du calcul des variations est de pouvoir
faire varier indistinctement les indétermindes x ou y, etleurs
différentielles; et I'identité des équations du maximum ou
minimum, déduites de Pune et de Lautre de ces variations ,
a été un des premiers résultats de ce calcul auquel les an-
ciennes méthodes n’auraient pu conduire. Mais les démonstra—
tions qu'on en a données dans le second et dans le quatriéme
volume des Meémoires de Turin, sont moins directes que celle
qui se déduit des formules qui représentent cette double va—
riation, et que nous venons d’exposer d’aprés Euler. Voyez
le tome troisiéme de son Caleul intégral.

Considérons maintenant le probléme dans toute sa généra-
lité¢, et d’abord soit, comme ci-dessus,

. V=f(z,95:5"5" etc.),
‘on aura
N=f(,P=f(), Q=F(y), R=f(y, etc.
Soit, de plus, pour abréger,
IY=f'( )L + LN — LF (T + ete.
Y=1'(y) = Lf O + LF (YT = ete.
III}’ :—_f/(y”) — [f/(ylﬂ)]f + etC.
Y= f'(y") — etc.
etc.

La variation 77, dans le cas ol x ne varie pas, sera

P=Yy+¥3) + (05Y + (¥ y'Y + etc.
olt les termes qui ne sont pas sous la forme de fonctions

dérivées , doivent s'évanouir, ce qui donne d'abord , comme
en l'a vu, l'équation générale ¥ = o.
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_ Ensuite, & cause de 2 == /', on aura la variation de U

U= Yy + ¥y + ¥y" +etc.
et I'équation aux limites sera
U—U,=o.
Si on veut que x varie en méme temps que y, on chan-
gera y en y —y'x, et on ajoutera & U le terme Pz

... Supposons, en second lien, que la fonction proposée con-
tienne une troisiéme variable z, avec ses fonctions dérivées
«, 2", etc., onfera, relativement & cette variable, des opé-
rations analogues & celles qu’on a employées pour la variable

¥ etla valeur de /7, en supposant x invariable, se trouvera
composée de deux parties semblables, V'une relative & y,
Vautre relative & z.

Ainsi, en supposant
V=f(xyYy,y" etc. , &, 2", etc.),

T T
et conservant les expressions de ¥, Y, ¥, etc., on fera, de
plus ,

Z :f’(z,) —_— [fr(z/ )]/ + Ef/(zu)]n — r_f,(z")j‘”’ 3 ete.
Z= &) = LG +LFEY — ete:
Z =) — [f @) + ete.

e .

Z = f'(z") — etc.
¢ .
. ete.

et Yon aura sur-le-chamip
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Y=Yy 4z |
+ (Y + O5Y + (B3 - ete.
+ (ZEY + (7Y + (ZaY 4 ete.

Les termes Yy -4-Zz, qui ne sauraient étre des fonctions
dérivées exactes, tant que y et z ont des valeurs arbitraires,
doivent étre détruits, ce qui donnera d’abord I'équation gé=
nérale

Yy + Zz =o,

A laquelle on satisfera de différentes maniéres, snivant que
les variables y et z seront indépendantes Pune de I'autre, ou
qu'elles seront lices entr’elles par des relations données.

On aura ensuite, en premant les fonctions primitives, &
cause de 7 = U’, I'équation

U= Y45+ B e
- Zi 425 23 4 ete.;
c’est la valeur qu'il faudra substitver dans I'équation aux
{imites
U,—~U,=o.

Sion veut que x varie aussi, on changera y et z en
y=~yx, ¥ —zx%, et on ajoutera a U le terme Pz.

Reprenons V'équation ¥y -+ Zz = o. $iln’y a aucune re-
lation donnée par les conditions du probléme , entre x et y,
leurs variations seront indépendantes I'une de Pautre, et on
ne pourra vérifier I'équation dont il s'agit qu'en faisant sé-
parément
" Y=o, Z=0,
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deux équations qui serviront & déterminer y et z en fonc-
tions de x.

Mais si les variablesy et z étaient liées par une équation
de condition entre x, Yy, %, que nous représenterons par

F(x,y, 2) =0;
il faudrait tirer de cette équation la valeurde z enxety,
et la substituer dans I'expression de #7; mais pour faire
usage de P'équation I"_)'l-}- Zz = o, il suffit d’avoir le rapport

entre les variations y et z; et pour cela il n'y a qu'a consi-
dérer que la relation entre les quartités z, y, z devant sub-
sister aussi dans 'état varié, 'équation F'(x,y, 2) = 0 de-

vra avoir lien aussi en y mettant x 4 iz au lieu de x, et
o B oo, B e .
y-l-ly-l-;_y-l-etc., % - zz.+—9-z+etc. an lien de y

et z, quelle que soit la quantité i. Dot et de ce qui a
été démontré dans les premiéres legons, il est facile de con-
clure que les dérivées de cette équation, relatives anx va-
riations de x, y, %, devront avoir lien aussi. Desorte que
Péquation de condition F(x, y, z)==0 donnera les équations

variées
f*’(x,y,z):o, ﬁ(x,_y,z):o, etc.
Or en regardant x comme invariable, on a
F(x,y,2) =yF(y) + 2F'(2),

puisque Talgorithme des variations est le méme que celui
des dérivées. Ainsi on aura l'équation

YF(y) + 2F'(z) =o,
" @'ou Von tire le rapport de j 4z, lequel étant ensuite sub-

stitué dans !'équation ¥y - Z% =o du maximum ou mi~
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nimum , donnera celle-ci
YF'(z) — ZF'(y) =o0;
qui étant combinée avec I'équation de condition F(x, y,z) =0
servira & déterminer les valeurs de y et z en x.

Nous avons supposé dans le calcul précédent que x ne va-
viait pas. Si on voulait tenir compte des variations de o,

on aurait & la place de l'équation ¥y Zz = o, celle-ci:

Y(‘)':—-y’g'c) + Z(z2—7x)=o.
Or T'équation de condition F(x,y, 2) = o donnerait d’un
coté V'équation dérivée
F' (@) +yF(y) + #F(2) =0,

et de l'autre l'équation variée

xF" () + yF'(y) +2F(z) = o;

substituant dans celle-ci la valeur de F'(x), tirée de la pré-
cédente, on aura

(y—yHF(y) + (h—2%) F'(z) =o.

Et cette équation combinée avec I'équation ci-dessus, don-
nera également I'équation - Co

YF'(z) — ZF'(y y=o:

On voit par 14, en général, que la-variation de x, xn’influe
H 1] 3
que sur l'équation aux limites, et nullement sur I'équation
générale du maximum ou minimum,

Supposons maintenant, pour embrasser le probléme dans

toute son étendue, que I'équation de condition entre x, Yy, %

contienne aussi les dérivées de y et z et soit en général de
la forme
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F(x, 5,y etc. 2,2,2", etc.)y =0,

On tirera de 14 I'équation variée

F(x,y,y .y, ete. z,2,2%etc)=o,

laquelle,, en n’ayant égard qu'aux variations de y, z, se dé-
veloppera ainsi :

_yf' (.'}') +3&f'(.)") +y”F’( "} -} ete.
+ SF(2) + ZF (&) F 2F(s") + ete. =o.

Comme les dérivées de z ne paralssent dans cette et{uatlon
que sous la forme linéaire, il est possible d’en déduire 1'ex-
pression de z , en employant la méthode des multxphcateurc
et prenant successivement les fonctions primitives; mais de
cette maniére on entre dans des calculs longs et compliqués,
et il est heaucoup plus simple d’employer les multiplicateurs,
de la maniére dont on en a usé dans la’ Meécanique analy-
tique qui est toute fondée sur le:éalcul ‘des variations.

On se contentera donc de multiplier le premier. mémbre
de cette équation par un coefficient indéterminé A, et de
Tajouter. & V'expression: précédente ‘de la variation 7, en ayant
soin en méme temps de tgansformer ‘tons les nouveaux tprmes
‘de maniére que les fonctions dérivées des variations yd zne
se trouvent que dans des fonctions dérivées exactes, comme

on I'a pratiqué a Yégard des ‘termes de la valeur de 7. Onau-
ra ainsi une nouvelle expression de 77 déms laq'ue'lle" 'on

pourra maintenant trditer les variations de y et z, comme ine
dépendantes, a raison de l’mdetermmee A !

Soient, pour abreger s
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(N =aF'(y) —[AF' (Y)Y + ANF' (YT — ete.
(V) =2 F'(y') = [AF' (YT + ete.
(F) =AF'(y") — ete.
etc. o '
(Z) = F'(2) = [AF'(z)] + [AF' (@)} — ete.
(Z2) = AF'(Z) — [AF'(&)T + ete.
(Z) = A F'(&) = ctc.
etc.
Lees termes A ajouter & 'expression de la variation 7, seront
(D)y+ Dz
+ (N3] + (@AWY +ete.

LAY N
-+ ((Z) z) -l-((&)z) -} etc.
Donc, puisqu'on peut maintenant regarder les varia-

tions y et z comme indépendantes, on aura d’abord, par
les principes posés ci-dessus, les deux équations générales
dn maximym on minimum ,

Y4 (¥)=o0, Z4(Z)=0,

entre lesquelles il- faudrait éliminer I'indéterminde Aj et Ié-
quation résultante, combinée avec I'équation de condition s
tlonnera les valeurs de y et z en . : :

" Ensuite la variation U deviendra

Us={F+ (1) Y +HF+ )y fete.
A (Z @)+ (E+ ('z'))i"‘-}— etc.



464 CALCUL
valeur qu'on substituera dans P'équation aux XHmites
U, c— U, =o.

Si on veut avoir égard en méme t mps a Ja variation de «,
on ajoutera & Ule terme P&, et on changera les quantités
¥y, % et legrs dérivées en y —y'x, z— 2’z , et dans les dé-
rivées de celles—ci.

Il faudrait, & la rigueur, dans ce cas, ajouter a la valeur

o . \ y < . ’
de 7 le terme A(.rF(x, ¥,--.)/, daprés les formules trouvées
plus haut pour la valeur complétede la variation de 2’ # (x, Poee)s
Ce terme se transforme en (AxF(:r, Y- .)) —xF(x,y...);
mais il disparait ici en vertu de I'équation F/(x, y... ) = o.
1l faudrait néanmoins le conserver si 'équation de condition
n’était donnée que par I'équation variée F'(x, y.-.)=o.

Dans I'équation aux limites, on pourra regarder aussi les va-
riations ', y et z, aiosi que leurs dérivées, comme indépen-
dantes, & moins que la nature du probléme ne donne aussi
des conditions particuliéres aux limites.

Supposons, par exemple, que l'on ait une ou plusieurs

equatxons de condition entre les quantités x, y, y/, 5", etc.
z, 2, 2", etc., rapportéés aux deux hmltes, cest-a—dlre

entre les quantxtes Loy y,,, _yo, ¥, ete. zo, z), z', ete.
Xy Yoo yr :_yl » elc. %, z/, & , etc., et que le maximum
ou minimum ne doive avoir lieu que parmi les fonctions qui,
prises entre les limites données, satisfont & ces conditions;
il faudra que les mémes équations subsistent dans1'état va-

. .. Lo 1%
rié , Cest-d-dire en y mettant x4 ix, y - y+s y-tetc.,

. B .
z 4 iz 4 ~ z.+etc‘ a la place de x, y, z; parconséquent
on aura aussi les variations de ces équatlons, cemme nous
Yavons déja vu plus haut.
Désignons par

’ ’ ’ ’ —
© (Lo, Yo, Yo , €LC, %9, %, €LC. X, Y1, ¥15 et0. 21,2/, etc.) =o,
une
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une de ces équations de condition; elle donnera I'équation
yari¢e

260 (22) + Yo ¥ (¥o) +560 (2) + 358 (yo) -ete.
-+ ‘%x @ (x) +5’( ‘1"(_}':) +;'l¢, (=) +j’l,¢' (yll) “Fetc.==o.

On multipliera cette équation et les antres semblables par
des coefliciens indéterminés #, 8, etc., et on les ajoutera &
I'équation des limites données ci-dessus, aprés quoi on pourra
traiter toutes les variations

. .

M M o ° S : 1 2t
Loy X1y Yoy Yo Yo » efc. ¥, yi, ¥, et 2, z,2,", etc.

conmne indépendantes, et égaler & zéro chacun de leurs coef-
ficiens , ce qui donnera autant d’équations particuliéres aux
limites qu’il y aura de ces variations. On satisfera ensuite &
ces équations par le moyen des coefliciens arbitraires 2, 8, ete.
et des constantes arbitraires qui entreront dans les expres-
sions de ¥, z en x.

A Yégard des variations z,, %, etc. z',, z,’, etc. il est bon
de remarquer que la fonction z étant donnée par une équa-
tion dérivée, si cette équation est de l'ordre n par rapport
4 z, les valeurs de z, 2/, 2", etc. 20", correspondantes &
une valeur donnée de x, seront arbitraires, et devront étre.
déterminées par les conditions du probléme. Ainsi, en rap-
portant ces valeurs i la premiére limite, il faudra regarder les

quantités z,, z,, etc. 2, comme des fonctions données
de x,, Yo, ¥o, etc.; done les variations z,, 2., etc. seront
aussi données en fonctions de x,, y,, ., etc. multipliées par
les. variations Zo, _}"o, jo’, etc. Alors les variations z, , 30,
z,", etc., qui se rapportent 4 la seconde limite , seront absoj

lument indéterminées, et il faudra les faire évanouir en éga
lant leurs coefficiens a zéro. '

On pourrait demander que la fonction z donnée parl'équas
Gg
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tion de condition fiit elle-méme un maeximum ou un ming-
mum. Il n'y aurait alors qu'a supposer U=z, et parcons(-
quent =z,

On aurait donc ddns ce cas

f'()’)‘—*o: f'()")=0; etc. f,(z'):o: f,(zl):’-l, f/(z-”):oetc.

Donc
3 T 1T
Y=o0, Y=o, etc, Z=o0, =1, Z=o, etc.
Les équations générales du maximum on minimum se-
raient donc simplement ’

M=o, (Z)=o.

On aurait ensuite
N T . oo,
U= (YV)y = (Y)y' + etc.
o+ (4 (D)) + () + ete.
L’équation (Z) = o servira & dérerminer la variable A, et
Péquation (¥)==o0, combinée avec Iéquation donnée
F(x,'y,y, etc. z, 2, etc.) =, donnera la valeur de y
en x. Soit z(M la plus haute dérvée de z qui entre dans
cette équaﬁon, 'équation (Z) = o seralinéaire et de 'ordre z,
par rapport & »; lavaleur de A contiendra donc autant de
constantes arbitraires et linéaires aussi, qui serviront a faire
évanouir les variations i‘ . E.x’, etc. dans I'équation des limites;
les variations z,, 2.’ , etc.-étant censées données par la nature
du probléme, comme nous venons de le remarquer.
11 faudra donc déterminer ces constantes de maniére qus
P'on ait
by 1 111
14~ (Z)=0, (Z)=o0, (Z)=o0, etc.

et on remplira ges conditions ep faisant simplement
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am=o, A;==0,etc. ACFD=o0,
et de plus, \
A F7 (2(M), 4 1=0.

Ceci revient & la solution donnée dans le tome quatrieme
des Meémoires de Turin. :

En général soit 7 une fonction quelconque des variables
x, y, %, t, etc. et de leurs dérivées d'un ordre quelcongue,
& Pexception de x, dont la dérivée soit supposée I'unité; et
soient L == o, M == o, etc. des équations de condition entre
ces variables et leurs dérivées, dont le nombre ne surpasse
pas celui des variables diminué de deux unités, afin qu'il
reste des relations indeterminées entre les mémes variables.

Le probléme de maximis et minimis, dont il s'agit ici ,
consiste & déterminer ces relations de maniére que la fonc-
tion primitive de 7 devienne un maximum ou un minimum

entre des limites données, correspondantes & des valeurs don-
nées de z.

Pour le résoudre de la maniére la plus générale , on cher-
chera les variations des fonctions 7, L, M, etc., dues anx
variations de y, 2 t, etc., et désignant ces variations par
¥, L, M, etc., on considérera la formule

77+AI',+,¢4_7P'I+ etc.,

dans laquelle A, g, etc, sont supposées des variables indé-
terminées. '

On fera sur cette formule les transformations enseignées
plus haut, par lesquelles les fonctions dérivées des variations
¥y, %, t, eic. ne paraissent plus que dans des termes qui

sont des fonctions dérivées exactes. Elle deviendra ainsi de
la forme : '

2
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Yy A Zz 4 Tt o etc.
1, T, 1,
+(Yy 4- ¥Yy/+ Yy'+etc.)
o (Zho Zai o Z 20 etel) .
o+ (Th o TH+ T Fetc.)
etc.
Et I'on aura d’abord les équaiions générales
Y=o0, Zz=o0, T=o, etc.,
qui, étant combinées ave: les équations de condition
L=o0, M=o, eic.,

serviront & déterminer les variables y, z, ¢, etc. a, g, etc.
Ensuite faisant

. T, n, m,
(U)=Yy Yy 4 Yy -} etc.
1, i, uy,
o Zz 27 - Z 3 o ete,
1, . 1,
4T +T¢ Tt 4 ete.
etc.
on aura I'équation aux limites (U,) —~ (U,) = o, i laquelle
on devra satisfaire, indépendamment des variations y, y’, etc.
2, 7, etc. etc.
Et pour tenir compte de la variation de x, il n’y awra
qu'a changer y, z,ten y —yx,z—2x, i—tz, etajou-
ter a la valeur de (U) le terme P,

Comme la nature du probléme peut fournir aussi des
€quations de condition entre les variables x, ¥, %, t, etc.,
rapportées a ces limites, désignons par £ = o, B == o etc.
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ces équations de condition, de maniére que 4, B, etc.
soient des fonctions données de x,, x(, Yo, Y1, ¥, Y5 etc-

On formera les équations variées 4 =0, B=o0, dues
aux variations de chacune des quantités zo, X, Yo, Yi»
¥y, ¥/, etc. on ajoutera ces équations multipliées par les
coefficiens indéterminés «, £, etc. & l'équation aux limites.

On aura ainsi I'équation

(U) — (U) +2d + 85 4 etc. =0,

dans laquelle on égalera séparément A zéro le coeflicient de
chacune des variations dont il sagit.

Ces formules servent & répondre & toutes les questions
ot Von cherche des maxima ou minima absolus. Voyons
aussi comment on y peut rappeler les questions ou I'on ne
demande que des maxima on minime relatifs, c'est-a-
dire dans lesquelles la fonction primitive d'une fonction don-
née ne doit étre un maximum ou un minimum entre des li-
mites assignées, qu'antant que les fonctions primitives d'autres
fonctions données, auront des valeurs données enire les mémes
limites.

Soit u la fonction donnée dont la fonction primitive doit
avoir une valeur déterminée entre les limites assignées.
Supposons que s soit cette fonction primitive, ensorte que
Yon ait I'équation s’ — w==0. La condition dont il s'agit
consiste en ce que la quantité s,— s, doit aveir une valeur
donnée ; parconséquent sa variation devra étre nulle, ce qui

donne Véquation aux limites s, — s, == o.

Pour introduire cette condition dans-la solution générale
du probléme de mawximis et minimis, je regarde I'équation
s —u = o comme une équation de condition, et je la traite
comme les équations de condition L = o, M=o, etc. J=
multiplic par un coefficient variable et indéterminé ¢ la va-

3
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riation §'—u, et je 'ajoute 4 la formule générale i L+ ete. ;
jai

V—[- o'(i’—ﬂ) 4 AL M+ ete.

Le terme o5’ se transforme en ceux-ci: (gs) —o’s ; et
comme ces termes sont les seuls qui contiennent la va-

riable s, la variation s donnera d’abord l'équation ¢’ =o;
d’ou Yon tire ¢=ua, a étant une constante arbitraire.

Ensuite 1'autre partie (o‘g)’ , qui est une dérivée exacte,
domera dans P'expression de (U) le terme o5, et dans)é-

quation aux limites les termes a(s,— s;), dcausede s—=a.
Mais on a par les conditions du maximum ou minimum re-

latif, 5, — 5, == 0. Donc la valeur de (U} ne recevra aucun
changement.

il n'y aura donc que la variation — au qui devra étre
ajoutée & la formule générale, ce qui revient & cubstituer
a la place de la fonction 7 la fonction 77— au, et & cher-
cher les conditions du maximum ou minimum absolu de la
Fonction primitive de 7= aqu, « étant une constante quel-
conque arbitraire.

On trouverait de la méme maniére que sila fonction primi~
tive de ¥ ne devait étre quun maximum ou minimum re-
Yatif, en supposant que les fonctions primitives de u et v aient
des valeurs déterminées, la question se réduirait an maxi-
mum ou minimum absolu de la fonction primitive de
P —au~-by, a et b étant des constantes arbitraires.

Ce résultat s'accorde, comme Yon voit, avec celui qu’Euler
avait trouvé par la considération des variations des ordon-
nées successives dans les courbes.

Telles sont les formules générales pour la solution des pro-
blémes de maximis et minimis qui dépendent de la méthode
des variations, et J'on voit que ces formules s'étendent & tous
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tes cas; mais dans chaque cas particulier, aun Ham%appli—‘-
quer ces formules, il sera quelquefois préférad?s Dpiver
directement sur les fonctions proposées, en suivairtZ.sarche
que nous venons de tracer.

Quant & la maniére de distinguer les maxima des minima
et méme de s'assurer de leur existence , nous avons va qu’ells
dépend des variations du second ordre; mals nous n’entre-
rons pas dans un détail qui nous ménerait trop loin; on peut
voir d’ailleurs ce que nous avons dit 1a~dessus dans la Théorie
des fonctions, art. 173 et suiv. Nous remarquerons seule-
ment quen prenant la variation du second ordre de la fonce
tion #, il sera inutile d'avoir égard aux variations du second

ordre de la variable y, parceque les termes affectés de:};, j/", ete.
dans lexpression de > (tant les mémes que ceux affectés

de y, y' dans 7, ces termes doivent disparaitre par les con-
ditions du maximum ou minimum, quelle que soit la va~

leur de ¥, ou de y. Ainsi on aura pour la variation du se-
cond ordre, les mémes formules que dans Iendroit cité, en

changeant senlement y en @ et parconséquent aussi les
mémes résultats.

Pour ne rien laisser & desirer sur cette matiére , nous di-
rons encore un mot des maxima et minima qui dépendent
des fonctions de plusieurs variables. La premiére question de
ce genre a été résolue par la méthode des variations, dans
le second volume des Meémoires de Turin. 1l sagissait de
trouver parmi toutes les surfaces courbes qui sont terminées
par le méme périmetre, celle qui est la plus petite possible;
probléme qui est, par rapport anx surfaces, ce que les pro-
blémes dont on vient de traiter, sont par rapport aux lignes.

En nommant z l'ordonnée perpendiculaire aux deux abs—
cisses x et y, et qui est censée fonction de ces deux-ci, et
désignant par des traits séparés par une virgule, les fonctions
dérivées de z, prises par rapport & x et y, comme onl'a
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fait dans la lecon dix-neuviéme, la grandeur.ou la quadra-
ture de la surface est exprimée par la double fonction pri-
mitive de la formule

VvV (+ &)+ @),

prise d"abord par rapport & une seule des variables x, y, et
ensuite .par rapport  Vauire, en substituant pour.la pre-
miére sa valeur donnée par I'équation du contour. dela sur-
face. Ainsi-le probléme consiste & trouver la fonction z de
x ety, qui rendra cette double fonction primitive un mazi-
mum ou un minimum.

Pour le rendre plus général, nous supposerons qu'on de-
mande de rendre un maximum ou un minimum la double
fonction primitive d'une fonction donnée de x, y, z, 2, 2,
&, 27, &, ete. ‘

Désignons cette fonction par 7, de maniére que Fon ait

V={f(x,y,374", ', 2,27, 2, etc.),
et soit U la double fonction primitive de 7, qui doit de-
venir un- maximum ou un minimum. N faudra, par les

principes établis ci-dessus, que sa variation ¥ soit mnulle.
Or U™= §"; donc prenant les variations U = P,
Si on dénote de méme par des traits placés au bas, les
fonctions primitives, ainsi qu’on I'a indiqué daus la legon trei-
P ) qu q ¢

ziémee, on pourra passer de I’équation précédente a celle-ci
qui est! inverse I/ =/.,, par laquelle on voit que le pro—
bléme consiste & rendre nulle Ja double forction primitive de
" 1a variation 7.

Or on en a, en prenant les variations de z et de ses dérivées,

F=af1(a) 2 () + A1) ‘
o @ f (@) + 2 (&) () oot
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formule que nous représenterons, pour plus de simplicité, par

P'==La + Mz’ + N2¥ + Pz 4 Qz + R&" + etc.

On fera dans cette formule les transformations employées

. plus haut , par lesquelles les dérivées de la variation z ne se

trouvent que dans des termes qui sont des dérivées exactes.
Ainsi le terme Mz se changera en (Mz)'— Mz , le

terme Nz se changera en (IVz)” — Nz, et ainsi des au-
ires, en conservant la position des virgules qui séparent les
traits relatifs aux variables x et y.

De cette maniére on aura la transformée
V= (L—=M"—N 4P Q7 + B +etc.)
o (Mz+-Pz> — Pz + Q2 + etc. )’
o (Nz+Rs' — R’z — Q''z etc. ).
etc.
On voit d’'abord ici qu'il est impossible que la double fonc-
Hon primitive de #” devienne nulle, quelle que soit la varjation

%, a4 moins que les termes affectés simplement de, z. ne dispa~
raissent ; ce qui donne d’abord I'équation générale du maxi-
mum ou minimum

Lo M7= N - P QY 4R ete. =o.

‘La premiére ligne de I'expression de 7~ étanteffacée, sion
prend maintenant les doubles fonctions primitives de part et
d’auti=, on aura

U= (Mz+Pz’"— P’z 4 Q2'),
+ (Nz+ Rzl — R’z — Q"'z) .

Commie iln’y a plus-ici que ‘des fonctions primitives simples,
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chacune d'elles se rapporte uniquement & une des variables
x, y, en regardant 'autre de ces variables comme déterminée
par 1'équation qui donne la courbe des limites entre lesquelles
le maximum on minimum doit avoir lieu.

Le cas le plus simple est lorsque le contour de la surface
représentée par l'équation en x, y, 2z, est supposé tout-a-
fait donné et invariable. Alors les variations de z et de ses
dérivées sont nulles relativement & la courbe de ce contour
et parconséquent aussi dans toute I'étendue des fonctions pri-

mitives simples de la variation U, et la condition d. U =o
se trouve remplie d’elle-méme.

L’équation du maximum ou minimum sera donc, en subs-
tituant les valeurs de L, M, etc.,

f‘l (Z.) — [j:’/ (Zi 7)]/, —_— [f‘(zal )]’I
+ [:f/ (zm)]llv _|_ [fl (Z”I )]/7!
+[f (2")]) +ete. =0

qu'on voit étre du genre de celles que nous avons considérées
dans les lecons 19° et 20°, et dont les équations primitives

9 ’ P
contiennent des fonctions arbitraires.

Les cas plus compliqués se résoudront par des considérations
analogues & ceiles que nous avons faites sur les problémes ou
Ton ne cherche que des fonctions d'une variable.

Pour donner maintenant quelques applications des méthodes
et des formules que nous venons d’exposer , nous prendrons
d’abord le probléme le plus simple de ce genre, qui consiste
& trouver la ligne la plus courte entre des termes donnés. En
supposant ¢ue la ligne cherchée soit toute dans un méme plan,
et prenant x, y pour ses coordonnées , la longneur de la ligne
sera exprimée en général par la fonction primitive de I'expres-
sion /(1 4-y"%), qui étant représentée par 7, ou f(x, y,y")

. /

dornera " (y)=o, f (¥) = ‘Tﬁ'm Ainsi I'équation
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générale du maximum ou minimum sera

_ [W%’;E]’:C,

Ensuite on avva U= = y, et Véquation aux limites

Y
vty
sera U,—U/.=o.
4
L’équation générale donne tout de suite -———Z— =
V{(1-ky*)
une constante ; d'oil l'on tire y'=15, et de lay=ba+tc,
b et ¢ étant deux constantes arbitraires ; ce qui est 'équation
générale de la ligne droite.

3
a

Si les deux extrémités de la ligne étaient données, on au-

rait y,—o, et Y¢==0; parconséquent I'équation aux limites
aurait lieu sans aucune condition.

En général I'équation anx limites se réduira & a( 5/‘—510)=o,
b
0lt @==—————. Desorte que silaligne cherchée devait
V( 1 + bz.) q =]
étre terminée des deux cotés ou d’un seul par des lignes per-

pendiculaires & V'axe des 2, les variations j/c, 51‘ seraient toutes

les deux, ou une seulement, arbitraires : dans 'un et I'antre

cas, équation aux limites donnerait a==o0, et parconséquent

b= o; ce qui réduit la ligne la plus courte & une droite pa-
“rallele a Yaxe.

Sila ligne la plus courte devait étre terminée de part et
@’autre par deux lignes données droites ou courbes, il faudrait

" alors tenir compte dans l'équation aux limites des variations
de x et y & la fois. Il faudra donc mettre dans Pexpression
de U, y —yzala place de y, et y ajonter le terme Pz On
aura ainsi

¢

U=ty U=y +3V G +y),
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et rédnisant

e
o YYEE

v (14y")
L’équation aux limites étant I/, — U,==0, si on suppose que
les deux limites soient indépendantes 'unie de Vautre , on aura

séparément U,=—=o et U,==0; et parconséquent

YoYot@e==0, ¥ y+tx=o.

Soit maintenant ® (x,y)==0, l'équation’ de la ligne qui
forme la premiére limite , elle donnera I'équation variée z¢'(x)
-} jzcb’ (y) ==o0; mais elle donne aussi D'équation dérivée
¥ (x)+y @' y)=o0; desorte que la combinaison de ces deux
équations produira celle-ci:

y—yz=o.
11 faut remarquer & I'égard de cette équation, que les va—
riations x, y sont censées les mémes que celles que nous avons

désignées ci-dessus par T, s jo, parceque ce sont les variations
des coordonnées «x, y & la premiére limite; mais la dérivée y*
n'est pas la méme que la dérivée y’,, quoiqu’elles se rapportent
toutes les deux au méme point; car celle-ci se rapporte 4 la
ligne la plus courte, et exprime la tangente de langle que
la tangente 4 cette ligne fait avec 'axe; au lieu que l'autre
se rapporte a la ligne qui sert-de limite; et exprithe de méme
la. tangente de Vangle que la tangente a cette ligne fait avec
- Je méme axe. Nous désignerons cette dérivée par (y"), et
appliquant le chiffre o au bas de chague lettre pour la rap-
porter & la premiére limite , équation précédente deviendra

_5/0 — (y’)oo':o =o. '

Telle est I'équation de condition qui doit avoir lieu entre les
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variations j,, et x, ; ainsi substituant dans Péquation

¥ 5/0 +2,=o0 dela premiére limite, la valeur de jotirée de
T'équation précédente, on aura (y'o(y'),=-1) x =o, et par-
conséquent y'o (¥, -1 = 0.

Or y', et (y'), étant les tangentes de deux angles, on sait
que la tangente de la différence de ces angles est exprimée
Y=
140y e R
teur devient nul, et parconséquent la tangente infinie , il s’en~

suit que la différence des deux angles dont il s'agit, sera égale
4 un angle droit.

par la formule

; donc puisque ici le dénomina-

Dot il est aisé de conclure que les deux lignes, celle qui
doit étre la plus courte, et celle qui forme sa premiére li-
mite, doivent se couper & angles drdits.

Et comme l'équation 4 la seconde limite est tout-a—fait
semblable & P'équation pour la premiére , on' trouvera néces—
sairement le méme résultat relativement & la seconde limite ;
c'est-a-dire que la ligne la plus courte devra aussi couper
& angles droits la ligne qui formera la seconde lLimite.

On satisfera & ces conditions par le moyen des équations
Yo (¥ o4 1==0 et ', (¥ ), + 1 =0, et des constantes ar—
bitraires b, ¢, ce qui n’a ancune difficulté.

Supposons maintenant, pour donner plus de généralité an pro-
Bléme , qu’'on demande la ligne la plus courte, sans la condition
qu'elle doive étre toute dans le méme plan; en prenant x,
Y % pour les.trois coordonnées, dont deux y etz sont censées
fonction de la troisiéme x, on aurala fonction L/ (1 -t+y24-2'%)
dont Ja primitive exprimera la longueur de la ligne cherchée,
et devra parconséquent étre un minimum.

Faisant donc

P =V (1 +y 44,

on aura
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Pt b=

formule qui, par les principes établis, se transforme en
celle-ci :

i ()
GG
d'ott Pon tire pour Péquation générvale du minimum ,
LY+ (Fime
et ensuite pour I'équation aux limites

Yy

= , et U,—Uo=o."

Supposons d’abord que la ligne la plus courte ne soit assu-
jétie 4 aucune condition' dans toute son étendue’; il faudva
alors que les variations _y et z demeurent indéterminées, ce
qui donnera les deux équations

LY=o @ (LY=o,

i:a -z—,zb,

a : ¥

d’ott T'on tire

¢ et b étant des constantes arbitraires ; et comme.........
=y (1+4y*+2"), il Sensuit que y’ et z' auront des va-
- leurs constantes qui étant désignées par c et d, donneront
tout de suite
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y=cx-m, z:dx.,}.,.n’

m et n étant aussi des fonctions arbitraires.

Ces deux équations font voir que la ligne cherchée est une
droite dont la position est arbitraire.

11 faut maintenant considérer I'équation aux limites , laquelle
si on suppose les deux limites indépendautes I'une de l'antre,

se partage tout de suite en ces deux-ci: U,=o, U,=o0,
savoir;
I ;2 7 ‘s
YoYot-%2 o2, =0, Yy + 2, 2,=0,
équations qui auront lieu d’elles-mémes, si les denx extrémités
de la ligne sont supposées données de position , parcequ’alors

les variations des ordonnées y et z seront nulles dans ces deux
points. '

Mais si la ligne la plus courte doit étre comprise entre
deux lignes données; alors il faudra , comme nous 'avons
fait plus haut , tenir compte des variations des coordonnées x,
¥,z alune et & lautre de ses extrémités.

Pour cela, il faudra d’'abord ajouter a Ja valeur de {7 le
terme #’z, ety changer en méme temps Yetzeny —y'ax,

z—2z'x. On aura ainsi a cause de F?=—=1 ~y'* 2%, aprés les
réductions

e @ -};y’j A2z
[ JE RS Y Satind
r ?

¢t les deux équations aux limites U.=o0, U,==0 deviendront

"‘;:e +ylo_);0 + z’lo z'o =0
x +y',_};. 42z ==o.

Supposons que la premiére limite soit une courbe dout los
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deux équations soient

o(x,y)=o0, ¥(r,z)=o;

la premiére de ces équations donnera, comme nous I'ayons
vu plus hant, V'équation variée

. N , 'i —
_yo _(y )a% =o,
et la seconde donnera de méme - .

z,— (%), Z,==o.

R . . .
Tirant de ces deux équations les valeurs de Yoet z,, et les
substituant dans la premiére des deux équations ci-dessus
on aura {14y, (¥ o =42,(2),) X, = 0, et comme la va-
riation x, doit demeurer indéterminée, il en résultera cette
équation de condition pour la premidre limite

1 +y’o (_y,)o + Z,o (z',)°= 0,

i laquelle on satisfera par le moyen d’une des constantes
arbitraires ¢, d, autre devant étre indéterminée par I'équa-
tion ‘de condition de la seconde limite , laquelle sera de méme

B ACHT TR

Mais si on veut savoir ce que ces équations représentent,
il 'y a qu'a se rappeler que dans la théorie du contact des
courbes , on démontre qu’en regardant les dérivées youtd,
comme constantes, les deux équations

y=y’°x+(": z==g,x v, -_;

olt 4 et v sont aussi des constantes par-rapport i x et y,
représentent la ligne droite qui touche la courbe de la pre-
miére limite; et que de la méme maniére les deux équations

Y=o+ 7, = datp

représentent
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représentent la ligne droite qui touche au méme point la ligne
la plus courte, 7 et p étant aussi des constantes par rapport
axety. )

Or dans Vapplication de I'Analyse a la Géométrie , on dé~
montre que les deux droites reprisentées par ces équations,
si elles se coupent , font entr’elles un angle dont le cosinus est

1 +y/c (.y,)c -+ 2, (2o
V(Y% 2%) X v (L ()% + (z/)zo).

( Voyesz les feuilles d’ Analyse de Monge). Donc, puisque
dans le cas présent, le numérateur de cette expression devient
nul, il s’ensuit que 'angle des deux droites sera droit ; parcon-
séquent il faudra que la ligne la plus courte coupe & angles
droits la courbe qui forme la premiére limite.

On parviendra de la méme maniére & une conclusion sem—
blable pour l'autre limite. D'ou il résulte que la ligne la plus
courte qu'on puisse mener entre deux courbes quelcongques
est tonjours la droite qui coupera ces courbes i angle droit.
Ce théoréme est connu depuis long-temps et se démontre de
différentes maniéres; mais aucune n’est aussi directe que celle
que fournit I'analyse précédente.

Mais si au lien d’'une simple ligne, il y avait une surface
pour servir de limite 4 la ligne la plus courte , désignant par

o (x,y,s)=o0 la surface de la premiére limite, elle donne-
rait cette équation variée

2,0 (&) 4.9 (y) + 28 (z) =0

qu'il faudrait combiner avec 'équation de la premiére limite
trouvée ci-dessus

T+ ¥ oo+ 2oz, =04
Substituant dans I'équation précédente la valeur de x, tivée
Hh
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de celle-ci, on aura
(' () =y (2) ) yo + (¢ (2) =22 (%)) 2, =0,

‘d'oit, & cause que les variations Yo» %, doivent demeurer
‘indéterminées , on tire ces deux~ci:

¥ (y) =y (x) =0, ¢ (z) =~z ¢ (x) =0,

auxquelles il fandra satisfaire par deux des constantes arbi-
traires de la ligne la plus courte.

On trouvera deux équations semblables pour la seconde li-
mite , si elle est aussi formée par une surface donnée.

Pour voir maintenant ce que signifient ces équations, on
Temarquera que 'équation de la surface @ (x, ¥y, g)=o0
donne la dérivée

x'e () 4y’ (y) 420 (z)=o0,

dont la primitive , en regardant les coefficiens de x, ¥,
comme constans, savoir ‘

0’ (x) + yo' (y) + 20" (2)F2=o0,

représente le plan tangentd cette surface, comme on le sajt ,
par la théorie des courbes ; « étant une constante arbitraire 5
parrapportd x, y, z.

Substituons dans cette équation les valeurs de o' y)eta’(z)
tirées des deux équations trouvées ci-dessus , elle deviendra ,
en la divisant par ¢/ () qui est regardée ici comme cons-
fante,

x'l-y’oy +”oz+5%= 0.

D’un autre c6té on sait que cette équation représente aussi
- 'un plan perpendiculaire & la droite dont les équations seraient

y=yYox4p, z=z,xdy,
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{woyez les feuilles citées) les quantités y', et 2, étant regar-
déesici comme constantes, ainsi que . et :. Donc puisque ces
équations sont celles de la tangente 4 Vextrémité delalignela
plus courte , que nous regardons en général comme une courbe
quelcongue, il s’ensnit que les deux équations données plus

haut expriment que la ligne la plus courte doit rencontrer la
surface donnée a angles droits.

Et comme la méme conclusion aurait lieu aussi pour I'autre
limite , si elle était formée par une surface; il en résulte que
la ligne la plus courte entre deux surfaces données, sera enw
core la droite qui rencontre ces surfaces 4 angles droits.

Jusqu’ici nous n’avens cherché que la ligne la plus courte
parmi toutes les lignes possibles qu’on peut mener entre des
points, ou des lignes, ou des surfaces données ; probléme que
la simple géométrie peut résoudve, parcequ’on sait que dans
un plan la ligne la plus courte est la ligne droite. Mais si on
demande en général la ligne la plus courte sur une surface
quelconque donnée , le problénie dépend alors essentiellement
de la méthode des variations, et les formules trouvées ci-
dessus s’y appliquent avec la meme facilité.

Soit F'(x, y, 2) =o l'équation de la surface donnée s

elle donnera I'équation variée
YF (y) +2F (z) =o,

laquelle étant combinée avec I'équation générale du maximum
ou minimum trouvée plus haut

()i ()i
produit celle-ci

yf 14 , Z’ r ,
(B o= (xrorms
pour I'équation de la ligne la plus courte sur la surface donnée
)
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Ensuite on aura l'équation. aux limites U, — U, = o, dans
laquelle on a en général

e L.
i 4 + 2’z N
=
¢t si I'on veut avoir égard aussi 4 la variation de x , on aura
U= x Yy + 2%

comme on I'a trouvé plus haut.

1l faudrait ici substituer pour z sa valeur tivée de I'équa-
tion variée, xF' () -+yF' (y) 4-z2F'(z) = o. Mais en
faisant abstraction de la surface , I'expression précédento
de U conduit directement aux mémes conclusions qu’on a
trouvées plus haut relativement aux limites , c¢’est-a~dire que
la ligne la plus courte tracée sur la surface donnée , devra
aussi couper & angles droits les courbes qui lui serviront de
Limtites.

A Végard de la nature de la ligne la plus courte sur une sur—
face , elle jouit d'une propriéié particuliére et caractéristique,
par laguelle on peut la déterminer indépendammentde la con-
sidération du minimum ; c’est que ses rayons osculateurs sont
tous perpendiculaires & la surface. En effet il est clair gne
cette ligne doit étre celle suivant laquelle se dirigera un fit
tendu sur la surface donnée, et il est facile de concevoir en
meéme temps, que le fil tendu ne peut étre en équilibre qu’an-
tant que la pression résultante de la tension, et dont la direc-
tion est suivant le rayon osculatcur, sera perpendiculaire a
la surface. Pour voir comment la propriété dont il s'agit ré-
sulte de I'équation trouvée pour la ligne la plus courte , nous
remarquerons d'abord que I'équation du plan tangent & la
surface représentée par I'équation F(x, y,z) =0 est,
comme on l'a vu plus haut,
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XF () yF' (9) 4 2F' (2) 42 =o.

les fonctions F' (x), F' (y), F’' (=) étant regardées comme
constantes, ainsi que la quantité e.
Nous remarquerons ensuite que si on représente par

x4 Ay + Bz C=o,

Péquation du plan du cercle osculatenr d’une ligne a double
courbure, il faut que cette équation et ses deux dérivées,
prime et seconde , aient lieu en prenant les coordonnées x,
¥, % du plan pour celles de la courbe donnée , et en regar—
dant dans la formation des dérivées les coelliciens 4, B, €
comme constans; c’est ce qui résulte de la théorie du contact
des courbés exposée dans la Théorie des Fonctions.

On aura donc ainsi les deux équations dérivées dans les—
quelles 2’ =1,

1Ay + Bz =0, Ay 4Bz =o.

"

La derni¢re donne B == — z%{ , et cette valeur étant sub-

’

stituée dans la précédente, on aura -

" "
2

..4:—/—-;)--—-—-— B———‘

=y Py

Nous remarquerons de phus qu’il suffit que le plan du cercle
osculateur soit perpendiculaire an plan tangent & la surface,
pour que le rayon osculateur soit perpendiculaire 4 la surface,
parceque ce rayon est nécessairement perpendiculaire i la
courbe tracée sur la surface.
, Or on démouire encore dans Papplication de I'Analyse &
la Géométrie ( woyes les feuilles déja citées) que la condition
pour que deux plans représentés par les équations

aF' () +yF' (y) +2F' (z) da=0o
x4 Ay + Bz~ C=a

%
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s coupent & angles droits, est renfermée simplement dang
Péquation: :
F(x) 4+ AF' (y) + BF' (z) =o.

L’équation de lasurface ' (x,y, 2) == o donne aussi I'équation
dérivée #' () +y F'(y) +%F’(z)=o0,dot V'on tire
F'(x) = — y'F'(y) — 2 F'(2). Cetie valeur substituée
dans I'équation précédente, donnera celle-ci

(A—Y)F' (y)+ (B—2)F'(z) =0,

laquelle , en substituant les valeurs de .4 et B trouvées ci-
dessus, devient

(zll__yl (Z'y"—y'lv")) F/(y) _(y:;+ " (z.’y"—-y'z.”)) F’(Z) =o,

Or si on divise le coefficient de I/ ('y) dans cette équation,

’

3
par 7%, 7 étant /(1 4y +2), on aladérivée de z,

3
et de méme le coefficient de F’ (z) divisé par 7> devient la
/

derivée de %.—- , comme il est facile de s’en assurer par le calcul.

3
Donc en divisant toute I'équation par 7, elle pourra se mettre
Z,, ’ ! R
sous la forme (-17) F(y)— ('—ZI}-> F'(z)=o0, qui est la

méme que celle de I'éguation que nous avons trouvée pour
la ligne la plus courte.

Clairaut a remarqué le premier dans les Mémoires de I Aca-
démie des Sciences de 1733, que , quelle que soit Ja figure
de la terre , la ligne qu'on y tracerait en plantant continuel-
lement des piquets perpendiculaires & 'horizon, de maniére
qu'ils soient effacés les uns par les autres , comme on Pa pra—~
tiqué dans la description de la perpendiculaire 4 la méridienne
de Paris , aurait la propriété d’étre la ligne la plus courte entre
tous ses points. Ainsi la détermination de cette ligne dépend
de I'¢quation générale qu’on vient de trouver.
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En supposant que la terre soit un sphéroide de révolution,
si on prend I’axe des = pour l'axe de la terre , dont le contre
soit I'origine des coordonnées, et qu'on nomme r 'ordonnée
de la courbe des méridiens, on aura r=1y/ (y*+=*). Donc
si F(x,r)==o estléquation de cette courbe, elle devien-
dra celle de la surface du sphéroide, en y substituant....

4 ’
\ 2Z
V/ (y* - z*) pour r; et a canse de r =3 ':- -, 0N aura

._..y 14 4 _._E r .
Fi=tr (), FE=2F(0);
desorte que I'équation de la ligne la plus courte sur le sphé-

roide , deviendra
‘-Z{- ’ _ ,-'z._/‘ 4 —_
(I/’) * (V)y =2

laquelle est du second ordre , mais dont la primitive du pre~
mier ordre est

zy’ — yz’
1 4

=a,
@ étant une constante quelconque. Cette équation combinée
avec I'équation F (i, ) = o, suffira pour construire la courbe.

Ce probléme est traité avec beaucoup de détails dans le
quatri¢me volume des ouvrages de Jean Bernoulli.

Le probléme de la ligne la plﬁs courte conduit naturellement
4 celui de la surface de la moindre étendue. Nous avons déja
vu plus haut que Yon a alors

V=V (Y4 )),
d’oit l'on tire la variation

22" + P

V== s
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laguelle ‘étant comparée & la formule

Li + Mz 4 N2
donne
2 2
L=o, M“‘?/'_’ N:=7:

et de 14 1ésulte I'équation générale

’ 14 / 4
z ’ Z’ ks i
#) +(G) =o
Cette équation, en effectuant les dérivations indiquées, se
reduit a
V(Z."’-}—‘Z’”)—(Z” /’+Z’,V” =O',

or en prenant successivement les dérivées par rapport & x et
ay, on trouve

TV == zlg" + s
PP =2 2"
desorte qu'en multipliani I'équation précédente par 77, et

substituant les valeuwrs de 7%, FF», ¥/, on aura aprés
les réductions,

(1 o4 (2)) 2" 22022 (r 4 (2" ))z"=o
Tt si on aime mieux employer la notation proposée i la fin de

lalegon dix-neuviéme , on aura pour 'équation de la moindre
surface ,

(+ENE-HE )
(4 () (E)=
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Monge et Legendre ont trouvé, par des méthodes ingé~
nieuses , I'équation primitive de cette éguation du second
ordre ; mais la forme sous laquelle elle se présente, la rend

pen susceptible d’applications utiles. P oyez les Memoires de
?' Académie des Sciences de 1787.

Pour donner encore un autre exemple , nous reprendrons
le probléme si connu de la bracristochrone, ou ligne de la
plus vite descente; mais nous la considérerons dans un milien
résistant comme une fonction quelcongue de la vitesse.

Soient les abscisses x dirigbes verticalement de haut en bas,
et parconséquent les ordonnées y horizontales, Si on nomme g
la force constante de la gravité, z le quarré de la vitesse,
et ¢z la fonction de la vitesse qui est proportionnelle a la
résistance, les principes de la mécanique donnent I'équation

2 —og 420z X V(1 4y*)=0

pour la détermination de z; etle temps qui doit étre un maxi-

mum ou un minimzm . est exprimé par la fonction primitive
7

V(YD)

Z

de Yexpression
En comparant ces formules aux formules générales, on
aura
) sy - .
V:&..i’_‘_—‘}_lzf(x,}r}y', Z;)',
Va

et la fonction F(x,y,y, %, 2...) qui étant égalée & zéro |
donne 1'équation de condition, sera

2 = 0g b 202 X V(1 4-y2).

On aura donc
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P XY 2V Gy
Va4 )X Ve 0
Etdela
Foy= f () =—YXOT),
V(l-f-‘y")Xl/z f 223 ’
Ensuite on aura 'équation variée
2 - 2245 < V(1+_y’“)+ 203 X ot l/(1+3'm)
et parconséquent
F(v)— —
(_)',) 2¢z><V(1+yla))

Fl(z) =20z X 1/ (14y*), F/(Z)=1.

Dela, on aura

Yme | —Y ], $= Y.
v (14 ’“)x‘/z] v(Q4y )X Va'
Z:——ng.:_':l’:—z’ Z!‘-:O,
2z°

— Y T = Y .
)= 2A¢zv><v(1m}y,z):| s (Y)"“M‘P"Xv(lui._ym)'
(Z)=2a¢"2 XY (1 —f—y”/) — (2) = A.

D’aprés ces valeurs, on aura les équations générales
Y+ (¥)=oy, Z+4(Z)=o,

et I'équation aux limites
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U,—U,=o,
en faisant
U= (Y+@)y+(Z+(2))i;
et si on vent tenir compte de la variation de x, on aura
U=(¥ 4+ (1) (5 —y*)
+(Z4(2)) (i —%3)

1/(1+y'“)
\/z

Les deux équations générales se réduisent & celles-ci :

4

*(T:-;T)x 1/1,‘] +[2r0n¢ l/(l-f-y’“)]

_VGo+ +y'“)

2

==+ ¢z XV (+y?) = =o,

2z

dont la premiére a pour primitive

4

-y Y 2,
V(l-}—y’“)‘/ + ah XV(1+.7’2) \/a

@ étant une constante arbitraire.

11 faudra substituer dans celle-ei la valeur de A tirde de’
la seconde ; ensuite il fandra &liminer s par le moyen de I’é-
quation de condition

2 —ogd 292X V(1 +3y2%)=o0,

et U'équation résultante en y et x sera celle de la courbe
eherchée,
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Comme z représente le carré de la vitesse, ot que I'équa-
tion en z estdu premier ordre, la valeur de z, tirée del’¢-
quation primitive de celle~ci , contiendra une constante arbi-
traire qui dépendrade la vitesse initizle imprimée au mobile,

On peut donc regarder la valeur de z, & la premiére li~
mite, comme une fouction dounée des coordonnées initiales
a et y. Ainsi dénotant cette fonction par la caractévistique 4,
on awra la condition

Zo == A (xo’ yo)‘

Le cas du vide n’a aucune difficulté, car en faisant ¢z=o,
on aura I'équation
7’

1
Y = == CONSt, ===,

. s
VatyIxVs Ve
ol & n'entre pas.

Ensuite on a 2’ — 9g=0, d’oit 'on tire z==0gx-+-5. Ln
rapportant cette équation 4 la premidre limite , on a
z, = 0gx, - b, d'ott b=z,— 2gw.. Ainsi la valeur com-
pléte de z sera

z == 9g (x=—x,) 42"

Or I'équation en y" donne

ylz‘/(aiz)’

équation qui, par la substitution de la valeur de z, de-
vient celle de la cycloide ordinaire.

SOlt, pour ablegel P
tv = = + A QZ
‘/ o Y

le probléme général dépendra de ces trois équations du pre-
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wmier ordre,
ty 1 v

VO~ Ve
A — <2A¢'z —_ -l—l-) VatyH=o,
22"

2 —og - 29z X V(1 +y®)=o.

Sion prend la dérivée det, on a

1 == -z ——--—2*¢z> 4 ox'ge
d’olt l'on tire
! 4
1 o @z —t
"‘_g'—QMP,z= .__?.27__;

2z*

cette valeur étant substituée dans la seconde équation ci-
dessus, on aura

o cpd

N ZETE o

mais la troisiéme donne

¢ =og—apz XV (1+4y");

substituant cette valeur daus la derniére équation aprés
Pavoir multipliée par z’, elle s¢ réduira a

2gN — 'y (1 4y =o.

Orona
Yy (1 4y*)= (t'/(1+y'”)) —-—'-(I_H,,N
et la premiére équation dorme — Ly LI ; done

Y OD T va
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Péquation qu'on vient de trouver, deviendra

a

2gn e— (t v (1 +_y’“))’+ -‘y7_-_ =o,
dont la primitive est '

agA-—tV(1+y’“)+{/5;=b;

tirée

et si on substitue encore ici pour ¢ sa valeur

vV Oy
yVa

de la premiére équation, on aura

1
28N = —,"/—_ + b.
YVa
Ainsi on ala valeur de A qu’on substituera dans I'expres—
sion de ¢ de la premiére équation ; et il ne s'agira plus que de
combiner cette équation avec la troisiétme pour en éliminer z.

Considérons maintenant I'équation aux limites U,— U,==o0;
supposons, ce qui est le casle plus ordinaire , que les deux
limites soient indépendantes I'une de l'autre, on aura sépa-

rément U,=o, U,=o.

. . . .
~Or en faisant dans I'expression de U donnée plus haut les
substitutions nécessaires , on a

U= (2 + 29 prlpym 0=y
G-z + K,

Cette expression , ‘en mettant pour z’ sa valeur.......
2g - 232 XV (1 +y*) et réduisant, devient
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U= (W;:f—,zj_zgx)g
+

w1

ACToA
ou ¢ est mise pour 7 -+ 2rpz, comme on l'a employée
z

ci-dessus ; desorte (qu'en substituant encore 4 la place de ¢
sa valeur donnée par la premiére équatica, on aura plus
“simplement

I./-:.(?-l‘/—a—zg)\);;:-l-é"z_z-{qi. :

Cette valeur de U devra donc étre nulle aux deux limites.
Pour la premiére limite , nous avons vu ci-dessus que Von
a en général z,=—= A (x,, ¥.) ; donc prenant les variations,
on aura
. ., .
Zo == L, A" (%) 4y, A7 (y),

‘desorte que P'équation U, = o donnera celle-ci:

.(y V__ggAe_,. A’ () X A )x.
+

(32 X A°>yo_ c.

Pour la seconde limite, on aura aussi U, == o, équation

dans laquelle la variation z, demeurant indéterminée, il fan—
dra la faire évanouir en égalant & zéro son coefficient a:
Ainsi on aurala condition A,==o0, qui servira & détermi~
ner la constante arbitraire b de la valeur de A trouvée plus

haut. Ceite condition donng —m—— <4~ b =0, d'ott 'on tire
¥ \/a

Dom e

y'Va
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Desorte que V'expression compléte de A sera

1 1
2gh = —"z(—,—-ll—>;
V(l Yy B

d'ou l'on aura
20n 1. 1 1 )
o fusain JRN——— —— p— —
oo ~— = 7 7 ]
ValNyYoe N

valeur qu'il faudra substituer dans I'équation & la premiére
limite.

A Végard de I'équation de Ja seconde limite, elle sera sim-
plement, & cause de A, =0,

;,—'——’;—3&:0, savoir , x, +y’; ><_);1=0-

Cette équation est tout-a-fait semblable & celle que nous
avons trouvée dans le premier exemple, et d’ont nous avons
conclu que la ligne la plus covrte devait couper i angles
droits la ligne qui forme la seconde limite, Ainsi la méme
conclusion doit avoir lien pourla ligne de la plus vite des-
cente, quelle que soit la loi de la résistance du milien.

Revenons & la premiere limite. En substituant dans I'équa~
tion de cette limite pour a,, sa valeur, elle devient

PRI CRE

+ (222 )3 =o.

W 2hemnier
28 \Yo. XYi

Maintenant si on désigne par (y',) la dérivée de I'ordonnée y
de la courbe qui formela premiére limite, on aura, comme

on
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onlavu dansle premier exemple, I'équation y,={y’,)x=0.
Donc si on substitue dans Iéquation précédente, au lien

de y,, sa valeur (y',)%., la variation #, demeurera arbi~
traire, et il faudra vérifier I'équation, en égalant & zéro le

coefficient de a,, ce qui donnera

¥ Y
a1 20 .‘,....L))(y'o)-_—o;
28 \Yo ¥ ,

équation d laquelle on satisfera par le moyen d’une des cons~. -
tantes arbitraires.

Supposons, ce qui est le cas e plus simple, que la vi-:

tesse initiale 1/, soit donnée indépendamment du lien de dé~
part; on aura alors z,== @ une constante; donc

A (%, ,) == const,
ek parconséquent

A(x) =0, A&(yY.)=o,
et V'équation précédente deviendra

.?1:_9,‘(_)'{.) =0, savoir: 1 + ¥ (y’,) ==o!

Dans cette équation (y,) exprime la tangente de I'angle
que fait avec Faxe des x, la tangente &1a courbe de la pre-
miére limite; dans le point ot elle est rencontrée par la
ligne de la plus vite descente, et y': exprime la ‘sangente de
Fangle que fait avec le méme-axe la tangente d\cette meéme.
ligne an point de la seconde limite ;: et il suit da ecette: équas
%on, comme nous I'avons vu dans. le premier exemple, que:

Ii
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la différence de ces deux angles doit étre égale & un angle
droit. Dong il faudra que la tangente i la courbe de la pre-
miére limite soit perpendxculalre a la tangente & la ligne de
la plus vite descente au point de la seconde limite ; et comme
nous avons déjid vu que cette tangente doit étre perpendn,u—
laire & celle de la courbe de la seconde limite; on en con-
clura que, dans le cas dont il s'agit, a courbe de la plus vite
descente devra rencontrer les deux courbes des limites dans
des points ou les tangentes ‘soient paralléles entr’elles.

. Mais si on veut que la vitesse initiale soit toujours celle
que le corps acquerrait en tombant d’'un méme point donné ;
nommant % la hauteur de ce point au-dessus de l'axe hori-
Zontal des ordonnées y, ‘on aura -} x, pour la bautenr due’
& la vitesse initiale dont z, est le cane, et 'les principes de
la mécanique donneront :

%o == 208 (]l+xo)'

Done A (x,, y.) ._.ng(k 4 &.3; et de Ia A’ (x,) = 2g,
A'( ya) =0, ce qui réduira lequatlon de la -premiére Ji-
mite & celle-ci: - | PR ‘

R TR -
oo [

1 .
—,-+ ()=o0, .savoir: 155 (¥ Damm0ps

laquelle; mentre, comme- on: larvu dans_le prem\ebe-xemple
que la ligne de la plus vite descente doit couper aussi’a angles
droits la ligne qui forme la premlere ]mute

2 f’!."a. A3 DENOD b sl e Y

- On.avaititonvé des mémes résultats .pour:la:ligne: de la
vite-descente : dans: le. vidé: .( Foyez le quatriéme volume des-
Meémoirvesi de.! Turin - et -les Mémoires de I Académie des
Sciences.;pour’; les. gnnées! 17676t 1786 ). L’analyse précé-.
dente " fait-voil: que les; conditions” relauves aux lnmtes sontﬁ
mdependantes de la:résisfances - - Liovi” :
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Si au lieu de la courbe de la plus vite descente , on deman-

dait celle ou la vitesse acquise serait un maximum, il faudrait

rendre la quantité z un maximum, et Yon aurait le cas ou

nous avons vu que les équations générales se réduisent sim-
plement a (¥)=c et (Z)=o0, savoir.

rgmzx ——y,—-—-:ll— o
- va+yDd T

et kg2 X 1V (132} — 4 =o,
équations qu'il faut combiner avec 1'équation en z
% —og—20z X V(1 +y*)=o.
La premiére a pour primitive
d 1

zmpzx—iz——'—'—-—————_'

vy T Va ’

et si on opére sur ces trois équations comme on I'a fait dans
Ye cas précédent, on parviendra de la méme maniére a I'équatien

i

.
ogh = =~ b
gh "V Va

qui doune la valeur de »; ensuite les deux derniéres équations
ci-dessus donneront la vitesse |/z, et la fonction y en 2, d'oit
dépend la fonction cherchée.
¥
A P'égard des limites, on aura dans le cas dont il sagit,
en faisant varier a-la-fois x, 5 Y5 %
.

U=(¥) (,&—y'a’n + (2) (A—r%) + 74,

b 3
formule qui en. substituant les valeurs de (.)"). » (Z)etdes,
2
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et réduisant , devient

. APz .

U= (-—-——-—-— g A>x+97\¢z pd

VityH ™~ %
(A 4-1)z.

Et si on substitue encore dans celle-ci les valeurs de ogA et
de 229z tirées des deux derniéres équations primitives, on aura
enfin ) »

y .
vOa+ynY

Usmmbz F oy (A1) 7,
Va
Desorte que les deux équaﬁons aux limites U, =oet U, = o
deviendront .

—b@+ﬁjo+(ae+x)éa=o
-.baél+T}-ay.‘+(A.+ 1)4 =o.

_ La vitesse initiale dont z, est le quarré, doit étre donnée; si
on la suppose indépendante du lieu du départ, z, sera une
guantité constante dont la variation sera parconséquent nulle;
donc z,==o0. Alorsla premiére équation se réduira &

. 1 .
by =} =z yo = 0.
Va
Pour la seconde, tomme rien ne détermine la valeur de z,,
il faudra que son coefficient soit nul, et qu'il donne 2, 1==0¢
et A, ==—1. condition par laquelle on déterminera la valeur

de Ja constante arbitraive &.
Cette équation deviendra ainsi
, . . . )
--b.r.-l— -‘-/—_-lel=0.
, a

Siles deux points extrémes de la courbe étaient donnés, les
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variations de ., y,, &,, y, seraient nulles et les deux équations
seraient satisfaites d’elles-mémes.

Mais si la question est de trouver la ligne par laquelle le corps
partant d'une courbe, donnée, et arrivant a une autre courbe
donnée, acquiert la plus grande vitesse; nommant, comme
plus haut, (y.') et (y'.) les tangentes des angles que les tan—
gentes & ces courbes font avec I'axe anux deux exirémités de

la ligne ‘cherchée , on aura, ainsi qu'en I'a vu dans le premier
+ exemple ,

_5’0"‘(}"0)%.?——-0, et .'y,—-(y'l).:.t:. =0}

et ces équations étant ¢ombinées avec les deux précédentes,
donneront

(Vo) =5bVa, et (¥,)=bVa;

d’olt I'on peut conclure gue les tangentes anx deux courbes
des limites, doivent &tre paralléles entr’elles, comme dansla
courbe de la plus vite descente.

Ces exemples peuvent suffire pour montrer Tusage de nos
formules générales, et surtout des équations aux limites qui
n’étaient pas connues avant le calcul des variations, et sans
lesquelles on n’aurait que des solutions incomplétes.
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