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INTRODUCTION.

La solution de tout probleme déterminé se réduit, en derniere ana-
lyse, & la résolution d’une ou de plusieurs équations, dont les coeffi-
cients sont donnés en nombres, et qu’on peut appeler équations nume-
rigues. 1l est donc important d’avoir des méthodes pour résoudre
complétement ces équations, de quélque degré qu’elles soient. Celle
que 'on trouve dans le Recueil des Mémoires de U Académie de Berlin
pour Pannée 1767, est la seule qui offre des moyens directs et sirs de
découvrir toutes les racines tant réelles qu’ilnaginaires d’une équa-
tion numérique ‘donnée, et d’approcher le plus rapidement et aussi
prés que I'on veut de chacune de ces racines. On a réuni dansle pré-
sent Traité le Mémoire qui contient cette méthode et les Additions qui
ont paru dans le~volume des Mémoires de la m‘éme Académie, pour
I’année 1768. Bt pour rendre ce Traité plus intéressant, on y a joint
plusieurs Notes, dont les deux derniéres paraissent pour la premigre
fois dans cette nouvelle édition. Ces Notes contiennent des recherches
sur les principaux points de la théorie des équations algébriques.

11 faut bien distinguer la résolution des équations numériques de ce
qu’on appelle en Alg'ébre la résolution générale des équations. La pre-
miére est, & proprement parler, une opération arithmétique, fondée a

la vérité sur les principes généraux de la théorie des équations, mais
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dont les résultats ne sont que des nombres, ol 'on ne reconnait plus
les premiers nombres qui ont servi d’éléments, et qui ne conservent
aucune trace des différentes opérations particulieres qui les ont pro-
duits. L'extraction des racines carrées et cubiques est I'opération la
plus simple de ce genre; c’est la résolution des équations numeériques
du second et du troisieme degré, dans lesquelles tous les termes inter-
médiaires manquent. Aussi conviendrait-il de donner dans I'Arith-
métique les regles de la résolution des équations numériques, sauf a
renvoyer 2 I’Algebre la démonstration de celles qui dépendent de la
théorie générale des équations. ‘ '

Newton a appelé I'Algebre Arithméugue universelle. Cette dénomina-
tion est exacte & quelques égards; mais elle ne fait pas assez connaitre
la véritable différence qui se trouve entre I’Arithmétique et 'Algebre.
Le caractere essentiel de celle-ci consiste en ce que les résultats de ses
opérations ne donnent pas les valeurs individuelles des quantités qu’on
cherche, comme ceux des opérations arithmétiques ou des construc-
tions géométriques, mais représentent seulement les opérations, soit
arithmétiques ou géométriques, qu’il faudra faire sur les premicres
quantités données pour obtenir les valeurs cherchées; je dis arithmé-
tiques ou géométriques, car on connait depuis Vibte les constructions
géométriques,par lesquelles on peut faire sur les lignes les mémes
opérations que I'on fait en Arithmétique sur les nombres.

L’Algebre plane pour ainsi dire également sur I’Arithmétique et la
Géomeétrie; son objet n’est pas de trouver les valeurs mémes des quan-
tités cherchées, mais le systeme d’opérations a faire sur les quantités
données pour en déduire les valeurs des quantités qu'on cherche, d’a-
pres les conditions du probleme. Le tableau de ces opérations fepré-
sentées par les caracteres algébriques est ce qu’on nomme en Algebre

‘une formule; et lorsqu’une quantité dépend d’autres quantités,.de
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maniére qu’elle peut étre exprimée par une formule qui contient ces
quantités, on dit alors qu’elle est une fonction de ces mémes quan-
tités. '
L’Algebre, prise dans le sens le plus étendu, est I'art de détermi-
ner les inconnues par des fonctions des quantités connues, ou qu’on
regarde comme connues; et la résolution générale des équations con-
siste & trouver, pour toutes les équations d'un méme degré, les fonc-
tions des coefficients de ces équations qui peuvent en représenter toutes
les racines. ' ‘ |
On n’a pu jusqu'a présent trouver ces fonctions que pour les équa-
tions du second, du troisitme et du quatrieme degré; mais, quoique
ces fonctions expriment généralement toutes les racines des équations
de ces mémes degrés, elles se présenteht néanmoins, " dés le troisieme
degré, sous une forme telle qu'il est impossible d’en tirer les valeurs
numériques des racines ‘par la simple substitution de celles des coeffi-
clents, dans les cas mémes o1 toutes les racines sont essentiellement
- réelles; c’est cette difficulté que les analystes désignent sous le nom
de cas irréduélz'ble; elle aurait lieu 4 plus forte raison dans les équa-
tions des degrés supérieurs, s'il était possible de les résoudre par des
formules générales. O ' '
Heureusement, on a trouvé le moyen de la vaincre dans le troisieme
et le quatrieme degré, par la considération de la trisection des angles
et par le secours des Tables trigonométriques; mais ce moyen, qui
dépend de la division des angles, n’est applicable dans les degrés plus
élevés qu’a une classe d’équations tres-limitée; et 1'on peut assurer
d’avance que, quand méme on parviendrait & résoudre généralement
le cinquitme degré et les suivants, on n’aurait par la que des formules
algébriques, précieuses en ellessmémes, mais trés-peu utiles pour la

résolution effective et numérique des équations des mémes degrés, et
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qui, par conséquent, ne dispenseraient pas d’avoir recours aux mé-
thodes arithmétiques qui sont I'objet de ce Traité.

Viete est le premier qui se soit occupé de la résolution des équa-
tions numériques d’un degré quelconque. Il a fait voir, dans le Traité
» De numerosa potestatum adfectarum resolutione, comment on peut
résoudre plusieurs équations de ce genre par des opérations analogues
a celles qui servent & extraire les racines des nombres.

Harriot, Oughtred, Pell, etc., ont cherché a faciliter la pratique de
cette méthode, en donnant des regles particulieres pour diminuer les
tatonnements, suivant les différents cas qui ont lieu dans les équations
relativement aux signes de leurs termes. Mais la multitude des opéra-
tions qu’elle demande et I'incertitude du succes dans un grand nombre
_de cas I'ont fait abandonner entizrement.

En effet, il est aisé de se convainere qu’elle ne peut réussir d’une
maniere certaine que pour les équations dont tous les termes ont le
méme signe, a I'exception du dernier tout connu; car alors, ce terme
devant étre égal 4 la somme de tous les autres, on peut, par des taton-
nements limités et réglés, trouver successivement tous les chiffres de
la valeur de l'inconnue, jusqu’au degré de précision qu’on aura fixé.
Dans tous les autres cas, les taitonnements deviendront plus ou moins
incertains, 4 cause des termes soustractifs.

Il faudrait done, pour 'emploi de cette méthode, qu’on piit, par une
préparation préliminaire, réduire toutes les équations & cette forme.
Nous prouverons, dans une des Notes (*), que cette réduction est tou-
jours possible, pourvu qu'on ait deux limites d’une racine, I'une en
plus, I'autre en moins, et qu'i soient telles que toutes les autres racines,
ainsi que les parties réelles des racines imaginaires, s’il y en a, tom-

bent hors de ces limites. Mais la difficulté de trouver ces limites est

(*) Poir la Note XILI.



INTRODUCTION. . 17
elle-méme aussi grande, et peut-étre quelquefois plus grande que celle
de résoudre I’équation.

A la méthode de Viete a succédé celle de Newton, qui n’est propre-
ment qu’une méthode d’approximation, puisqu’elle suppose que I'on
ait déja la valeur de la racine qu’on cherche, & une quantité pres
moindre que sa dixieme partié; alors on substitue cette valeur plus
une nouvelle inconnue & I'inconnue de 1'équation proposée, et l'on a
une seconde équation dont la racine est ce'qui’ reste 4 ajouter i la pre-
miere valeur pour avoir la valeur exacte de la racine cherchée; mais,
i cause de la petitesse supposée de ce reste, on néglige dans la nou-
velle équation le carré et les puissances plus hautes de I'inconnue; et
I'équation étant ainsi rabaissée au premler degre, on a sur-le- champ
la valeur de I'inconnue. Cette valeur ne sera encore qu approchee,
mais on pourra s’en servir pour en trouver une autre plus exacte, en
faisant sur la seconde équation la méme opération que sur la premiere,
et ainsi de suite. De cette maniere, on trouve A chaque opération une
nouvelle quantité & ajouter ou a retrancher de la valeur déja trouvée,
et I'on a la racine d’autant plus exacte qu’on pousse le calcul plus
loin. . S ~

Telle est la méthode que I'on emploie communément pour résoudre
les équations numériques; mais elle ne sert, comme I'on voit, que
pour celles qui sont déja & peu prés résolues. De plus, elle n’est pas
toujours stire; car, en négligeant a chaque opération des termes dont
on ne connait pas la valeur, il est impossible de juger du degré d’exac-
titude de chaque nouvelle correction, et il peut arriver, dans les équa-
tions qui ont des racines presque égales, que la série soit trés-peu
convergente, ou qu’elle devienne méme divergente aprés avoir été
convergente (7). Enfin, elle a encore l'inconvénient de ne donner que

(*) Poir la Note V- . _ -
VII. ' 3
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des valeurs approchées des racines mémes qui peuvent étre exprimées
exactement en nombres, et de laisser, par conséquent, en doute si
elles sont commensurables ou non.

Le probleme qu'on doit se proposer dans cette partie de I’Analyse
est celui-ci : Etant donnée une équation numérique sans aucune notion
prealable de la grandeur ni de Uespéce de ses racines, trouver la valeur
numerigue exacle, s'tl est possible,, ou aussi approchée qu’on voudra de
chacune de ses racines. Ce probleme n’avait pas encore été résolu; il
fait Vobjet des recherches suivantes.

Depuis la premiére édition de cet Ouvrage (*), il a paru différentes
méthodes pour la résolution des équations numériques; mais la solu-
tion rigoureuse du probleme dont il s’agit est restée au méme point
oll je P'avais portée, et jusqu;ici on n’arien trouvé qui puisse dispen-
ser, dans tous les cas, de la recherche d’une limite moindre que la

- plus petite différence entre les racines, ou qui soit préférable aux

moyens donnés dans la Note IV pour faciliter cette recherche. -

(*) En 1798.



TRAITE
RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES

DE TOUS LES DEGRES™.

'CHAPITRE PREMIER.

METHODE POUR TROUVER, DANS UNE EQUATION NUMERIQUE QUELCONQUE, LA VALEUR
ENTIERE LA PLUS APPROCHEE DE CHACUNE DE SES RACINES REELLES.

1. Tutorkme I. — Si’on a une équation quelconque, et que I’on con-
naisse deux nombres tels qu'étant substitués successivement a la place
de linconnue de cette équation, ils donnent des résultats de signes con-
traires, l'équation aura nécessairement au moins une racine réelle dont

la valeur sera entre ces deux nombres.

Ce théoreme est connu depuis longtemps, et I'on a coutume de le
démontrer par la théorie des lignes courbes; mais on peut aussi le.

»

- (*) Le Mémoire de Lagrange Sur la résolition des équations numériques et les Additions
aw Mémoire sur la résolution des équations numériques ont paru d’abord dans les Mcmoires
de I Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, t. XXIII, 1769, et t. XXIV,
1770. Nous les avons reproduits dans le tome II des OFuores de Lagrange, p. 539 et p. 581.

Lagrange , aprés avoir ajouté des Notes importantes, dont la longueur dépasse le double
de celle des Mémoires et des Additions, a réuni I'ensemble de son travail en un seul volume
qu'il a intitulé Traité de la résolution des équations numériques, et dont il a publié deux
éditions en 1798 et ¥808. o

Nous avons cru devoir respecter la disposition de Lagrange, et nous réimprimons inté-
gralement ce volume, qui forme le tome VIII des OFupres de Lagrange. 1l eat été d'ailleurs
peu commode pour le lecteur de lire le Mémoire et les Additions dans le tome II de ces
OFuvres et les Notes dans le tome VIII. o *(Note de I’Editeur.)

3.



20 DE LA RESOLUTION

démontrer directement par la théorie des équations, en cette sorte.
Soient « I'inconnue de I'équation, et «, £, v, ... ses racines; I’équation
se réduira, comme 1’on sait, a cette forme

(x—a)(z—B)(zx—7y)...=o.

Or soient p et ¢ les nombres qui, substitués par x, donneront des
résultats de signes contraires; il faudra donc que ces deux quantités

(p—a)(p—B)p=7)--"s
(g —a){g—B)(g—7) -

soient de signes différents; par conséquent, il faudra qu’il y ait au
moins -depx fagteurs correspondants, comme p—a et ¢ —«, qui
~ solent de signes contraires; donc il y aura au moins une des racines
de I’équation, comme «, qui sera entre les nombres p et ¢, ¢’est-a-dire
plus petite que le plus grand de ces deux nombres, et plus grande que
le plus petit d’entre eux; donc cette racine sera nécessairement réelle.

2. CoroLraire I. — Donc, si les nombres p et ¢ ne different 'un de
I'autre que de 1'unité ou d’une quantité moindre que P'unité, le plus
petit de ces nombres, s’il est entier, ou le nombre entier qui sera im-
médiatement moindre que le plus petit de ces deux nombres, s’il n’est
pas entier, sera la valeur entiere la plus approchée d’une des racines
de I'équation. Si la différence entre p et ¢ est plus grande que I'unité, -
alors, nommant », n +1, n+ 2, ... les nombres entiers qui tombent,
entre p et g, il est clair que, si 'on substitue successivement, 2 la place
de Uinconnue, les nombres p, n, n+1, n+ 2, ..., ¢, on trouvera
nécessairement deux substitutions consécutives qui donneront des ré-
sultats de signes différents; done, puisque les nombres qui donneront
ces deux résultats ne different entre eux que de 1'unité, on trouvera,
comme ci-dessus, la valeur entiere la plus approchée d’une des racines
~ de I'équation. . '

3. Cororrame II. — Toute équation dont le dernier terme est négatif,
en supposant le premier positif, a nécessairement une racine réelle
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posmve dont on pourra trouver la valeur entiere la plus approchée
en substituant, & la place de I'inconnue, les nombres 0, 1,2,3, ...,

jusqu’a ce que P'on rencontre deux suhstltutlons qui donnent des ré-
sultats de signes contraires. :

Car, en supposant le premier terme x™ et le dernier — H (H étant
un nombre positif), on aura, en faisant = o, le résultat négatif — H
et en faisant & = oo, le résultat positif «™; donc on aura ici p=o
et g=oo; donc les nombres entiers intermédiaires seront tous les
nombres naturels 1, 2, 3, ...; donc, etc. (corollaire précédent).

De 14 on voit : ‘

1° Que toute équation d’un degré impair, dont le dernier terme est
négatif, a nécessairement une racine réelle positive;

2° Que toute équation d’un degré impair, dont-le dernier terme est
positif, a nécessairement une racine réelle négative; car, en chan-
geant « en — w, le premier terme de I'équation deviendra négatif :
done, changeant tous les signes pour rendre de nouveau le premier
terme positif, le dernier deviendra négatif; donc 'équation aura alors
une racine réelle positive; par consequent l’equatlon primitive aura
une racine réelle négative;

3° Que toute équation d’un degré pair, dont le dermer terme est
‘négatif, a nécessairement deux racines réelles, I'une positive et I'autre
négative; car, premiérement, elle aura une racine réelle positive; en-
suite, comme, en changeant z en — x, le premier terme demeure
positif, la transformée aura aussi une racine réelle positive : donc
I'équation primitive en aura une réelle et négative.

4. Remsroue. — Comme on peut toujours changer les racines néga-
tives d’une équation quelconque en positives, en changeant seulemerit
le signe de V'inconnue, nous ne considérerons dans la suite, pour plus
de simplicité, que les racines positives; ainsi, quand il s’agira d’exa-
miner les racines d’une équation donnée, on considérera d’abord les
racines positives de cette équation; ensuite on-y changera les signes
de tous les termes ol 'inconnue se trouvera élevée & une puissance
impaire, et I'on considérera de méme les racines positives de cette
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nouvelle équation; ces racines, prises en moins, seront les racines
négatives de la proposée. ‘

5. Tutorime II. — Si, dans une équation quelconque qui a une ou plu-
sieurs racines réelles et inégales, on substitue successivement & la place de
Uinconnue deux nombres, dont I'un soit plus grand et dont I’autre soit
plus petit que Uune de ces racines, et qui différent en méme temps [’un
de Uautre d’une quantité moindre que la différence entre celte racine
et chacune des autres racines réelles de I’ équation, ces deux substitutions

donneront nécessairement deux résultats de signes contraires.

" En effet, soient « une des racines réelles et inégales de I'équation, et
£, v, 9, ... les autres racines quelconques; soit de plus p la plus petite
des différences entre la racine « et chacune des autres racines réelles

~de I'équation; il est elair qu’en prenant p >, g <la et p—g <p,
les quantités p —« et ¢ — « seront de signes contraires, et que les
quantités p—@, p—v, ... seront chacune de méme signe que sa
correspondante ¢ — 8, ¢ — vy, ...; car, si p — B et ¢ — P étaient de
signes contraires, il faudrait que B fut aussi compris entre p et g, ce
qui ne se peut; donc les deux produits

(p—a)(p=B)lp—7)-
(q—a)(g—B)lg—7)--

- ¢'est-d-dire les résultats des substitutions de p et ¢ & la place de Vin-
connue x (n° 1), seront nécessairement de signes contraires.

6. Cororraire I. — Done, si dans une équation quelconque on sub-
stitue successivement & la place de I'inconnue les nombres en pro-
gression arithmétique '

(A) o, A, 2A, 3A, 4A, ...,

les résultats correspondants formeront une suite dans laquelle il'y
aura autant de variations de signes que I'équation proposée aura de
racines réelles positives et inégales, mais dont les différences ne seront
pas moindres que la différence A de la progression; de sorte que, si
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on prend A égale ou moindre que la plus petite des différences entre
les différentes racines positives et inégales de 1’équation, la suite dont
il s’agit aura nécessairement autant de variations de signes que 1'équa-
tion contiendra dé racines réelles positives et inégales.

Done, si la différence A est en méme temps égale bu moindre que
I'unité, on trouvera-aussi, par ce moyen, la valeur entiere approchée
de chacune des racines réelles positives et inégales ‘de I'équation (n° 2).
~ Sil'équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle et positive ou
si elle en a plusieurs, mais dont les différences ne soient pas moindres
que l'unité, il est clair qu’on pourra faire A =1, c’est-d-dire qu'on
pourra prendre_les nombresv naturels o, 1, 2, 3, ... pour les substi-
tuer a la place de I'inconnue; mais, s'il y a dans I’équation des racines -

inégales dont les différences soient moindres que I'unité, alors il fau-
" dra prendre A moindre que l'unité, et telle qu’elle soit égale ou
moindre que la plus petite des différences entre les racines dont il
sagit ainsi la difficulté se réduit a trouver la valeur quon doit don-
ner a A, en sorte qu’on soit assuré qu’elle ne surpasse pas la plus pe-
tite des différences entre les racines positives et inégales de I'équation
proposée : ¢’est 'objet du probleme suivant. ' '

7. Cororrae II. — Toute équation qui a un seul changement de
signe a nécessairement une seule racine réelle positive. |

Il est d’abord clair que I’équation aura nécessairement une racine
réelle positive, a.cause que son dernier terme sera de signe ditférent
du premier (n° 3). Or je vais démontrer qu’elle nepeut en avoir qu’une.

Soient (en supposant le premier terme positif, comme & I'ordinaire)
X la somme de tous les termes positifs de I’équation, et Y la somme de
tous les négatifs, en sorte que l’équation soit X —Y=o0; et puisi;u’il
n'y a, par I'hypothese, qu'un seul changement de signe, il est clair
que les puissances de l'inconnue x du polynéme X seront toujours
plus hautes que celles du polynome Y; de sorte que si 4" est la plus
petite puissance de x dans le polynome X, et qu'on divise lés deux

polynomes X et Y par 27, la quantité %; ne contiendra que des puis-
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. eir Y ' . : .
sances positives de «, et la quantité — ne contiendra que des puis-
P . : ] .
Y . . . ’ X
sances négatives de ; d’o il suit que,  croissant, la valeur de —
devra croitre aussi, et, # diminuant, = diminuera aussi, 3 moins que
X : . . X
le polynome. X ne contienne que le seul terme ", auquel cas — sera
toujours une quantité constante; au contraire, a eroissant, la valeur
Y ;. . , . .. Y .
de = diminuera nécessairement, et,  diminuant, — ira'en augmen-
tant. Soit a la racine réelle et posifive de I'équation, on aura done,
. X Y ' .

lorsque v =a, X =1Y; done aussi el done, en substituant au
lieu de « des nombres quelconques plus grands que a, on aura tou-
XY : ol 3 "
jours — >, et par conséquent X —Y égal & un nombre positif, et,
en. substituant au lieu de x des nombres moindres que a, on aura.
- X Y , , . L ep
toujours — < — et par conséquent X —Y égal A un nombre négatif :
done il sera impossible que I'équation ait des racines réelles positives
plus grandes ou plus petites que a.

Si I'équation a plusieurs changements de signe, elle peut avoir
aussi plusieurs racines réelles positives; mais leur nombre ne peut
jamais surpasser celui des changements ou variations de signe : c’est
ce théoreme qu’on appelle la régle de Descartes. ( Voir la Note VIII.)

8. ProBriMe. — Une équation quelconque étant donnee, trouyer une
autre ¢quation dont les racines sovent les dyfférences entre les racines de
[’équation donnée. o

Soit donnée I'équation
(B) zm — Agm—1i 4 Bxm—2— Cgm=3 4., .=0;
on sait que x peut étre indifféremment égal & une quelconque de ses

racines. Soit 2’ une autre racine quelconque de la méme équation, en
sorte que I'on ait aussi

z'm — Ax'm—1 4 Bx'm-2 — Cx'm3 4., . — o,
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et soit u la différence entre les deux racines x et &', de maniere que
l'on ait &’ = x 4+ u; substituant cette valeur de x dans la derniere
équation et éordonnant les Vtebrmes par rapport i u, on aura une équa-
tion en z du méme degré m,rlaquelle, en commencant par les der-
niers termes, sera de cette forme

X+Yu+Zu2+Vu3+...+ziM—_~o,
les coefficients X, Y, Z, ... étant des fonctions de « telles que

X =gzm— Agm—t + Bam—2— Cagm—3+. ..,
‘Y_—'_mxm—' — (m—1)Azm=24 (m—2)Bam3—. ..,

g="m—) ey (m—tim—2) oy

¢’est-a-dire, suivant la notation du Calcul différentiel,

dX .1 dX 1 &% _
Y= Py YSiawme o
done, puisque par I’équation donnée (B) on a X = o, I'équation pré-

cédente étant divisée par « deviendra celle-ci : -
(C) Y+Zu+Vurd...+umi=o.

Cette équation, si 'on y substitue pour = une quelconque des
racines de I'équation (B), aura pour racines les différences entre cette
racine et toutes les autres de la méme équation (B); done, si I’on com-
bine les équations (B) et (C) en éliminant x, on aura une équation
en u, dont les racines seront les différences entre chacune des racines
de V'équation (B) et toutes les autres racines de la méme équation < ce
sera I'équation cherchée. , o

Mais, sans exécuter cette élimination, qui serait souvent fort labo-
rieuse, il suffira de considérer :

1° Que o, £, v, ... étant les racines de 1’équati0n en x, celles de
I'équation en u seront ‘

=By = iy B, BV iy y—a, =B, oo
VIIL ' 4
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d’olt T'on voit que ces racines seront au nombre de m(m —1), et
que de plus elles seront égales deux & deux et de signes contraires;
de sorte que I'équation en z manquera nécessairement de toutes les

. L, i . mi{m— o R
puissances impaires de u; donc, en faisant -(»~2———) =n etu =y,

-

I'équation dont il s’agit sera de cette forme
(D) o il — quit—t - but—2 — cyn—3 .. .—o0;

2° Que (. — B)%, (e — ), (B — y)% ... étant les différentes valeurs
de v dans I'équation (D), le coefficient @ sera égal & la somme de
toutes ces valeurs, le coefficient b sera la somme de tous leurs produits
deux A deux, etc.

Or il est facile de voir que

(a =B+ (e =y (Bt
=(morn) (et ) —a (e + By )

mais on sait que
of+ay+By+...=B et o+ B2+y2+...=A2—aB;

done on -aura .
: ~a={(m—1)(A>—2B) — 2B,
savoir , , o
a=(m—1)A2—a2mB;

et 'on pourra, de la méme maniere, trouver la valeur des autres
coefficients b, ¢, ....
Pour y parvenir plus facilement, supposons
Ai=a 4B +y 4+..., .
A=+ B2+ 924 ..,

Ag= a4 B33+ ...,
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et 'on aura, comme l'on sait,

A=A,
Ag—_;AA4sz,
Aa;:AAg—BA.;I-é(é, |

. Av=AAy—BA:s +CA— 4D,

...........................

8
i
]
f
o]
ey
+
)
|
N<
e

44
>
|
~
e
n

il est facile de voir que 1’on aura

e ans (2
agz((};—I)Aa—,g(A,As_A4)+6<

. N - N B | 2
ag:(m——x,)As—G(A.As———As)—|—15(A2A4—AG)—ﬁo<A' .

A7 — A'2>

2 .

A2 — Ag)
?
2

. : A%
a, :,mAr_»‘— 2 -ja

- A2
'a;:’mA; — 4A4 A; +6 —22->

a3 = mAg—6A;A; +-15A, A, — 20 ‘—A;';-', '
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et, en général,
ap(ap—1)
al_,‘:mAgu——’lAU.A,A(gu_.”ﬁ——————“'——" S AsAsqpay —. ..

p2e(p =) (p=") (u 1) AL

1.2.3...p 2
Les quantités a,, a., a,, ... étant ainsi connues, on aura sur-le-
champ les valeurs des coefficients a, b, ¢, ... de 'équation (D) par
les formules
a = dl,
aay — d
. b - ————————»‘ —
2
<
_ bay—aas+ay
— 3 N 2
ey — ba2+ aqs; — a;
d= s

.......................

Ainsi I'on pourra déterminer directement les coefficients @, b, ¢, . ..
de I'équation (D) par ceux de I’équation donnée (B). Pour cela on
cherchera d’abord, par les formules ci-dessus, les valeurs des quan-
tités A,, A,, A,, ... jusqu’d A,,; ensuite, a I'aide de celles-ci, on cher-
chera celle des quantités a,, a,, a,, .,. jusqu’a a,, et enfin, par ces
dernieres, on trouvera les valeurs cherchées des coefficients a, b, ¢, ....

9. Remaroue. — Il est bon de remarquer que ’équation (D) exprime
également les différences entre les racines positives et négatives de
I'équation (B); de sorte que la méme équation aura lieu aussi lors-
qu'on changera « en — « pour avoir les racines négatives (n° 4).

De'plus, il est clair que l’équétion (D) sera toujours la méme, soit
qu'on augmente ou quon diminue toutes les racines de I'équation
proposée d’une méme quantité quelconque; done, si cette équation a
son second terme, on pourra le faire disparaitre et chercher ensuite
I'équation en v;-on aura ainsi la méme équation qu’on aurait eue si
I'on n’avait pas fait évanouir le second terme. Mais I'évanouissement



, DES EQUATIONS NUMERIQUES. 29
de ce terme rendra toujours la recherche des coefficients a, b, ¢, ..
un peu plus. facile, parce qu’on aura A = o, et par conséquent aussi .
A, = o; de sorte que les formules du numéro précédent deviendront

A‘—O,
A2:'—2B’
A;=3¢(,

A2
as :mA4 + 6 —2—"’

B Az
as = ”ZAG ~+- 15A2 A'!| — 20 ';3—,

a — ay,
ad — Qs
b ===,
2
. »
I)a,——’aag—%a,@
C == —————]———

3

10. CorouLame I. — Puisque les racines de I'équation (D) sont les
carrés des différences entre les racines de I'équation proposée (B), il
est clair que si cette équation (D) avait tous ses termes de méme signe,
auquel cas elle n’aurait aucune racine réelle positive, il est clair, dis-je,
que, dans ce cas, les différences entre les racines de I'équation (B)
seraient toutes imaginaires; de sorte que cette équation ne pourrait
avoir qu’une seule racine réelle ou bien plusieurs racines réelles et
égales entre elles. Si ce dernier cas a lieu, on le reconnaitra et on le
résoudra par les méthodes connues (voir aussi plus bas le Chapitre II);
a I'égard du premier cas, il suit du n° 6 qu’on pourra prendre A = 1.
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11. Cororrame 1I. — SiI’équation (B) a un ou plusieurs couples de
.racines égales, il est clair que I’équation (D) aura une ou plusieurs
valeurs de v égales & zéro; de sorte qu'elle sera alors divisible une ou
plusieurs fois par v. Cette division faite, lorsqu’elle a lieu, soit I'équa-
tion restante disposée a rebours, de cette maniere :

- (E) ’ {4 av + Bul+ puP ...+ @ =0,

r étant = ou < n; qu’on fasse v —_—yl', et ordonnant I’équation par

rapport a y, on aura
(F) R Y e A A

Qu’on cherche par les méthodes connues la limite des racines posi-
tives de cette équation, et soit / cette limite, en sorte que léurpasse

" i I 1 .
chacune des valeurs positives de y; donc 7 sera moindre que chacune

s I < .
des valeurs positives de 5 ou de v; et par conséquent moindre que

\

chacune des valeurs de u?, A cause de v = u* (probleme précédent).

I ’ [N . .
Done Jf sera nécessairement moindre qu’aucune des valeurs de u,

¢est-a-dire qu'aucune des différences entre lés racines réelles et iné-
gales de I'équation proposée (B).

Donc :

1° 8i I <1, alors on sera sir que l'équation (B) n’aura pas de
racines réelles dont les différences soient moindres que I'unité; ainsi,
dans ce cas, on pourra faire sans scrupule A =1 (n°6);

- 2° Mais, si y/= ou >> 1, alors il peut se faire qu’il y ait dans I’équa-
tion (B) des racines dont les différences soient moindres-que 1'unité;
mais, comme la plus petite de ces différences sera toujours nécessai-
rement plus grande que 71?, on pourra toujours prendre A = ou <C \7'7
(numéro cité). \

En général, soit £ le nombre entier qui est égal ou immédiatement

I

plus grapd que v/, et I'on pour;ja toujours pte'ndre AV_—_‘ 7



DES EQUATIONS NUMERIQUES. ) 31

12 Scouie I. — Quant a la maniere de trouver la limite des racines
d’une équation, la plus commode et Ja plus exacte est celle de Newton, -
laquelle consiste & trouver un nombre dont, lés racines de I'équation
proposée étant diminuées, I’équation résultante n’ait aucune variation de
signe, car alors cette équation ne pourra avoir que des racines néga-
tives; par conséquent, le nombre dont les racines de la proposée
auront été diminuées surpassera nécessairement la plus grande de
ces racines. , '

Ainsi, pour chercher la limite / des racines de 'équation

(F) . yr+ayr_4+p]-r—2+yyr—3+...+U;0:

on y mettra y + /au lieu de y, et ordonnant I'équation résultante par
rapport & y, elle deviendra ‘

P+Qyr+Ry248y3+...+y"=o,
dans laquelle

P=Irtalt 4 Blr2pylr 4. dw,

Q=rir=t + (r—1)alr2 4 (r—2)BlIr=s+. ..,

(r—1)(r—2)
2

ri{r—ri)

R = =2+ alr—3—+...,

et il n’y aura qu’a chercher une valeur de / qui, étant substituée dans
les quantités P, Q, R, ..., les rende toutes positives; en commkengant
par la derniere de ces quantités, laquelle n’aura que deux termes et
remontant successivement aux quantités précédentes, on déterminera
facilement le plus petit nombre entier qui pourra étre prls pour/, et
qui sera la limite la plus proche cherchée. ‘
Si I’on voulait éviter tout titonnement, il n’y aurait qu’a prendre

pour / le plus grand coefficient des termes‘negatlfs de I'équation (F),
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augmenté d'une unité; car il est facile de prouver qu’en donnant i/
cette valeur, les quantités P, Q, R, ... seront toujours positives.

Cette manitre d’avoir la limite des racines d’une équation quel-
conque est due, je crois, 3 Maclaurin; mais en voici une autre qui
donnera le plus souvent des limites plus approchées.

-

Soient , .
—pyrm— yyr—n — @y —. ..

les termes négatifs de I’équation (F); on prendra pour / la somme des
deux plus grandes des quantités

Ve, W, Ve,

ou un nombre quelconque plus grand que cette somme. Cette proposi-
tion peut se démontrer de la méme maniére que la précédente; ainsi
nous ne nous y arréterons pas. ' :

Au reste, il faut observer que les limites trouvées de I'une ou de
l'autre de ces deux manieres seront rarement les plus prochaines
limites. Pour en avoir de plus petites, on essayera successivement
pour / des nombres moindres, et 'on prendra le plus petit de ceux
qui satisferont aux conditions que P, Q, R, ... soient des nombres
positifs.

13. Scoue II. — Ayant done trouvé la limite ! de I'équation (F)

et pris £ égal ou immédiatement plus grand que.y/, on fera
A= ]lf (n° 11), et 'on substituera successivement dans 1'équation pro-
posée, a la place de 'inconnue, les nombres

1 2 3 .

R RE T
les résultats venant de ces substitutions formeront une série dans la-
quelle il y aura autant de variations de signe que I’équation proposée
contiendra de racines réelles positives et inégales, et, de plus, chacune
de ces racines se trouvera entre les deux nombres qui auront donné des
résultats conséeutifs de signes différents; de sorte que si les nombres
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El et h;{H donnent des résultats de signe contraire, il y aura une

racine entre ;—; et h;{“; par conséquent, le nqmbre entier qui appro-

chera le plus de 7’; sera la valeur entiere approchée de cette racine
(n°2). .

Ainsi I'on connaitra par ce moyen, non-seulement le nombre des-
racines positives et inégales de I'équation proposée, mais encore la
valeur entiere approchée de chacune de ces racines. A

Au reste, il est clair que si I'on trouvait un ou plusieurs résultats
égaux 2 zéro, les nombres qui auraient donné ces résultats seraient
des racines exactes de 1'équation proposée. _ '

Pour faciliter et abréger ce calcul, on fera encore les remarques
~ suivantes : “ , ‘

1° Si Ton cherche par les méthodes des numéros précédents la
limite des racines positives de 'équation proposée, il est clair qu’il
sera inutile d’y substituer & la place de I'inconnue des nombres plus
grands que cette limite. En effet, il est facile de voir qu’en substituant
des nombres plus grands que cette limite, on aura toujours nécessai-
rement des résultats posifif’s. Ainsi, nommant 1 la limite dont il s’agit,
le nombre des substitutions a faire sera égal & 2%, et par cdnséquent
toujours limité.

En général, sans chercher la limite X, il suffira de pousser les sub-
stitutions jusqu’a ce que le premier terme de I'équation ou la somme
des premiers termes, s’il y en a plusieurs consécutifs avec le méme
signe +, soit égale ou plus grande que la somme de tous les termes
négatifs; car il est facile de prouver, par la méthode du n° 7, quen
donnant 4 'inconnue des valeurs plus grandes, on aura toujours 4 I'in-
fini des résultats positifs.

2° Au lieu de substituer 2 la place de I'inconnue z les fractions

T 2

R

au méme, on multipliera le coefficient du second terme par £, celui du
VIIL : ' .5

.-, on y mettra d’abord % a la place de «, ou, ce qui revient
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troisieme terme par £°, et ainsi des autres; et I'on substituera ensuite
a la place de x les nombres naturels o, 1, 2, 3, ... jusqu’a la limite de
cette équation, ou bien jusqu'a ce que le premier terme ou la somme
des premiers, quand il y en a plusieurs consécutifs avec le méme
signe, soit égale ou plus grande que la somme des négatifs; par ce.
moyen, les résultats seront tous des nombres entiers, et les racines de
I'équation proposée se trouveront nécessairement entre les nombres
consécutifs qui donneront des résultats de signes contraires, ces
nombres étant divisés par £, comme nous l'avons vu plus haut.

30 Soit m le degré de I'équation dans laquelle il sagit de substituer
successivement les nombres naturels o, 1, 2, 3, ...; je dis que, des
que P'on aura trouvé les m -+ 1 premiers résultats, ¢’est-2-dire ceux
qui répondent 4 x =o, 1, 2, 3, ..., m, on pourra trouver tous les
suivants par la seule addition.

Pour cela, il n'y aura qu'a chercher les différences des résultats
trouvés, lesquelles seront au nombre de 7, ensuite les différences de
ces différences, lesquelles ne seront plus qu’au nombre de m —1,
et ainsi de suite jusqu’a la différence m'e™e.

Cette derniere différence sera nécessairement constante, parce que
I'exposant de la plus haute puissance de I'inconnue est m; ainsi I'on
pourra continuer la suite des différences 7™ aussi loin qu’on vou-
dra, en Tépétant seulement la méme différence trouvée; ensuite, par’
le moyen de cette suite, on pourra, par la simple addition, continuer
celle des différences (m — 1)1, et, i 'aide de celle-ci, on pourra con-
tinuer de méme la suite des différences (m — 2)iémes, et ainsi de suite,
jusqu’a ¢e qu’on arrive a la premiere suite, qui sera celle des résul-
tats cherchés. ,

Il est bon d’observer ici que, si les termes correspondants des diffé-
rentes suites dont nous parlons étaient tous positifs, les termes sui-
vants dans chaque suite seraient tous aussi positifs. Or, puisque la
derniére différence est toujours positive, il est clair qu’on parviendra
nécessairement dans .chaque suite 2 des termes tous positifs; ainsi il
suffira de continuer toutes ces suites jusqu’a ce que leurs termes cor-
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respondants soient devenus tous positifs, parce qu’alors on sera sir
que la série des résultats, continuée aussi loin quon voudra, sera
toujours positive, et que, par conséquent, elle ne contiendra plus au-
cune variation de signe.

Pour éclaircir cela par un exemple, soit proposée 1’équation

- x3 — 63z + 189 =o0;

on trouvera d’abord que les résultats qui répondent & x=o, 1, 2,3
sont 189, 127, 71,-27; d’olt l'on tirera les différences premieres — 62,
— 56, — 44, les différences secondes 6, 12, et la différence troi-
sitme 6; ainsi on formera les quatre séries suivantes :

6 6 6 6 6 6 6, ...,

6 12 18 24 3o 36 42, ...,
— 62 —356 —44 —26 -2 28 64, ...,
189 . 127 71 27 1 — 1 27, ...,

dont la loi est que chaque terme est égal 4 la somme du terme pré-
cédent de la méme série, et de celui qui y est au-dessus dans la série
précédente; de sorte qu'il est tres-facile de continuer ces séries aussi
loin qu’on voudra. 5 . '

 La derniére de ces quatre séries sera, comme 'on voit, celle des
résultats qui viennent de la substitution des nombres naturels o, 1,
2, ... ala place de x dans I’équation proposée; et comme les termes
de la septieme colonne, savoir : 6, 42, 64, 27 sont tous positifs, il
s’ensuit que les termes suivants seront tous aussi positifs; de sorte
que la série des résultats, continuée aussi loin qu’on voudra, n’aura
plus aucune variation de signe.

14. Remaroue. — On avait déjh remarqué que 'on pouvait trouver
la valeur approchée de toutes les racines réelles et inégales d’une
équation quelconque, en y substituant successivement & la place de
I'inconnue différents nombres én progression arithmétique; mais cette

remarque ne pouvait pas étre d’'une grande utilité, faute d’avoir une
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méthode pour déterminer la progression que 'on doit employer dans
chaque cas, en sorte que 'on soit assuré qu’elle fasse connaitre toutes
les racines réelles et inégales de 1’équation proposée. Nous en sommes
heureusement venus & bout, a 'aide du probleme du n° 8, et nous
verrons encore ci-apres d’autres usages de ce méme probleme par
rapport aux racines égales et imaginaires.

Au reste, la recherche de la quantité A (n° 11) ne serait point néces-
saire si I’équation proposée n’avait que des racines réelles; mais les
conditions par lesquelles on peut reconnaitre d’avance la réalité de
toutes les racines, lorsqu’elle a lieu dans une équation donnée, dé-
pendent de 'équation méme des différences ou de formules équiva-
lentes. (Foir la Note VIII.)
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* CHAPITRE TL.

DE LA MANIERE D’AVOIR LES RACINES EGALES ET LES RACINES IMAGINAIRES
DES EQUATIONS. '

15. Nous n’avons considéré, dans le Chapitre précédent, que les
racines réelles et inégales de I'équation proposée (B); supposons main-
tenant que cette équation ait des racines égales. Dans ce cas, il fau-
dra (n° 11) que I'équation (D) soit divisible autant de fois par v qu’il
y aura de combinaisons de racines égales deux & deux; par consé-
quent, il faudra qu’il y ait dans cette équation (D) autant des derniers
termes qui manquent; ainsi on connaitra par ce moyen combien de
racines égales il y aura dans la proposée. | .

Mais on peut sassurer d’avance si 'équation proposée a des racines
égales, et méme trouver ces racines indépendamment de 1'équation (D);
car puisque, dans le cas des racines égales, on a nécessairement = o
(n° 8), 'équation (C) du méme numéro donnera pour ce cas Y = o;
ainsi il faudra que les deux équations en z, X = o et Y = o, aient
lieu en méme temps lorsque « est égal & une quelconque des racines
égales de I'équation (B).

On cherchera done, par les méthodes connues, le plus grand com-
mun diviseur des deux polynomes X et Y; et, faisant ensuite ce divi-
seur égal & zéro, on aura une équation qui ne sera composée que de |
racines égales de la proposée, mais élevées & une puissance moindre
de P'unité. , -

Soit R le plus grand commun diviseur de X et de Y, et X’ le quo-
tient de X divisé par R; il est facile de voir que I'équation X' = o con-
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tiendra toutes les mémes racines que I’équation proposée X = o, avec
cette différence que les racines multiples de cette équation seront
simples dans I'équation X’ = o. Ainsi 'équation X’ = o sera dans le
cas des méthodes précédentes.

On peut encore, si I'on veut, trouver deux équations séparées dont
Pune contienne seulement les racines égales de I'équation X = o, et
dont 'autre contienne les racines inégales de la méme équation. Pour
cela, il n’y aura qu’a chercher de nouveau le plus grand commun divi-
seur des polynomes X' et Y; et nommant ce diviseur R’, on prendra le
quotient de X' divisé par R’, lequel étant nommé X”, on fera ces deux
équations X" =o et R’ =o.

La premiére contiendra seulement les racines inégales de I'équation
X =o, et la seconde contiendra seulement les racines égales de la
méme équation, mais chacune une seule fois; de sorte que les deux
équations X" = o et R’ = o n’auront que des racines inégales et par
conséquent seront susceptibles des méthodes du Chapitre précédent.

16. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles, tant inégales
qu’égales de I'’équation proposée, si ce nombre est moindre que le
degré de I'équation, on en conclura que les autres racines sont néces-
sairement imaginaires.

En général, pour que ’équation (B) ait toutes ses racines réelles,
il faut que les valeurs de u soient réelles aussi; donc il faudra que les
valeurs de u* ou de v soient toutes réelles et positives; par conséquent,
I'équation (D) du 1° 8 doit avoir toutes ses racines réelles posifives;
donc il faudra, par la régle connue, que les signes de cette équation
soient alternativement positifs et négatifs ; de sorte que si cette condi-
tion n’a pas lieu, ce sera une marque sire que I'équation (B) a néces-
sairement des racines imaginaires. '

Or on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre
pair, et qu’elles peuvent se mettre deux 2 deux sous cette forme

a+ﬁ\/:—; et a—'ﬁ‘\/:',
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« et § étant des quantités réelles (*); donc on aura

u=2B/—1,
et, par conséquent, _
‘ v=—4p2;

d’oit 'on voit que I’équation (D) aura nécessairement autant de racines
réelles négatives qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans
I’équation (B). '

Done, si l'on fait v=—w, ce qui changera I'’équation (D) en
celle-ci :
{G) W - a1 - b2 cn—3 . [ .o,

Y

cette équation aura nécessairement autant de racines réelles positives
qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans I'équation (B).

17. 11 suit de la que, pour avoir la valeur des racines imaginaires
de 'équation (B), il n’y a qu'a chercher les racines réelles positives
de I'équation (G). En effet, soient &', &, @”, ... ces racines, on aura

' Voo Jo'  Ju" g . ‘
d’abord * -, 1/2—, ‘—2— » -+ pour les valeurs de §; ensuite, pour trou-

ver les valeurs correspondantes de «, on substituera, dans I'équa-
tion (B), « + By —1, & la place de @, et I'on fera deux équations sépa-
rées des termes tous réels et de ceux qui seront multipliés par y— 1;
de cette manidre, on aura deux équations en o de cette forme

i am+ Pam=1 + Qam—2+4...=o,

() ma™t - pa™=2 4 gam i =0,

dans lesquelles les coefficients P, Q, ..., p, ¢, ... seront donnés en
a,b,c,...etenp. '

Donc, sil'on donne 4 § quelqu’'une des valeurs précédentes, il fau-
dra nécessairement que ces deux équations aient lieu en méme temps,
et, par conséquent, il faudra qu’elles aient un diviseur commun. On
cherchera donc leur plus grand commun diviseur, et, le faisant égal &

(*) Poirla Note IX.
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zéro, on aura une équation en « et B, par laquelle, f étant connu, on
trouvera o.

1i est bon de remarquer que, si toutes les valeurs de B tirées de
I’équation (G) sont inégales entre elles, alors & chaque valeur de § il
ne pourra répondre qu'une seule valeur de «; donc, dans ce cas, les
deux équations (H) ne pourront avoir qu’une seule racine commune,
et, par conséquent, leur plus grand commun diviseur ne pourra étre
que du premier degré.

On poussera done la division jusqu’a ce que l'on parvienne a un
reste ol @ ne se trouve plus qu’a la premitre dimension, et 'on fera
ensuite ce reste égal 5 zéro; ce qui donnera la valeur cherchée de o.

Mais si, parmi les valeurs de B tirées de I'équation (G), il y en a,

Y

par exemple, deux égales entre elles, alors, comme a chacune de ces
valeurs égales de 8 il peut répondre des valeurs différentes de «,. il
faudra qu’en mettant cette valeur double de P dans les équations (H),
elles puissent avoir lieu par rapport & 'une et I'autre des valeurs de o
quiy répondent; ainsi ces deux équations auront nécessairement deux
racines communes, et, par conséquent, leur plus grand commun divi-
seur sera du second degré. Il faudra donc, dans ce cas, ne pousser la
division que jusqu’a ce qu’on arrive & un reste oil o se trouve i la
seconde dimension seulement; et alors on fera ce reste égal & zéro, ce
qui donnera une équation du second degré, par laquelle on détermi-
nera les deux valeurs de «, lesquelles seront nécessairement toutes
deux réelles.

De méme, il y avait trois valeurs égales de p, il faudralt pour
trouver les valeurs de « qui répondraient a cette valeur triple de &,
ne pousser la division que jusqu’a ee que I'on parvint A un reste ol
la plus haute puissance de « fut la troisieme; et alors, faisant ce reste
égal i zéro, on aurait une équation en « du troisieme degré, laquelle
donnerait les trois valeurs réelles de «, correspondantes 2 la méme
valeur de £, et ainsi de suite. '
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CHAPITRE III

l\OUVELLE METHODE POUR APPROCHER DES RACI\ES DES EQUATIONS I\UMERIQUES

18. Smt l’equatlon
(a) o Ax’"-i—Bx"‘" +Cx’" 2—!— K=o,

et supposons qu on ait déja trouvé, par la méthode précédente ou -
~autrement, la valeur entiére et approchée d’une de ses racines réelles
et posmves soit cette premlere valeur p, en sorte que l'on ait ‘

x>p et z<p-+1,
on fera
. R
Xx==p-+ =3
P P

et substituant cette valeur dans I’équation proposée, & la place de z,
on aura, aprés avoir multlphe touté I'équation par y™ et ordonne les
termes par rapport  y, une equatwn de cette forme

‘(b) o A’y"‘+B'y""+Cy'”“l+ +K =o.

Or, comme (hypothese) >o et <1, on aura y> o; done l’equa-

tion () aura necessalrement au moins une racine réelle plus grande
que. Uunité.

On cherchera donc, par les méthodes du Chapitre 1%, la Valeur
entitre approchee de cette racine; et comme cette racine doit étre
11ecessa1rement positive, il suffira de considérer y comme posmf (n°4).
~ Ayant trouvé la valeur entlere approchee de y, que je nommeral g,
on fera ensuite

1
Y= q -+ z’

VIIL | | 6
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et substituant cette valeur de y dans I’équation (&), on aura une troi-
sieme équation en z de cette forme

(C) e A”Zm"l-B”Zm—'-I—C”Z’”_2+...+K”—’——Q,

laquelle aura nécessaifement au-oins une racine réelle plus grande
que I'unité, dont on poﬁrra trouver de méme la valeur entizre approchée.

Cette valeur approchée de = étant nommée r, on fera

Z2=r-+ i;; .
et, substituant, on aura une équation en u, qui aura au moins une
racine réelle plus grande que I'unité, et ainsi de suite.

En continuant de la méme manigre, on approchera toujours de plus
en plus de la valeur de la racine cherchée; mais, s'il arrive que quel-
qu'un des nombres p, ¢, ... soit une racine exacte, alors on aura
Z£=p, ouy=¢q,..., et opération sera terminée; ainsi, dans ce cas,
on trouvera pour x une valeur commensurable.

Dans tous les autres cas, la valeur de la racine sera nécessaire-
ment incommensurable, et 'on pourra seulement en approcher aussi
pres qu’on voudra. ‘ ‘

19. Si I’équation proposée a plusieurs racines réelles positives, on
pourra trouver, par les méthodes exposées dans le Chapitre I*r, la
valeur entitre approchée de chacune de ces racines; et nommant ces
valeurs p, p', p’, ..., on les emploiera successivement i)our approcher
davantige de la vraie valeur de chaque racine. Il faudra seulement
remarquer : ' ' ;

1° Que si les nombres p, p, p”, ... sont tous différents I'un de
P'autre, alors les transformées (), (¢), ... du numéro précédent n’au-
ront chacune qu’une seule racine réelle et plus grande que lunité;
car si, par exemple, I'équation (b) avait deux racines réelles plus
grandes que I'unité, telles que y’ et y”, on aurait donc

1 1
x:p—%—'—y—, et x:p+F;
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de sorte que ces deux valeurs de x auraient la méme valeur entiere -
approchée p, contre 'hypothese : il en serait de méme si I'équation (c)
ou quelqu’une des suivantes avait deux racines réelles plus grandes
que l'unité. ‘ '

De la il sensuit que, pour trouver dans ce cas les valeurs entieres
approchées ¢, r, ... des racines des équations (b), (¢), ..., il suffira
de substituer successivement a la place de y, s, ... les nombres natu- -
rels positifs 1, 2, 3, ... jusqu'a ce que 'on trouve deux substitu-
tions consécutives qui donnent des résultats de signe contraire (n°6). -

2° Que, s'il y a deux valeurs de  qui aient la méme valeur entiére |
approchée p, en employant cette valeur, I'équation (&) aura aussi
deux racines plus grandes que I'unité, et si leur valeur entiere appro-
chée est la méme, I'équation (c) aura encore deux racines plus grandes
que I'unité, et ainsi de suite jusqu’a ce que 'on arrive & une équation
dont les deux racines, plus grandes que I'unité, aient des valeurs
entieres approchées différentes; alors chacune de ces deux valeurs
~ donnera une suite particulitre d’équations qui n’auront plus qu’une
seule racine réelle plus grande que l'unité. ' A

En effet, puisqu’il y a deux valeurs différentes de = quiy ont la
méme valeur entiére approchée p, ces deux valeurs seront représen-

tées par p +;—ﬁ; de sorte qu'il faudra que y ait nécessairement deux

~ valeurs réelles plus grandes que l'unité; et si ces deux valeurs de y
ont la méme valeur approchée g, il faudra de nouveau qu’en faisant

y=q -+ %, 5 ait deux valeurs différentes plus grandes que l'unité,
et ainsi de suite. A , o

Mais, si les valeurs entiéres approchées de y étaient différentes,
alors, nommant ces valeurs ¢ et ¢’, on ferait successiveme'nt Y=g+ ;
et y=q+ é, et il est clair que z,‘ dans l’une et l’autrekde ces deux

suppositions, n’aurait plus qu’une seule valeur réelle plus grande que
I'unité; autrement, les valeurs de ¥, au lieu d’étre seulement doubles,
seraient triples ou quadruples, etc.

6.
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Done, quand on sera parvenu & une transformée dont les deux
racines plus grandes que ['unité auront des valeurs entieres diffe-
rentes, on sera assuré que les autres transformées résultant de cha-
cune de ces deux valeurs n’auront plus qu'une seule racine plus
grande que I'unité. Quant i la maniere de trouver les.valeurs entieres
approchées p, ¢, ..., lorsqu’elles répondent & plus d’une racine, voir
-cl-apres, Chap. VI, art. IV, '

On peut faire des remarques analogues sur le cas ol il y aurait
dans I'équation (a) trois racines, ou davantage, qui auraient la méme
valeur entiere approchée. = :

20. Nous avons supposé dans le n° 18 que les racines cherchées
étaient positives; pour trouver les négatives, il n’y aura qu’a mettre
— x & la place: de « dans I'é¢quation propyosé‘e, et 'on cherchera de
méme les racines positives de cette derniere équation : ce seront les
racines négatives de la proposée (n° 4). -

Quant aux racines lmaginaires, qlii sont toujours exprimées par
2 + By — 1, nous avons donné, dans lé Chapitre II, le moyen de trou-
ver les équations dont « et { sont les racines; ainsi il n’y aura qu’a
chercher les racines réelles de ces équations, et 'on aura la valeur de
toutes les racines imaginaires de I’équation proposée.

21. Pour faciliter les substitutions (n° 18) de p + 71” au lieu de x,

o

de ¢ + ; au- lieu de y, ete., il est bon de remarquer que les coefﬁ-'

cients de la transformée (b) peuvent se déduire immédiatement de
ceux de 'équation (a) en cette sorte

Al Apm._*_ BPm—l - Cpm—‘.! 4 DP"H:} + oo

B'=mA pm—1 —i—(m——I)BR"i—ﬁ—i-»(m‘—— 2)Cpm=3+...,

s m—=1)(m—2)
AP —f————*;——‘BP 3+.-.,

'(,,_m(m—x)
T2

On aura de méme ceux de la transformée (c) par ceux de la transfor-
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mée (), en mettant, dans les formules précédentes, ¢ a la place de p,

A", B, C" ... alaplacede A, B, C/, ..., et A, B, C, ... alaplace
“de A, B, C, ..., et ainsi de suite. o

De la il est évident que le premier coefficient A’, ou A”, ... nesera
jamais nul, & moins que le nombre p, ou g, .- me 80it une racine
exacte, auquel cas nous avons vu que la fraction continue se termine
a ce nombre (n°18). En effét, siA’=o0, ou A"=o, ..., onauray=»,
ouz=ow; doncw=p,ouy=gq,.. '

22. Soient donc p, ¢, r, s, ¢, ... les valeurs entiéres approchées des
vacines des équations’(a), (6), (¢), ..., en sorte que I'on ait
.. g+t s=ral
X = -— frng — -_=r —_
§4 ,7', VA q z7 4 u,
Substituant successivement ces valeurs dans celle de «, on aura

x:‘.P+ - .
r+

I
S+,

~ Ainsi la valeur de =, ¢’est-a-dire de la racine cherchée, sera exprimée

par une fraction continue. Or on sait que ces sortes de fractions don-
‘nent toujours Pexpression la plus simple, et en méme temps la plus
exacte qu'il est possible; d'un nombre .quelconque, -rationnel ou irra-
tionnel. \

Huyghens parait etre le premler qui ait remarqué cette proprlete
des fractions continues, et qui en ait fait-usage pour trouver les frac-
tions les plus simples et en méme temps les plus approchantes d’une
fraction quélconque donnée. (Voir son Traité De Automato plane-
larzo),, S

Plusieurs hablles geometres ont ensulte developpe davantage cette
théorie et en ont fait différentes apphcatlons ingénieuses et utiles;
mais on n’avait pas encore pensé, ce me semble, a s’en servir dans la
résolution des équations.
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23. Maintenant, si ’on réduit les fractions continues

I

P I
0’ P—l—aa"p—i— o
q-+3

en fractions ordinaires, on aura, en faisant

a=p, a'=1,

p=qa-+1, P=qa=1q,
=rB +a, ' Y=rp +2,

§=sy+b 0'=sy +p',

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur
de x, et dont la premiere sera plus petite que cette valeur, la deuxiéme
sera plus grande, la troisieme plus petite, et ainsi de suite; de sorte
que la valeur cherchée se trouvera toujours entre deux fractions con-
sécutives quelconques. C'est ce qu’il est aisé de déduire de la nature
méme de la fraction continue d’olt celles-ci sont tirées.

Or il est facile de voir que les valeurs de

2wy By, e ety B Y,
sont toujours telles que
Bo' —of' =1, By —yf =1, & —yd =1, ...,

d’ou il s’ensuit :

1° Que ces fractions sont déja réduites 4 leurs moindres termes;
car si y et y', par exemple, avaient un commun diviseur autre que
'unité, il faudrait, en vertu de I’équation

By =y =1,

que P'unité fat aussi divisible par ce méme diviseur;
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2° Qu’on aura:

B2 _

g ‘“‘B‘

de sorte que les fractions

ne peuvent jamais différer de la yraie valeur de z que d’une quantlte
respectivement moindre que
r L
&I_BT’ ﬁl 7? }l’ EY - MY
d’ou il sera facile de juger de la quantité de I'approximation.
En général, puisque ' > o, ¢/ >, ..., on aura

I I 1 I
— 7w
T R
"ol I'on voit que Verreur de chaque fraction sera toujours moindre
que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la méme frac-
tion, . ‘

3% Que chaque fraction approchera de la valeur de z, non-seule-
ment plus que ne fait aucune des fractions précédentes, mais aussi plus
que ne pourrait faire aucune autre fraction quelconque qui aurait un
moindre dénominateur. En effet, si la fraction ;%, par exemple, appro-
chait plus que Ih fraction ?/’—,, v étant >/, il faudrait que la quantité

R " 8
’-:? se trouvat entre ces deux ;: 375 done

I AL I
- <a‘~7i<y/ol et >0’

"R
-~ ]\

donc / :
| W= <E< @ >0

ce qui ne se peut, puisque v, y', i1, 1+’ sont des nombres entiers.



48 - _ DE LA RESOLUTION

.z ; , e ’
24. Les fractions > %, ;;77 ... peuvent étre appelées fractions prin-
cipales, parce qu’elles convergent le plus qu’il est possible vers la
valeur cherchée; mais, quand les nombres p, ¢, r, ... different de
-T'unité, on peut encore trouver d’autres fractions convergentes vers la
méme valeur, et qu’on appellera, si I'on veut, fractions secondaires.
. C ' . oL .
Par exemple, si rest > 1, on peut, entre les fractions — et %,, qui
sont toutes deux moindres que la valeur de «, insérer autant de frac-
. tions secondaires qu’il y a d’unités dans 7 — 1, en mettant successive-
ment 1, 2, 3, ..., r—1, au lieu de r. De cette maniere, 2 cause de
y=rf+aety =rf +«, on aura cette suite de fractions
o B+a 2f+a 3B+a B4«

-

o @I’*‘a', 2(3’—!—04”- 3(3"—!—'&" ’ m’

. . . . . o
dont les deux extrémes sont les deux fractions principales —» %, et .
dont les intermédiaires sont des fractions secondaires.

Or, si 'on prend la- différence entre deux fractions consécutives

20 + o 3B+

Z n -
28 o 3pN o on trou

quelcanqhe’s de cette suite, comme entre
o

(2f'+a' ) (33 + &) _

positive el ira en diminuant d’une fraction & 'autre; d’ou il s’ensuit

;5 de sorte que cette différence sera toujours

vera

que, comme la derniére fraction -;}—, est moindre que la vraie valeur de

la fraction continue, les fractions dont il sagit seront toutes plus
petites que cette valeur, et seront en méme temps-cenvergentes vers
cette méme valeur. _ ' v

On fera le méme raisonnement par rapport a toutes les autres frac-
tions principales; et si 'on ajoute 2 ces fractions les deux fractions
9 et §, dont la premiere est toujours plus petite et dont la seconde est
plus grande que toute quantité donnée, on p‘ourra former deux séries
de fractions convergentes vers la »val'eur cherchée, dont I'une contien-
dra toutes les fractions plus petites que cette valeur, et dont I'autre
contiendra toutes les fractions plus grandes que la méme valeur. -
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Fractions plus petites.

0 3
- 1’ 27 - AR £, ety <0i’>’
I 1 1 1 1 o
B+a 2B+a 3B+« rf+a A
ﬁ'+a¢" 2ﬁ'+a" 3{5'—1—0:" ’ rf'+ o’ ’ 7,
d+y 20 4 v 36 +vy - 10+ €
8’-%—}‘,, 26,‘1‘ yr’ 36"‘*‘}'” ? .t—a/-{'—_}/’, b EI 3
Fractions plus grandes.
1 a41 2a0-+1 3a-41 go +1 B
—3 7 ’ 7 r o3 3y eery s =i 1
o d+1 2441 a4 go'+1 B
y+B  2y+B 3y+0 sy +p <6>
* L} -7 |?
5

7+f e = T s

Quant i la nature de ces fractions, il est facile de prouver, comme
nous I'avons fait par rapport aux fractions principales : 1° que chacune
de ces fractions sera déja réduite i ses moindres termes; d’ou1 il s’en-
suit que, comme les numérateurs et les dénominateurs vont en aug-
mentant, ces fractions se trouveront toujours exprimées par des termes
plus grands 2 mesure qu’elles s’éloigneront du commencement ‘de la
série; 2° qne chaque fraction de la premiere série approchera de la
valeur de @ plus qu’aucune autre fraction quelconque qui serait
moindre que cette valeur et qui aurait un dénominateur plus . petit
que celui de la méme fraction; et que, de méme, chaque fraction de
la seconde série approchera plus de la valeur de @ que ne pourrait
faire toute autre fraction qui serait plus grande que cette valeur et
qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la méme fraction.

En effet, s’il y avait une fraction comme 5—, plus petite que la valeur

de x et en méme temps plus approchante de cette valeur que la frac-

. 3B+« ) , , , - .
tion 3—2—,—;—&—,, par exemple,sen supposant 3p'+ o' >/, il faudrait,

VIII. 7
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& cause que la fraction B est plus grande que la valeur dont il s’agit,

ﬁl

que la quantité 57 se trouvit entre les deux quantités

done la quantité
v 3B+
N ‘U-’ 3@"‘}“ “/, N

devrait étre

__35+0£< 1!31’—'.’/.;3’
a3+

T
<5 BRI
donc il faudrait: que y.(3§’+ o) —uw (3p + «) ful < g—:< f, ce qui
ne se peut. - ’ -

Au reste, il peut arriver-qu’une fraction d’une Sériez n’approche pas
si prés qu’une autre de V'autre série, quoique concue en termes moins -
simples; mais cela n'arrive jamais quand la fraction qui a le plus
grand dénominateur est une fféption principale (n°23). &
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CHAPITRE IV

APPLICATIOV DES - METIIODES PRECEDE\TES A QUELQUES EXEMPLES

25. Je prendra1 pour premler exemple lequatlon que Ne“ton a
résolue par sa méthode, savoir,

: x3¥'—2x'-—5’~'0 i

Je commence par chercher, par les formules du n° 8 lequa‘uon en u
qui reaulte de cette equatlon Je fals donc ‘

j ’:al;u.a»i g )

K=o, As=f, As=15, Ay=8, A;=fo, A=gy
done | - ’ , ‘
- a =12, ax=r72, ay=—1497,
etdela '
e 'a:lz’ b:36 :——643; S

de sorte que lequatlon cherchee sera

v¥— 1202 +36v+6+3—0

Comme cette équation n'a pas les signes alternativement positifs et
négatifs, j'en conclus sur-le-champ que I'équation proposée a néces-
sairement deux racines imaginaires, et par conséquent une seule
réelle (n° 16). : :

Ainsi les nombres & substituer a la place de w seront les nombres
~naturels o, 1, 2,3, ... (n°6).
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Je suppose d’abord x positif, et je cherche la limite des valeurs
de « par les méthodes du n® 12; je trouve Vo + V5 < 3; ainsi 3 sera
la limite cherchée en nombres entiers, de sorte qu’il suffira de faire
successivement  =o, 1, 2, 3, ce qui donnera ces résultats : — 5,
—6, — 1, +16; d’olt 'on voit que la racine réelle de I'équation pro-
posée sera entre les nombres 2 et 3, et qu’ainsi 2 sera la valeut en--
tiere la plus approchée de cette racine (n° 2).

Je fais maintenant, suivant la méthode du Chapitre III, =2+ Jiﬁ

Jai, en substituant, et ordonnant les termes par rapport a y, I'équation
y3—1o0y?—6y—1=o,

dans laquelle j’ai* changé les signes pour rendre le premier terme
positif. R

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus
grande que l'unité (n°19), de sorte que, pour en trouver la valeur
approchée, il n'y aura qu'a substituer les nombres o, 1, 2, 3, ...,
jusqu’a ce que 'on trouve deux substitutions consécutives qui donnent
des résultats de signe contraire.

Pour ne pas faire beaucoup de substitutions inutiles, je remarque
qu’en faisant y = o j'ai un résultat négatif, et qu’en faisant y =10 le
résultat est encore négatif; je commence donc par le nombre o, et je

fais successivement y = 10, 11, .... Je trouve d'abord les résultats
— 61, 454, ...; d’ou je conclus que la valeur approchée de y est ro;
donc g=10.

. S - .
Je fais donc y = 10 + —; j'aurai I'équation

6123 —gfz?—20z —1=o0,

et supposant successivement s =1, 2, ..., j'aurai les résultats — 54,
+71,...; done r=1. ‘

. ) S .
Je fais encore z =1+ ¢ Jaural

54u3 + 25u® — 8gu —61=0,
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et, supposant =1, 2, ..., j’aurai les résultats — 71, + 293,
donc s =1, et ainsi de suite. ‘
En continuant de cette maniere, on trouvera les nombres

2,030, 1,71, 2, 1, 3, 1, 112, ..,

~de sorte que la racine cherchée sera exprlmee par cette fraction con-
tinue ‘ - '

d’oti on tirera les fractions (n°23)

2 21 23 4+ ’ill 155 576 'zﬁl 1307 16415

1 vo’ 117 an’ B3 f0 2757 3497 624 983
lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que la
valeur de x.

4
La dernidre fraction “o45 est plus grande que la racine cherchee'

164
7837

mais I'erreur sera moindre que - (n° 23, 2°), c’est-a-dire momdre

1
(7837)2

16415
que 0,000 000 orb 3; donc, si on réduit la fraction 8& en fraction

décimale, elle sera exacte jusqu'a la septleme décimale; or, en faisant
la division, on trouve 2,094 551 486 5...; ainsi la racine cherdlee sera
entre les nombres 2,094 551 49 et 2,094 551 47. '

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,094 551 47 (voir sa
Méthode des suites infinies), d'ot T'on voit que cette méthode donne
dans ce cas un résultat fort exact; mais on aurait tort de se promettr ,
tOU]OuI‘S une parellle exactltude ‘ '

26. Quant aux deux autres racines de la méme équation, nous
avons déja vu qu’elles doivent étre imaginaires; néanmoins, si I'on
voulait en trouver Ia valeur, on le pourrait par la méthode du n* 17.

Pour cela, on reprendra I’équation en v trouvée ci-dessus, et, en y
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changeant v en — o, et changeant ensuite tous les signes, on aura
w3+ 12002 + 36w — 643 =o,

et il ne s’agira plus que de chercher une racine réelle et posmve de
cette équation. Or, puisqu’elle a son dernier terme négatif, elle aura
nécessairement une telle racine, dont on-pourra trouver la valeur en-
tiere la plus approchee par la substitution successive des nombres

naturels o, 1, 2, 3, ... (n°3). En effet en falsant w=5, on aura le
résultat — 38, et en faisant w'==6, on aura -+ 221; ainsi la valeur
entiere la plus approchée de la racine positive de cette équation sera 5.

. b i § .
On fera donc maintenant w =15+ o et, en substituant, on aura,
apres avoir changé les signes,

' 38us —231u?—a2ju—1=o.

Faisant successivement u=o, 1, 2, ..., on trouvera, pour u =6 et
u =7, les résultats — 271, +1525; done ‘6 sera la valeur entiere
approchée de u. ' .

On fera donc u =6 + —» L6t D on aura, en substltuant et changeant
les signes,
; 27123 — 130522 — 4532 — 38 =o0.
En faisant successivement = o, i, 2, ..., on trouvera des résultats -
négatifs jusqu’a la supposition de = 6, qui donne 8837 pour résultat,
de sorte que 5 sera la valeur entiere approchée de . ’

On fera done @ = 5 - }; substituant et réduisant, on aura
T 1053_'}'3'—68’22‘7'2—2760}"——271 i‘o,

et I'on trouvera 6 pour la valeur approchée de y, et ainsi de suite.
De cette maniére, on approchera de plus en plus de la valeur de w,
laquelle se trouvera exprimée par la fraction continue
-
w=>5 + —
6+

I

54 1 -
6.
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d’oti U'on tire ces fractions particulieres

. o . ) ' w . . .
Connaissant ainsi w, on aura (n°17) = "—/;_;,.al(nsll on connaitra p.

On substituera maintenant « + 8y — 1 a la place de @ dans Téqua-
tion proposée, et, faisant-deux équations séparées des termes tout

réels et de ceux qui sont affectés de /— 1, on aura les deux équations
a3 —{3p242)a—5=0; "
L 3ar—frig==ol

On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux équations , et
" 'on poussera seulement la division jusqu’a ce que I’on arrive & un reste

-ol1 « ne se trouve qu’a la premiere puissance (numeéro cité); ce reste
sera o E .

T 8B2 4

— _E_;_“_[* e—5;
lequel, étant fait égal & o, donnera ,
: I5j o .

=T ILEE)

Ainsi T'on aura la valeur de deux racines iﬁ]ag‘inaires @+By—1, et
o — Q\/ﬁ de l’équatiqn proposée. =~ .
27. Prenons pour second exe‘rﬁple l’éqn;ation
e @l — g =0,
On aura encore ici 7 = 3, et par conséquent 7 ='3; ensuite

“A=o, B= —7, C=—3,

A, =o, 'Ag:I/, Ay =—o21,, A.@:—_l‘98‘,~»3A5:-—245, Ag =833,
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et, de la,
ay =42, a,=882, a;=18669,
et enfin
a="42, b=441, c¢=49;

de sorte que l’équation'en v sera
v —f2u+44rv—hg=o0.

Puisque les signes de cette équation sont alternatifs, c’est une
. - / ’
marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles (n® 16);
et, comme d’ailleurs cette équation n’est point divisible par v, il s’en-
suit que I'équation en  n’aura point de racines égales (n° 15).
On fera maintenant (n° 11) v = J—i, et, ordonnant I'équation par
rapport 4y, on aura
4o 1
S —or?*+ —y— —=o.
S TR

Le plus grand coefficient négatif étant g, on pourrait prendre /=10
(n° 12); mais on peut trouver une limite plus rapprochée en cherchant
le plus petit nombre entier qui rendra positives ces trois quantités

4o 1
B — gl Y7 1
T hy Tk

. 42
302 —18] -+ >
L 49

31 — 9; '

et I'on trouvera que /=g satisfait & ces conditions; de sorte qu’on
aura £= 3 (n°11), et par conséquent A = %

) o ), . , oz

On mettra donc (n° 13, 2°), d;ms 1 equatlonf proposée, 3 a la place

- de @, ce qui la réduira a celle-ci :

2 — 632 -+ 189 =o,
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~dans laquelle il n’y aura plus qu’a substituer les' nombres natulels
0, 1,2,...alaplace de x. Or, suivantla méthode du n°13 (3"), on
trouve que la série des résultats ne contient que deux variations ‘de
signes, lesquels répondent 4 x =4, 5, 6; de sorte que I'équation pro=.
posée n’aura que. deux racines positives, lesqﬁelles tombéront, I'une

4

5 6
entre les nombres et =5 et I'autre entre les nom])res 33 d’oil I'on

voit-que la valeur entlere la plus approchee de 'une et de ] autre sera I
(n° 2). » | |

Faisons maintenant négatif pour avoir aussi les racines negatlveq
(n°4), et 1’ equatlon se changera en

23 —nnx—q=o0,

laquelle’, ayant son dernier terme négatif,‘aura stirement une racine
positive (n°3); etil est clair qu'elle n’en aura qu'une seule, puisque
nous avons déja trouvé les deux autres ; ainsi on poufra d’abord trouver -
ta valeur entiere approchée de cette raciné, en substituant a la place
de « les nombres o, 1, 2, ..., jusqu’a ce. que 'on rencontre deux -
substitutions qui donnent des. résultats de signe contraire (n° 3) : or on
trouve que ces substitutions sont x = 3 et x = 4, de sorte que 3 sera
la valeur entiere la plus approchée de  dans I'équation précédente; et
par conséquent de — x dans la proposée. .

Ayant ainsi trouvé que I equatlon a trois racines réelles, deux posi-
tives et une’ négative, et ayant trouvé en méme temps leurs valeurs
entiéres approchées, on pourra approcher autant qu’on voudra de la
vraie valeur de chacune d’elles par la méthode du Chapitre 1.

Considérons &’ abord les racines posmves et faisons x =1 —f—y dans

lequatlon
’ X3 — qx {7 =03

elle deviendra celle-ci

. : Y —4y?+3y+1=o, -
171 - o : 3
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laquelle, & cause que 1 est la valeur approchée de deux racines, aura
nécessairement (n° 19, 2°) deux racines plus grandes que 'unité.
TVessaye d’abord si je peux trouver les valeurs approchées de ces
-deux racines par la substitution des nombres entiers o, 1, 2, ..., et,
comme il 0’y a que le terme 4y* de négatif, il'suffira (n° 13, 1°) de
pousser les substitutions jusqu’a ce que 'on ait y*S4y*, c'est-2-dire
jusqu‘é ¥y =14; or, en faisant y:o‘, 1, 2,3, 4, jai les résultats
1,1, —1,1, 13; d’'ot je conclus que les racines cherchées sont, I'une
entre les nombres 1 et 2, et 'autre entre les nombres 2 et 3, de sorte
que les valeurs approchées de y seront 1 et 2.
On fera done :

1
1° y =1+ -, et I'on aura
]
z3—232—z+1=o0,

équation qui n’aura plus qu'une racine réelle plus grande que 1'unité .
(n° 19, 2"); ainsi I'on supposera successivementz = 1, 2, ..., jusqu’a
ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des
résultats de signe contraire; or on trouve que z = 2 donne — 1, et
s = 3 donne + 7; donc 2 sera la valeur entiére approchée de =.

On fera done 5 = 2 + ;—‘, et, substituant, on aura, en changeant les
signes,

w—3u—fu—i1=o,

On supposera de méme =1, 2, ..., et Uon trouvera que la valeur
entiere approchée de u sera 4.

1 . . 4 .
On fera u =4+ —> et ainsi de suite.

2° On fera y =2+ é, et, substituant dans I’équation précédente

en y, on aura, apres avoir changé les signes,
3+ z2—2z7—1=0;

cette équation n’aura, comme la précédente en z, qu'une seule racine
réelle plus grande que l'unité, de sorte qu'il n'y aura qu’a faire
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5=1, 2, ..., ce qui donne les résultats — 1, 7, d’ot 'on COHLlllt

que 1 est la valeur entiere approchee de z.

On fera done z =1+ za et I'on aura, en changeant les signes,

-

u3——3u‘-’——4u—1:o,

d’olt I'on trouvera, de la méme maniére que ci- dessus que la valeur
entiere approchée de wsera 4. =~ .
Ainsi on fera v = 4 -+ E’ et-ainsi de suite.

- Donc les deux racines positives de I'équation proposée seront

d’ott 'on tirera, si 'on veut, des fractions convefgentes, comme dans
‘I'exemple préeédent (n* 23 et 2%).
Pour trouver maintenant la valeur approchee de la racine négative,
on reprendra 'équation

23— —7=0;

dans laquelle on a déja trouvé que la valeur entibre approchée est 3;

. . I . - .
ainsi Uon fera . =3 + 52 cequi donnera, en changeant les signes,

y3—20y2—gy—1=o0,

et comme cette équation ne peut avoir qu’une seule racine réelle plus

grande que 1 (n° 19, 2°), on en trouvera la valeur approchée en

faisant y =1, 2, ..., jusqu'a ce que l'on rencontre deux résultats
‘ 8.
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consécutifs de signe contraire, ce qui arrivera lorsque y =20, 21; de
sorte que la valeur dont il s’agit sera® 20. '

“On fera-donc y = 20 + -, ete.
, % :

De cette maniere, la racine négative de I'équation proposée sera

1
r—=—3 — :
. : . !

- 20 -+ —

3.
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CHAPITRE V.

SUR LES RACINES IMAGINAIRES.

ARTICLE PREMIER.

Sur la maniére de reconnaitre si une équation a des racines-

umaginaires.

98, J'ai donné, dans len° 8, des formules generales pour déduire
d'une équation quelconque une autre équation dont les racines soient
les carrés des différences entre les racines de 'équation proposée. Or,
si toutes les racines d'une équation sont réelles, il est évident que les
carrés de leurs différences seront tous positifs ;-par conséquent, I'équa-
tion dont ces carrés seront les racines, et que nous appellerons doré-
navant, pour abréger, equatzon des di ﬁerencev cette équation, dis-je,
n’ayant que des racines posxtlvee aura nécessairement: les signes de
ses termes alternativement posmfs et négatifs; de sorte que , s1 cette
condition n’a pas lieu, ce sera une marque sire que I'équation primi-
tive a nécessairement des racines imaginaires. )

29. De plus, comme les racines imaginaires vont toujours deux &
deux, et qu’elles peuvent se mettre sous la forme

e By, e BV,

o et B étant des quantités réelles (voir la Note IX), il s’ensuit que
la différence de deux racines imaginaires correspondantes sera néces-
sairement de la forme 28y — 1, de sorte que le carré de cette différence



62 DE LA RESOLUTION:

sera — 402, c'est-d-dire une quantité réelle et négative. Donc, si
I'équation proposée a des racines imaginaires, il faudra nécessairement
que 1'équation des différences ait au moins autant de racines réelles
négatives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans la pro-
posée. '

30. Mais il est démontré (voir la Note VIII) qu'une équation quel-
conque ne saurait avoir plus de racines positives qu’elle n’a de chan-
gements de signes, ni plus de racines négatives qu’elle n’a de succes-
sions du méme signe. Donc le nombre des racines imaginaires dans
une équation quelconque ne pourra jamais étre -plus grand que le
double de celui des successions de signe dans I’équation des différences.

31. De la et de ce que nous avons dit ci-dessus, il s’ensuit que, si
I'équation des différences a tous ses termes alternativement positifs et
négatifs, 'équation primitive aura nécessairement toutes ses racines .
réelles; sinon elle aura nécessairement des racines imaginaires. Ainsi
I'on pourra toujours juger, par ce ~m0yen', §'il y a ou non des racines
imaginaires dans une équation quelconque donnée.

ARTICLE 1I.

Oi I'on donne des régles pour déterminer dans certains cas le nombre
des racines imaginaires des équations.

32. Soient
a, b, e, d, ..

les racines réelles d'une équation quelconque, et
a+BV—1, 2—By—1, y+3y/—1, y—38y—1,
les racines imaginaires; les carrés des différences de ces racines seront

(a—b)2, (a—c)2, (a—d)2 ...,
(b—c), (b—d), .y (c—d)2, ...,
— 42, — 432, ey : .

9
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(a—a+By=3), (a—a—By=r),
(x—b+py=1)% (2—b—By=1),
(6—c+py=1), (a—ec—pV=1),
(¢ —d-+By=1), (a—d—By=1)’

(1—a+oy=i), (7—a—dy=3)

—)2: (’ —b’_s\/_—)Q’
Ay—e +3v=1), (/—c—a\/”_r),
—1) )

i\

[a—y+(B—8)y=1]* [a—y—(B—3)y=1]%,
=y (o) =1l [a—y—(B+3)V=1]",

lesquels seront, par conséquent, les racines d& V'équation des diffé-

rences.
Soit m le degre de 1’equat10n proposee qui est égal au nomhre dLs

racines
a, b, ¢, ..., a%ﬁ‘/:—t,' a—ﬁ\/_————x, y+6v’:_1, y—O0y—1, ...
celui de I'équation des différences sera (n°8)

m{m 1

—=n.

Soit p le nombre des racines réelles a, b ¢, ..., et 2¢ celui des ra-

cines lmagmalres
2+ By=1, a—By=1, y+Oy=1, y—8/=T, ..,

en sorte que m = p + 2q; il est facile de voir, par la Table précédente,
que, parmi les n racines de I’ equatlon des dlfferences, il y en aura né-

cessalrement E—(—B;—J de ree]les et p051t1ves q de reelles et neganvee

et 2¢(p+¢q—1)di 1mag1na1res
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33. Qu’on fasse maintenant le produit de toutes ces racines, et il est
visible que le produit des BLBQZ‘.'_) racines positives sera toujours posi-
tif; que celui des ¢ racines négati\;es sera positif ou négatif, suivant que
le nombre ¢ sera pair ou impair; qu'enfin le produit des 2¢(p + ¢ — 1)
racines imaginaires sera toujours positif; en effet, ces dernieres racines
étant deux a deux de la forme

(A+By=1)?, (A—BYV=1),

leurs produits deux  deux seront de la forme

(Azs-B2)e,
et par conséquent positifs; donc le produit de toutes ces racines en-
semble sera toujours aussi positif. |

Donc le prodult total sera nécessairement positif ou negatlf' suivant
‘que g sera pair ou impair.

Mais le dernier terme d’une équation est comme I'on sait, égal au
produit de toutes ses racines avec le signe + ou —, suivant que le
nombre des racines est pair ou impair. '

Donc le dernier terme de I'équation des différences, dont le degré
est n, sera nécessairement positif si z et ¢ sont tous deux pairs ou tous
deux impairs, et négatif si 'un de ces nombres est 'pair et I'autre
impair. : ’

3%. Or, sin et ¢ sont tous deux pairs ou impairs, 7 — ¢ sera néces- -
sairement pair, et si z et ¢ sont I'un pair et Pautre impair, n — ¢ sera
nécessairement impair; mais, a cause de

n::’Ln;:—l—) etde m=p-agq,

on a

(p—1)

n—g=LL"0 tag(prg—1),

) B ) . . . . . (p—1
de sorte que » — ¢ sera toujours pair ou impair, suivant que ﬁ—'%—-—)

le sera.
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Donc le dernier terme de I'équation des: différences sera nécessaire-

)

ment posmf ou négatif, suivant que le nombre ﬂ(—%:— sera pair ou

impair, ¢est-a-dire sulvant que le nombre des combinaisons des ra-
cines réelles de la proposée, prises deux i deux, sera pair ou impair.

35. 1° Supposons que ce dernier termbe soit positif, il faudra en ce

cas que PP =Y o pair; donc ou
) 2

v %

:21 et p:47\,

ou.

P;I =2l et p={4i-+r1;

d’ot il s’ensuit que, dans ce cas, le nombre des racines réelles de la
proposée sera nécessairement multiple de 4 si ce nombre est pair,
c’est-a-dire si le degré de I’équation est pair; ou multiple de 4 plus 1
si le degré de I'équation est Aimpair. Ainsi il sera impessible que I'é-
quation ait 2, ou 3, ou 6, ou 7, ... racines réelles.

- 2° Supposons que le dernier terme de I'équation des drfferences soit

négatif; il faudra alors que PP=1) g impair; done ou
2

%i21+1 et p=4fi+2, o -

ou

22lcalhr et p=42+3,
d’ot1 il s’ensuit que, dans ce cas, le nombre des racines réelles de la
) proposée sera nécessairement multiple de 4 plus 2 si le degré de I'é-
quation est pair, ou multiple de 4 plus 3 si ce degré est lmpau' de
sorte qu'il sera lmpossﬂ')le que I'équation ait en ce cas r, ou 4, oy 5,

ou 8, oug, ... racines réelles.

36. Ainsi, par 'inspection seule des signes de I'équation des diffé-
rences, on sera en état de juger : 1° si toutes les racines de I'équation
VIIIL. . : 9
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proposée sont réelles ou non; 2° si le nombre des racines réelles est un
de ceux-ci1, 4,5,8,9,12,13, ..., ou bien s'il est un de ceux-ci 2, 3,
6,9, 10, 11, ..., ce qui suffira pour déterminer le nombre des racines
réelles et des imaginaires dans les équations qui ne passent pas le
cinquitme degré, et dans toutes les équations ot I'on saura d’avance
que les racines imaginaires ne sauraient étre plus de quatre.

Peut-étre qu’en poussant plus loin cette théorie, on pourrait trouver
des regles sires pour déterminer le nombre des racines réelles dans les
équations de degrés quelconques, les méthodes que I'on a proposées
jusqu’a présent pour cet objet étant ou insuffisantes, comme celles de
Newton, Maclaurin, etc., ou impraticables, comme celles de Stirling
et de De Gua, qui supposent la résolution des équations des degrés
inférieurs. '

ARTICLE III
Ou I'on applique la théorie précédente aux équations des second,
trowsiéme et quatriéme degres.
37. Soit I’équation proposéé; du second degré, comme

22— Azx—+ B=o;

’s . s s , 2.1 . '
I'équation des différences sera du degré —- =1, et l'on trouvera, par
la méthode du n° 8,.que cette équation sera
. v—a=o,

ol 'on aura I
fa=A2—4B.
Ainsi-les racines seront toutes deux réelles ou toutes deux imaginaires,
suivant que l'on aura A® —4B>o ou <o, et elles seront egales
lorsque A* = 4B.

- 38. Soit proposée I'équation générale du troisieme degré

23 Ax-—i—Bx—C:ﬁé
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I'équation des différences sera ici du degré i—z =3, et 'on trouvera
par la méme méthode |
' v —avi4-bu—c=o,
olt .
4 a=2(A2—3B),
4= (A*—3B),
f3c— 4(A2--3B)(B2— ?;AC) —(9gC—AB)2

2

b

done, pour que les racines soient toutes réelles, il faudra que1'on ait

1° A2—3B>o, ]
2° 4(A?—3B)(B2—3AC) — (9C— AB)2 >o.

Si l'une de ees deux conditions manque, I'équation aura deux racines
imaginaires.

39. Soit maintenant proposée I'équation générale du quatrieme degré .
2t +Bx2—Cx+D=o,

dont le second terme est évanoui, pour plus de simplicité; le degré

4.3

de I'équation des différences sera — = 6, de sorte que cette équation

sera , : R
v —avs 4+ but —cud+dv? —ev+f=o,

ot 'on trouvera par la méme méthode

4 a=—8B, |

42b = 2282+ 8D,

43¢ = —18B% 4+ 16BD + 26C2,
4'd=17B%+ 24B2D — 3.16D2 + 3.16 BC?,

43¢ = — B> —2.27C2B2 — 8.2702D + 3.43BD? —2.42B3D,
[OF = 4D3 — 25.42B2D? -+ 42.32C2BD + 42BsD — 4C2Bo — 32C1;

done, si la quantité

44D% —2342B2D2 + 4232C2BD + 42B4D — 4C2Bs — 33(C4
9.
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est négative, la proposée aura nécessairement deux racines réelles et
deux imaginaires; mais si cette quantité est positive, alors la pro!
posée aura toutes ses racines réelles ou toutes imaginaires.

Or toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les coeffi-
cientsa, b, ¢, d, e, fsont positives ; donc elles seront toutes imagi-
naires si, le dernier coefficient / étant positif, quelqu’un des autres se
trouve négatif. '

Supposons donc le coefficient / positif, en sorte que I'on ait

4D3 — 2242B2D2 + 4232C2BD + 42BD — 4C2B? — 33C4 > o,

eton trouvera que tous les autres coefficients seront aussi positifs si
on a en méme temps '

B<{o et B*—4D>o,
et qu'au contraire quelqu’un d’eux deviendra nécessairement négatif si
B>o0 ou B2—4D<Co.

Ainsi, dans le premier cas, les quatre racines de I’équation seront
toutes réelles, et dans le second elles seront toutes imaginaires.

On pourrait de méme trouver les conditions qui rendent les racines
-des équations du cinquieme degfé toutes réelles, ou en partie réelles
et en partie imaginaires; mais comme, dans ce cas, I'équation des dif-

5—;4 =10, le calcul deviendrait extréme-

ment prolixe et embarrassant.

férences monterait au degré

ARTICLE IV..

- Sur la maniere de trouver les racines imaginaires d’une équation.

40. Nous avons vu, dans I'Art. II, que chaque couple de racines
imaginaires correspondantes « + 8y—1, « — By/— 1 donne nécessai-
rement dans I'équation des différences une racine réelle négative
— 48*; d’oli il s’ensuit qu’en cherchant les racines réelles négatives de
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cette équation on trouvera nécessairement les valeurs de — 402, d’out
I'on aura celles de  a l'aide desquelles on pourra ensuite trouver les
valeurs correspondantes de o, comme nous l'avons enseigné dans le
n” 17; de sorte qu’on aura, par ce moyen, I'expression de chaque ra-

,

cine imaginaire de I'équation proposée; ce qui ést souvent nécessaire,
peut servir & répandre un plus grand jour sur cette théorie, et & dissi-
per en méme temps les doutes qu’on pourrait se former sur son exacti-
tude et sa généralité.

41. Lorsque les parties réelles «, v, ... des racines imaginaires

-

a—+By—1, a~—ﬁ\/:, y+8y—1, }’—6\/—:[,‘...

sont inégales, tant entre elles qu’avec les racines réelles @, b, ¢, ...,
il est évident, par la Table de 'Art. 11, que V'équation des différences
n'aura absolument d’autres racines réelles négatives que celles-ci
— 40, — 4%, e., de sorte que le nombre de ces racines sera le
méme que celui des couples de racines imaginaires dans 1’équation
proposée. ,

Mais s’il arrive que, parmi les quantités o, y,u ..., il s’en trouve
d’égales entre elles ou d’égales aux quantités a, &, ¢, ..., alors 1'é-
quation des différences aura nécessairement plus de racines négatives
que la proposée n’aura de couples de racines imaginaires.

En effet, soit @ ==, les deux racines imaginaires

(ama+By=iF, (x—a—py=i

deviendront — 8> et — (%, et par conséquent réelles négatives. _
De sorte que, si I'équation proposée ne contient, par exemple, que .
les deux imaginaires . ) '

z+By—1 et a~{3f:, 3

ey

I'équation des différences contiendra, dans le cas de « = a, outre la -
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racine réelle négative — 4p%, encore ces deux-ci — p*, — B, égales
entre elles. '

D’ol1 'on voit que, lorsque I'équation des différences a trois racines
réelles négatives, dont deux sont égales entre elles, alors la proposée
peut avoir ou trois couples de racines imaginaires, ou un seulement.

Si la proposée contient quatre racines imaginaires

Ca+fy—1, a—pyY—1, y+dy—1, y-—a'\/:;,‘

alors I'équation des différences contiendra d’abord les deux racines
réelles négatives — 48*, — 43%; ensuite, si «=a, elle aura encore
ces deux-ci — P*, — £%; siy=>5, elle aura de méme ces deux autres-ci
— 3%, — 8%; enfin, si I'on avait « =1y, alors les quatre racines imagi-

naires L .
lo—y+B—0)y—1l% [a—y—(B—0)y=1]%
le—y+(B+o)y—11% [a—y—(B+08)y=1]*"

déviendraient

—(F—09)% —(B—0)% —(B+29), —(B+0)3

¢’est-a-dire réelles négatives, ou égales deux a deux.

42. De la il est facile de conclure :

1° Que, lorsque toutes les racines réelles négatives de 'équation des
différences sont inégales entre elles, alors la proposée aura nécessaire-
ment autant de couples de racines imaginaires qu’il y aura de ces ra-
cines. '

Et, dans ce cas, nommant — w une quelconque de ces racines, on

aura d’abord p = 1/;“—}; cette valeur étant ensuite substituée dans les

deux équations () du n® 17, on cherchera leur plus grand commun
diviseur, en poussant la division jusqu'a ce que l'on parvienne & un
reste olt « ne se trouve plus qu’a la premidre dimension ; et, faisant ce
reste égal 4 zéro, on aura la valeur de « correspondante & celle de £
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par ce moyen, chaque racine négative — w donnera deux racines ima-
ginaires ” 5 :
' a+By—1 et a—By—1.

2° Que si, parmi les racines réelles négatives de I'équation des diffs-
rences, .il y en a d’égales entre elles, alors chaque racine inégale, s'il
y en a, donnera toujours, comme dans le cas précédent, une-couple
de racines imaginaires; mais chaque couple de racines égales pourra
~ donner aussi deux couples de racines imaginaires, ou n’en donner au-
cune; ainsi deux racines égales donneront ou quatre racines imaginaires l
ou aucune; trois racines égales donneront ou six ou deux racines;
quatre racines égales donneront ou huit ou quatre racines imaginaires,
et ainside suite.

43. Or soient, par exemple, — w et — w deux racines égales né-

Vw

gatives de I'équation des différences; on fera § = *— comme ci-dessus,

et, substituant cette valeur de § dans les équations (H) du numéro
cité, on cherchera leur commun diviseur en ne poussant la division
que jusqu’a ce qué ’on parvwnne a4 un reste ol « ne se trouve qu’a la
seconde dimension, & cause que la valeur de ¢ est double, comme
“nous I'avons déja remarqué dans I’ endroit cité.

Ainsi, faisant ce reste égal a zéro, on aura pour la determmatlon
de x une équation du second degré, laquelle aura, par conséquent, ou
deux racines réelles ou deux imaginaires.

‘Dans le premier cas, nommant ces deux racines ¢’ et «”, on aura les
quatre racines imaginaires ‘ ‘

@BV, =BV, BV @ =By

dans le second cas, les valeurs de « étant imaginaires contre I'hypo-
these, ce sera une marque que les deux racines égales —w, — w ne
donneront point de racines imaginaires de la proposée.

44. S'il y avait dans 'équation des différences trois racines égales et

r

@
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_négatives — w, — w, — w, alors, faisant p = *—> on poussera seule-

ment la division des équations jusqu’a ce que I'on parvienne 2 un
reste oll @ se trouve 4 la troisieme dimension; de sorte que, ce reste
étant fait égal a zéro, on aura une équation du troisieme degré en «,
@’olt P'on tirera ou trois valeurs réelles de «, ou une réelle et deux
imaginaires; dans le premier cas, on aura six racines imaginaires;
dans le second, on n’en aura que deux, les valeurs imaginaires de «
devant toujours étre rejetées comme contraires a I’hypothese , et ainsi
de suite.
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CHAPITRE VI

SUR LA MANIERE D’APPROCHER DE LA VALEUR NUMERIQUE DES RACINES .
' DES EQUATIONS PAR LES FRACTIONS CONTINUES. ”

‘On a vu dans le Chapitre Il comment 6n peut réduire les racines
des équations numériques a2 des fractions continues, et combien ces
“sortes de réductions sont préférables i toutes les autres : nous allons
ajouter ici quelques recherches, pour donner & cette théorie toute la
généralité et la simplicité dont elle est susceptlble

ARTICLE PREMIER.

Sur les fractions continues périodiques.

45. Nous avons déja remarqué dans le n° 18 que, lorsque la racine
cherchée est égale 4 un nombre commensurable, la fraction continue
doit nécessairement se terminer, de sorte que I'on pourra avoir I'expres-
sion exacte de la racine; mais il y a encore un autre cas ol 'on peut
aussi avoir I'expression exacte de la racine, qumque la fraction conti-
nue qui la représente aille & l'infini. Ce cas a lieu lorsque la fraction
continue est périodique, ¢’est-2-dire telle que les mémes dénominateurs.
reviennent toujours dans le méme ordre a U'infini; par exemple si Pon
avait la fraction ' '

p+—
q+
N

P+

VIIL. ’ o
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il est clair qu'en nommant @ la valeur de cette fraction, on aurait

ce qui donne cette équation
qz*—pqx —p =0,

par laquelle on pourra déterminer w; il en serait de méme si la période
‘était d’un plus grand nombre de termes, et I'on trouverait toujours
pour la détermination de & une équation du second degré. Il peut aussi
arriver que la fraction continue soit irréguliere dans ses premiers
termes, et qu’elle ne commence a devenir périodique qu’apres un cer-
tain nombre de termes: dans ces cas, on pourra trouver de la méme
maniere la valeur de la fraction, et elle dépendra pareillement tou-
jours d’une équation du second degré; car soit, par exemple, la fraction

p—

. 'q_{__

‘ : r-+
' $§ -+

-

r-
1

§ 4+ —
r—.

Nommons toute la fraction @, et y la partie qui est périodique, savoir

r-+
I
s —
re. .
A
on aura .
. 1
q+—_?
s
d’ol1 I'on tire
xr—p
.7‘— v 2
t—g{x—p)
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e

" mais on a

y=r-

I
s =
o ¥
ce qui donne
sy2—rsy—r=o;
donc, substituant pour y sa valeur en «, on aura

s(x —p)2—rs(x—p)[1—q(z— p)]-—r[1~ (z—p) 2=

équation qui, étant developpee et ordonnée par rapport i x, montem
au second degré.

46. On voit, par ce que nous venons de dire, que le cas dont il

. s’agit doit avoir lieu toutes les fois que, dans la suite des équations

transformées (a), (b), (c), (d), ... du n° 18, il s'en trouvera deux
qui auront les mémes racines; car, si la racine =, par exemple, de I'é-

-quation (¢) était la méme que la racine «x de I’équation (a), on aurait

ce qui est le cas que nous avons examiné ci-dessus, et ainsi des autres.
Donc, quand on voit que dans une fraction continue certains nombres
reviennent dans le méme ordre, alors, pour s’assurer si la fraction doit

-étre réellement périodique a U'infini, il n’y aura qu’a examiner si les

racines des deux équations, qui ont la méme valeur entiere approchée,
sont parfaltement égales, c’est-a-dire si ces deux équations ont une
racine commune ; ce qu’on reconnaitra aisément en cherchant leur plus
grand commun diviseur, lequel doit nécessairement renfermer toutes
les racines communes aux deux équations, s'il y en a; or, comme nous
avons vu que toute fraction continue périodique se réduit i la racine
d’une équation du second degré, il s’ensuit que le -plus grand diviseur
commun dont nous parlons sera nécessairement du second degré.

10,
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#7. Supposons donc qu'on ait reconnu que, parmi les différentes
équations transformées, il s’en trouve deux qui aient Ja méme racine;
alors la fraction continue sera nécessairement périodique a I'infini, de
sorte qu’on pourra la continuer aussi loin qu’on voudra, en répétant
seulement les mémes nombres; mais voyons comment on pourra dans
ce cas continuet aussi la suite des fractions convergentes du n°® 23,
sans étre obligé de les calculer toutes P'une aprés Pautre par les for-
mules données. ‘

Pour cet effet, nous supposerons que I'on ait en général

~

I 1 1
=M+ —s Zy=h+ —s XTa=Mh+ —>
xy o Zg -,
en sorte que, x étant la racine cherchée, ,, x,, ,, ... soient celles
des équations transformées que nous avons désignées ailleurs par
Y, %, U, ..., et 'on aura
=Dy 4 ————

1
7\2+7\‘———~3+.’”

Done, faisant, comme dans le numéro cité,

[ =1, ‘ L =o,

L=, L=,
b=+, La=kL,,
ly=%bL+1, Li=hL+L,,
Li=M+1l, Li=2AUL;+Ls,

ey I I N R ’

on aura ces fractions convergentes vers x

L
L,, L,, L27 L37 ,L.s’
Maintenant, I’équation
Z’:?\[—F—I—-
Zy
donnera
xx,::x,),—&—l:x,l{+l;
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-

mettons, au lieu de z, dans le second membre de cette équation, sa
. 1 . . . . . .
valeur %, + — et, multipliant par «,, on aura
XXy T2 = ()xgi{ -+ l)xz—‘—[g:lgxg—l-'ll;

on trouvera de méme, en substituant dans le second membre de cetle
équation A, + | 2 la piace de x,, 7
~3 Zs 2

Xy =l x; + Ig,
et ainsi de-suite. .
Pareillement I'équation

1
.Z'j:)xg"i— —
)

donnera .
ZiZo=hoZa 4+ 1 =Loxs+ Ly;
- . ' . ' . 1 .
- ensuite, substituant dans le second membre %, 4 — & la place de «,,
: . x3 _
et multipliant par x,, on aura

;Z'|x«_)x3:()\3L2+L|)x3+ Lg:I;;;.Z‘;)—i—Lg,

et ainsi de suite.
D’ou il s’ensuit qu’on aura en général, quelle que soit la fraction
continue, soit périodique ou non, ' :
.
$t1'1x2.2'3~ .o Xg— lp xp‘—l‘ lp_| >

(B)

ZyXa X3 - Ly :prP+Lp_| .

48. Cela posé, supposons que 'on ait trouvé, par exémple,

.-

. Ty = Zp.,

¢’est-d-dire que la racine de la (p. + v)i¥™® transformée soit égale i celle
de la transformée pé™; alors on aura aussi

Zppvel = Eppty  Tpave2 = Tpa2s ooy Fppav = Tp, ooy

et en général
Zpsni+w == Tpsay
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donc aussi
Mpvet =M, Apawie = Aprz, s

et en général V
7\y.+nv+z:r = )\[Ha; ’

de sorte que l'on aura

x =1+ !

=+ —

Ao 4. v

- .__*_.____—_———
1

by 4 ———

;.
Dt + ,
’ Moo . _
Maintenant, si I'on suppose en général
p=p—+ny + w5

“il est facile de voir que les deux équations (B) du numéro précédent
deviendront ‘ '
XX L2e . T X RATIRR AT .xy.-)-m"X (-’l'p,.{..' [ ATIE. P .xu+~;)’l i lp X+ -+ lp_v,| N

Xy ZXs. . ..Z'ILX xp,prd_g . ..Z'p,.*.m' > (.Z'p,{,.g .Z'p,+f_»- . .-Z'lj,+v)" = pry,+_ﬁ,- -+ Lr', —VI-
Or, en faisant dans les mémes équations p =1, on a
XXYIX2e .Tp,: lp‘ xy,-f— lp,_g N
xyza. . 2y = Lyxy + Ly 1.

De plus, a cause de

1

. ¥
xp-:7‘p.+i‘+ — xp,.+.[ —_— \p,_;_‘_)‘—'r‘ 3 ceny

Lyt Tp+2
il est clair qlie , si 'on fait
h = I, H =o N
/l|:)Lp.+1, H =1,
/L2 - )‘PH—‘-’- /l( +h N H, = 7;1_1,,_2 H,,
' /l:x:)\pu-::/lz—i—/u, H; =2 sHo+ Hy,
fy = dyes hs+he., Hi= 7\y.+-i H.s + Ho,
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on aura en général - '
Ty Ly 1 42 o o Lo — llc,- .Z'p_m"*— llg_( s

(D)
Zyri1 Zpya-. - .xHG:ngMO——F HG_I-

Donc on aura :
Lyt Tyep2 e - Ly — mep.+5r+ Heoi,

et, & cause de ., = 2, (hypothése),
Y :
Tyt Tppa. - Lpy=— H, Ty + Ho_,.

De sorte qu’en faisant ces substitutions dans les deux équations
ci-dessus, on aura '

(lp, xp,-““ lp,-{ ) (Hm'x'p..(..m'—f- Hm_—l) (Hvxp"‘l—‘ Hv_.j )” e [P AT 4 -+ lr_|,

(Lyzy+ Lys) (Ho 2pim -+ Hoy ) (Byzy+ Hyoy Jr = Lo Zyso + Lo .

49. Or les équations (D), étant divisées I'une par I'autre, donuent .

-~ Ilq.Z'p,+s - llq_q
{E) =

chp.-a-c -+ Hgs
d’ot1 T'on tire

Ho Xy — /la—i
x“c B Ao

/lo’ — HG.Z'!L
Done, faisant ¢ = =, on aura

g == Dt Tp— f
S T iy —Hgzy
et de 1a ‘ ‘
Co hm'Hz;r-—l — Hm'/lzrr—( .

Borpiw+Hey =
w Xy+or g —1 /lm—Hu-z'u H

mais il est facile de voir, par la nature des quantités &, A,, 4,, ...,
H,, H,, H;, ..., que'ona

H{ll-/lgH:I, Hg/h-—’lqu:——I, H3’lf_)—/13Hg:I,
d’ol 'on aura en général

llcrk_HrJ—x - lelzfr—l ==+ 1,
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le signe supérieur ayant lieu lorsque = est un nombre pair, et I'infé-

rieur lorsque = est impair.

Done, faisant ces substitutions dans les deux derniéres équations du

numéro précédent, on aura

=ty wpt- Ty ) (Hyzp+By_ )2 =(l, Ho_i— lp—y Ho)zp+(los ha—1p ho_i),

o (Lp,l‘p,—*—Lp‘_q) (HV/.Z'!L+ Hv_i)”: (LPHU__{ — Lp_l Hz;j)xp,"*‘ (Lp—l /lZD' —Lp/'m'—l )’ .

les signes ambigus dépendant du nombre =, comme nous I'avons vu

ci-dessus.

Maintenant, si dans I'équation (E) on fait ¢ = v, on aura, a cause de

Zy.y = x, (hypothese),
. ey Ly + fry_y ,
Tu= Hvxp.‘*‘Hv—-i .
d’ott P'on tire I'équation en =,
(F) '« Hvxa—'(hv;ﬂv_l)fp.—/lvq:0, E

laquelle donne

._: /Iv —_— Hv_.{ —+ \/(/lv —_ Hy_j )2 -+ 4Hv/ly._4 .

Ty, —
* ZHV

Soit, pour abréger,

.

. hy — H,_, e fy_y
P————-——‘zﬂv y Q=P2+ Hv’
en sorte que I'on ait A
zp=P +/Q;

substituant cette valeur, on aura

= (P + lyoy 4 4 yQ) (HP + Ho_j + H, yQ)"

= (lpHm-_g — lp_|Hm-) (P —+ \/6) - (lp_| /lm —_— lpllm-._g ) N

= (LyP + Ly + Ly yQ) (B2 + H,_, - H, yO)"

= (LoHg_1 — Loy Hg) (P + Q) + (Lot bz — Loha_y ),

d’ou1, & cause de 'ambiguité du radical \/Q, on tirera quatre équations,

. par lesquelles on pourra déterminer 4, ,_,, L, L,_,.

-
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50. En effet, supposons, pour abréger,

lp, P+lp,—'l :fp.r ‘
Lp,P -+ Lp.—l :Fp,r
AHyP-FHv—af——Kv;

on trouvera ces quatre équations

(fot+1.y/Q) K+ H,VQ)" —(fu—lu\@)(K"—va)",

[pH(,-; q—lp |Hm-——+

2yQ
ot by — Lo o :i(P+ VQ) (fu— 1 VQ) (Ky — Hy Q) — (P— VQ) (fu+ 1V Q) (K + Q)"
| ' o 2vQ. .
L Hy_—Lo_ ,Hm__(l‘u+LM/Q)(KV+H“/§) (Fu—‘Lu-\/_)(Kv——Hv\/Q)
' 2/Q
Loy — Ly === 2 EVOUE 1y 0) Ko BB — (P VO)Fat LoV DY
=11 g —1 — = : : 2\/_@ -

Donc, si I'on ajoute la premitre multipliée par A5 & la deuxieme mul-
tipliée par H, et de méme la troisieme multipliée par 4 4 la quatrleme
- multipliée par Hm, et qu'on fasse, pour abreoer,

" —HgP + hg =Gy,

on aura, a cause de higH, , — Hyhy, = =1 (n° 49),
o Uil )Gt M) B Q) f o V)G Q)=
e ' v . 2y/Q ' ’
,:(Fu+Lqu)<Gn+Huvo>(K,+Hv\/‘) — (Fu ~LuV0)(Gy — oy Q) (Ky — Wy Q)"
L, ’ 2(/— ;
p étant égal ap+ny+ow.
E Ainsi, lorsqu’a Vaide des quantités.

Ay Das Ras evs Dgavs
on aura calculé, par les formules (A) et (G), les quantités

A L, iyl co.y L, Ly, Ly on,
VIII. ’ ' ©oat
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jusqu’a f, et L, et les quantités
R, iy hey ..., H, H, Hy, ...,

jusqu’a 4, et H,, on pourra, par les formules précédentes, trouver les
valeurs de /, et de L,, c'est-a-dire les termes de la fraction 1&, quel que
..

soit I'exposant du quantiéme p; car pour cela il n'y aura qu’a retran-
cher 1. de o, et diviser la différence par v; le quotient sera le nombre »
qui entre dans les formules précédentes comme exposant, et le reste
sera le nombre @, qui sera par conséquent toujours moindre que v.

Quoique les formules précédentes renferment le radical \/Q, il est
facile de voir que ce radical s'en ira apres le développement; de sorte
que les nombres /, et L, seront toujours rationnels et entiers.

51. Aureste; si U'on voulait trouver en général I'équation du second
degré, par laquelle peut étre déterminée la racine « de I’équation pro-
A N )
posée, lorsqu’on-a x,., = x,, comme dans le n® 48, il n'y aurait qu’a
remarquer que les équations (B) du n° 47, étant divisées l'une par
I'autre, donnent en général ' ‘
oy | Lzt o
(G) . P ot N kR
prp -+ Lp..]
d’ot1 l'on tire, en faisant p =y,

Ly — by,

Xy —
v lp— Lyz 7

done, substituant cette valeur de x, dans 'équation (F) du n° 49, on
aura celle-ci o . )
Hy (L7 — )2 — (hy — Hor ) (L1 =l ) (b — L @) — hu(lp— Ly 7)2 = o,
¢’est-a-dire.
L+ (e — H~,_.)Lu_',L§,,—/zv_, Li]a® |

— [‘2 H\;Lp,_l ly__.'; ~+ (llv —.Hv—f) (Lp,_q lp, +.1P~—~| Ly,)‘ —_ ZV/IV_, IHLP,].Z' :

) - H”’l&—_—l —+ (/I;; - Hbv_| )lp..; [P« — /lv__[ [yi: 0 4
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et cette équation sera nécessairement un diviseur de I'équation pro-
posée. o

ARTICLE 11

Ou l’on donne une manicre trés-simple de réduire en fractions continues

les racines des équations du second degre. -
52. Considérons I'équation générale du second degré
Eix?—2ex—E=o,

dans laquelle E, E, et ¢ sont supposés des nombres entiers, tels.quc
¢* -+ EE, > o, pour que les racines soient réelles; cette équation, étant
résolue, donne

E+V€2+EE4 .
El ’ T

X =

ot le radical peut étre pris positivement ou négativement. Supposons
que la racine cherchée soit positive, et soit %, le nombre entier qui
sera immédiatement plus petit que la valeur de «; on fera donc

.z‘:?h—i—‘}i‘;
et, substituant cette valeur dans 1'équation proposée, on aura une
équation transformée dont 'inconnue sera , : or, si, apres avoir fait
la substitution, on multiplie toute I’équation par =}, qu’ensuite on
change les signes et qu’on suppose, pour abréger,

€ :leg—E,

E2:E+zs7\. — B33,

on aura la transformée

Exx} — 22, — Ej=o,

laquelle donnera .
- Ej—f—x\/éﬁ'{-Equ .

= E, o

I1.
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on cherchera donc le nombre entier 2,, qui sera immédiatement plus
petit que cette valeur de x,, et 'on fera

I
Xy =las+ —>"
x")

et ainsi de suite. ,

Maintenant, je remarque que la quantité <2 + E, E,, qui est sous le
signe dans l'expression de x,, devient, en substituant les valeurs de
e, et de E,, et Otant ce qui se détruit, celle-ci ¢* -+ EE,, qui est la
méme que celle qui est sous le signe dans I'expression de x; d’ou il
est facile de conclure que la quantité radicalé sera toujours la méme
dans les expressions de z, z,, x,, ... '

Donc, si I’on suppose, pour abréger,

B=¢*+ EE,,

et qu’(;n fasse (le signe < dénote qu’il faut prendre le nombre entier
qui est immédiatement moindre) .

LB
. )\1< E|\/ b] €|=A|E|——€,
Eg:E +2¢ 7\I—Eg}\;'), ;.2<E‘_*E—\/_Ef 62:7\2E2—€|,
E:;: E] -+ 221}\2—E2)\§, )\3< 52"‘"’"‘E ¢B7 53:)\3E3—— €a,
. 3
E,r,:Eg—i;Q.E-g?\:}*E:;)\%, 7\.5<E3_l:\/B7 E,a—)\gE,g-—E:;,
on aura
e+ VB .
- - E: —}\l+ '}‘1
B
x‘_s'—l-\/ :)\24_.1_,
E2 Ta
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[
x:;\l'*“

Ao 4+
2 As—+.

Quant au radical /B, il faudra toujours lui donner le méme signe

qu’on lui a supposé dans la valeur de-la racine cherchée x.

On peut observer encore que, comme on a trouvé

E?+E|E2: g2 EE| :B,'
on aura

et de méme
B—¢2

2 E.z - Es

>

Ainsi I'on pourra, si on le juge plus commode, employer ces formules
a la place de celles qu’on a données plus haut, pour avoir les valeurs
de Eg‘, E:,,

53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime la valeur
de x sera toujours nécessairement périodique. ‘ ,

Pour pouvoir démontrer ce théoréme, nous commencerons par
prouver en général que, quelle que soit l’équatiOn proposée, on doit
toujours nécessairement arriver & des équations transformées dont le
premier et le dernier terme soient de signes différents. En effet, nous
avons vu dans le n° 19 qu’on doit toujours nécessairement arriver
4 une équation transformée qui n’ait qu’une seule racine plus grande

“que V'unité, aprés quoi chacune des transformées suivantes n’aura

aussi qu'une seule racine plus grande que I'unité; soit donc
awm + bum—=1 4 cum—2 4., .+ k=o

une de ces transformées- qui n’ont qu’une seule racine plus grande que
'unité, et soit s la valeur entiere approchée de «; on fera, pour avoir

la transformée suivante, u = s + - ¢& qui, étant substitué, donnera



86 ‘ \ DE LA RESOLUTION
une transformée dans laquelle il est aisé de voir que le premier terme

sera *
(asm‘_}_ bhsm—1 - o8 e, 4 /f) wn,

et que le dernier sera . Or, puisque la yraie valeur de u dans la trans-
formée précédente tombe entre ces deux-ci : u=s et u = 2, entre
lesquelles il ne se trouve aucune autre valeur de u (hypothese), il s’en-
suit qu’en faisant ces deux substitutions dans r équation en u, on aura
nécessairement des resultats_ de signes contraires; car il est facile de
concevoir qu’il n’y aura, en ce cas, qu'un seul des facteurs de cette
équation qui pourra changer de signe en passant d’une valeur de z &
autre (n" 5). Mais la supposition de u = donne le résultat au”
(tous les autres termes devenant nuls vis-a-vis de celui-ci), lequel est
de méme signe que le coeflicient @; done il faudra que la supposition
de u=s donne un résultat de signe contraire & a; mais ce résultat

est egal a o ;
as™ + bsm=t - esm = - - k;

donc, puisque cette quanme est en méme temps le coefficient du pre-
mier terme de I’ equatlon transformée en w, dont le dernier terme est a,
il s’ensuit que cette transformée aura nécessairement ses deux termes
extrémes de s1gnes différents.

'Et I'on peut prouver de la méme maniére que cela aura lieu,  plus
forte raison, dans toutes les transformées suivantes.

Cela posé, puisque I'équation proposée

Eix?—a2cx—E=o
donne les transformées (n° 52)

E;2} —262,—E, =o,

E;xl—a2e2:—Ea=—o,

il s'ensuit de ce que nous venons de démontrer qu'on parviendra
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né’cessairement 4 des transformées comme
Eyir 2§ — 26y 2y — By = o,

Ey+2 x§+, — 28y Tyt — Ey+| = o,

dont les premiers et dernlers termes seront de signes dlfferents, de
sorte que les nombres . ‘
. EY: EY—H > ES'+2 H

seront tous de méme signe. Or on a (n° 52)

B:Si}—}‘ EYEY’*" :5?_*‘_‘+EY+|EY_|_2 prmcar

donc, puisque E,, E,.,, E,.,, ... sont de méme signe, les produits
’ {1 ’ . .. . y .o Yy ~
] h 2 .. k]

EyE, «, B, E.,, ... seront nécessairement positifs; d’olt"il s’en
suit : ' '
° Que l'on aura ST ‘

' e§<B, F<<B, ...

¢’est-a-dire (en faisant abstraction du signe)

E‘/< \/E: ‘:)’4-1 2 \/§7

et ainsi de suite a I'infini;
2° Que 'on aura aussi, 4 cause que les nombres E, E,, h‘, oo, sont

tous entiers, »
, EY< B, Ey<B, EHn(B

et ainsi de suite. Donc, comme B est donné, il est clair quil 'y auva
qu'un certain nombre de nombres entiers qui pourront étre momdres
que B et que vB; de sorte que les nombres

Ey, Eyiy, hy+" evs Bys Eyht, Eyen,

ne pourront aveir qu'un. certain nombre de valeurs différentes, et
qu’ainsi dans P'une ét I'autre de ces séries, si on les pousse & I'infini,
-1l faudra nécessairement que les mémes termes reviennent une infinité

o
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de fois; et, -par la méme raison, il faudra aussi qu'une méme combi-
naison de termes correspondants dans les  deux séries revienne une
infinité de fois; d’olt il s’ensuit qu’on aura nécessairement, par
exemple, ’

’ Ey+i3+v — EY+6 ) et EY‘!';J"‘V = Evqds

ou bien, faisant vy + 5 =,

. Ep.-w = Ep. el gpy—ep;

done, & cause de

B= 5;';,_5— Ep,Ep_.H = Ea+"+ Ep,+vEp.+v+|,
on aura aussi :
Epvin = Ep.+| H

mais on a
Eyqv VB .
E§L+v+(

_w+yB

= el ry.,—
VTN

Ty
done ., = x,; donc la fraction continue sera nécessairement pério- -
dique (n° 48).

54. En effet, on voit, par les formules du-n°® 52, que si I'on a

N *
Ey,_*.v‘ = Ey‘ et Ey,,‘_y = Ep,,

on aura B )
Eu+v+| = E[L+|, 7\u+~'+l = 7\p.+1, Epavit = Epray

et ainsi de suite; de sorte qu’en général les termes des trois séries
E, E|, EQ, evey Ey Epy €3y ...y ).|,7\2, ey

qui auront pour exposant .+ nv + w, seront les mémes que les termes
précédents dont les exposants seront p.—+ w, en prenant pour n un
nombre quelconque entier positit. " _

Ainsi chacune de ces trois séries deviendra périodique, 3 commencer
par les termes Ey, ¢, ‘IH,, et leurs périodes seront de v termes, apres
lesquels les mémes termes reviendront dans le méme ordre, 4 U'infini.
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53. Nous venons de démontrer qu’en continuant la Série des nombres
'E, E,, E,, ... on doit nécessairement trouver des termes consécutifs
qui soient de méme sighe, et qu’ensuite la série doit nécessairement
devenir périodique; or je dis que, des-que, dans la méme série, on sera
parvenu 3 deux termes consécutifs, comme E,, E.{+,, qui soient de
méme signe, on sera assuré que l'un de ces deux termes sera déja
un des termes périodiques, lequel reparaitra nécessairement dans
chaque période. : '
En effet, comme E, et E,,, sont de méme 51gne, il est clair que la

transformée ;
EY”" .Z‘%— ﬂsyx‘y —_ EY =0

aura nécessairement une racine- positive et 'autre nég_ative; de sorte

- qu’elle n’en pourra avoir q-u'uhe seule qui soit plus grande que I'unité;
donc toutes les transformées suivantes auront nécessairement leurs
termes extrémes de signes différents (n° 53); par conséquent, tous les
nombres Ey, E,,,, E,,, ... seront de méme signe, de sorte que cha-
cun d’eux sera moindre que B, et que chacun des nombres ey, ey
ST . sera moindre que B (numéro cité).

56. Or, comme on a '
B:E‘;—l— EyEy.‘_“

il est visible que les nombres E,, E,, seror}f, ou tous les deux moindres
que yB, ou que, si I'un est plus grand, I'autre en sera nécessairement
moindre, de sorte qu’il y en aura au moins toujours un qui sera momdre
que \/B : -

Supposons que ce soit Ey; je vais prouver que les nombres

E*{, Ey+n Ey+2, eeey  Byy Eyqas Eya2y

seront tous nécessairement du méme signe que le radical yB. En

effet, puisque les racines x,, ,, &3, ... des équations transformées

doivent étre toutes plus grandes que I'unité par la nature de la fraction

continue, on aura donc aussi xy>1 et x>, eAt' ainsi- de suite;
VIIL ' =
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donc .
e+ B L g VB . ‘
: EY+' ’ Ey—:—z Ty
et, comme '
B:E%-}— EYEY+I = E;,“_H -+ Ey.,.; Ey.;.g =...,

on aura
_ — ? == *
Ey. VB — ¢y Eyie \[§~ Ey+1

et ainsi des autres; donc aussi

EY E-/_|. 1

— I — S
VB — &y , VB — Ey+1 ’

Or, comme <, sYH”, ... sont plus petits que yB, il est clair que, quel

ue soit le signe de ces nombres ., <. ,, ..., les dénominateurs yB — <.,
ue g v Syt 'S Y
VB — ¢, ... seront nécessairement de méme signe que yB; done il
faudra que les numérateurs Ey Ey,y, ... solent tous aussi du méme

" signe que yB.
Maintenant supposons, pour plus de simplicité, yB positif; en sorte
que Ey, By, ... doivent étre aussi tous positifs; je dis que .y, &,

¢ror -+~ le seront aussi. Car soit, s'il est possible, & = —n (n étant
un nombre positif); comme E, <CyB (hypothése), on aura, 2 plus
EY

— = —"—sera <1, au lieu
\/B*‘E'{ .Q/B‘i—‘/l '

que cette quantité doit étre > 1; donc ¢, doit étre positif. Soit ensuite,
s'l est possible, ¢,,, = — =,; comme on a, par les formules du n° 52,

forte raison, E, < yB + «; donc

tyr = Myoy Byoy — ey, on aura A By, = ¢, — 4,5 done, & cause qué €y
et 0, sont des nombres positifs moindres que yB, et que 2., est aussi
un nombre entier positif, il est clair que E,,, devra étre moindre
que yB; et, dans ce cas, on prouvera, comme ci-devant, que ey, de-
vra étre positif, et ainsi de suite. ’

Si B était pris négativement, on prouverait de la méme manibre
que &y, ey, ... devraient étre négatifs; et méme, sans faire un nou-
veau caleul, il n’y aura qu’a remarquer que les formules du numéro
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‘¢ité demeurent les mémes en -y changeant les signes de toutes les
quantités E, E,, E,, ..., ¢, ¢, &5, .. et du radical VB; de sorte qu'on
pourra toujours regarder ce radical comme positif, en prenant les
quantités E, E, E,, ..., ¢, ¢, &, ... avec des signes contraires.

57. Cela posé, je dis que, si deux termes correspondants quelconques
des suites Ey, Ey, s Eyay - oy & €445 gypa ... sODt donnés, tous les °
- précédents dans les mémes suites seront nécessairement donnés aussi.

Supposons, par exémple, que E,,, et ¢,., soient.donnés (on verra
aisément que la démonstration est générale, quels que soient les termes
donnés), et voyons quels doivent étre les termes qui précedent ceux-ci,
en vertu des formules du ° 52 et des conditions du numéro précé-
dent. On aura d’abord "

Ey+3 — 7‘»‘{4—3 Ey+3 - Ey423
donc '

Eyp2 = 7\Y+3 E.)'+3 — €433

mais on doit avoir ey, <{ vB; done il faudra que l'on ait

E'Y_'. 3+ V/ﬁ

B l]’+3 < E i3

On aura de méme
Ey+1 — )\y-;—é Ey-;—‘z — Ey42,

d’ol1, & cause de &, < yB, on tirera ]

Ey+2 -+ \/E.
Eo

Y+2

7\‘{-4—2 <

mais il faut, par la nature de'la fraction continue, que Ay, soit un
nombre entier positif; done il faudra qu’on ait -

€rya i \/ B > Eyan;
or on a aussi

EvioEyps =B — 5§+2 = (\/§ + 5y+2) (\/-E - 5}’+2)§

donc B
\/B — < Ey.s,

12,
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savoir, en mettant'pour eysa 52 valeur ci-dessus,

) \/E —_ 7\Y+3 EY+3 —+ Eyq3 < EY+3)
d’ol

Done, puisque le nombre %,,, doit étre entier, il est clair qu'il ne
pourra étre égal qu’'au nombre entier qui sera immédiatement plus

’ .

. € —+ E o . ) , T .
petit que %——GL, ainsi ), sera donné, et de li ¢, le sera aussi,
» %
et comme
. Eous— B— €;+2’
Y+2 Ey.(_:} .

il est clair que E,,, sera aussi donné. Maintenant on aura
€y — 7\~{+| Ew—t”‘ Ey+1»

et par conséquent, & cause de ¢ < yB,
' Ey4t -+ \/i.
b <TEL

Done, pour que %, soit entier positif tel qu'il doit étre, il faudra que
€yt \/E> Eyoy;
par conséquent, a cause de |

Ey+| Ey+2 =B €§+| s
il faudra que ’
\/B &y < EY+2:

ou bien, en mettant pour e, sa valeur ci-dessus,

\/—E - Ap+2 Eypo + g0 <TEyae,
d’olt I'on tire
hypa > Szt VB B_,
2 E.

2

De sorte que le.nombre %,,, ne pourra étre que le nombre entier qui
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Eyp2 -+ \/E
B R . EY+2

ce nombre sera donné, et par la les nombrese,,, et Ey,, le seront aussi. -

sera immédiatement plus petit que la quantité donnée ; donc

Enfin, puisque E, est (hypotheése) < VB, on aura & plus forte raison
| 5.;+ VE>Ey;
et de 13, & cause de EyEy,, =B — ¢}, on aura’
| ‘ \/;B—€Y<EY+|,
ou bien, en substituant pour ¢ sa valeur trouvée ci-dessus,

\/_E— ly.*.g Ey+| -+ €yt <EY:!—I,
ce qui donne

Donc [e nombre 2y, ne pourra étre que le nombre entier qui est immé-

E'y+ i —+ \/ §
Ey s

ce nombre sera entierement donné, et par conséquent les nombres ¢

diatement moindre que la quantité donnée » et par conséquent

Y
et E, le seront aussi.

Or nous avons vu (n°53) qu’en continuant les séries Ey,'EYH, ey
Eys Epras oros il arrivera nécessairement que deux termes correspondants,
comme EY+5, Eysds reparaitront aprés un certain nombre d’autres termes,
en sorte que I’on aura, par exerriple,

Evivis =Eyi3,  eysved = ey43

done, par ce que nous venons de démontrer, on aura aussi en

remontant A
E‘{+‘l+5-—l = EY+5—1’ Ey+V43—1 = Ey4i—1s
Ey+~l+a-—2 = Ey.;_a"—Z, Eyvy3—2 = Eyyd-ay -
R T NI I s . eeseaes R '. .y
Eyiv = Ey, Eyey == &y

58. De la ‘je conclus en général que, lorsque dans la série des
nombres E, E,, E,, ... on en trouvera deux consécutifs de méme
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signe, celui des deux qui sera moindre que VB sera déja nécessaire-
ment périodique. )
Ainsi, si dans Péquation proposée

Eixz?—o2ex—E—o,

les coefficients E et E, étaient de méme”signe, alors la série serait
périodique des le premier ou le second terme.

SiT'on a = = o, en sorte que x_\/—, alors on aura B=EE,;

d’out I'on voit que, des deux nombres E, E,, le plus petit sera moindre

que yB, et le plus grand sera nécessaifement plus grand que yB;
done, dans ce cas, si le nombre dont il s’agit d’extraire la racine

carrée est plus petit que l’umte, Ia série sera périodique des le pre-
mier terme E; et s’il est plus grand que l'unité, la période ne pourra
pas commencer plus bas qu’au second terme. '

59. On avait remarqué depuis longtemps que toute fraction conti-
nue périodique pouvait toujours se ramener 4 une équation du second
.degré, mais personne, que je sache, n’avait encore démontré I'inverse
de cette proposition, savoir que toute racine d’une équation du second
degré se réduit toujours nécessairement en une fraction continue pério-
dique. Il est vrai qué M. Euler, dans un excellent Mémoire impﬁmé
au tome XI des Nouveaux Commentaires de Pétersbourg, a-observé que
la racine carrée d’un nombre entier se réduisait toujours en une frac-
tion continue périodique ; mais ce théoreme, qui n’est qu'un cas par-
ticulier du notre, n’a pas été démontré par M. Euler, et ne peut I’étre,
ce me semble, que par le moyen des principes que nous avons établis
plus haut.

60. Nous avons donné plus haut des formules générales pour trouver
"aisément tous les termes des fractions convergentes vers la racine d’une
équation donnée, lorsqu’on a reconnu que la fraction continue qui
exprime cette racine est périodique.
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Or, dans le cas ol I'équation est du second degré, et o I'on se sert
de la méthode du n° 52, on pourra, si l'on veut, simplifier beaucoup
les calculs des n° 48 et suivants pour trouver les termes l, et L, de
chacune des fractions convergentes vers x.

En effet, ayant

\/— -+ Eu. /B -+ ¢p.4.n'
et MATEN 4 _,~—

Xy =
’ E;L+| hp-+m'+|
ol

€us Epsws Eprt €L Eprwa

t
sont connus (& étant < v), il 0’y aura qu’a substituer ces valeurs dans
les deux équations du n° 48, et faisant, pour abréger,

Iu En,

L;L+ IP-—’ '—fl“

Lye

Eij: -+ Ly.—-l = F[.Lr ‘
+ .

Hs ¢pio+ Hoot Ep oy = G,
on aura

(5t

H,yB\" V —
)(Gm—i—Hm’\/ﬁ) (Kv+ E ‘/|_> = lp e + lp_; Ep,+m'+l -+ [p \/B,
P .

VB o (e EBY .
i (FP_—I- [u\/B) (Gay—i"Hm\/B) (Kv+ \/ > —Lpsp.-l-m'—l_ Lp__q Eu+—m+l+Lp.\/B,

(1

e Epri

d’ou, & cause de Pambiguité du signe du radical yB, on tire sur-le-champ

u+|

T ‘ ‘ TR _ V R\
+,r‘i”/'8>(Gm+Hm \/—m(KMLHv\/B) ( - lm/_> HaVB)(KV—-HV\/B)
bﬂA—‘ EUA—I EU-J—! 7

2\/B

Ty Epi Euy Euv

-~ WY LB (. HyE)
+£}:‘W‘B)(Gm+ﬂm \/B)<KV+H Y > —(Fu LivB >(Gzzr Hm\/B)<K~;.~—M)
. ' Py

’ 2y B

p étant, comme plus haut, égal & g -+ nv +w.
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61. On peut aussi remarquer que la valeur de L, peut se déterminer
par le moyen de celles de/, et Z,_,, sans avoir besoin d’un nouveau caleul.
En effet, ayant o
_e+yB_ E

x =
E VvB—¢

k]

et de méme

E, *
— ?
VB—e

.Z'p:

on aura, par I'équation (G) du n° 51,

§ ‘ E : lpEp+lp_|(\/§——€p)9
\/B—'E LPED+ Lp_|(¢B“"59)

savoir _
E[LyEp+ Lot (vB— ¢ )]= LE(VB—¢) + o1 [ B+ e, — (ep+ ) VB,

de sorte qu’en comparant la partie rationnelle avec la rationnelle, et

- T'irragionnelle avec V'irrationnelle, on aura
L, B —lo—i(ept¢)

— L Epe 4 1oy (B + egp)

LoE,— Lo gp= £

?

d'ou, a cause de B — ¢, =E,E,,,, on aura

lp(Ep— 8) -+ lp_| Ep.;_(.
E

L=

Or, p étant égal & p.+ nv + =, on aura
Ep = Ep+wy Ep+| = Ep.+m’+l:

de sorte que ¢, et E,,, seront connus, quel que soit le quantieme o.

%

62. Supposons, pour donner un exemple de l'application des for-
- ) . , 11
mules précédentes, qu'on demande la racine carrée de —- par une frac-
tion continue. '
Faisant # — | /%%, on aura 'équali
aisant & = v?, on aura ['équation

3z —11=o0; -
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“done (n° 52) | ’

E=11, E/=3, e¢=o0;

ainsi 'on fera (n° 53) le calcul suivant, en prenant B = 33,

E =11, £ =0,
33 — {33 :
E,j_—_f-.-—i:3, }|<\/33+0: I, §=1.3—0=3,_
IX 3 e
33 — /33 .
E,— 3 ():81 7\_,<L33_+_3.: I, €a— 1.8 —3=35,
. 8 :
' 33 —95 /3345
E, — 82 =1, }3<.\33[+J':xo,’ gg—10.1 —5=35,
33 — a5 33+5
E, = - 2 :8, )\4< \/338+ = i, &= 1.8—5=13,
33 — . ‘33
B=P 05 VB0, =03 3=3,

Je m’arréte ici parce que je vois que E;=E, et ¢;=1¢,; de sorte que
j'aurai dans ce cas p. =1 et v =14, et par conséquent -

1
r=14——

. I
- I+
: 10 -~
I+
2 -
I

I —
10+

It
3
mais, si 'on veut trouver les fractions convergentes vers cette valeur,

63. Telle est donc la fraction continue qui exprime la valeur de

on fera, dans les formules du n° 60, . = 1, v = 4, et comme & doit étre
< 4, on fera successivement = = o, I, 2, 3.
On aura donc [ formule (A), n° 47]

Lh=0L="4h=1, lpy=1=r, Ep,’:‘:eu_ i

donc (n° 60)

‘ 1

’ .3
R So=g 1
VIIL
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on trouvera de méme

A Lp,:], ..Fu:g'

Ensuite on calculera les valeurs de H, H,, ..., jusqu’a H, ="H,, par les
formules (C) du n° 48, et I'on trouvera

H —=o,

H, =1,

Hy =33 H, =10,
Hi=MHs+H) =11,
H, =2;H; + Hs = 30,

d’ott
. H‘I - 32, H~;...| =11,
et de la
' 32.3
K-13028 + 11==23.

Maintenant :
1° Soit & = o, on aura

Hg =0 et Ho =1,
car il est facile de voir, par la nature des formules (C), que.le terme

qui précéderait H serait nécessairement = 1; en effet, on doit avoir

par P'analogie
=3 H+H_;

on prouverait de méme que le terme qui précéderait 4 serait = o. Done
Gm’ — Ep""’ = 8.
- 2° Soit = = 1; on aura

Hm':l, Hm_,:o;

done

Gm-IE |:€2:5.
N Pt

3° Soit v = 2; done

Hs =10, Hm-—l—-—‘l, Gz;r:lbfwz—}-l, Ey,_,.g:lOé:;-*—Ef.:SS.



DES EQUATIONS NUMERIQUES. , 99
° Soit v = 3; done
Hg =11, Hg_i=10, el Ggy=—=11¢;+ 10E; =63.
Done, substituant ces valeurs dans les expressions de /, etL dun® 60

et multipliant ensemble, pour plus de simplicité, les deux facteurs

LJVB -
,,flli gpf“ ) GmiHm\/B,

comme aussi les deux.

Lu, \/—
~ Epe

? Gzﬁ'iHm VIE,

ce qui donne ces facteurs simples

/5B <fp,Hm'+ I'fG”> VB,
Ey '

fp, Gz;y LK‘H_‘

B LuGm\
Fqu+ I%?H‘z—-i<Fp.Hm+ E > \/ f
144 [}

on aura les formules suivantes

(114 y33) (23 + 4 y35)'— (13 — 33) (23 — 4 /33"

l:”l—i—l — 2\/35 2
L _(3+~/33)<23+N3‘3)—(3—v§§)<23—4\/€§)",

A1 = 2\/_?3

b (e a T (3 VBB — (11— y33) (23 — 4 /BB
An4-2 —- ) ’ 2\/3—3 ~ | i
L (6T (23 4 VI — (6 yTB) (23— 4/IB)
ANn4-2— 2\/??)

] ~ (r214-21y33) (23 + 4 33)"— (101-—21\f—)(23~ 3@)’
An+3 — 2\/35

L :(63+n\f3§)(23+ V33)" -£63——11\/§§)(23——4\/§§)"’
An+3 2\/33 .
/ __((32—5—23\/53)(23—{—4\/3_5)"—(132——23\/3_3—)(23— V33 )"
An+4 — 2\/?:5 ’
L _(69—!—12\/33)(23-}—4\/_) — (69— 12 \/35)(23——4\/53)
i 2\/33

13,
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au moyen desquellés on pourra trouver la valeur de chacune des frac-

l, lr Iy
L L. Ly

Ainsi, faisant d’abord n = o, on aura les quatre premieres fractions;
- faisant ensuite n =1, on aura les quatre suivantes, et ainsi de suite;

. 11
tions — » «+- convergentes vers la racine de —-

et ces fractions seront

1 2 a1 23 67 go 967 1057

- 7 T & =~ 7
N THRT Y 35’ 47’ 505" 552

Si I'on voulait avoir, par exemple, le cinquantieme terme de cette -

{5
série, c'est-a-dire la fraction 7 il n’y aurait qu’a diviser 50 par 4,
“50

ce qui donne 12 de quotient et 2 de reste, et on ferait n =12; de
sorte qu'en développant la puissance douZIeme de 23433, et
faisant, pour abreger, '

M= (23)*2+66.33 (4)2(23)10 4 495(33)2 (4)* (23)8 4+ 924 (33)3 (4)¢ (23)®
+495(33)* (4)¢ (23)" + 66(33)% (4)'0 (23)>+

N=12.4(23)" 4+ 220(33)(4)3(23)°+ 792(33)2 (4)5 (23)7
+ 792 (33)3 (4)7(23)5 4+ 220(33)% (4)° (23)3 4 12(33)5 (4)"! 23,

on aura
(234 y33)"=MztN /33

done, substituant cette valeur dans les expressions de l,,w et L,yra,
on aura, pour la fraction cherchée,

'2.M+11N
M+ 6N

64. Je vais terminer cette Remarque par une observation qui me pa-
rait digne d’attention. Lorsque I’équation proposée a des diviseurs com-
mensurables du premier degré, alors les fractions continues qui repré-
senteront les racines de ces diviseurs seront nécessairement terminées;
et lorsque 'équation aura des diviseurs commensurables du second
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degré & racines réelles, alors les fractions continues qui exprimeront
les racines de ces diviseurs seront nécessairement périodiques. Ainsi,
la méthode des fractions continues a non-seulement l’avantége de don-
ner toujours les valeurs rationnelles les plus approchantes qu’il est
possible de la racine cherchée,, mais elle a encore celui de donner tous

-les diviseurs commensurables du premier et du second degré que
I'équation proposée peut renfermer. Il serait & souhaiter que I'on put
trouver aussi quelque caractere qui put servir & faire reconnaitre les
diviseurs commensurables du troisieme, quatrieme, ... degré, lors-

"quil y en a dans D'équation proposée; c’est du moins une recherche
qui me parait tres-digne d’occuper les Géomeétres.

ARTICLE 1II.

Génceralisation de la théorie des fractions continues.

65. Nous avons supposé, dans le Chapitre III, que les nombres p,

" g, 7, ... étaient les valeurs entieres approchées des racines =, y, z, ...,

mais plus petites que ces racines; c’est-d-dire que p, ¢, r, ... étaient

les nombres entiers immédiatement plus petits que les valeurs de ,

¥» %, -..; cependant il est clair que rien n’empécherait qu’on ne prit

- pour p, g, r, ... les nombres entiers qui seraient immédiatement plus
grands que les racines z, ¥, 5, . ... ' :

66. Imaginons donc qu'on prenne pour p le nombre entier qui est
immeédiatement plus grand que @, en sorte que p >xetp — 1 < x, il
est clair qu’il faudra faire, dans ce cas, x =p —‘;‘a ¢’est-a-dire qu'il
fandra prendre y négativement, et comme x < p et > p — 1, on aura
]1.> o et <1, et par conséquent y > 1, comme dans le cas ou l’qn
aurait pris p < @ (n°18). Ainsi I'on pourra prendre de nouveau pour ¢
le nombre entier qui serait immédiatement plus-petit que y, ou celui

ui serait immédiatement plus grand, et I'on fera, dans le premier cas,
q :

y=q+ éa et, dans le second,‘y =q— ';-7 et ainsi de suite.
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De cette maniére, on aurait donc

ce qui donnerait la fraction continue

. H
w=ph—l

gz —

ol il estbon de remarquer que chacun des dénominateurs ¢, r, ..., qui
sera suivi d’un signe —, devra nécessairement étre = 2 ou > 2; car

. . . 1 I I
puisque y > 1,si on fait y=¢ — syonaurag— >, doncg >1+-;
donc ¢ devant étre un nombre entier sera nécessairement == 2 ou > 2,

-

et ainsi des autres.

67. Vobserve maintenant que ces sortes de fractions qui procedent
ainsi par addition et par soustraction peuvent toujours facilement se
changer en d’autres qui ne soient formées que par la simple addition.

En effet, supposons.en général '

T I
a— ; = A -+ T’
a et A devant étre des nombres entiers, et 7, T des nombres plus grands

que I'unité; on aura done

A

1 I
(l——A:;‘*“"‘;

. 1 I
done, puisque ;<1 et <1,

I 1

7—&—:1: sera < 23 )
- donc on ne pourra supposer que @ — A =1, ce qui donne A = a — 1;
on aura donc '

a— 1 +
a——-=a—1-+ +—;
¢ T’
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done .
1 T . 14 ' '
e et T= =1 H
T ¢’ I—1 T

de sorte qu'on aura en général

- I 1’
- A — = — 1
¢ 1
"ty
et cette formule servira pour faire disparaitre tous les signes — dans
une fraction continue quelconque.

Soit, par exemple, la fraction

. . . 1 )
elle deviendra, en faisant a =pett=gq + pEREEE

1
p—1-+ T
14 ; ~
g—1-+—
e
et si 'on avait la fraction
. ) ’
. 1
7S . q PP
. tY
ellé se changerait d’abord en
1
p—1+ ;
1+
N 1
q—1——
)
et ensuite en
1
P+ — ,
: o
g—2+———
1+ S

[ ——
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et ainsi des autres fractions semblables. Il est bon de remarquer qu’il

peut arriver que dans ces sortes de transformations quelqu'un des déno-

minateurs devienne nul, auquel cas la fraction deviendra plus simple.
En effet, supposons que la fraction & réduire soit

P

la transformée sera

c’est-h-dire
—_—r
P [P

De méme, si 'on avait la fraction

I

p - I
P+,
. .2
elle se réduirait i celle-ci ’
T
p—1+ ,
[ S —
I
o4 —
Pt
r—14.
- s’
savoir
p—1-+ -
2 ——

P—1-4..

et ainsi du reste.

68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus, et qu'on peut
mettre sous cette forme

.
a4+ ——=—a+1—

1—!—I
¢t

t—f—l,



DES EQUATIONS NUMERIQUES. 105
fait voir qu’une fraction continue dont tous les termes ont le signe -
peut quelquefois étre simplifiée en y introduisant des signes — ; c’est
ce qui a lieu lorsqu’il y a des dénominateurs égaux a I'unité; car soit,
par exemple, la fraction

pr—

1 -+ — ’ PR
'lt__*_.' -

eile pourra se réduire, par la formule précédente, a celle-ci,

-

. I——
‘p—i— ri,

.3

qui a, comme on voit, un terme de moins; done, si ’on avait la fraction

4

p+ .
14 -
I
14
S -+.
elle se réduirait a celle-ci
I
pti— ———
24+
S,
. N . V v
et sil'on avait celle-ci .
.
p+ :
1 - -
I
1+
T
1 -
S+ .
elle se réduirait d’abord &
p1— -
2 4 ;
1+
P

VIIL . | 4
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et ensuite 2
p+i— -
st

D’olt il est facile de conclure en général que, si 'on a une fraction
continue qui n’ait que des signes -+, et ot il y ait des dénominateurs
égaux A I'unité, on pourra toujours la changer en une autre qui ait au-
tant de termes de moins qu’il y aura de pareils dénominateurs, pourvu
qu'ils ne se suivent pas immeédiatement; car, lorsqu’il y en aura deux
de suite, on ne pourra faire disparaitre qu'un seul terme; lorsqu’il y
en aura trois de suite, on pourra faire disparaitre deux termes; et en
général, s'il y en a 2n ou 2n.+ 1 de suite, on ne pourra faire dispa-
raitre que 7 ou n -1 termes. ‘

~Ainsi, la fraction continue qui exprime le rapport de la circonfé-
rence au diametre étant, ‘comme on sait,

_elle peut se réduire & une autre qui ait déja trois termes de moins,
et qui sera '

69. Pour pouvoir comprendre sous une méme forme générale les
fractions continues ol les signes sont tous positifs et celles ot il y a
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des signes négatifs, il est bon de transformer ces dernieres en sorte
que les signes négatifs n’affectent que les dénominateurs, ce qui est
tres-facile; car ayant, par exemple, la fraction

p——
q -+

S

il est clair qu’elle peut d’abord se changer en

ensuite en celle-ci

et ainsi des autres.
De cette maniere, la foi*m_e générale des fractions continues donl
nous venons de parler ci-dessus sera

les nombres p, ¢, r, ... étant tous entiers, mais pouvant étre positifs ou
négatifs, au lieu que jusqu’ici nous les avions toujours supposés positifs.,

Il faut cependant remarquer que, si quelqu’un des dénominateurs
gy Ty ... 88 trouve égal a P'unité prise positivement ou négativement,
alors le dénominateur suivant devra étre de méme signe; ¢’est ce qui
suit de ce qu'un dénominateur positif et égal a I'unité ne saurait
jamais étre suivi du signe — (n° 68).
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70. 11 s’ensuit de 13 que la méthode d’approximation donnée dans
le Chapitre III peut étre généralisée en cette sorte :

Soit « la racine cherchée; on prendra d’abord pour p la valeur entlere
approchée de x, ¢’est-2-dire qu’on fera p égal & I'un des deux nombres
entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de z, et qu’on peut toujours
trouver par la méthode du Chapitre I*; et I'on supposera ensuite

-Z‘:',D’{-yl‘)

ce qui donnera une transformée en y qui aura nécessairement une
racine positive ou négative plus grande que I'unité; on prendra de
méme pour ¢ la valeur entiere approchée de y, soit plus grande ou
plus petite que y, et I'on fera '

1
y=q-+ 'E"’
et ainsi de suite. : -
Si ’équation en « avait plusieurs racines, on ferait sur les trans-
formées en y, en s, ..., des remarques analogues a celles du n°19.
Ayant donc . '

-

x:p—i—)—'ﬁ, y:q—f—%, z:l'-i—;za

on.aura
r=p-+ ;

9+
olt les dénominateurs ¢, r, ... pourront étre positifs ou négatifs,
comme nous I'avons supposé ci-dessus, et cette fraction pourra ensuite
se réduire, si 'on veut,  une autre dont les dénominateurs soient tous

positifs, et qui ne contiennent d’ailleurs que des signes + (n° 67).

L’avantage de la méthode que nous proposons ici consiste en ce
qu'on ést libre de prendre pour les nombres p, ¢, 7, ... les nombres
entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus petits que les
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racines x, y, 5, ..., ce qui pourra souvent donner licu 2 des abrégés
de calcul dont nous parlerons plus bas. |

Au reste, si 'on veut avoir la fraction cbntinue la plus courte et
par conséquent la plus convergente qu’il soit possible, il faudra
prehdre toujours les nombres p, ¢,.7, ... phis- petits que les racines
x, ¥, 5, ..., tant que ces nombres seront différents de I'unité; mais,
‘dés quon en trouvera un égal i P'unité, alors il faudra augmenter
le précédent d’une unité, c’est-a-dire qu'on le prendra plus grand que
la racine correspondante : cela suit évidemment de ce que nous avons
démontré sur ce sujet (n° 68).

71. Maintenant, si 'on fait, comme dans le n° 23,

a=p, o =1,
f=eaq+1, p'=4dq,
y=0Br+e, yY=pr+<,

3’:‘,’8-%—@, 6':)/'8—!—'5',

. . I . '
on aura, en ajoutant au.commencement la fraction - qur est plus
grande que toute quantité donnée, les fractions

1 By 9
o & By 9. .
lesquelles seront nécessairement convergentes vers la valeur de x.
Et, pour pouvoir juger de la nature de ces fractions, nous remar-

querons :
1° Que l’on aura toujours

a0 — 1 = — 1,
B —af'= 1,
W —Br=—1 .
0y — yo'= 1,
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d’ot I'on vb}t que les nombres «, «/, f, £/, ... n’auront aucun diviseur
commun, et que par conséquent les fractions ;7 %, -+ - seront déja
réduites a leurs moindres termes ;

2° Que les nombres «, 8, v, ... et«, ¥, ¥, ... pourront étre positifs
ou négatifs (lorsque la valeur de-a est positive, les deux termes de
chaque fraction seront de méme signe, mais ils seront de signes diffé-
rents lorsque la valeur de  sera négative), et qu’abstraction faite de

leurs signes ces nombres iront en augmentant;

. o . | G [
3° Que P'on aura, a cause de C=P o Y=g+

oy +1
X ey
oy
3+ o
B'z+a
Y+ B
r= TP
Ju+0

72. Done, en général, si =, p, s sont trois termes consécutifs quel- -
conques de la série «, 8, v, ..., et @', ¢, o’ les termes correspondants de
L, ’ ’ o} o . . C e
la série o', £, ', ..., en sorte que —> {%, - -+ solent trois fractions

consécutives convergentes vers la valeur de «, on aura

pw —wp'==1, el of —ps'=c¢1,

2

les signes supérieurs étant pour le cas ol le quantieme de la fraction 7
est impair, et les inférieurs pour celui ol ce quantieme est pair, i
compter depuis la premiere fraction é; de plus, on aura (abstraction
faite des signes) )

p>w, c>p, p'>w, el o0
enfin, si 'on dénote par ¢ le terme correspbndant dans la série x,
¥y 5, ..., ON aura rigoureusement

pt+ o
X =
pl+w
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Etsi £ est la valeur entiere approchée de ¢, soit plus grande ou plus
petite que 7, on aura ' |

s=pk+w, d=pk+o

73. Cela posé, considérons la fraction 'Z—,u et voyons combien elle

differe de la vraie valeur de @; pour cela, nous aurons -

e P__pltw p_ fw—pe 1
A A A P
done -
. e ‘ .
N Pl+p!(Plt+ml)

Ainsi Verreur sera

1
or, si 6 et 6 =1 sont les deux nombres entiers entre lesquels tombe la
vraie valeur de ¢, il est clair que la quantité ¢'¢ + @’ tombera entre ces

’ ’ ’ ’ . . X . 7]
deux ¢'0-+o et o'(8--1)+w, et quainsi Verreur de la fraction (7
sera renfermée entre ces deux limites

I I

—————7 el
p(p0+w) PR +1)+ ]

+

Or on peut prendre £ = 0 ou £ =0 -+ 1; de sorte qu'on aura
d=p0-+w ou =g(0+1)+5,

~d’0i1‘je conclus que si, pour distinguer les deux cas, on nomme o' le

dénominateur de la fraction qui suit 5— lorsqu’on prend la valeur appro-

chée de ¢ en défaut, et 2’ le dénominateur de la méme fraction lors-
quon prend la valeur approchée de z en exces, Uerreur de la frac-

tion £ sera nécessairement renfermée entre ces deux limites
2 _

I 1

Foooet Ty

D'olt 'on voit que V'erreur ira toujours en diminuant d’une fraction
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4 Pautre, 2 cause que les dénominateurs ¢, ¢’ ou X', ... vont néces-

sairement en augmentant. On voit aussi, & cause de s’ >p et 2 >y,

’ . . . 1 s . . ’
que l'erreur sera toujours moindre que PEEL est-a-dire quel’erreur de

chaque fraction sera moindre que I'unité divisée par le carré du dénomi-

nateur de cette fraction. Dol il est facile de conclure que la fraction g—,

approchera plus de la valeur de & que ne pourrait faire aucune autre
fraction quelconque qui serait concue en termes plus simples; car sup-

, i P - . P
posons que la fraction - approche plus de z que la fraction i étant

tp—,-i——,lf,ou entre
¢ g-

< ¢, et comme la valeur de z est contenue entre % e

‘;—, et % — Ef—, il faudra que la valeur de %l soitpareillement contenue éntre

.. . ps .m . 1 .
ces limites; donc la différence entre g—, et— devra étre <p—,,_,-; mais cette

s - onp'—mp , . c .
différence est '_P"‘PTE’7 dontle numérateur ne peut jamais étre moindre

que D'unité, et dont le dénominateur sera nécessairement plus grand
que ¢, a cause de ¢’ > n; done, ete. '

74. On doit remarquer au reste que, si les dénominateurs ', §, v/, ...
sont tous de méme signe ou de signes alternatifs, les erreurs seront alter-

. s . . n . [24 ¥
nativement positives ou négatives, desorte que les fractions ok %’ 5, o
S

seront alternativement plus petites et plus grahdes que la véritable va-
leur de @, comme nous 'avons dit dans le n° 23; mais cela cessera
d’avoir lieu lorsque les nombres o, £/, ¥/, ... ne seront pas deux a deux
de méme signe ou de signes différents; c’est ce qui arrivera néces-
sairement lorsque, parmi les dénominateurs ¢, 7, s, ... de la fraction
continue, il y en aura de positifs et de négatifs, c’est-a-dire lorsqu’on
prendra les valeurs approchées de x, y, =, ..., tantot plus grandes,
tantot plus petites que les véritables.

. . . [24 T e .
75. Si, au lieu des fractions convergentes = E’—, ;’7, .e-5 ON aimait .

ﬁl
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mieux avoir une suite de termes décroissants, on remarquerait que
p_a_ Pa—af 1
BI a’ — 'al ﬁl ‘— a’ﬁl 7
et, de méme, S

I o v 1
TR N T Ty
By e

~ =

_B_
F

et ainsi de suite; d’ol1 'on tire, a cause de o’ =1,

R
._g_;:a+m7, ) -
y I
AR T
a8 L 1 1
67 = al@' {3’?’ }’,6,’
et en général
p . - 1 1 + 1 1
R A ST o

Ainsi I'on aura, pour la valeur de x, la série

I I
d+d'f3'_(3'7' EaCRRE
laquelle en approchera d’autant plus qu’elle sera-poussée plus loin; et
. . . . , : L e \ ' 1
s, apres avoir continué cette série jusqu’a un terme quelconque == m—

on veut savoir de combien elle differe encore de la véritable valeur de «,

[ -

on sera assuré que l'erreur se trouvera entre ces deux limites 5 ——

O

| =

1 ” . .
et == % (n°73), de sorte qu’elle sera nécessairement moindre que

19

B~

76. Il est a remarquer que chaque terme de la série

1 I
d+yﬁ7—ﬁ,—}/+...

VIII. 15
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répond i chaque terme de la fraction continue

P+

1
¢+

@0t elle dérive; de sorte que la série dont nous parlons sera plus ou
moins convergente, suivant que cette fraction le sera. Or, nous avons
donné plus haut (n° 68) le moyen de rendre une fraction continue la
plus convergente qu’'il est possible; donc on pourra avoir aussi la
suite la plus eonvergente qu’il soit possible.

Ainsi, pour avoir une suite qui soit la plus convergente de toutes
vers le rapport de la circonférence au diametre, on prendra la fraction
continue qui exprime ce rapport, et, apres Pavoir simplifiée comme
nous l'avons fait (n° 68), on la mettra sous la forme suivante

de sorte qu’on aura-
p=3 q=3, r=16, s=—294, .. ;
donc on trouvera (n°71)

o=, ﬁ'iﬁ, Y =9 X 16 +1==113, ¢'=113 X (— 204) + 7=— 33215,

¢'=-—33215x3 +113=—99532, C’:——99532><(——3)——33215:265381, -
de sorte que la série cherchée sera

o 1 T 1 1 1

J+5'— 73113 1133 33215~ 33215 X 99532 99B32 < 265381
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'ARTICLE 1V,

Ou l'on propose différents moyens pour simplifier le calcul des racines
var les fractions continues.

- 77. Nous avons trouvé en général (n° 72) que, si z—;'- et % sont deux

fractions consécutives convergentes vers la valeur de 2, on aura

_pl+w

T t+ )
done si I'on substitue cette expression de z, dans I’équation en x dont
on cherche la racine, on aura une transformée en ¢ qui sera nécessaire-
ment la méme que celle qu’on aurait eue par les substitutions succes-

. - LN : REURS SR . L ;
sives de p -+ 2 la place de z, de q—F% a.la place de y, ...; et pour
avoir la fraction suivante %, il faudra trouver la valeur entire appro-
chée de #, laquelle étant nommée %, on aura

e=kp+w, d=kp+v.

g

oo . ‘ .\ . a .
De cette maniére, connaissant les deux premiéres fractions — et g qui
O 1 ) 2 i T e :

sont toujours - eté’ (n°71), on pourra trouver successivement toutes

les autres & l'aide de la seule équation en z.

78. Au reste, soit quon emploie les substitutions successives de

1., R O .

Py ala place de », de g + — & la place de y, ..., soit qu'on fasse

e e iy l+w . : .
usage de la substitution générale de fﬁm a la place de «, la difficulté
se réduira toujours a trouver, dans chaque équation transformée, la
valeur entiere approchée.de la racine positive ou négative, au-dessus
de P'unité, que cette équation contiendra nécessairement (n° 70).-Or,
si la premiere valeur approchée p ne convient qu'a une seule racine,
alors toutes les équations transformées en y, en s, ... n’auront chacune

5.
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qu'une seule racine plus grande que l'unité, de sorte qu’on pourra
trouver les valeurs entieres approchées de ces racines par la simple ..
substitution des nombres naturels (n°19). Mais, si la méme valeur
appartient i plusieurs. racines, alors les transformées auront nécessai-
rement plusieurs racines plus grandes que I'unité, soit positives ou
négatives, jusqu'a ce que I'on arrive a une de ces transformées qui
n'ait plus qu'une pareille racine; car alors toutes les suivantes n’en
auront plus qu’'une seule au-dessus de I'unité, comme nous 'avons dé-
montré dans le numéro cité. .

a cette transformée, il arrivera souvent que

-

Avant d’étre parvenu a
“la simple substitution des nombres naturels ne suffira pas pour faire
trouver les valeurs entieres approchées dont on aura besoin, parce que
I'équation aura des racines qui différeront entre elles par des quantités
moindres que I'unité. Dans ce cas donc il semble qu’il faudrait avoir
recours & la méthode générale que nous avons donnée dans le Cha-
pitre I; mais, ayant déja employé. cette méthode pour trouver les
premitres valeurs approchées des racines  de I'équation primitive,
on pourra se dispenser de faire un nouveau caleul 2 chaque équation
transformée; c’est ce qu’il est bon de développer.

79. En faisant usage de la méthode dont nous parlons, on trouvera
’abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle de ’équation
proposée sera renfermée, en sorte qu’entre deux hmltes trouvées il n’y
ait qu'une seule racine (n° 13).

Soient X et A les limites de la racine cherchée; I'expression,

pl+w
T=
plt+w

donne
'm’x—m
P—‘Px

donc la valeur de ¢ sera renfermee entre les limites -

or—w B’A—m-"_ )
- p—ph p—pA’ .
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par consequent si ces dernibres llmltes different I'une-de l'autre moins
que de l'unité, on aura sur-le-champ la valeur entigre approchée de z;
‘mais, si elles different 'une de I'autre d’une quantité égale ou plus
grande que I'unité, alors ce sera une marque que la racine cherchée ¢ dif-
férera des autres racines de I’équation transformee en ¢ par des quantités
égales ou plus grandes que I'unité; de sorte qu’on sera sir de pouvoir
trouver la valeur entiére approchée de cette racine par la 31mple sub-
‘stitution des nombres naturels A la place de z; et la méme chose aura
lieu & plus forte ralqon dans les transformees suivantes.

80. La formule

_pr—w

=

peut étre aussi tres-utile pour réduire en fraction continue toute quan-:
lité & qui sera renfermée entre les limites données, au moins pour trou-
ver les termes de cette fraction qui pourront étre donnés par ces limites;
car, nommant comme ci-dessus et A 1es deux 11m1tes de x, on aura

wA—w ’A—m

p—p'A p—¢A

pour celles de z; de sorte que, tant que la différence entre ces derniéres
limites ne sera pas plus grande que I'unité, on pourra trouver exacte-

‘ . .. 1 ,
ment la valeur entiére de 7; ainsi, prenant — et Il—) (p étant la valeur en-

titre approchée de x) pour les deux: premieres fractions, on pourra
pousser la suite des fractions convergentes et par conséquent la fraction
continue jusqu’a ce (.Iue les limites dont nous parlons different éntre
elles d’une quantité plus grande que I'unité; alors il faudra s’arréter,
parce que les limites données X et A mne comporteront pas une plus
grande exactitude dans la valeur de 2. ,

Par ce moyen, on n’aura jamais & craindre de se tromper en poussant
la fraction continue plus loin qu’on né doit, comme cela arriverait faci-
lement si, pour avoir cétte fraction, on se contentait de prendre I'un
des nombres  ou A, et d’y pratiquer la méme opération dont on se sert
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pour trouver la plus grande commune mesure, conformément i la ma-
niere usitée de réduire les fractions ordinaires en-fractions continues.
Pour pouvoir émployer cette méthode en toute sireté; il faudrait
faire la méme opération sur les deux nombres et A, et n’admettre
ensuite que la partie de la fraction continue qui proviendrait égale-
ment des deux opérations; mais la méthode précédente parait plus
commod'e et plus simple. ‘ -

81. Voyons maintenant d’autres moyens pour simplifier encore la
recherche des valeurs entieres approchées dans les dlfferentes équa-
tions transformees. Soit )

n— gt bt m =0

une quelconque de ces équations, dans laquelle il s’agit de trouver la
valeur entiere approchée de z, que nous désignerons en général par %;
cette équation, étant dérivée de I'équation proposée en x, sera du’
méme degré que celle-ci, et aura par conséquent le méme nombre de
racines, que nous supposons égal i n.

Nous avons trouvé en général (n°79) ‘

or—w
b= ————»
p—px
ce qui se réduit &
© ‘P w
o~ x"’Er / P A
t—=—- == ¢ m——x
N _’o/ ?
P E;——x { {-)—,—x
£ g

“

mais

B8 —x 1,
¢ o o

le signe supérieur étant pour le cas ot le quantieme de la fraction % est

pair, et U'inférieur pour celui ot ce quantieme est impair; donc on aura

R S .4
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Done, si I’on dénote par « la racine cherchée, et par &', 2, ... les autres
racines de I'équation en = qui sont au nombre de 7, et qu'on dénote de
méme par ¢, ¢', ¢, ... les valeurs correspondantes de ¢, on aura '

' _ ’

t == ! ———Efp
B
.- \ .
t':i—;i——— — 2_37”
o' (;““) ’
== : -z,
e (g__x> p ‘

.......................

Mais I’équation en ¢ donne
a=t+t+1t"+...;

done, substituant les valeurs de ¢, ¢/, ... que nous venons de trouver,
et qui sont au nombre de » =1, on aura

—_—1) 4
PR U k1 L Ny RS SIS S SN
P P._. P_,_x/ .O_I " = P
' p P o/
Or nous avons trouvé (n° 73)
0 : 1
S
p plpt+a)"

ou bien, en faisant ft+o = ‘IJP',_

P — x ;_—a

. P

‘ol on remarquera que, ¢’z + @ étant renfermé entre les limites o' et 2’
qui sont 'une et I'autre plus grandes que ¢’ (n°72), la quantité ¢ sera
nécessairement plus grande que ’unité. Donc, faisant cefie substitu-
tion dans la formule précédente, on aura = -

— 4 1 o -
(n /)m—_i__ " 1 oA\

P p’Q(xfx’)"_*'

t—a-+
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Mais les quantités x — «', « — 2”, ... sont données, et la quantité o’
~ va toujours en augmentant; donc, puisque la fraction é est toujours

moindre que I'unité, il est clair que chacune des quantités

1 T
2 ?

o a— ")

pw— 2 )=

|~

RS

I
¢
ira nécessairement en diminuant; et que par conséquent la somme de
ces quantités qui sont au nombre de n — 1 ira en diminuant aussi, de
o, . , . . 1 o
sorte qu'elle deviendra nécessairement moindre que -
Donc on parviendra nécessairement i une équation transformée telle

- . 1 . h .
que sa racine Z sera,  — pres, égale a

(a étant le coefficient-du second terme pris négativement), c’est-a-dire
que cette racine sera contenue entre les limites
» (n—1)w 1 (n—1w 1
a4+ —"—+= el a+-——"1——-
2 P 2

et la méme chose aura lieu a plus forte raison pour toutes les transfor-
mées suivantes. '

Done, des qu'on sera parvenu & une pareille transformée, il n’y aura
qu’a prendre le nombre entier qui approchera le plus de la quantité
(n—1)o

sy a—]

p

a—+

- ¢’est-a-dire celui qui sera contenu entre les mémes limites

(n—w 1 (n—1)w 1
e+ 4 el a4+ —= LT,
0 2 p 2

h

et ce nombre sera nécessairement un des deux consécutifs entre lesquels

.
®
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se trouvera la vraie valeur de z; de sorte qu'il pourra étre pris en toute
streté pour la valeur approchée £ (n°77). Ainsi I'on pourra continuer
Papproximation aussi loin qu'on voudra sans le moindre titonnement.

82. Puisque _ ,
a=t+'+i"+...,

en -substituant les valeurs de ¢z, ¢, ... (nd 81), on aura

1. I I , 1 nw'
a== < —— } + — s\ ——
T e e e ) e

7

p p S

Or soit « : 4
- zt — Aan+ Ban-2—. . . =o0

I’équation proposée; qu’on fasse le premier membre de cette équation
“égal & X, et il est facile de voir par la théorie des équations que la
“quantité % % deviendra, en y mettant % a la place de x, apres la dif-

férentiation,

i cause que x, ', 2’, ... sont les différentes racines de I'équation

X = o. Donc on aura ,
; ! 1 dX nw'

—_— i no
¢== p2X dx o' ’
et par conséquent la quantité
‘ - (n—1)w
. P
deviendra
‘ ‘ 4t dX @

- Done, si I'on fait

np~t — (n—1) Ap"=2p' + (n— 2)Bpr—3p2 — .
. pn__Apn——lp'+ Bpn——zpw_”‘
VIII. 16

?
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la quantité dont il s’agit sera

E=R—5,
—

p

par conséquent les limites dont nous avons parlé dans le numéro pré-
cédent seront ‘
=R—w 1 *=R—w" 1
—_—— - el e
P 2 P 2
Ainsi 'on pourra trouver ces limites indépendamment de I'équation
transformée en ¢, et par le seul moyen de I'équation proposée en x,

ce qui pourra servir a abréger le caleul.

83. Il reste maintenant & voir comment on pourra reconnaitre si la
racine ¢ est renfermée entre les limites dont il s’agit; or cela est facile
dés qu’on connait les deux nombres entiers consécutifs 0, 6 + 1 entre

. . 1 1
lesquels se trouve cette racine : car, soient A +. et h—~ les deux

limites données, il est clair que, pour que ¢ se trouve entre ces limites,
il faudra qué A tombe entre les mémes nombres 6, 6 41, et méme
plus prés de celui de ces deux nombres dont z approchera davantage.
On examinera donc : 1° si tombe entre 8 et 6 -+ 1; 2° cela étant, on
prendra celui de ces deux nombres dont % 'approche davantage pour

la valeur approchée de z, que nous nommerons %, et faisant ¢ = % -+ ::—},

on verra si I’équation transformée en o a une racine positive ou néga-
tive plus grande que 2; si cette seconde condition a lieu, on sera assuré

que la racine ¢ tombera réellement entre les limites 2 —{——;— et A — 5, et

'on pourra poursuivre le calecul comme nous I'avons dit dans le n° 81.

8%. On pourrait s’y prendre encore de la maniere suivante, pour
'Y . . . ’ ’ . . 1 1
s’assurer si la racine ¢ tombe entre les limites X -+~ seth—— Il est

facile de voir par le n° 81 que la difficulté se réduit & savoir si la somme
des quantités '
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divisée par ¢'?, est moindre que é‘; ainsi il ne-s’agira que de trouver

une quantité qui soit plus grande que cette somme, et de voir ensuite

‘e
.

si cette quantité est moindre que 92

Or soient #, o', «, ... les racines réelles de I’équation proposée,
que nous supposerons.au nombre de p, et ' ST

EHgy—1, E=dy—1, Edy—ir, E—y—y,
les racines imaginaires, que nous supposerons au nombre de 2v, en sorte
que p. + 2v = n; comme la fraction% differe de la racine x d’une quan-
tité moindre que PTI‘ (n°73), il est clair que si A est une quantité égale -

ou moindre que la plus petite des différences entre les racines réelles
de la méme équation, chacune des quantités réelles

et par conséquent la somme de ces quantités qui sont au nombre de
p.— I sera moindre que -
p—1
I

At —
PE

Considérons ensuite les quantités imaginaires, lesquelles seront
deux A deux de la forme

I 1

oty E-te v

°

16,
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de sorte qu’on aura v quantités de la forme .

it

P__)2+|27
<p, £A ¢

or je remarque que, quels que soient les nombress—,, £ et d, la quantité

p 5—>
2 -
___<e__"°_

&_;—>:+ 2
(& =2)"

. . 1 . . I : o, .
sera toujours moindre que 35 en effet, si I'on considere la quantité

et qu’on fasse, ce qui est toujours possible, y = ¢ tango, elle deviendra

" 2singcose _sinzo
- ?
¢ ¢

or, la plus grande valeur de sin 20 est 'unité; done, ete.
Done, si I'on dénote par Il une quantité égale ou moindre que la

plus petite des quantités ¢, I/, ..., la quantité ﬁ sera nécessairement

plus grande que la somme des quantités imaginaires dont nous parlons.
Done, en général, la quantité '

— 1 v
ALY

Axt I
+ 5

sera plus grande que la somme de toutes les quantités

1 1
2 £l
O A
P’ P
Done, si 'on a
L — 1. v 1
& + e = ou < -,
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)

A et II étant prises positivement, on sera sur que la racine Z tombera
entre les limites proposées. '

Or, pour avoir les nombres A et I, lorsqu’on ne connait pas & avance
les racines de I'équation proposée, il n’y aura qu’a chercher dans I'¢ équa-
tion des différences (D) du n° 8 la limite / des racines positives et la
limite — % des racines négatives, et I'on pourra prendre pour A un

: .
nombre quelconque = ou < 7 et pour Il un nombre quelconque
2. V . 1 ‘ . .
—; cela suit évidemment de ce que nous avons démontré

N

dans Vendroit cité.

="ou <

-85. Si l'on avait
‘ b NN
A ISz
alors la condition requise aurait lieu des le commencement de la série;
de sorte qu’on pourrait approcher de la valeur de sans aucun titon-
nement; voici le procédé du caleul.
Ayant trouvé la premiere valeur entiére approchée de «, qu’on pourra
prendre plus petite ou plus grande que x & volonté, et nommant cette

§ .y . . I p
valeur p, on aura les deux premieres fractions o
1° On fera donc

— U, —_ Lppu—
=1, w=o0, p=p, p'=1,

et, substituant ces valeurs dans 'expression de R (n° 82), on prendra le
nombre entier. qui approchera le plus de
—R—a
—_——
’ | .

¢’est-a-dire de — R, lequel étant nommé %, on aura la fraction

ke+w _ kp+1-
ko' +w —  k

2° On fera o .
w=p, zz;'::l, p:kp—{—], p':li‘,
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et, substituant dans R, on prendra le nombre entier qui approchera le

lus de E———T—w—, cest-a-dire de !, et, ce nombre étant nommé £,
! , - e

on aura la fraction

Fo+w _K{kp+1)+p
Fp'+o' = Kk+1

3° On fera

w=hp+1, o=k p=Fk(lkp+1)+p, p'=kk+1,

et 'on prendra la valeur entitre la plus approchée de

—R—% ou —R—F
o' Kk 41’
laquelle étant nommée £”, on aura la fraction ot
Ko+w
ko' +w T
et ainsi de suite. -

De cetté maniere, la valeur de 2 sera exprimée par la fraction continue

P‘*’*—l—l
k—t————-——‘
‘/i' —i—]{,,_f~

ou par les fractions convergentes

v op kprr Klkptl+p
—r = 9 ’
o 1 I k-1

-

86. Sil'on n’a pas d’abord

1 v r-
A1 < 2
il n’y aura qu’a chercher la fraction continue par la méthode ordinaire

jusqu’a ce que U'on arrive & une fraction dont le dénominateur ¢ soit tel
que I'on ait ' V

p—1 v I
p"—’A—1+p"—’[I<2
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ou bien jusqu’a ce que Uon parvienne & une transformée qui soit dans
le cas du n° 83. o } |

Au reste, comme, en-augmentant toutes les racines d’une équation
dans une raison quelconque, on'augmente aussi dans la méme raison
les différences entre ces racines, il est clair que si, dans I'équation

7

en raison de 1 : f, les nombres A et II, qui conviendront 4 la nouvelle

proposée, on met - 2 la place de @, ce qui en augmentera les-racines

équation, en seront augmentés dans la méme raison, et par consé-
quent deviendront fA et fI; donc on pourra faire en sorte que la
- condition du n° 85 soit vérifiée en donnant & f une valeur telle que

L — 1 v 1
: L

fA—1 fH

Alors on pourra toujours se servir de la méthode du numéro cité
pour approcher sans.titonnement de la valeur cherchée de «; il fau-
dra seulement diviser ensuite cette valeur par / pour avoir la véritable
_racine de I'équation proposée; il est vrai que, de cette maniere, on
n’aura plus cette racine exprimée par une simple fraction continue,
mais on pourra néanmoins en approcher aussi prés qu'on voudra, ce
qui suffit pour I'usage ordinaire. ’

87. Soit I'équation proposée
zt— A —o,
en sorte que I'on demande la racine ™ du nombre A.
1° Soit n pair et = 2m; I'équation aura, comme on sait, deux ra-

cines réelles, + VA et — VA, et » — 2 racines imaginaires qui seront
exprimées ainsi

SC . SC - are
. : (cosl—ism;\/—l>'\7f\,
1

c étant la circonférence ou 'angle de 360 degrés, et 5 étant successi-
vement égal a 1, 2, 3, ..., jusqu’a m — 1; donc on aura dans ce
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cas (n°8%) p.= 2, v=m —1, et 'on pourra prendre
Y . ¢ yary R
A=12VA, H:sm;ix'\/A,, ,
) . C . . sc e
a cause que sin — est le plus petit de tous les sin donc la condition

du n° 85 aura lieu si

H n —1

1
= = ou <=;
2VA—1 _sin;c—lx'\'/x 2

‘donc elle aura lieu sarement toutes les fois qu’on aura
n n

. 360°
sin =
n

A:ou>

2° Soit » impair et = 2m + 1 : équation n’aura qu'une seule racine

réelle YA, et elle en aura 2, imaginaires de la forme
sc . §C — -
(cos;ism; V’-‘) VA,

en faisant successivement s =1, 2, ... jusqu’a m; donc on aura dans

. . SC - me
ce cas p.= I, v=rn, et, comme le plus petit des sin— est sin— ou

(2
o B

180° ' '
.  cause de n= 27m +1, on pourra prendre

sin
. 180°
H:sm——n < VA;

de sorte que la condition du numéro cité aura lieu si

m T
= ou < —»
. 100° ne
sin Xy A
n
¢’est-a-dire si I'on a
. .‘ n—iu1 4
A= ou
= 180°
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Donc, lorsque le nombre A ne sera pas au-dessous des limites que nous
venons de trouver, on pourra toujours, en faisant usage de la méthode
du n° 85, trouver directement et sans tatonnement la racine ni™¢ de ce
nombre; et, s'il est plus petit que ces limites, on pourra toujours le
rendre plus grand en le multipliant par un nombre quelconque qui soit
une puissance exacte du méme exposant z; en sorte qu’apres.avoir-
- trouvé la racine de ce nombre composé, il n’y aura plus qu’a la diviser
par celle de son multip]icatéur pour avoir la racine cherchée de A.
Quant & la valeur de R (n°83), elle sera, pour 'équation #"— A = o,

npn—-j
pu — Ap'u'.

88. Puisqué le cas de n= 2 peut se résoudre par la méthode de
" Particle 1I ci-dessus, nous en ferons abstraction ici. Soient donc

. 360°
1° n=14, onaura sin =1,
_ 4
done
A= ou >4';
. . 360° '3
99 n==6, onaura sin G =¥,
done

A= ou > 33,4865

. . 360° Va
30 n=2_8, onaura sin :\/7,

: 8
done
. = ou >2*.4%;
1]
et ainsi de suite.
De méme, si P'on fait
. 180° "3
1° n=3, onaura sin— :\/—,
: 3 2
~done
o A - - _/Ivs
= ou > - .
- 3y3’
. . 180° e
20 n=>5, onaura sin 5 :sm3b‘°,4

I3

VIIL T 07
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et, faisant le caleul par,les‘loga-rithmes_, on trouvera
. A =i > 1505,
et ainsi de suite. - T
89. Supposons, pareXemi)le, qu’on demande la racine cubique de 17;
Puisgue 17 est >3—4;%7 a cai}se de 5v3>4 , on i}")ou‘rfaxeimploy?lj.
d’abord la méthode du n® 85. On. éupa .d'onc ici, ;3 cause de n =23 et

A=17 (0°87), N

Or, le nombre entier le plus proche de \/17 est 2 ou 5 de sorte qu on
pourra faire & \olontep =2 0up=23.

Palsonsp = 2, et les premleres ﬁactlons seront -7 T’; donc :
IO

©w=1, =0, p:z, p =13

done N

etle nom])re entier qui approche le plus de

——R——w 4

PP 3

sera 1; donc £ =1, ce qui donne la fraction

kp—+1 3
1
2° w=2, ® =1, p=3, p=1;
done
3 —
R:—9 et R - 17
10 ¢ - 10’

le nom])re entier qui approche le plus de etant 2, on fera &' = 2, ce
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qui donnera la fraction

/f"p—*—m‘__S
Ko'+w 3
30 ’ w==2, T =1, p.:S, p':S;
done
3.8 g
l{'__83-—-17.33h‘_f)'§_
et :
—R—w' 24t
o T 159’

le nombre entier qui approchera le plus de cette fraction sera — 2;

, . K'p 3w . —13
donc £ = — 2, et la fraction /?h sera —; ete.

.y . 3
De cette maniere on aura les fractions convergentes vers y17

1 2 3"§ —13
3

et la fraction continue sera

2+
I
.2+

— 2.,

17,
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SUR -

LA THEORIE DES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

G20 .

NOTE 1.

SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME I.

Les deux théoremes du Chapitre I sont la base de toute la théorie
des équations et doivent étre démontrés d’une maniére rigoureuse,
et sans rien emprunter de cette méme théorie. La démonstration que
j’ai donnée du premier théoreme (n°1) est tirée de la considération
des facteurs de I'équation, et pourrait laisser des doutes relativement
aux facteurs imaginaires. Il est vrai qu’en supposant connu le théoreme
sur la forme des racines imaginaires, on est sir que le produit de
deux facteurs imaginaires correspondants est toujours une quantité
essentiellement positive, quelque valeur qu’on donne i «, d’ou il suit
que la différence des signes dans les résultats des substitutions de p
. et ¢ & la place de x ne peut venir ‘que des racines réelles. Mais on
doit observer que la démonstration rigoureuse de ce théoreme dépend
elle-méme du théoreme qu'il s'agit de démontrer, de sorte qu’on ne
peut Pemployer dans la démonstration de celui-ci. Pour éviter toute
difficiilté, j'ai cherché a démontrer ce théoreme par Ja nature méme
de I'équation, indépendamment d’aucune de ses propriétés. ‘
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Représentons, en général, I'équation proposée par

P—Q=o,

P étant la somme de tous les termes qﬁi ont le signe +, et — Qla
somme de tous ceux qui ont le signe. — . Supposons d'abord que
les deux nombres p et g soient positifs et que ¢ soit plus grand que p;
si, en faisant  =p, on a P —Q < o, et, en faisant x=g¢, on a
P—Q>o, il est clair que dans le premier cas P sera < Q, et que
dans le second P sera > Q. Or, par la forme des quantités P et Q, qui
ne contiennent que des termes positifs et des puissances entieres et
positives, il est évident que ces quantités augmentent nécessairement
4 mesure que x augmente et que, en faisant augmenter « par tous les
degrés insensibles depuis p jusqu'a ¢, elles augmenteront aussi par
des degrés insensibles, mais de maniére que P augmentera plus que Q,
puisque de plus petite qu'elle était elle devient la plus grande. Donc
il y aura nécessairement un terme entre les deusx valeurs p et g, ot
p eo*alera Q, comme deux mobiles qu’on suppose parcourir une méme
hgne dans le méme sens, et qui, partant i la fois de deux points diffé-
rents, arfiVent en méme temps a deux autres poimts, mais de maniere
que celui qui était d’abord en arriere se trouve ensuite plus avancé
| que lautre, doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin:
Cette valeur de @, qui rendra P égal & Q, sera' donc une des racines -
de 'équation et tombera entre les valeurs p et ¢. De méme, si, en fai- .
sant @ =p, on avait. P— Q>o0, et, en faisant x=g¢, on avait
P Q< o, on aurait dans le premler cas Q <P, et dans le second
Q>> P; et, en faisant augmenter  depuis p jusqu’a ¢, la’ quantité Q
augmentera plus que la_quantité P et I'égalera dans un pomt entre
petyg. ‘ '

Si les deux nombresP et g étaient negatlfs ou un des deux seule-
ment, alors, prenant un nombre positifr tel que r+ pet r -+~ ¢ soient
~des nombres positifs, il n’y aurait qu’a transformer I'équation par la

substitution de y — r & la place de «; on aurait ainsi une ‘transfor-
mée en y, dans Iaqhelle,les-substitutibns de r+p etder-+gqala
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place de I'inconnue y donneraient par 'hypothese des vésultats de signes
contraires, puisque ces résultats sont les mémes que ceux qui vien-
draient des substitutions de p et de ¢ & Ia place de 2 dans la proposée.
Or, les nombres r+ p et r+ ¢ étant supposés positifs, on pourra re-
prendre le raisonnement pré‘éédent, et P'on prouvera que I'équation
en y aura nécessairement une racine comprise entre les nombres
r-+p el r+-g; par conséquent, i cause de x =y — r, I'équation en x
aura aussi une racine entre p et g.
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NOTE 1L

SUR LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1I.

La démonstration de ce théoreme (n° 5) suppose ces deux proposi-
tions, que toute équation peut se décomposer en autant de facteurs
simples réels qu’elle a de racines réelles, et que le facteur restant, si
le nombre de ces racines est moindre que l'exposant du degré de
Péquation, est tel qu’il ne peut jamais devenir négatif, quelque valeur
qu'on donne & l'inconnue. La premiére proposition a été longtemps
admise par les analystes comme un résultat de la formation des équa-
tions, et d’Alembert est, je crois, le premier qui ait fait sentir la né-
cessité de la démontrer rigoureusement. A, I'égard de la seconde, on
pourrait la regarder comme une conséquence de la premitre; mais,
pour ne rien laisser & désirer sur la rigueur, il est bon de la démon-
trer aussi en particulier.

Représentons, en général, par (&™...) un polynéme queleconque en =
du degré m, tel que

xm— A xm—i —+ Bym—2 — me—a_*_ ...V,

SiI'on change « en a, il deviendra (a”...), et il est facile de voir que
la différence (#™...) — (a™...) de ces deux polynomes semblables sera
divisible par # —a, car chaque terme du polynome (z™...), comme
Nz, donnera dans la différence les termes N(a” — a"); or on 2, en
général, tant que  est un nombre entier positif,

xl— gt — (x—a) (xn—l+,axn—2+a2xn—3+' o an—l);
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done, réunissait tous les quotients et les ordonnant suivant les puis-
'sances de 'z, on aura o

(x’" c)— (am.. ): (x—~a).(x-’”—'-'- )

(zm™='...) étant un polyndme en « du degré inférieur 7 — 1. Ainsi on
aura, quelle que soit la quantité @, -

(x”l...):(xf(l)(x”’*';..) +(am.. ).

De la méme maniere, en prenant une autre quantité quelconque b, on
pourra réduire le polyndéme (#™~'...) a cette forme,

amt ) = (2 — b? (zm—2, . .) +(b"l—'...).

(2™*...) étant un autre polynome du degré inférieur m — 2, et ainsi
- de suite. |

Maintenant je remarque que, si 'on a I'équation (@™...) = o, et que
a soit une des racines de cette équation, c’est-a-dire une valeur de x
qui y satisfasse, on aura aussi (a™...) = o4 donc le polynome (x™...)
sera alors réductible 2 la forme |

(# —a)(z7m..),

et par conséquent divisible-exactement par x — a. .
Si, outre la quantité a, il y a une autre quantité b qui satisfasse i
~ laméme équation (z™...) =o,il faudra que cette quantité, étant prise
pour x, fasse évanouir T'autre facteur (x™'...) et soit, par conséquent,
telle que 'on ait (6™'...)=o. Donc le polynome (x™~'...) sera ré-

ductible a la forme (x — b) (™2...), et, par conséquent, on aura
(am...) = (2 —a) (x — b)(zm=2...);

de sorte que le premier polynome (2. ..) sera exactement divisible par
x — a et par x — b, et ainsi de suite. )

St donc I'équation (#™...) = o n’a qu’un nombre » moindre que m
de racines réelles a, &, ¢, ..., on aura d’abord

o (am..)=(z—a) (2 — b)(z —c]... (amn. .},
* voL : 18



138 'NOTES SUR LA THEORIE

et le polynome (z™"...) ne sera plus résoluble en facteurs simples
réels. Done, quelque valeur qu’on donne a «, ce polynéme ne pourra
jamais avoir une valeur négative; car, s'il y avait une valeur de x qui
put le rendre négatif, comme d’un autre ¢oté on peut toujours prendre
x assez grand pour que le premier terme surpasse la somme de tous
les autres, il s’ensuivrait qu’il y aurait deux valeurs qui, étant substi-
tuées pour x, donneraient des résultats de signe différent, et que, par
conséquent, par le théoreme I, il y aurait une valeur intermédiaire 4
qui pourrait rendre (£™"...)= o, et qui serait ainsi une racine réelle
de cette équation; donc on aurait alors

(xm—dl, , ) = (.Z‘ —/I) (x”"—”—' e 3),

et le polynome (2™...) aurait encore le facteur réel @ — A, ce qui est
contre I'hypothese. Ce polynome (2™ "...) sera donc nécessairement
d’un degré pair, et son dernier terme sera toujours positif (n° 3); et
le polynome (x™...) aura, par conséquent, son dernier terme positif ou
négatif, suivant que le nombre des racines positives a, b, ... sera pair
ou impair.

Non-seulement le polynome (x™"...) aura toujours une valeur po-
sitive lorsque I'équation (#™"...) = o n’a aucune racine réelle, mais
encore quand elle aura des racines réelles doubles ou quadruples, et
en général multiples, suivant un nombre pair; car alors le polynome
aura des facteurs de la forme (x — g)¥, 2r étant un nombre pair,
et il est visible que cette quantité est toujours p'ositive, quelque valeur
réelle qu'on donne & x. D’or il s’ensuit que le théoréme II a encore
lieu pour les racines égales, triples, quintuples, ete. Mais, comme on
a des méthodes particulieres pour les racines égales, il suffit de con-
sidérer les racines inégales et d’avoir une méthode pour les trouver.

Au reste, l'esprit du caleul algébrique, qui est indépendant des
valeurs particulieres qu’on peut donner aux quantités, fait qu'on peut
regarder tout polynome (z™...) comme formé du produit d’autant de
facteurs simples x —a, & — b; x—e¢, ... quil y a d’unités dans
Pexposant m du degré de ce polynome, quelles que puissent étre

.
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d’ailleurs les quantités @, b, ¢, ..., ce qui donne cette équation iden-
tique

am— Agm=l 4 Bam=t — |V =(z—a)(x—b) (z—e¢)...,

laquelle doit toujours avoir lieu indépendamment de la valeur de z.

C’est uniquement dans cetfe transformation des polyndémes que con-

siste la théorie des équations. On a trouvé différentes relations entre

les quantités a, b, ¢, ... des facteurs et les coefficients A, B, C, ... du

- polynome, et ce sont ces relations qui constituent les propriétés géné-
rales des équations (voir la Note X). ‘

Les facteurs qu'on suppose aux polynomes qui ne peuvent jamais
acquérir une valeur négativesont appelés imaginaires, et les quanti-
tésa, b, c, ... de ces facteurs sont les racines imaginaires des équations

formées en égalant ces polynomes & zéro; d’ou I'on voit que le nombre
de ces racines est toujours nécessairement pair, et que leur produit,
qui se trouve égal au dernier terme du polynome, est toujours positif.

18.
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NOTE I1I.

SUR L’EQUATION QUE DONNENT LES DIFFERENCES ENTRE LES RACINES
‘ D’UNE EQUATION DONNEE, PRISES DEUX A DEUX.

. Larecherche de cette équation, qui est I'objet du probleme dun°8,
deviendrait trés-pénible si I'on y employait la voie de I'élimination,
qui se présente naturellement; mais, par les formules que j'y donne,
elle n’a d’autre difficulté que la longueur du caleul. Tout se réduit &
calculer un certain nombre de termes de trois séries dont la loi est
~ assez simple. '

{. La premiere série, celle des quantités A,, A,, A,, ..., n'est autre
chose que la série connue pour avoir les semmes des puissances des
racines par les coefficients de I’équation donnée, et on en verra la dé-
monstration dans la Note VI. La troisieme série, celle des quantités
a, b, c, ... qui forment les coefficients de 'équation cherchée, est I'in-
verse de la précédente; elle donne ces coefficients par le moyen des
sommes des puissances des racines qu’on.a par la seconde série a,,
a,, a;, .... Je n’avais trouvé que par induction la loi des termes de
celle-ci; mais on peut la démontrer d’une maniére générale.

Pour cela, 1l n’y a qu’a considérer la quantité

. (x~a‘)s+§(x—-@)S—f—(x—y)f‘—{—...,

qui, étant développée suivant les puissances de x, devient

mxs— sA et + —————S(S:I) Agxs—z_s(s";) {;*2)

Agas—3 ...,



~
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Comme ces deux expressions sont 1denthues on y peut fau'e x tout
ce qu’on voudra. Qu’'on suppose donc successivement x =2, §, y, ...,
et qu'on ajoute ensemble les résultats de ces substitutions, on aura

{or— Bt la— 7)o (B )it (B gtk (7 — i (7 — B

s{s—1)(s—2

5.3 )AzAs—;’—i—.,..,

=mA; —sA, As_l + f(—i———) AsAsen —
ce qui est évident, puisque, par la notation qu’on a employee on a, en
O'eneral

As=as+ B+ ys ...

Lorsque s est un nombre impair, il est facile de voir que le pi’emier
membre de cette équation devient nul par la destruction mutuelle de
tous les termes, et le second membre devient nul aussi de lui-méme
en remarquant que 1’on doit avoir A, = a® + £°+ y° +...= m, nombre
des racines. = ,' | ’

Mais, lorsque .s est un nombre quelconque pair = 2y, le premier
membre devient égal & 2a,, suivant la notation des termes de la se-
conde série; ainsi on aura

?Aap,:mA‘.’p‘_ ZIUAlA‘.'y.—d +M‘S;I)A2A2p—2 h ‘U'(%U —21{3(2# — Z)A:;A 23
Comme les termes de cette série se trouvent les mémes de part et
d’autre du terme du milieu, qui contient A, A,, en réunissant les
termes égaux et divisant par 2, on aura la formule générale de la
valeur de a, que jai donnée dans lendroxt cité.

2. On pourralt de la méme maniere, trouver des formules pour les
sommes des racines prises deux & deux; car, en considérant la quan-

tité
@b o (2 B (2 )

on aura, par le développement, cette expression identique’

o k .'s’:s'———x s{s—1){s—2
Tmas s Ay x5 ——\——2—'~—)A2x‘_2+3—-——%—) Aj a5 3+
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Done, faisant successivement x = «, 8, y, ..., et ajoutant ensemble
les résultats, on aura

2(o o By ) 2o Bk 2ok ) 2 (B 4 )

, S[s—1) - ’s——x)(as—z)
L

=mA;+ A A, AsAg 34 ..

" Done, si 'on dénote en général par a,la somme des puissances siémes des
racines ajoutées deux i deux, on aura, a cause de o+ B‘—I— rHoa=A
cette expressmn de 2a;

s—1){s—2)

2.3 A3A3~3+---.

24; :{n:—z’)A;+sA As_ sls = 5 )A Ao+ s

Comme s est supposé un nombre entier, il est clair que les termes
également éloignés' des deux extrémes seront égaux; or le dernier
terme sera A; A,, mais A, =m; done, réunissant le dernier au pre-
mier, 'avant- dernler au second, et ainsi de suite, et dmsant par 2, on
aura, lorsque s est un nombre i 1mpalr

as={(m—25") As+sd Ae ) + f—(i‘z;——lj AcAso+...

s(s—l)(s—a)..; s—:3 .
-+ 5 A._c:_xA.H—” .
1.2.3... —! 2 *
2
et, lorsque s est un nombre pair,
as==(m — 257 ) As - sA  Asy + S—(Sf—l—)-AgAs_g-i—-

Si on détermine par cette formule les termes de la série a,, a.,
a,, ..., et qu’on emploie ces valeurs dans les expressions des quantités
a, b,c, ... de la troisieme série, on aura les coefficients de I'équation,
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dont les racines seront les » sommes 2 + 8, « +v, B+, ... des ra-
cines de 'équation donnée, prises deux a deux. Cette équation peut
étre utile dans plusieurs occasions.

3. Je dois, au reste, observer ici que Waring avait déja remarqué
dans ses Miscellanea analytica, imprimés en 1762, P'usage de 1'équa-
tion dont les racines seraient '

I R I

b

a—p a—y B—y

pour trouver les limites des racines réelfes de 1'équation dont les ra-
cines sont «, B, v, .... Mais je ne connaissais pas cet Ouvrage lorsque.
je composai mon premier Mémoire sur la résolution des équations nu-
vmériques; d’ailleurs, cette remarque, n’étant présentée dans I’Ouvrage
de Waring que d’une maniere isolée, serait peut-étre restée longtemps
stérile sans les recherches dont elle était accompagnée dans ce Mé-
moire. ' » o ' '

Je dois ajouter que le méme auteur a aussi remarqué avant moi les
‘caracteres qu’on peut tirer des signes de I’équation dont les racines
sont les carrés des diffélfenées entre les racines d’une équation donnée,
pour juger des racines imaginaires de cette équation. Il avait dit sim-
plement dahs ’Ouvrage cité que, si cette équation des différences n’a
que des signes alternatifs, I'équation primitive a nécessairement toutes
ses racines réclles; autrement elle en a d’imaginaires; mais il a donné
ensuite sans démonstration, dans les Transactions philosophiques de
'année 1763, les conditions ‘qui résultent des équations des diffé-
‘rences du quatrizme et du cinquieme degré pour que les équations
de ces degrés aient ou toules leurs racines réelles, ou deux ou quatre
racines imaginaires, ce que personne n’avait encore fait pour le cin-
quiéme degré. |

Dans le second Mémoire, je m’étais contenté de donner les équations
des différences pour le deuxiéme, le troisieme et le quatrieme degré;
la longueur du calcul m’avait empéché de donner celle du cinquieme
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degré; mais, comme elle peut étre utile dans quelques occasions, je
vais la vapporter ici, d’apres Waring. ' . '

4. Soit done Péquation du cinquieme degré
.zﬂ—;— Bz? — Cx*+Dx —E=o;
Péquation des différences éera
V10— apd 4 hv8 — coT + dv® — evS+ foi — gv3+ W — v+ k=o,
dans laquelle |

@ —=—10B,

b =39B%+ 10D,

¢ =—80Bs—50BD — 25(2,

([;-_95]}'- + 124 B2D — 95D2+ 92 BC2 + 200CE,

L3

¢ = — 66B5+ 360BD* — 196 B3D — 118B2(? — 260 C2D — 625E2 — 400 BCE,

Jf = 25B0+ foD? — 53C4 + 52B3C2 — 522 B2D2 + 194B+ D + 708BC2D
+ 240B2CE + 1750 BE2 — 950 CDE, :

§ = 4B7—106B5D -+ 80BD3 + 308 B3 D2 + 102 BC* + 7B+ C2 — 570C2 D2
— 612B2C2D — 700C2E + 3750 DE2 — 2500 B2E2 — 80 B3 CE ~+ 2150 BCDE,

/i = fooD'— 360B2D? — 15B* D2 -+ 24B6D — 8B5C2 — 45B2C4 — 270 CiD -
+ 140B3C2D + g60BC2D? + 1875C2E2 + 1000CD2E — 5000 BDE?
-+ 1750B3E2 + 40B*CE + 600 BC?E — 1650 B2CDE,

i =— 36B5D2+ 22{B2 D% — 320 BDs — 4B3Ct — 27 G+ foC2 D — 434B2C2 D>
+24B4C2D + 198 BC*D — 5000 D2 E2 + 450 C3 D E + 6250 CE3— 675 B+ E2
~+3750B2DE2 — 3000BC2E2 — GoB2C3E — 200BCD2E -+ 33083 CDE,
k= 3125E% — 3750 BCE3 :
.+ (2000BD?+ 2250C2D — goo B3D ~ 825B2C2 + 108B3) E2
+ (—1600CD? — 560 B2CD2 — 16B3C8 4- 630 BC3 D+ 72 B1CD — 108(5)E
-+ 256 D% — 128 B2D* + 144 BC2 D3 + 16 B* D? — 27 C* D2— 4B3C2D2.

La réalité de toutes les racines de I’équation du cinquieme degré
exige donc que la valeur de chacune des quantités «, b, ¢, ... soit
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positive, ce qui dornne, comme l'on voit, dix conditions; mais il est
possible que quelqueslunes de cés conditions se trouvent renfermées
dans'le ’systéme des autres, ce qui en diminuerait le nombre, comme
nous I"avons vu pour le quatriene degré Si toutes ces conditions n’ont
pas lieu  la fois, alors I’ equatlon aura nécessairement deux ou quatre
racines 1mag1na1res suivant que la quantlte k aurd une valeur negallve
ou positive. Mais, si cette quantité était nulle, l’equatlon aurait deux
racines égales; elle en aurait trois égales si la quantité 7 était nulle en

méme temps, et ainsi du reste.

VIIL 19
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. A )
NOTE IV.
SUR LA MANIERE DE TROUVER. UNE LDMITE PLUS PETITE QUE.LA.PLUS. PETITE

* DIFFERENCE ENTRE LES RACINES D'UNE EQUATION DONNEE.

La détermination de cette limite est nécessaire pour pouvoir former
une suite de nombres dont la substitution successive fasse connaitre
d’une maniere certaine toutes les racines réelles de I'équation propo-
sée (n° 6). Le moyen le plus direct d’y parvenirest de calculer, comme
nous- 'avons proposé, I'équation méme dont les racines seraient les
différences entre celles de I'équation donnée, et de déterminer ensuite,
par les méthodes connues, la limite de la plus petite racine de cette
équation. Mais, pour peu que le degré de I’équation proposée soit
élevé, celui de Péquation des différences monte si haut, qu'on est
effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trouver la valeur de
tous les termes de cette équation, puisque, le degré de la proposée

(m—1)

, m . \
étant m, on a coefficients & calculer, et que, pour employer

les séries du n° 8, il faudrait en tout calculer 2m(m — 1) termes.

Comme cetinconvénient pourrait rendre la méthode générale presque
impraticable dans les degrés un peu élevés, je me suis longtemps
occupé des moyens de I'affranchir de la recherche de I'équation des
différences, et j'ai reconnu en effet que, sans calculer en entier cette
équation, on pouvait néanmoins trouver une limite moindre que la
plus petite de ses racines, ce qui est le but principal du calcul de
cette méme équation.

1. En effet, soit 'équation proposée en x

am— Agxm— - Bam—2— Capm—3 4 . .—o,
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que je représenteral, pour plus.de simplicité, par.
qu’onen déduise cette équation en u du degré m — 1 (n°8)
‘ . Y+ Zu Vel u';lj'»’_:'o,;, |
dans laquelle

Y——mxm- (m—l) Ax"l“2+(m——9)Bx"l—3 i
o S o SR
,Z:'_n_luxm 2 L:MMWH””
T 2 R oL 2 G D
Ve m(m——x)(_m—z)xm_s__
. ¥ 2.3 . ’
savoir, S ; :
/ Y=X, Z_X—-, V:L, e
S 2 2.5 Co

X, X” 'X”’, o etant les fonetions demvees de X ou les coefﬁments dif-
dX o d2X X : coi
férentiels

A R d L i

On a vu dans le probleme du n° 8§ que, si l on subst1tue dans cette
équation en u, ala place de z, une quelconque des racmes de r equa-
tion. X_o, elle aura alors pour racines les dlﬁ"erences entre cette
racine et toutes les autres racmes de la méme equatlon Donc, si lon
y substltue successnement les m. racmes del’ equatlon X=o, on aur
m equatmns en u dont les racmes seront toutes les dlﬁ"erences pos-
sibles entre les racines de lequatlon proposée ; par consequent il ne
s’ agu’a que de trouver une quantité plus petlte que. la plus petlte racme
de cllacune de ces m equanons

1
Done, s1 l on falt u=z:ce qu1 changera l’equatlon en u en celle 01

Zz Vv
Y-1——+ TR

[ :’O’, >

ou bien, en multipliant par :»~* et divisant par Y,
it Loy Yoma g L,
4 19.
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tout se réduira & trouver une limite plus grande que la plus grande des
racines de cette derniere équation, en supposant qu'on y substitue
successivement pour x chacune des m racines de I'équation proposée
car, cette limite étant trouvée, si on la nomme L, il est v1s1ble que

II sera la limite cherchée plus petlte que chacune des m racines.

2. Or on sait (n° 12) que le plus grand coefficient des termes néga-
tifs d’une équation, pris positivement et augmenté d’une unité, est
plus grand que la plus grande de ses racines positives. Ainsi, pour
avoir la limite L, il 0’y aurait qu’a trouver la plus grande valeur néga-
tive qui pourrait résulter de la substitution des racines de 'équation

7 2—;, -+ de I'équation

en, ou une quantité plus grande que. cette valeur.

Si ces coefficients ne contenaient que des puissanée's de x sans déno- .
minateur, on pourrait résoudre la question en substituant i la place
de 2, dans les termes positifs, une limite plus petite que la plus petite
des valeurs positives de @, et, dans les termes négatifs, une limite plus
grande que la plus grande de ces valeurs; car il est visible qu’on au-

X =o0 a la place de # dans les coefficients Z,

rait, par ce moyen, des quantités negatlves plus grandes que les valeurs
négatives que chaque coefficient _pourrait recevoir par la substitution
de chacune des racines positives de la proposée en x; et, pour avoir
égard aux racines négatives de la méme équation, il n’ y aurait qu’ a
changer dans les expressions des mémes coefficients # en — =z, et
substituer ensuite dans les termes positifs une valeur de » plus petite
que la plus petite racine négative de cette équation, prise positive-
ment, et dans les termes négatifs une valeur de « plus grande que la
plus grande de ces racines. ‘ A

La plus grande des quantités négatives trouvées de cette maniére,
: pmse positivement et augmentée de l'unité, pourrait sans scrupule
étre employee pour la limite cherchée L. ’

Toute la difficulté vient donc du dénominateur Y, qui contient aussi
Vinconnue x. Javais proposé autrefois de prendre pour Y une valeur
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plus petite' que chacune de celles qui pourraient résulter de la substi-
tution des racines de 1'équation X =0 4 la place de x; mais la diffi-
culté était d’avoir cette limite, et il ne parait pas possible de la trouver
autrement que par 'équation méme dont les différentes valeurs de 'Y
seraient racines. Pour avoir cette équation, on ferait Y =y, et l'on
éliminerait - au moyen de l’équationA X =o et de celle-ci, y —Y =o;
l’é_quatidn résultante en y serait du = degré, et la limite plus petite
que la plus petite de ses racines serait la quantité qu’on pourrait
prendre pour Y; mais cetle équation en y peut encore étre fort longue
a calculer, soit qu'on la déduise de I'élimination, soit quon veuille
la chercher directement par la nature méme de ses racines.

3. Tai fait réflexion, depuis, qu'on pouvait toujours éliminer Iin-
connue z du polynéme Y en le multipliant par un polynéme conve-
nable du méme degré m — 1, et en faisant disparaitre, au moyen de
I’équation X = o, toutes les puissances de « plus hautes que &,

En cffet, si 'on prend un polynome tel que

xm= — gqxm 4 bamd — epmi 4.,

que nous nommerons & pour abréger, et dans lequel les coefficients a,
b, ¢, ... soient arbitraires, et qu’on multiplie le polynome Y par ce-
lui-ci, on aura un polyndéme du degré 2m — 2. Or, 'équation X = o
donne d’abord la valeur de 2™, et avec cette valeur on pourra former,
en multipliant successivement par x et substituant & mesure la valeur
de 2™, toutes les puissances de « supérieures 4 ™' jusqu’a #***. On
substituera donc ces valeurs dans le polynome Y, et il s’abaissera &
la puissance m — 1 ont fera alors disparaitre tous les termes qui con-
tiennent x, en égalant & zéro chacun de leurs coefficients, ce qui
donnera m — 1 éqliations,linéaires en a, b, c, ..., lesquelles serviront
3 déterminer ces inconnues ‘dont le nombre est aussi m — I; nommant
K le terme ou les termes restants et tout connus, on aura Y¢ =K, et

o] B

par conséquent Y. = -
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“L’équation en ¢ deviendra, par cette substitution, -

r ' f

o dE. . VE.
g e 2 pm—2 jm—3 2 —=0:"
il e T 2 i -i—K 03
\ . Zt VL i L
et, comme les coefficients T 0 0° he contiennent plus que des

puissances de 2 sans dénominateur, on pourra y appliquer la méthode
proposée ci-dessus et trouver une limite L plus grande que la plus
grande des valeurs de 2. ‘ i _

~On pourra réduire aussi les polynomes Z¢, VE, ... 4 ne contenir
que des puissances de 2 moindres que 2”* par les mémes substitu-
tions des valeurs de 2™ et des puissances supérieures 2 2. Cette ré-
duction n’est pas absolument nécessaire, et 'on peut sans inconvé-
nient emp]over les polynomes tels qu ’ils résultent de la multiplication
de Z, V, ... par &; mais elle est utile pour simplifier le calcul et avoir
une limite L plus approchée.

%. 11 est bon de remarquer encore que, comme les valeurs de « qui
représentent les différences entre les racines de I'équation proposée
peuvent étre également positives et négatives, les valeurs de i pour-

ront I'étre aussi, puisque nous avons fait u = ;5 d’olr il s’ensuit que la
limite des valeurs positives de i le sera aussi des valeurs négatives
prises positivement, et réciproquement celle des plus grandes valeurs
négatives prises positivement le deviendra des plus grandes positives.

On pourra done, dans I'équation en 7, prendre également ¢ positif
ou négatif, et par conséquent prendre le second, le quatrieme, le
sixieme, etc. termes de ’équation en ¢ avec des signes contraires, si,
de cette maniére, il en résulte pour L une 11m1te momdre.

5. Ayant ainsi trouve la limite L, on aura - pour la limite p]us petite
que la plus petite différénce entre les racines de I’équation proposée,
et 'on pourra faire A :i (n° 6)'p0'u'1>" avoir la suite A; 54, 34, ... des

nombres dont la substitution successive fera connaitre stirement
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toutes les racines réelles de la méme équation et donnera leurs pre-
mieres limites.
St la quantlte K etalt nulle, on aurait pour L une quantlte mﬁnw,

et la llmlte T dev1endralt z6éro, ce qui mdlqueralt égalité de deux

ou pluswurs racines dans l’equmon proposée. En effet, s’il y a deux
racines égales, il est clair qu'il y aura une des valeurs de u qui sera
nulle; donc le dernier terme Y de Péquation en u deviendra nul en y
substituant pour @ une des racines de 1'équation X = o; donc cette
équation aura lieu en‘ méme temps que I'équation Y = o, c’esf—é-di‘re

- dX
X'=o0ou = 0, ce qui rev1ent ace quel on salt depuls longtemps

Donc I’équation resultante de celle-ci par Pélimination de « aura lieu
~ aussi. Or, il est facile de voir que cette équation n’est autre chose que
I'équation K=o; car, puisque le produit Y& devient = K par le moyen

K )
de I equatlon X=o, on aura Y— 7 et, par consequent lequatlon

Y:odonneraK:o. . . N R

Lorsqu’on sera assuré par la que Uéquation en o a des racines
égales, on les trouvera en cherchant le commun diviseur des équa-
tions X =o et Y=10'(n°15); ensuite I'équation en 7 donnée ci-des-
sus, etant multlphee par K et dmsee par ZE, dévien_dra, 3 cause de
K = O, . : - R . ) . : :

P ' o im—f-»+'-‘fim-s+; AEVIRLEE
'/ Z ’
4 laquelle on pourra appliquer la méme méthode pour trouver une
limite plus:grande que les valeurs de Z; et ainsi de suite.

Au reste, comme, avant d’entreprendre la résolution d’une équation
par quelque méthode que ce soit, il est toujours nécessaire de s’assu-
rer si elle a des racinés égales, parce que cés racines peuvent se déter-
miner 2 part d’une manitre rigoureuse, on- voit que le caleul de la
quantité. K est indispensable lorsqu'on ne calcule pas 1'équation: des
différences, car I'équation K = o est- proprement celle que l'on trouve
par les méthodes ‘ordinaires lorsqu’on’ :cherche les conditions de I'éga-
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lité ‘des racines. Ainsi, i cet égard, la-méthode que nous proposons
n’allonge point le calcul nécessaire pour la résolution des équations.”

6. La quantifé K étant connue, tout se réduit a chercher une quan-
tité égale ou plus grande que la plus grande valeur négative des

quantités ZKE T % coefficients de I'équation en ¢; pour cela, on

substituera a la place de « une quantité plué petite que la plus petite
des racines positives de 'équation X = o dans les termes positifs de ces
coefficients, et une quantité plus grande que la plus grande de ces
racines dans les termes négatifs; ensuite, ayant changé dans ces mémes
coefficients  en — «, on substltuera de méme dans les termes posi-
tifs une quantité plus petlte que la plus petlte des racines négatives,
et dans les termes négatifs une quantité plus grande que la plus. grande'
des racines ‘négatives de la méme équation, en prenant ces racines
positivement. Le plus grand résultat négatif qu’on aura de cette ma-
niere, étant pris positivement et augmenté de I'unité, donnera la valeur
de la limite L que 'on cherche

Pour avoir ces quantités plus grandes 6t plus petltes que les racines
de I'équation X-= o, on pourrait prendre‘tout de suite le plus grand
coefficient des termes négatifs de cette équatién, augmenté de I'unité,
pour la quantité plus grande que ses racines positives; énsuitev, apres
avoir éAchangé dans la méme équation x en a—; et fait disparaitre par la
multiplication les puissances négatives de «, on prendrait de méme
le plus grand coefficient des termes qui seraient de signe différent du
premier, et I'unité divisée par ce coefficient augmenté de V'unité serait
la quantité plus petite que les mémes racines. A I'égard des racines
négatives, on changerait dans I'équation « en — x pour les rendre
positives, et l'on trouverait de la méme manitre-les quantltes plus
grandes: et plus petites que ces racines. ’

Mais, quoique les limites qu’on trouvera par cette méthode soient
toujours exactes, elles peuvent néanmoins étre trop éloignées entre
elles, ce qui aurait I'inconvénient dé donner pour la limite L une quan-
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tité trop gré’nde, et par conséquent pour la différence A des termes de la
suite une quantité trop petite : d’oit résulterait un trop grand nombre
de substitutions successives & faire dans I’équation proposée pour en
découvrir toutes les racines (n° 6).

7. Il est donc utile d’avoir des limites plus resserrées, et I'on pourra
les™rouver par la méthode exposée dans le n° 12. Suivant esprit de
cette méthode, il ne s'agira que de chercher d’abord une valeur de «
qui rende positives les valeurs des fonctions X, X', X”, ..., ce qui
n’est pas difficile en commencant par la derniere, ol « n’est qu'a la
premiere dimension, et remontant successivement i celles qui pré-
cedent. Cette valeur sera la limite plus grande que toutes les.racines
positives de I'équation X = o. Pour avoir ensuite une limite plus petite

' . . . r . .
que ces racines, on transformera la fonction X en y substituant ~ &

la place de x, et la multipliant par ™ pour faire disparaitre les puis-

sances négatives; et, si le terme ol est.x™ se trouve négatif, on chan-

gera tous les signes pour le rendre positif. On prendra cette nouvelle

fonction pour X, et, en ayant déduit les fonctions X', X”, ..., on

cherchera de nouveau la valeur de « qui rendra toutes cés fonctions

positives. L’unité divisée par cette valeur donnera une limite plus pe- .
tite que toutes les racines positives de la méme équation X = o. Enfin

on changera dans ces deux séries les fonetions x en — x, en chan-
geant en méme temps tous les signes, si la plus haute puissance de «
se trouve affectée du signe —; et les valeurs de = qui les rendront
toutes positives seront les limites plus grandes et plus petites que les
racines négatives de la méme équation prises positivement.

8. Pour donner un exemple de la méthode que nous venons d’ex-
poser, nous P'appliquerons 4 I'équation ‘

23— x4 7=0,

que nous avons résolue dans le n° 27.
VHI. ' 20
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On aura done ici ;
X=a— 52 -+7,

et les fonctions dérivées seront

X'=3x2—17, X'=06x, X"=06, X''=o;
done o o o

Yo X3, L= 3y, Vi -
» 2 .. 2.3

et I’équation en u sera du second degré.

On prendra pourZ le polynome indéterminé du second degré
.22"9 + ax + b, |
et, en le muliipliant par le poiynémé‘ Y, on aura
Y: 4:'3vx" + 3(1?3 + (3b—1q)2?— jax — 76;

Mais 'équation X = o donne o .

done

Faisaﬁt ces substitutions, on aura
Ye=(3b+14) a2+ (1fa—21)x —21a —7b.
On fera dgnc : |
3_[)+'xl4:o, ifa —21=o0, ——2xa¥ =K,

d’olu Uon tire

s8]
o

Ainsi, puisque la quantité K n’est pas nulle, on en conclura d’abord
“que I’équation n’a pas de racines égales.
Maintenant on aura ‘
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et de 13, en multipliant par Z = 3= el; substituant pour «° sa valeur,:

22,
Z:= 9——-— + 7% — 213
2

de sorte que les deux coefficients de I'équation en ¢ seront

2522+ foxr —126  Gal+gxr — 28
2
7 7

9 -

et il ne s’agira plus que de trouver une quantité égale ou plus grande
que la plus grande valeur négative que ces coefficients puissent avoir

sans connaitre les valeurs de m; or c’est A qu01 on peut parvenir par
le moyen des limites de ces valeurs

3

9. Pour cela, on commencera par chercher des limites plus grandes
et plus petites que les valeurs de a, tant positives que négatives. Je
remarque d’abord que, le plus grand coefficient des termes négatifs -
dans lequatlon en x étant 7, on pourrait prendre 8 pour la limite
plus grande que les racines positives; mais on peut trouver une limite
moindre par la considération des fonections X, X/, X, savoir,

#—gx+7, 3x*—7, 6z,

en cherchant une valeur de & qui les rende toutes positives; on trouve
que 7= 2 satisfait & ces conditions, de sorte que 2 sera une limite
plus grande que les racines positives.

Si I'on change dans ces mémes fonctions « en — a, en changeant
en méme temps les signes, s'il est nécessaire, pour que le premier
terme soit toujours positif, on a celles-ci

x2¥—qx—1q, 3x2—1q, Gx;

et 'on voit que, pour les rendre toutes positives, il faut faire en
nombres entiers & = 4; mais, en nombres fractionnaires, il suffit de

1 .31 .. T . .
2 =3 -+ —: ainsi — sera une limite plus grande que les racines né-

gatives prises positivement.

20.
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' ’ . : . . o i
On' transformera maintenant la fonction 2 par la substitution de ~

a la place de , et, 'ayant multipliée par 2° pour faire disparaitre les
puissances négatives, on aura, apres avoir divisé par 7, coefficient du
premier terme, cette fonction transformée

1
23— 224 —
7

dont les deux fonctions dérivées seront

3x2—ox, 6x—2,

qu’il faudra rendre positives pour une valeur supposée de z. Or on’
trouve que 1 satisfait & ces conditions; mais on peut y satisfaire par

4

un nombre moindre, comme 2 Ainsi sera une limite plus petite que
lés racines positives.

Enfin, en changeant dans ces mémes fonctions o en — x et chan-
geant en méme temps tous les signes de la premiere et de la troisieme

pour rendre les premiers termes positifs, on a celles-ci
1
x3+x2——;, 3x2+2x, 6x+ 2,

et:l’on trouvera aisément qu’elles deviennent toutes positives en fai-

1 « . R . . .
sant @ = g3 d’ot1 il s’ensuit que 3 sera une limite moindre que les

racines négatives prises positivement.
. . .. 4
On a done, pour les limites des racines positives, les nombres%
et 2, et, pour celles des racines négatives prises positivement, les

nombres 3 et >~.
. 10
On substituera done d’abord, & la place de x, —g- dans les termes posi-
tifs et 2 dans les termes négatifs des deux quantités

2722+ fax —126 6z +gx — 28
K ?

7 7
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» . 6, - .
et 'on trouvera les résultats — 373 et — ;—; comme le premier de ces
deux résultats est le plus grand, il est bon de voir si, en changeant

tous les signes de la premiere quantité, ce qui la réduit a

— 2722 — fox 4126
?
7

4
3

et substituant de méme ; dans les termes positifs et 2 dans les termes

négatifs, au lieu de , on aurait un résultat moindre; mais on trouve
. 174 . ) . ,

celui-ci —-%’7 qui est au contraire plus grand, et par conséquent

inutile. :
On changera maintenant dans ces mémes quantités x en — x, ce
~ qui les changera en celles-ci

2722 — f2x —126 622 —gx — 28
? : 3
7 7

et 'on y substituera 3, & la place de @, ‘dans les termes positifs, et ?—;

.. . . 6
dans les termes négatifs; il viendra ces résultats —:% et ___:% et, *
7

comme le résultat de la premiére quantité est moindre que l'un de
ceux que nous avons déjh trouvés, il est inutile d’en chercher un'autre
~ en changeant les signes de cette quantité.

Puisque — 2;—2 est le plus grand résultat négatif, on aura

22 ' : I
== g A=—
I ; “+1, et Par conséquent LTa
pour la limite cherchée, moindre que la' plus petite différence entre
les racines de 1’équation proposée.

Nous avons trouvé par l'équation méme des différences A= é
(n° 27); d’out 'on voit que la méthode précédente donne a la vérité une
limite un peu plus petite, mais que la différence est peu considérable.
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Au reste, quoique pour une équation du troisieme degré il n'y ait
guere rien a gagner par cette méthode sur la longueur du caleul, il
n’en sera pas de méme pour les équations des degrés supérieurs, car
le nombre des- opérations que cette méthode exige n‘augmente que
comme le degré de I'équation, au lieu que celui des opérations néces-
saires pour caleuler I'équation des différences et en déduire la limite |
cherchée augmente comme les carrés de ce méme degré.




DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. 159

j NOTE V.

SUR LA METHODE D’APPROXIMATION DONNEE PAR NEWTON.

Comme la méthode de Newton pour la résolution approchée des
équations 111iméri_ques est la plus connue et la plus usitée, & cause de
sa simplicité, il est important d’apprécier le degré d’exactitude dont
elle est susceptible; voici comment on peut y parvenir. '

e 100 . ” -, A
1. Soit I'équation générale du degré m
M — Axm—1t - Bam—2— .. . —=o0

dont on cherche une racine. La méthode dont il s’agit demande qu’on
connaisse d’avance une valeur approchée de la racine cherchée; en
désignant’cette'valeur par a, on fera # = a + p, et 'on aura par cette
substitution une équation transformée en p qui, & commencer par les
derniers termes sera de la forme .

‘(+Yp+£p +Vp3+.. —l—p”‘,

oti les quantités X, Y, Z, ... seront des fonctions de a, qu’on trou-
vera tout-de suite par les formules du n° 8, en changeant x en a;
ainsi 'on aura '

X _—_-am’__ Aan— £ Bgm—2— Cagm34. ..,

Y = man='— (m —1)Aa»=2 4 (m — 2)Bam—3 — ..,

Comme p doit étre, par Phypothése, une quantité assez petite, étant
la différence entre.la vraie racine et la valeur supposée de cette racine,

Ay
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les puissances p*, p*, ... seront de fort petites quantités aupres de p;
par conséquent, les termes affectés de ces puissances seront eux-mémes
nécessairement tres-petits & 'égard des premiers termes X + Yp,
puisque, les coefficients Z, V, ... ne peuvent jamais devenir fort
grands, étant des fonctions sans dénominateur; ainsi, en réduisant
toute I'équation 4 ces deux termes, on en tirera une valeur approchée

de p qui sera = —.)—é Appelons b cette valeur approchée de p, on pourra

faire par la méme raison, dans I'équation en p, la substitution de
b+ ¢ a la place de p, et négliger ensuite dans la transformée en ¢
les termes qui contiendront le carré et les puissances plus hautes de ¢;
cette transformée, étant ainsi réduite aux deux premiers termes de la

forme (X)+(Y)q, donnera sur-le-champ ¢ = — %—; Cette quantité

étant nommée ¢, on substituera ¢ + r 4 la place de ¢ dans la derniere
transformée, et 'on en aura une nouvelle en r, d’oit 'on tirera de
méme la valeur de r, et ainsi de suite. , -

De cette maniere, on aura les approximations a, a+0, a+b—+c, ..
vers la vraie valeur de la racine cherchée. '

2. Voila la méthode telle que Newton I'a donnée dans la Meéthode
des fluzions; mais il est bon de remarquer qu’on peut se dispenser de
faire continuellement de nouvelles transformées, car, puisque la trans-
formée en p est le résultat de la substitution de @ + p au lieu de
dans I'équation en x, et que la transformée en ¢ est le résultat de Ia
substitution de &+ ¢ au lieu de p dans la transformée en p, 1l sen-
suit que cette transformée en ¢ sera le résultat de la substitution im-
médiate de a + b + g a la place de  dans la méme équation en x;
par conséquent, elle ne sera autre chose que la premiere transformée
en p, en y changeant p eng et @ en a-+ b; d’ou il s’ensuit qu’ayant
trouvé Uexpression générale de p en a, on aura celle de g en y substi-
tuant @ + b au lieu de @; et par la méme raison on aura la valeur de 7

-en substituant @ + b + ¢ au lieu de «, et ainsi de suite.
Deone, en général, si dans 'expression de p en @ on substitue pour a
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un terme quelconque de la suite convergente vers la racine cherchée,
on aura la quantité qu’il faudra ajouter & ce terme pour avoir le terme
suivant. ,

La méthode qui résulte de cette considération est, comme I’on voit,
plus simple que celle de Newton; cest celle que Raphson a donnée
dans ‘I'Ouvrage intitulé Analysis wequationum universalis, imprimé i
Londres en 16go et réimprimé en 16g7. Comme la méthode de
Newton avait déja paru dans I'édition anglaise de I'Algébre de Wallis
“en 1685, et qu'elle a été ensuite expliquée en détail dans I'édition
latine de 1793, on peut étre surpris que Raphson n’en ait pas fait
mention dans son Ouvrage, ce qui porterait a croire qu’il la regardait
comme entierement différente de la sienne; c’est pourquoi j'ai cru
qu’il n’était pas inutile de faire remarquer que ces deux méthodes
~ ne sont au fond que la méme présentée différemment.

3. Maintenant il est clair que la honté de la méthode dont il s’agit
dépend de cette condition que, si @ est une valeur approchée d’une
des racines de Iéquation proposée, @ -+ p sera une valeur plus appro-
chée de la méme racine; c’est donc ce qu’il faut examiner.

Soient «, 8, v, ... les m racines de I’équation ’

xm . A pm-i —+ Bam2— .= 0;

cette 'équatioﬁ, comme on I'a vu dans la Note II, peut-toujours se
mettre sous la forme ' ‘ '

(x—a)(x~5)(x—f7)...:o.

Mettons @ + p a la place de x, et développons les termes suivant
les puissances de p; on trouvera, pour les deux premiers termes
X + Yp, ces valeurs de X et Y

X=(a—ca)(a—B){a—7vy)...,

Ye=(a—B)(a—p)...+{a—a)(a—7). ..+ [a—2)(a=p)...+...,

d’olt I'on tire

VI ’ ' 21
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et par conséquent ’

1 . 1

P== 4t 1 N T 4 I 1
+ ; -+
a—a a—-,6+afy E a—u P—a y—a

Supposons que « soit la racine que l'on cherche et que a soit une
valeur approchée en plus ou en moins, « — a sera le défaut ou l'exces
de la valeur a sur la véritable «, et « — @ —p sera le défaut ou I'exces
de la valeur corrigée @ + p; et il faudra, pour la bonté de la méthode, -
que la quantité « —a — p soit toujours plus petite que la quantité
2. — a, abstraction faite des signes de ces quantités, et, par conséquent,

1
s abstrac-

e s ) S . .
que la quantité P soit toujours plus grande que — —a

tion faite des signes.

4. Faisons, pour abréger,

I

=

+

T
Fa y—a+""

on aura, par la formule trouvée ci-dessus, pour la valeur de p,

1 . R(a—d).

a—a—p=a—a— = H
+R

ax—a x%—a

done

1 ha—(l 1 I
a—a—p Rla—a) a—a+(oc—a)21{'

D’ot1 je conclus que, si la valeur de R est du méme signe que celle de
o — a, la valeur de « —a — p sera encore du méme signe, et que la
condition dont il s’agit aura nécessairement lieu.

Mais, si les deux quantités « - a et R sont de signes contraires,
-alors, pour que la condition ait lieu, abstraction faite des signes, il
faudra que I'on ait '

- .

(a—a—pp~ '

(e —a)??

»
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or, de I'équation précédente on tire

| S B 2 1

(@a—a—pp (a—a)i  (a—aPR  [a—a) R’

donc il faudra que
. 2 . I

(oc——a)“li—f— (a— a)*R?

soit une quantité positive et, par conséquent, que 'on ait la condi-
tion ' ‘
2(a— a)R+1>o0.

Comme la valeur de R dépend des autres racines 8, y, ... qui sont
inconnues, il est difficile, peut-étre méme impossible, de trouver a
priori un caractére pour juger si la condition dont il sagit est rem--
plie ou non. |

Il est aisé d’ailleurs de former a posteriori des équations ol cette
condition n’aura point lieu, en prenant les racines g, vy, ... de ma-
niere que quélques-unes des différences § — a, y — a, ... soient fort
petites et de signes différents; et, si # et y, par exemple, sont imagi-
naires et de la forme o +py—1 et w—py—1, il n’y aura qu’a
“prendre = peu différent de a et p fort petit. Alors la valeur corrigée
" a—+ p, au lieu d’étre plus pres de la vraie valeur de la racine « que la

valeur de @, s’en éloignera au contraire davantage.

5. Iln’y a done que le premier cas ol 'on puisse établir un carac-
‘tere certain pour le succes de la métho_de; car il est visible que, sila
quantité @ est a la fois plus petite que chacune des racines «, £, 7, .
de I'équation proposée ou plus grande que chacune de ces racines, en
regardant, comme on le doit, les quantités négatives comme plus pe-
tites que les positives et les plus grandes négatives comme plus petites
que les moins grandes, alors la quantité R sera nécessairement de
méme signe que la quantité ¢ — a; et si, 'par'mi ces racines, il yen a
Iimaginaites de la forme w -+ py—1, 5—py— 1, il en résultera

. : 21,
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dans R les termes

i I

b

—— -
TW—a-+pyY—1 w—a—py—1

qui se réduisent a

quantité qui sera aussi de méme signe que o — a sl a est en méme
temps plus pent ou plus grand que . :

D’oti I'on peut conclure, en général, que I'usage de la méthode dont
1l s’agit n’est sir que lorsque la valeur approchée a est & la fois ou
plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles de I'équa-
tion et que chacune des parties réelles des racines imaginaires, et que,
par conséquent, cette méthode ne peut étre employée sans scrupule
que pour trouver la plus grande ou la plus petite racine d’une équation
qui n’a que des racines réelles, ou qui en a d’imaginaires, mais dont
les parties réelles sont moindres que la plus grande racine réelle ou
plus grandes que la plus petite de ces racines.

Pour que les valeurs corrigées successivement approchent toutes
de plus en plus de la vraie valeur de la racine, il faudra prendre pour
premiére valeur approchée une quantité plus grande que la plus grande .
des racines si ¢’est celle-ci qu’on cherche, ou plus petite que la plus
petite racine si 'on cherche la plus petite; alors toutes les valeurs cor-
rigées successivement seront aussi plus grandes que la plus grande
ou plus petites que la plus petite des racines, et la condition nécessaire
pour la convergence aura constamment lieu pour toutes ces valeurs,
- puisque R et « —a seront toujours de méme signe, en prenant pour a
chacune de ces mémes valeurs.

6. Lorsque toutes les racines de ’équation sont réelles, il est facile
de reconnaitre si la premiére valeur apptochée @ est plus grande ou
plus petite que chacune des racines; car, en mettant l équation sous la

forme . .
(zc—anx—m(x—y)---:o,
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et substituant a + p pour «, elle deviendra . -

:O’

(p+a—a)(p+ra—B)(p+a—y)

ol @ —a,a—B, a—7, ... seront, dans le premier cas, des quantités
positives, et, dans le second, toutes négatives; donc, dans le premier
cas, on aura une transformée en p.dont tous les termes seront posi'tif's,
et, dans le second cas, cette transformée aura ses termes alternativement
positifs et négatifs.

Réciproqueiment, si les termes de la transformée en p sont tous po-
sitifs, il est évident qu'il n’y aura alors aucune valeur positive de p qui
puisse satisfaire a ’équation; par conséQuent, les valeurs réelles de p
seront nécessairement négatives; donc, les racines de I’équation en p
étant o —a, §—a, y—a, ..., il faudra que ces quantités soient
toutes négatives ou imaginaires: done la quantité a sera nécessaire-
ment plus grande que chacune des racines réelles de I’équation, quand
méme elle aurait des racines imaginaires.

" On prouvera de la méme manikre que, siles termes de la transformée
en p sont alternativement positifs et négatifs, la quantité @ sera néces-
sairement plus petite que chacune des racines réelles, soit qu’il y ait

- des imaginaires ou non.

7. Mais, dans le cas ou I'équation a des racines imaginaires, on ne
- pourra pas s'assurer de la méme maniere que la quantité a sera en
méme temps plus grande ou plus pelite que chacune des parties réelles
de ces racines; je ne vois pas méme qu’on puisse s’en assurer autre-
ment que par le moyen de I'équation dont ces parties réelles seraient
racines. Or, si
" :Zﬁ—l—.p\/———_i et. y:z:5—~p\/_———1,
on a ' - '
Pty

o= M
Py )

ainsi I'équation dont @ sera une des racines ne peut étre que celle qui
aura pour racines les demi-sommes des racines de la proposée, prises
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deux 3 deux, et qui, par la théorie des combinaisons, montera au de-

6 m{m—1)
g! 2

Ayant formé cette équation par les formules que nous avons indi-
quées plus haut (Note I1I), on y substituera @+ z & la place de I'in-
connue; ef, si la transformée a tous ses termes positifs ou alternati-
vement positifs et négatifs, on sera assuré que le nombre a sera plus
grand ou plus petit que chacune des valeurs de @, et par conséquent
aussi que chacune des parties réelles des racines imaginaires.

8. Newton n’a appliqué sa méthode qu’a I'équation
23— 2z —5= o,

que nous avons résolue (n°25). Il suppose d’abord, dans le Cha-
pitre IV, @ = 2, et, substituant 2 + p a la place de =, il a la trans-

formée

o=—1+410p—+ 6p2+ p3,
“dolt il tire p=— =o,1; il fait ensuite p = 0,1+ ¢, il a la nouvelle
transformée

0o=o0,061+11,23¢ +6,3¢>+ ¢3,

e ‘ . 0,061 g p . ~ .
dot il tire ¢ =-— 25 =—0,005...; il continue en faisant
g = — 0,0054 + r, il vient la transformée

0=0,000541708 + 11, 161961'--!— 6,3 r2 +rs,

— 0,000541708

11,16196 0, 00004853 . <o et ainsi de

d’our il déduit r =
suite. .
Ainsi les valeurs convergentes de « sont

2, 2,1, 2,09‘46, 2,09455147,

dont la' derniere est exacte  la derniére décimale prés (numéro cité).

Dans ce cas, la série est, comme l'on voit, trées-convergente. On
peut, en effet, s’assurer a priori, par ce que nous avons démontré, que
cela doit étre ainsi.
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Car nous avons vu (numéro cité) que les deux autres racines de cette

équation sont imaginaires, et qu’en les représentant par w == py— 1
on a i trés-peu pres ' :

R N R
31

P‘:4——'3I: et ’m:—.892+4:—-4.1“._.—_m3

‘donc, puisque, outre la racine « que l'on cherche, il n'y a que ces
- deux racines imaginaires, on aura dans ce cas '

R= M.
, (w—a)r+p?
Or, a étant = 2, on a ’ )
‘m’—a:——@'
4447

" mais, o étant & trés-peu pres 2,0945..., on'a
o —a=o0,0945.. .;

d’olt Von voit d’abord que R et « —a sont de signes différents, et
qu’ainsi, pour que la premiere correction de a soit juste, il faut que la

condition
2(a—ajR+1>0

ait lieu. Or on trouve

. R=-—0,6575 etdela 2(z—a)R=—o0,1244;

de sorte que la condition dont il s’agit est amplement satisfaite. Ainsi
on est assuré que-la premiere valeur corrigée 2, 1 approchera davan-
tage de la vraie valeur de la racine. En prenant cette valeur pour a,
on a
' o —a=-—0,0055...;
done, « — a et R étant maintenant de méme signe, les corrections sui-
- vantes approcheront toutes de plus en plus de la vraie valeur de la
racine cherchée.
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NOTE VI

SUR LA METHODE D APPROXIMATION TIREE DES SERIES RECURRENTES.

1. Reprenons I’équation
‘ xm— Agm=1 . Bgm—t _ Cam— 4. . = 0,

dont on a désigné les racines par «, £, v, ...; on aura (Note II), par la
nature de ces racines, I’équation identique -

@i 2 Agm—t 4 Bgm—2— Cgm—3 4 o=z —a)(z—B)(r—y)(x—20)...,

laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de «.

L’identité de I’équation subsistera donc encore en mettant « + ¢ au
lieu de «, quelles que soient les valeurs de « et ¢; donc aussi, si apres
la substitution on développe suivant les puissances de £, les termes
affectés de ¢2, ... fourniront d’autres équations identiques; ce seront
les équations que nous avons appelées dérivees dans la Théorie des fonc-
tions. - ) '

La premiere de ces équations dérivées sera

mzmt— (m—1) Azm 24 (m — 2) Bam— —

:T(x—ﬁ)(x——y)...—i—(x—a)(x—y)...+{x—a)(x——(3)...-{-....

Divisons cette équation par I’équation identique ci-dessus; on aura

mam=t—{m—1)Axm24 (m—2)Baxm-3 — ... T - 1 1
cat— A - Bt — Qx4 T—atr— (3+x—— Y

équation qui doit étre aussi identique, quelle que soit la valeur de «.
Donc elle le sera encore si I'on en développe les deux membres en
séries qui procedent suivant les puissances positives ou négatives de x.

S
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2. Développons d’abord suivant les puissances negatwes la fractlon«
qu1 forme le premier membre deviendra
P Q R_S
sttt
x x?
et, pour trouver les valeurs des coefficients P, Q, R, ..., iln'ya qu'd
multiplier par le dénominateur 2 — Ax™~' + ..., et comparer ensuite
les termes avec ceux du numérateur ma™ ' — (m — 1) Aa™ 2+ ..
on aura ainsi

o3

P=m,

Q=AP —(m —1)A,
R=AQ—BP +(m—2)}B,
S=AR - BQ +CP —(m—3)C,

ou I'on voit que la suite des quantités P, Q, R, ... devient apres le
mie terme une suite récurrente, dont I'échelle de relation est A,
—B, C, —D, | i

Développant de méme les fractions qui forment le second membre,
il deviendra ‘

m ' I ) I
: (7+@+/~r ) —.. + (2B 2 ) g PP ) S
Maintenant, la comparaison des termes semblables des deux membres

de 'équation donne
) P=m,

Q=a =5 +7 +...,
R=o2+f2+p2+...,
S = a4,

et, en général, un terme quelconque, dont le quantitme sera p i
compter de Q, sera égal &
ot 4+ ¥ 4yt .

(est I'expression du terme général de la série.
VIII. ' 22
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On a par la la démonstration la plus simple de la loi donnée par
Newton pour la somme des puissances des racines. Mais les formules
précédentes sont surtout utilées pour approcher de la valeur de la plus
grande des racines «, &, ¥, .... En effet, il est clair que, si toutes ces
racines sont réelles et que « soit par exemple la plus grande des ra-
cines, soit qu’elle soit positive ou négative, la puissance «** surpassera
’autant plus les puissances semblables des autres racines, et méme la

“somme de ces puissances, que l'exposant p. sera plus grand; d’ou il
s’ensuit que, si T et V sont des termes consécutifs de la série P, Q,

s \ v .
R, ..., on aura a trés-peu pres « = et cette valeur de la racine =«

sera d’autant plus approchée que les termes dont il s’agit seront plus
éloignés du commencement de la série. ‘

3. Si parmi les racines 8, vy, ... il y en avail d’imaginaires, on aurait,
par exemple, '

B=w+py—1, 1=v—py—1;
alors, faisant yo* -+ p* =1 et % = tango, on aurdit

B=1I(coso +sing y—1), y=T(cosp —singy—1);
‘done, par le théoréme connu,

g% =" (cospo + sinpo y— 1),
Me=1" (éOS(LC? —singo y—1), |

et par conséquent ‘
B¥ ++ y¥ = 2 T* cos po.

Ainsi, pourvu que la racine « soit en méme temps plus grande que II
ou V&® -+ g%, c'est-a-dire plus grande que By, la puissance o surpas- -
sera aussi la somme de pareilles puissances de P et y.

Donc la méthode ne sera en défaut, a cause des racines imaginaires,
quautant qu’il s’en trouvera dans lesquelles le produit réel des deux
racines correspondantes sera plus grand que le carré de la plus grande
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des racines réelles; et, dans ce cas, la série, au lieu de s’approcher
et de se confondre a la fin avec une série géométrique, s’en éloignera
continuellement.

k. Cette méthode rentre évidemment dans celle que Daniel Ber-
noulli a déduite de la considération des suites récurrentes, et qu'Euler
a exposée en détail dans son Inzroduction. Dans celle-ci, on donne 2
la fraction génératrice de la série, pour numérateur, un polyndme
quelconque d’un degré moindre que le dénominateur, ce quirend les
m premiers termes de la série entitrement arbitraires. Cette fraction
se décompose dans les fractions simples |

a b ¢
-+ -+ ’
r—a x*—pB x—7y

d’o résulte, pour les termes de la série, cette expression générale
agt + OB +eoyr+.. .,

laquelle donne également, lorsque la racine « est beaucoup plus grande
7
que chacune des autres, v pour la valeur approchée de =, quelle que

soit la valeur du coefficient @. Mais I'indétermination des premiers
termes de la série, au lieu d’étre un avantage de cette méthode, est
plutot un inconvénient; car s'il arrive que les deux racines «, £ soient
égales, alors les deux termes a«®* + b* prennent en général la forme

(¢ + V) e,

et, si les trois racines «, £, y sont égales, les trois termes as~+ ¥+ cy¥
prennent la forme ‘
(a"+ b'p + c'p2) at,

et ainsi de suite; d’oll il est aisé de voir qae, lorsque la plus grande
racine o est une racine double ou triple, etc., la série converge bien
moins rapidement vers une série géométrique. En prenant pour numé-
rateur la fonction prime du dénominateur, ainsi que nous I'avons fait
ci-dessus, tous les coefficients a, b, ¢, ... deviennent égaux a I'unité,

-

22,
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et, dans le cas des racines égales « et 8, les deux termes «¥ + £* de-
viennent simplement 2%, et ainsi des autres; de sorte que les racines
¢gales n'influent en rien sur la convergence de la série. ' '

5. Pour donner un exemple de ce que nous venons de dire, je
prendrai celui de l'article 346 de I'Introduction d’Buler. L'équation &
~ résoudre est ‘ |

a8 — 322+ f=—=o0;
Euler prend o, ¥ et 3 pour les trois premiers termes, et il forme par
échelle de relation, 3, o, — 4, la série récurrente

1, 3, 9, 23, 57, 135, 313, 711, ...,

dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme, divisé par
le précédent, est foujours plus grand que 2, racine double, et en méme
temps la plus grande.

Si.I'on emploie les formules données ci-dessus, en faisant

m=3, A=3, B=o, C=4,

tous les termes P, Q, R, ... se trouvent multiples de 3; de sorte qué,
rejetant ce facteur pour plus de simplicité, on trouve par la méme
échelle de relation, mais en partant des termes 1, 1, 3, la série

1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, 171, 341, ...,

ou l'on voit que le quotient de chaque terme, divisé par celui qui le
précede, converge trés-rapidement vers la racine double 2.

v

6. Nous avons développé plus haut I'équation identique

maxm—t. ' 1 4 .
— Azl T r—a x—ﬁ

suivant les puissances négatives de ; développons-la maintenant sui-
vant les puissances positives. Pour cela, soient

a—bx+cx2—dxd+...
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les derniers termes du polynome

.

xm— Agm—1 -+ Bxm—2.— o

on mettra le premier membre de 1’éqaation identique sous la forme
; q

—bt+ocx—3da?+fexd—. .. s
a—bzx g cxi—dad+ext—...

et le développement de cette fraction suivantles puissances croissantes
de x sera de la forme

—P—Qxr—Rzx2—8zx3—...;
en multipliant par le dénominateur et comparant les termes, on trou-
vera :
: aP’ =D,
aQ'=5bP — ac,

aR' = Q' — ¢P' + 3d,
a8 = bR cQ + dP' — fe,

ce qui donne une série récurrente dont I'échelle est

b e d
=y ~—=3 =
a a «

Le second membre de la méme équation, étant développé pareille-
ment suivant les puissances croissantes de x, donnera la série

p p ” sz ‘f)" Y:.... 053'63 ‘/3‘”' vasy

de sorte qu'on aura par la comparaison
. 1 i .
— 4 = 4 = ... =P,
« By

1

—‘—)+—;+...:Q',
ar pr oo

-----------------------
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Ces formules renferment la loi des sommes des puissances réciproques

des racines.
Il est évident que, si « est la plus petite racine, soit positive ou néga-

. . I
tive, les puissances — surpasseront d’autant plus la somme des pa-

reilles puissances des autres racines, que « sera plus petite que cha-
cune des autres racines B, v, .... Par conséquent, si T’ et V' sont deux

C P, , . T .
termes consécutifs de la série P’,.Q’, R', ..., le quotient 7 approchera

d’autant plus de la valeur de la plus petite racine réelle de I'équation,
que ces termes seront plus éloignés du commencement de la série.
Ainsi cette série servira & trouver la plus petite racine, comme la pre-
migre P, Q, R, ... sert & trouver la plus grande; et, 2 I'égard des
racines imaginaires, on prouvera de la méme maniere qu’elles n’em-
pécheront pas I'approximation vers la plus petite racine réelle, pourvu
que le carré de cette racine soit en méme temps plus petit que chacun
des produits réels des racines imaginaires correspondantes.

7. On pourrait donc émployer cette méthode d’approximation pour
chacune des racines réelles d’une équation quelconque si I'on con-
naissait d’avance une valeur approchée @ de cette racine, telle que la
ditférence entre cette valeur et la vraie valeur de la racine fat moindre
en quantité, c¢'est-a-dire abstraction faite des signes, que la différence
entre la méme valeur et chacune des autres racines réelles, et en
méme temps moindre que la racine carrée de chacun des produits des:
racines imaginaires correspondantes, s’il y en a, diminuées de la
méme valeur; car alors, en nommant « la valeur approchée de la ra-
cine cherchée et faisant # =a + p, on aura une transformée en p,
dont la plus petite racine pourra se déterminer par la méthode précé-
dente, et cette racine, jointe & la premitre valeur approchée, donnera
la racine cherchée. Mais on ne saurait trouver les premieres valeurs
quen faisant usage des méthodes que nous avons données, et, ces
valeurs étant une fois connues, il est bien plus exact d’employer la
méthode d’approximation du Chapitre III; aussi ne suis-je entré dans

*
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ce détail sur la méthode d’approximation tirée des séries récurrentes

que pour ne.rien laisser & désirer sur le sujet dont il sagit.

8. Si I'on veut appliquer la méthode précédente a exemple de
Newton, on prendra d’abord la transformée (Note précédente)

pP+6pr41op—1;
et, comme on sait que la racine réelle est moindre que o, 1, il s’ensuit
que le produit des deux autres racines, qu’on sait étre imaginaires,
I . . . .
sera >——>>10, puisque le dernier terme 1 est le produit des trois
2

&
“racines; ainsil’on est assuré que le carré de la racine cherchée est beau-
coup moindre que le produit des deux racines imaginaires. On formera
' 10+12p + 3p2
—1op—6p>—pi’

donc la série récurrente par le moyen de la fraction -

et I'on aura les termes
10, 112, 1183, 12512, 132330, ...,

qu’on peut continuer aussi loin qu'on veut par Uéchelle de relation
10, 6, 1; chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera les

fractions _
10 112 1183

112’ 1183° 12312
qui, étant réduites en décimales, deviennent
0,089, 0,09467, 0,094549, 0,0945515, ....

Or, nous avons vu dans la Note précédente que la méthode de Newton
donne pour la valeur de p la série convergente

0,1, 0,946, 0,09455147, .. ,

d’ou 'on peut juger.de I'accord des deux méthodes. En effet, nous
ferons voir plus bas_que ces méthodes, quoique fondées sur des prin-
cipes différents, reviennent 2 peu prés au méme dans le fond et don-
nent des résultats semblables.




176 NOTES SUR LA THEORIE

~NOTE VII.

SUR LA METHODE DE FONTAINE, POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS.

Comme on ne fait point tisage de cette méthode, qui est d’ailleurs
peu connue, je pourrais me dispenser d’en parler ici; mais le nom de
I'Auteur et la maniere dont il I'a annoncée m’engagent 2 en donner
une idée abrégée et i examiner les principes sur lesquels elle est
. fondée. Je la donne, dit-il, pour I'analyse en entier que l'on cherche si
inutilement depuis Uorigine de I’ Algébre. (Voir les Mémoires de I’ Acade-
mie des Sciences pour 'année 1747, p. 665.)

1. Cette méthode a deux parties. Dans la premiere, I’Auteur consi-
dere les équations comme composées de facteurs simples, réels ou ima-
ginaires de la forme # = a, # = a == b\ — 1, et contenant un certain
nombre de quantités réelles positives et inégales, @, b, ¢, .... Il par-
court toutes les combinaisons possibles des différents facteurs qu’on
peut former de cette maniére, et il cherche, pour chaque systeme de
facteurs, dans les coefficients de 1’équation,.leslconditions qui sont
propres a ce systeme et qui peuvent le distinguer de tous les autres. 11
forme ainsi des Tables qui contiennent tous les différents systemes de
facteurs et les conditions qui leur appartiennent, de maniere qu’une
‘équation quelconque étant proposée, dont les coefficients sont donnés
en nomb‘re's, on puisse tout de suite reconnaitre Aquel‘est le systeme de
facteurs dont elle peut étre composée. Ainsi.'on saura sur-le-champ
combien elle a de racines réelles inégales ou égales, positives ou néga-
tives, et combien ¢lle en a d’imaginaires, avec la forme de chacune des
imaginaires. '
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2. Pour donner une idée plus nette de ce que je viens de dire a
ceux qui ne sont pas a portée de consulter le Recueil des Mémoires de
Fontaine, je vais rapporter ici la Table des équations du second degré,
avec un précis de la méthode par laquelle I'Auteur I’a construite; en-
suite je ferai quelques remarques sur cette méthode.

Dans les formules suivantes, les lettres m, n et a, b désignent des
nombres ou des quantités quelconques positives, et I'on suppose que a
est toujours uine quantité plus grande que .

.(x+a)(x‘+a) ..... . ....'...V‘...j....‘Arn-—,'4‘n—_—o :

(z+a+ray=1){zx+a—ay=1).. m*—an=o0

2 mz (z+a)(z+0b)..oo il e e m?—gn>o

- N m"’—— n<0
(z+a+by=i)(z+a—by=1)..] -

(g+b+ay=1)(z+b—ay=1).. m*—a2n<o,
- my —n= (x‘—i—:a)(x—b), o 7 N

(z—a){z—a)....... e m2—fn=o

(z—a+ay=1){z—a—ay=1).. m2—an=o0
'x"-'——ma:—f-n;: (# —a) x—b). .................. m2—4n>o0

(z—a+by=1)(z—a—by=1)..| .
(x—b—f—a\/——l)(x—'b—a.\/——x).. m?*—an<o,

22— mx ~n= (x—a)(x-+0D),
2+ n = (x+a\/:)(.x—a¢:),'
x*—n = (z+a){zr—a).

On voit d’abord dans cette Table toutes les combinaisons possibles .
des différents facteurs, qui ne peuvent étre ici que

zZa, z==b, ou rxraztay—1, xtatby—1 et xibia\/:.

Pour savoir 4 quelle forme &’ équations chaque combinaison pouvait
se rapporter, on a développé les produits et on les a comparés aux
VIIL ‘ : 23
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équations, en faisant attention que la quantité a doit étre plus grande
que b. Jusque-1a la méthode n’a de difficulté que la longueur du caleul,
et tout Part consiste & trouver les caractéres ou condltlons propres i
chaque combinaison.

Ces conditions sont de deux sortes : les unes sont donnees par- deq

équations déterminées, comme

m*—4n=o0 ou m:—aon=o;

ce sont celles qui ont lieu lorsqu’on suppose que la quantité b devient
nulle ou devient égale & a. Elles ne sont pas difficiles 2 trouver, car,
comme ces suppositions détruisent une des deux indéterminées a, b,
en faisant la comparaison des termes résultant du produit des facteurs
avec ceux de I’équation, on a une équation de plus qu'il 'y a d’indé-
terminées, de sorte que, par I'élimination, on parvient nécessaire-
ment & une équation de condition; c’est ainsi que les facteurs egaU\
(z + a) (@ + a) donnent la condition

m2—f4n=o,
et que les facteurs (z +a + ay—1) (z +a — ay—1) donnent
m:—2n=—o.

Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le signe
d’égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles résultent de
cette considération que, si une fonction ‘des coefficients m et n est
nulle lorsque a = b ou b =o, elle sera plus grande ou plus petite
que zéro lorsque a sera plus grand que b ou & plus grand que zéro.

Ainsi, comme le systeme (z + a)(x + a) peut résulter de celui-ci

(z + a) (x + b),
en faisant b = a, ou de celui-ci
(z+a-+b vf:>(x+agb;/:),

en faisant & = o, la fonction m*—4n, qui est nulle pour ce systeme-
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13, ne le sera plus dans ces deux-ci, et I'on trouve que cette fonction
‘est positive pour le systeme (# + a) ( -+ b) et négative pour le systeme
(.I'ﬁ—a-i—b\/—l)(x—i—a——b\/——l) ' ' »

L’Auteur suppose comme un principe général que la fonctlon qui
est nulle dans le cas de la coincidence de deux systémes sera toujours
plus grande que zéro dans 'un et moindre que zéro dans l'autre, et il
détermine par un exemple particulier celui des systemes ot elle est
positive et celui ou elle est négative; mais cette proposition ne peut
pas étre admise sans démonstration, et il y a méme de fortes raisons
de douter qu’elle soit vraie en général.

Dans les cas dont il s’agit, on en peut prouver la verlte, car le sys-
teme (x + a)(x + b), étant développé, donne |

22+ (a+ b))z + ab;

donc m =a + b, n = ab, et par conséquent

9

m:— fn=(a— b2,
quantité toujours positive.’De méme, le systeme
(z+a+by—1)(z+a—by—1)=22+ 2ax+/a'-’+ b2
donne m: 2a, n= a* + b?, et
m2— 411,—::-— 402, .

quantité tOUJOUIS negatlve On peut demontrer de la méme maniere
les autres conditions pour les différents systemes des equatlons du
second degré.

3. L'Auteur a appliqué les mémes principes et la méme méthode
aux équations du troisieme et du quatrieme deéré, et il a donné pour
ces degrés des Tables semblables & celle que nous venons de rapporter.
(Poir le Recueil de ses Mémoires, imprimé en 1764.)

L’étendue de ces Tables augmente en proportion ‘du nombre des

combinaisons des différents facteurs, et la recherche des conditions
23. '



180 .- NOTES SUR LA THEORIE

propres  chaque combinaison ou systeme devient d’autant plus diffi-
cile, qu’il arrive souvent que les conditions qui résultent de I'égalité
de quelques-unes des quantités a, b, ¢, ..., qui sont censées former
une série décroissante, ont lieu pour plus d’un systeme a la fois, et
qu’il est alors nécessaire de trouver des conditions pour distinguer
ces mémes systémes'entre eux. - “ ' '

L’Auteur ne donne aucune regle générale sur cet objet; il se con-
tente d’essayer successivement les fonctions les plus simples des coef-
ficients m, n, p, ... de 1’équation, jﬁsqu’h ce qu’il en trouve une qui
soit nulle dans le cas commun 4 deux systemes, et qui soit plus grande
que zéro dans 'un et plus petite que zéro dans l'autre.

Cest ainsi,'par exemple, que, ayant trouvé pour l'équation

23+ mz+nxr+p=o

que les deux systemes

(x-i—a).(lx—l—b)(x—%—b) et (z+a)(x+a){z-+0b)

ont la méme équation de condition
| 4(m2— 312)(; 3mp—i—'n‘-’)—-(mﬂ‘-9p)'2:o;
il cherche une fonction de la forme
Am2+Bn, ou Am3+Bn1n—l;Cp, ou
telle qu’elle sioit =,0 dans le cas commun de a = b, et qu’elle soit
> o pour le premier systeme et < o pour le second; il trouve celle-ci
2mP—gmn—+27p,

qui satisfait & ces deux conditions.

Quoique 'Auteur soit parvenu & trouver ces fonctions pour tous les
cas des équations du troisitme et du quatrieme degré, on peut douter
quil soit possible de les trouver en général dans les équations des

degrés supérieurs; du moins il n’est pas démontré qu’il existe toujours



DES. EQUATIONS ALGEBRIQUES. 181
nécessairement des fonctions qui aient ces propriétés; ainsi la théorie
peut étre aussi en défaut de ce coté.

4. Au reste, on peut trouver directement les conditions precedenles,
car, si l'on suppose que I'équation ' I .

23+ ma2+nx+p=o

ait un facteur double (@ + ), il n’y aura qu’a diviser le polynome
2+ ma® + nx+p par x® -+ 202 + «*; on trouvera le quotient
x + m — 24 et le reste

(n—a*—oma+fa*)x + p 4223 — mo?;
alors il faudra faire séparément -

302 —2ma+n=o,
. _'za.f’—’mo:‘-’ +p=o,
d’ou l'on tire :

_mn—gp

am2—0n

Cette valeur, substituée dans la premiéie équation, donne

=

(mn — gp) +4(m‘-’—— 3n) (3mp —n?)=o,

ce qui ést la condmon commune aux deux systémes. :
Maintenant, comme le quotient x + m — 2« forme le facteur inégal
de I’équation, on fera

¢

x=b, m—osz=a pour le systtme (z -+ a) (@ +b)(z + ),
a=a, m—a20=>0b pour le systéme (x-+a)(x -+ a)(z+ bj;
donc, puisque par 'hypothese @ > b, on aura

m—a22>a ou m—3a>o0 pour le premier systéme,

m—3a< o pour le second systéme.
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Mais, en substituant la valeur dé «, on a

amd— qmn + 27p

m— 3o = ;
m:—3n !

d’un autre coté, il est facile de s’assurer que, pour les deux systemes,

on a
m2—3n>o,

car le systeme (@ + a) (@ + &) (#-+ b) donne
m=—a-2b, n ‘:_—2(1[)—%— b2,
comme il résulte du développement; donc
m2—3n=a*—2ab - b2=(a— b)?;

et, comme pour I'autre systeme il n’y a qu’a changer a en b, on aura
de méme '

m*—3n={a—b)

Donc les conditions pour les deux systemes seront simplement

T

am?—gmn +27p>>0 pour le premier,

“amd—gmn +-27p< o pour le second,
- _

comme Fontaine I’a trouvé.

5. Mais les conditions mémes qui résultent de I'égalité de quel-
ques-unes des quantités a, b, c, ... ne sont pas toujours particulieres
aux systemes dans lesquels ces égalités ont lieu, comme Fontaine
le suppose, ce qui détruit un des principaux fondements de sa théorie.
Par exemple, il trouve dans le troisieme degré que, pour I’équation
. 23+ ma*— nhx —p=o,
‘la condition '
am3—mn—p=o

est particuliere au systeme

(x—a)(z+a+by—1)(z+a—by—1)
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et doit le distinguer de tous les autres. Mais j'ai reconnu que cette
condition a lieu aussi pour tout systeme de la forme

(z +a)(xz—0)(x+c)

qui se rapporte a la méme formule d’ equatlon lorsque a + ¢ =204, ce
qu’on peut aussi prouver a priori. \
Ainsi, sil'on a I’équation

28+ 222 —5x —6=o,

comme elle satisfait 4 la condmon dont il s’agit, pmsque, en faisant
m=2,n=>5 p=0, ona

2.8 —2.5 —6=0,

on pourrait conclure de la Table de la page 546 du Recueil des Mémoires
de Fontaine que cette équation a trois facteurs de la forme '

(x—a)(x+a+b\f’——_1)(x+a—~bV’:—l),

et que par conséquent elle a deux racines imaginaires, tandis qu’elle a
au contraire les trois facteurs réels

(% + 3) (& —2) (% +1).
On doit dire la méme chose de la condition

24.3%n0 g+ 22,3503 p2 4 27. 32, 52n2¢?
—i—z*.32.5.7np2q—33.73p’-+28.5’-q3:o,

que Fontaine trouve (p. 568) pour le caractere commun des deux sys-

témes L
(4+a){z—b)(z—b+cy—1)(x—b—cy—1),

(z+a)(z —c)(z—c+by=1){z—c—by—1)

appartenant a la formule

zt—nxi4pr—qg=—o,
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~ Cette condition n’est pas particuliere a ces deux systemes elle a
lieu aussi dans tout systeme de la forme

(2+a) (2 —b) (2 —c) («— d)

appartenant 4 la méme formule d’équations (p. 552), pourvu que I'on
ait b+ d = 2¢; c’est ce qu’on peut trouver.a priori, mais ce détail
nous m‘enerait trop loin. -

6. On peut conclure de ces observallons qu ‘il nest pas toujours
possible de trouver les conditions qui dlstmguent chaque systeme de
facteurs de tous les autres, en ne considérant dans les quantités a,
b,c, ... qﬁi entrent dans ces facteurs d’autres rapports que ceux d’éga-
lité ou d’inégalité, suivant la théorie de Fontaine. Mais, quand on le
pourrait, le travail pour les trouver dans les degrés au-dessus du qua-
trieme serait immense et ne serait pas méme utile pour ta résolution
numérique des équations, comme nous allons le montrer en examinant
la seconde partie de la méthode. | '

7. Des qu’on aura trouvé, comme I'Auteur le suppose, la forme de
chaque facteur de I’équation proposée, il n’y aura plus qu’a déterminer
les valeurs des quantités a, &, ¢, ... qui entrent dans ces facteurs,
et qu’on sait étre toutes positives et inégales; et voici comment il s’y
prend. 11 développe les produits des facteurs, et, les comparant a I'é-
quation proposée, il a autant d’équations qu’il y a d’indéterminées
a, b, c, ...; 1l élimine toutes ces quantités, hors deux qu’il se propose
de déterminer : il a ainsi deux équations entre ces deux quantités; il
fait la plus grande de ces quantités = Ra et la plus petite =Rp, et,
éliminant R, il a une équation homogene en « et 8, dans laquelle il
substitue 9 + y pour « et so + u pour .

Il suppose d’abord x =1, y =0, z=0, u=1; il a une équation
en o, dans laquelle il fait successivement o =1, 2, 3, ... jusqu’a ce
qu’il trouve deux résyltats de signe contraire; alors il fait o="A,
A étant le plus petit des deux nombres qui ont donné des résultats de
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signe contraire; donc
a=A, B=1.

I fait ensuite # = A, y =1, 5 =1, u= o0, et, dans I'équation résul-
tante en q:, il cherche de méme deux substitutions qui donnent des
résultats de signe contraire; nommant B le plus petit des deux nombl_'es,
il fait o = B; donc -

e=AB+1, B=B.

Il continue-de la méme maniere en faisant x égal 4 la derniere
valeur de «, y 4 P'avant-derniere, s 4 la derniere valeur de 8 et u i
I'avant-derniere.

Substituant ensuite successivement ces valeurs de « et & dans I'ex-
pression rationnelle de R qui résulte des deux équations, on a celles
de a et b, I’autant plus exactement que les opérations sur o et b ont
- été poussées plus loin. ‘

Pour en donner un exemple, je vais rapporter celui que I'on trouve
dans les Mémoires de I Académie de 1747 p- 672.

Soit l’equatlon

x22—3x +1=o0;
comme elle se rapporte & la formule 2* — max + n, en faisant m = 3,
n =1, si 'on examine les conditions relatives & cette formule dans la_
Table donnée ci- dessus, on trouve que celle cl k

m2—4n>o
a lieu; d’olt 'on conclut que les deux facteurs sont de la forme
| (@ —a)(z—b).

On a done, en developpant a+b=3etab=1.
Soient @ = Re, b = Rf; onaura R(a + £) = 3, R%B = I; done.

R= 3 et gaﬁ {e+B)%,

a+fB

savoir ,
o2 — 70!5*{-@2::
ou l'on fera e =xo +y et f=z¢+w.

VoL af
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Soient : ’ |
1°¢ =1, y=0, 5=0, u=1; donc « = o, § = 1; substituant ces
valeurs, on a- '
| 9*—79+1=0;
faisant o = 1, 2, ... jusqu’a o =6, on a des résultats négatifs; mais

¢ = 7 donne le résultat 1, donc o = 6; donc

2°2¢=6,y=1,z=1, u=o0; donc a =6¢g+1, =0, et 'on a
Péquation ,
502— 50 —1=o0. -

Iet o =1 donne le résultat — 1, o = 2 donne g; donc ¢ =1, et
. de la ’ '

3 x=19, y=6, z=1,u=1; donca=170+6, =0 +1, et,

substituant, on a I’équation

92—1—59——5:@ .

Faisant o =1, 2, ... jusqu'a ¢ =5, on a des résultats négatifs; mais
- 0 =6 donne le résultat 1, donc o =5; et de Ia

a=41, p=6, R=

2

SN
e

et ainsi de suite.

8. Telle est la méthode d’approximation que Fontaine a donnée sans
démonstration dans son Mémoire de 1747 et qu'il a redonmée de méme
dans le Recueil de ses Mémoires. Elle suppose, comme I’on voit, que
I'on peut toujours, par la substitution des nombres t, 2, 3, ... au lieu
de o dans les différentes équations en o, trouver deux nombres qui
donnent des résultats de signe différent, ce qui, par ce que nous avons
démontré dans le Chapitre I (n°5 et suiv.), n’a lieu qu'autant que.ces
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équations ont des racines positives dont la moindre différence est plus
grande que l'unité. D’aprés cette considération, il est facile de trouver
des exemples ot la méthode de Fontaine sera en défaut.

Soit, par exemple, P'équation

x?—2x2—23x + 6o =o,

qui se rapporte a la formule &* — ma® — nx -+ p, en faisant m = o,
n = 23, p = 6o. La Table de la page 547 du Recuell des Mémoires de
Fontaine donne ces trois COl'ldItIOI)S '

4(/71-+3lz-)(ll-+3nzp) — (—mn+9p)->o, mn—p<lo, m*—n<o

pour le systeme o
(z -+ a)(z —b) (x —c),

lesquelles se trouvant remphes ici, il s’ensuit que ce systeme est celui
de Péquation proposée.

Pour trouver les trois quantités positives et megales a,b,c, ..., on
comparera le produit des facteurs

P+ (a—b—c)x*+ (—ab—ac+ be)z + abe
avec I’équation donnée; on aura ces trois équations
a—b—c=—2, —ab—ac—+be=—123, abc==06o.

Eliminant ¢, on aura ¢=a — b + 2, et les deux autres équations

deviendront : :
' ' cat—ab+b*+a2(a—b)=123, -

(a —b)ab + 2ab = 6o;

- et, faisant @ = Re, b = RP, on aura ;

R2 (a2 — af + 32) + 2R (e — B) =23,
R3(a— B) 2P + 2R2af =6o.

Enfin, éliminant R, on aura une équation homogene du sixieme
degré en « et &, reductlble a cette forme

[20(e+ ﬁ")—ﬂdﬁ][w 22+ 2 )—34V:5]f12 a? +ﬁ‘)+25dﬁ5]:0
24,
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Maintenant on fera, suivant Fontaine, « = o +y, f = 39 + u, et
I'on supposera dans la premlere operatlon T=1,y=0,z2=0,U=1,

ce qui donne

I'équation sera donc
[20(g+1) = *frglDi5 (gt +n) — ][l 1) 28] =o.

et il faudra fau'e successivement o =1, 2, 3, ... jusqu’a ce- que I'on
trouve deux valeurs'de o qui donnent des resultats de signe contraire,
ce qui n’arrivera jamais, les résultats étant toujours positifs, comme il
est facile de s’en convaincre par la simple inspection de 1’équation:
Ainsi la méthode sera en défaut des la premiere opération.

Il est aisé de voir qu’on ne peut avoir des résultats négatifs qu'en
donnant i ¢ une valeur intermédiaire entre 1 et 2. Par. exemple, en

7.9.153 153
16

a I'esprit de la méthode de Fontaine, qui suppose que « et § sont tou-

3 . v X .
faisant ¢ = S+ on trouve le résultat — ; mais cela est contraire

jours des nombres entiers. D’ailleurs, si I'on voulait admettre pour o
des nombres fractionnaires, il serait bien plus simple d’opérer immé-
diatement sur I'équation proposée, en cherchant deux valeurs de I'in-
connue qui donnent des résultats de signe contraire; mais la connais-
sance de la_forme des facteurs, qui est Uobjet des Tables de Fontaine,
devient inutile pour cette recherche, et la difficulté du probleme
demeure en son entier.

Nous remarquerons encore que, puisque dans la premiere opération

. o a 2, . . .oy
on fait o = 2=, I'équation en ¢ sera toujours, généralement par-

e

lant, d’un degré plus haut que 1'équation proposée, car, si a et b sont
deux racines réelles, les racines de I'équation en o seront tous les
quotients qu’on peut former en divisant une racine par 'autre; de
sorte que, si m est le degré de la proposée, m(m— 1) sera celui de
l’équatibn en ¢, laquelle sera d’ailleurs nécessairement du genre des
réciproques. ’

Mais si, a étant une racine 1'eelle, b était la partie réelle de deux
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. . .. a . . s . e sy
racines imaginaires, alors 7 serait le quotient d’une racine divisée par
la demi-somme de deux autres racines, et 1’équation en ¢ serait du

degré m{m—1) (m——z);

2

9. Au reste, commeé I’équation en o et § que I'on trouve par le
procédé de Fontaine est nécessairemerit une équation homogene, elle

) 2 . o . .
n’a, a proprement parler, qu’une seule inconnue = et la substitution

B

de o +y ala place de « et de s¢ + u a la place de p revient & substi-

. , e ) 2O+ 9Y < . , .
tuer immédiatement zj Za la place de 'inconnue de cette équation;

-or cette formule est 1'expression générale” des fractions convergentes
qui resultent d’une fraction continue, dans laquelle ¢ représente suc-

x
cecswement les denommateurs de cette fractlon et y, = sont les deux

x9+Yy J’

¥

de la” theorle connue- des fractlons continues. Am51 il parait que Fon-

fractlons successives qui precedent la fraction - » comme il resulte

taine a cherché a exprimer le rapport enfre les quantités « et 8, qui
est le méme que celui entre les quantités @ et b, par les fractions
convergentes dépendantes des fractions continueS' mais la difficulté

consiste & déterminer les valeurs de o lorsque la fraction 30 "est don-

née que par une équation. [ Voir ci-dessus l’Artlcle IV (n" 78).]

Je me suis un peu étendu sur 'analyse de la méthode de Fontaine,
parce que je ne connais jusqu’a présent que deux Auteurs quien aient
parlé, d’Alembert dans I'Encyclopédie, au mot Equation, et Condorcet
dans V' Histoire de I’ Acadeémie des Sciences pour les années 1771 et 1772,
et que I'un et I'autre se sont contentés de jeter des doutes sur cette
méthode sans donner les moyens de I'apprécier.
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NOTE VIIL.

SUR LES LIMITES DES RACINES DES EQUATIONS ET SUR LES CARACTERES

A}

DE LA REALITE' DE TOUTES LEURS RACINES.

~ La recherche des limites des racines est le premier probleme qui se '
- présente dans la théorie des équations, apreés celui de leur résolution -
générale. Comme cette résolution est bornée jusqu’ici au quatrieme
degré, et comme il est démontré par la considération des fonctions
des racines que, si elle est pos'sible au dela de ce degré, ce ne peut
étre qu’en résolvant des équations d’un degré beaucoup plus élevé, ce
qui donnerait des expressions intraitables par leur complication, on
peut dire que c’est du probleme des limites que dépend maintenant
tout I'art de résoudre les équations. En effet, des qu'on a trouvé des
limites particulizres pour chaque racine, on peut les resserrer par des
substitutions successives et approcher ainsi de la valeur de la racine
autant que 1'on veut.

1. On a senti avant la fin du xvn® sicle la nécessité de s’occuper
de ce probleme, et, deés qu’on eut trouvé que I'équation formée en
multipliant chaque terme d’une équation donnée par I'exposant de
son inconnue renferme les conditions de I'égalité des racines de la
proposée, on découvrit bientét que les racines de cette méme équa-
tion ainsi formée élaient les limites de celles de I'équation primitive.
On sait que Hudde est 'auteur de la premiere de ces deux importantes
découvertes, et je crois que la seconde est due a Rolle, qui P’a donnée
dans son Algebre, imprimée en 16go, et qui en a fait la base de sa
méthode des cascades. Suivant cette méthode, les limites des racines
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d’une équation dépendent d’une équation d’un degré inférieur d’une
- unité, et les limites des racines de celles-ci dépendent de méme d’une
autre équation d’'un degré moindre d’une unité, et ainsi de suite ; de
sorte que, pour parvenir aux limites des racines de 1'équation propo-
sée, il faut résoudre des équations différentes et successives, qui vont
toujours en baissant d'un degré. (Poir I Analyse démonirée de Reyneau,
ol cette méthode est exposée avec beaucoup de’détail.) Mais la lon-
gueur du calcul qu'elle demande et I'incertitude qui nait des racines
imaginaires P'ont fait abandonner depuis longtenips, et Ion aurait
peut-étre été obligé de renoncer a avoir une méthode générale pour
résoudre les équations si 'on n’avait pas trouvé, pour déterminer
les limites des racines un moyen indépendant de la résolution de
toute équation, comme on I'a vu dans le Chapitre I'.et dans la
Note V. A '

~ La considération des maxima et minima des lignes parabgdliques a

conduit Stirling 4 une méthode pour déterminer le nombre et les
limites des racines réelles du troisieme et du quatrieme degré, la-
quelle a été généralisée par Euler dans son Calcul dyférentiel. Cette
méthode revient a celle de Rolle dans le fond ; mais elle embrasse éga-
lement les racines réelles et les racines imaginaires, et pourrait fournir
des formules générales pour distinguer ces racines dans les equatlonb
du cinquieme degré, au moyen des racines du quatrieme.

La méme considération a fait trouver & De Gua une méthode pour
déterminer les caracteres de la réalité de toutes les racines d’une équa-
tion quel—conque (Mémotres de I’ Acadeémie des Sciences, année 1741 .

Nous avons vu que ce probleme peut se résoudre aussi par 16 moyen
de I'équation dont les racines sont les carrés des différences entre les
racines de l'équation donnée; mais cette sqlutlon est fondée sur la
forme méme des racines imaginaires, au lieu que la théorie de De
Gua est indépendante de cette forme, et sa méthode a de plus I'avan-
tage de n’exiger que le calcul d’¢quations de degrés inférieurs i celui
de I’équation proposée. ' '

Comme ces différentes méthodes sont lnteressantes par elles-mémes,



192 .7, NOTES SUR LA THEORIE

et (;ncore,plus par I'usage’ dont‘elleé’ peuvent étre dans plusieurs occa-
sions, j'ai cru'qu’on serait 'bien aise de les trouver ici réunies et dé-
duites d’une méme théorie; fondée unlquement sur les premlers prm-
cipes de I’ analyse des équations. o '

. Soit en general F(x ) une fonetion rationnelle et sans diviseur,
telle que L
. $n1+Axilz—l+me—"+(‘xm 3 4., +V.
si 'on nomme o, £, y, ... les racines réelles de D equatlon

F(a)=o,

c’est-d-dire les valeurs de « qui peuvent satisfaire 2 cette équation,
on aura 'équation identique

Pl —a) (e —plle ) < Sle)

Sz ) étant une pareille fonction de x, mais d’un degre moindre que m,
et qui ne pourra jamais devenir nulle ni negatlve, quelque valeur
qu'on donne a  (Note II). ‘

Cette equatlon devant avoir lieu quelle que soit la valeur de z x, elle
aura lieu aussi en mettant x +1 2 la place.de «, quelle que soit la
valeur de 7; donc, développant les fonctions suivant. les puissances
de 7, il faudra que tous les termes affectés d’une méme puissance
de ¢ se détruisent mutuellement, ce qui donnera encore autant d’équa-
tions identiques qu’on pourra trouver ainsi par le déyeloppement ac-
tuel. Mais, comme ces nouvelles équations ne sont autre chose que
celles que nous avons appelées dérivées dans la Theéorie des Sonctions, -
nous emploierons ici, pour plus de simplicité, la notation et 'algo-
rithme de cette théorie, et Uapplication que nous allons en faire aux
équations fournira un nouvel exemple de son usage dans lAlgebre,
dont elle n’est proprement qu’une branche.

3. Désignons, pour abréger, par o(z) la fonction

(e —a)(z—=B)(x—y)(z—9)...;
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on aura I’équation identique - | [ | S,
F(z)=¢(z)xf(z),
d’ou I'on tirera sur—le-chaAmp I’équation dérivée

F(z) =o(2) X f(z) + ¢(a) X ['(x), .

et I'on trouvera

. Supposons que les racines o, B, v, ... soient rangéés par ordre de
grandeur, en commencant par les plus grandes positives et finissant
par les plus grandes négatives. 11 est facile de voir, par la nature de
la fonction ¢'(x), qu’en faisant # = « on aura o'(x) > o0, qu'en faisant
T="0 on aura o'(x) <o, qu'en faisant =y on aura ¢'(x) > o, et
ainsi de suite. D'un autre coté, en faisant @ = a, £, {5 +.., oM a tou-
jours o(x) = o et f(x) > o, par la nature de ces fonetions. Done -

z=c donnera F"(x)> o,

) z = B » F(z)<<o,

. ) =y » F(zx)>o0,

et ainsi de suite. ' , ‘ _
Or, en prenant la foriction dérivée du polynome F(z), on a

F'(z) — mam— 4 (m—1) Aam—2 4 (m— 2) Bam=3 ...+ T;

donc I'équation F'(z) = o, qui est du degré m — 1, aura nécessairement
_des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des racines « et §,
Bety,yetd, ... (NoteI).

- 4. Désignons par o,, £,, y,, ... les racines réelles de I'équation
F'(x) = o, et 'on démontrera de la méme maniere que '

= é, donnera F’(z) > o,
rx=p » Fa) <o,
z=p 0 Fa)>o,
et ainsi de suite. e A
VIIL ' ’ 25
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D’oir il s’ensuit que 'équation F'(x) = o, dans laquelle

Fllz)=m(m—1) 2"+ (m—1)(m—2)Azm?

+(m—2)(m—3)Bami4...4 28,

aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des
racines «, et B,, 8, ety,, ..., et ainsi de suite.

Il résulte de ces formules différentes conséquences que nous allons
développer. ' o : ;

Si I'équation primitive F(x) = o a deux racines égales, 'équation
dérivée F'() = o aura une racine qui, devant tomber entre ces deux,
leur sera encore égale; par conséquent, le facteur qui contiendra cette
racine sera un diviseur commun des deux polynomes F(x) et F/(x), ce
qui est d'ailleurs évident, parce que le polynome F(x) contenant le
facteur carré (a — «)®, le polynome F'(x) contiendra encore le facteur
simple  — «. Ainsi I'équation F/(x)=o renferme la condition pour
qu'une des racines de I'équation F(«) = o soit double.

. On prouvera de la méme manigre que, sil'équation F(«) = o a trois
racines égales, le facteur qui contiendra cette racine sera un diviseur
commun des trois polynomes F(x), F(x) et F/(x), et que les deux
équations F(x)=o, F'(z)=0 contiennent les conditions pour que
I'équation F(z) = o ait trois racines égales, et ainsi de suite, ce qui
donne les théorémes connus sur les Tacines égales. o

5. Considérons d’abord les racines réelles de I'équation F(x) = o, en
tant qu’elles peuvent étre positives et négatives, et supposons qu’elle
en ait un nombre p de positives et un nombre ¢ de négatives. Donc
'équation F'(x) = o aura nécessairement p — 1 racines réelles positives,
g — 1 racines réelles négatives, et de plus une racine réelle qui pourra
étre positive ou négative, car, puisque entre deux racines consécutives
de 'équation F(x) = o il en tombe nécessairement une de I'équation
F(x)=o, il en tombera p — 1 positives entre les p positives, ¢ — 1
négatives entre les ¢ négatives, et une entre la plus petite positive et
la premiere négative, qui pourra étre positive ou négative.
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. Done, si I'équation F(«) = o a plus de racines positives que 1’équa-
tion F(x) = o, elle ne peut en avoir qu’une de plus, et, si elle a plus
de racines négatives que celle-ci, elle n’en peut avoir qu’une de plus.
Or, comme toute équation a toujours un nombre pair ou impair de
racines positives, suivant que son dernier terme est positif ou négatif
(Note II), il s’ensuit que, si les derniers termes sans « des équations
F(x) =0, F(x)= o sont de méme signe, I'équation F(x)=o0 ne
pourra pas avoir une racine positive de plus que 'équation F/(z) = o;
done, dans ce cas, elle ne pourra avoir qu’une racine négative de plus
que cette derniere équation, et par conséquent aussi elle ne pourra
avoir une racine positive de plus que celle-ci que dans le cas ol les
derniers termes des mémes équations seront de signe différen . '
Donc, en général, I'équation F(z) = o ne pourra avoir qu'une racine
positive ou négative de plus que I'équation F/() = o, suivant que leurs
derniers termes sont de signe différent ou de méme signe. Par la méme
raison, I’équation F'(«) = o ne pourra avoir qu’une racine positive ou
négative de plus que l’équétion'F”(x) = o, suivant que leurs derniers
termes seront de signe différent ou de méme signe, et ainsi de suite.
Or on voit, par les formules ci-dessus, que le dernier terme de
I'équation F(z) = o est V, que le dernier terme de I'équation Flz)=o0
est T, que le dernier terme de ’équation F(@) = o est 2S, et ainsi de
suite; de sorte que, en prenant ces équations & rebours,

La (m — r)i¥me aura pour dernier terme 2.3...(m — 1)A,
La (m — o)iéme » ' 2.3...(m—2)B,
La (m — 3)iéme ' » © 2.3...(m—3)C,

et ainsi de suite. Mais la (2 — 1)i¢ équation, ou F™~"(x) = o, devient
2.3.4...mx+1.2.3...(Im—1)A=o,

" qui a, comme ’on voit, la racine positive ou négative — :—l, suivant que

A est négatif ou positif. Donc la (m — 2)ime équation ne pourra avoir

une racine positive ou négative de plus que celle-ci qu'autant que B

sera de différent ou de méme signe que A. De méme, la (m — 3)iéme
25,
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équation ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que
la (m — 2)i™e qu’autant que C sera de différent ou de méme signe
que B, et ainsi de suite.

D’oit I'on peut conclure que I'équation F(z) = o, ou

xln_i_Axm*l -+ me—'-’—*— me—3+. sV 0,

ne peut avoir plus de racines positives ou neganves qu’il’y a dans cette
équation de termes consécutifs de différent ou de méme signe, ¢ "est-i-
dire que de variations ou de permanences de signe; par conséquent,
si Péquation a toutes ses racines réelles, elle aura précisément autant
de racines positives que de variations et autant de négatives que de
permanences. ,

C'est Ia e fameux théorbme de Descartes, que les Anglais attribuent
A Harriot, et dont on a différentes démonstrations données par De
Gua dans les Mcmoires de Paris, par Segner et Epinus dans ceux de Ber-
lin, par Keestner dans le Commentaire sur I’ Arithmeétique de Newton, etc.
Vai rapporté la précédente parce qu’elle découle naturellement de notre
analyse; cependant la plus simple de ces démonstrations est celle que
Segner a donnée dans les Mémoires de Berlin de Tannée 1756. Elle
consiste simplement a faire voir qu'en multipliaht_ une équation quel-
" conque par z—aon augmente d’une unité le nombre des variations
de signe, et qu’en la multipliant par « + a on ~augmente aussi d’une
unité le nombre des permanences, quelle que soit la valeur des coeffi-
cients de I’équation. v

6. Nous allons considérer maintenant les racines de lequatlon
F(2) = o comme réelles ou imaginaires. ,

Soient, comme ci-dessus, =, 8, v, ... les racines réelles de I'équation
F(z)=o,et«,, 8,, y,, ... les racines réelles de I’équation F(x)=o, ces
racines étant rangées par ordre de grandeur. Je dis que des racines o,
8 y, ... il ne peut y en avoir qu'une qui soit plus grande que a,,
qu'une qui tombe entre «, et B, qu une qui tombe entre 8, et Yi» €t
ainsi de suite, ‘et enfin une seule plus petite que la plus petile des
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quantités «,, &, v,, ...; car, si « et 8, par exemple, étaient a la fois
plus grandes que «,, comme entre les deus racines « et 8 il doit tomber
nécessairement une racine de I’équation F'(x) =0, cette racine serait
alors plus grande que «,; donc o, ne serait plus la plus grande des
racines de F'(z) = o, comme on le suppose. De méme, si deux racines
8 et y tombaient 4 la fois entre les deux «, et f,, comme entre { et v
il doit nécessairement tomber une racine de I’équation F'(x) = o, cette
racine tomberait aussi entre «, et 8,, contre I'hypothese, puisque
celles-ci sont supposées se suivre relativement 2 leur grandeur, et
ainsi de suite. Enfin, si plusieurs des racines «, 8, Y» .-+ Se trouvaient
plus petites que la plus petité des racines o, 8,, y,, ..., comme il
tomberait nécessairement entre elles des racines de ’équation F'(x) = o,
ces racines seraient donc encore plus petites que la plus petite des
mémes racines «,, 8,, v, ..., ce qui ne se peut.
Or, puisqu’on a en général

F(2) = (@ — o) (& — B) (& — 7). .. X flz),

~ il est clair qu’en substituant o, au lieu de x, si aucune des racines
", B, Y5 ... Dest plus grande que «,, la valeur de F(x) sera positive,
et, si la seule racine « est plus grande que «,, la valeur de F(z) devien-
dra négative, puisque dans le premier cas tous les facteurs simples
seront positifs, et que dans le second il n’y en aura qu'un de négatif,
le polynéme f(z) conservant toujours une valeur positive.
Supposons ensuite qu’on substitue 8, au lieu de x, et, si aucune
des racines «, 8,-y, ... ne tombe entre «, et B,, cette substitution
“donnera une valeur de F(«) de méme signe que la substitution de «,; - .
mais elle donnera une valeur de signe contraire si une des racines
tombe entre «, et B,. Car il est visible que tout produit, comme
(o, — ) (P, — «), est toujours nécessairement positif tant que la quan-
tité « est a la fois plus grande ou plus petite que chacune des quan-
tités z,, B,, qu’au contraire il est nécessairement négatif si la quan-
tité « se trouve entre les deux quantités «; et B,, c’est-d-dire plus
~ grande que. 'une d’entre elles et plus petite que 'autre. Or la substi-
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tution de «, au lieu de « dans F(x) donne
(er— e} (21— B) (a1 — 7). . X fla),

et la substitution de §, au lieu de « dans la méme fonction donne

(Br— ) (B1—B) (Bi—7) .- X< F(B)5

donc le produit de ces deux quantités, savoir la valeur de F(e,) < F(B,),
sera de la forme ’

(et — ) (B1— ) (o= B) (Br — B) (a1 — ¥) (B —7) .- X flen) X< f (Bl

Done ce. produit sera positif si aucune des quantités «, @, v, .
ne tombe entre les quantités a,, By, et il sera négatif si une seule des
quantités o, B, y, ... tombe entre les quantités «,, £,, puisque les
quantités f(«,) et f(#,) sont toujours essentiellement positives; par
conséquent, les valeurs de F(«,) et de F(§,) seront de méme signe
dans le premier cas et de signe différent dans le second. _

On démontrera de la méme maniere que la substitution de y, au lieu
de  dans F(x) donnera un résultat de méme signe ou de signe con-
traire a celui de la substitution de £,, suivant qu’aucune des racines
«, B, y, ... ne tombera entre o, et y, ou qu’il en fombera une, et ainsi .
de suite. ’ ‘

Enfin, si 'on désigne par v, la derniere en grandeur des racines 2,,
845 Y4» .-+, ON trouvera, par I'expression de F(«x) en facteurs, qué le
résultat de la substitution de v, au lieu de « dans F(x) sera positif ou
-négatif, suivant qu'aucune des racines =, £, y, ... ne sera plus petite -
que v, ou qu’il y en aura une plus petite que v,, le nombre de ces
racines étant pair, et que, lorsque ce nombre sera impair, le méme
résultat sera au contraire positif ou négatif, suivant qu'une des mémes
‘racines sera plus petite que v, ou quaucune d’elles ne sera moindre
que v,. Or, comme le nombre des racines imaginaires est toujours
pair, le nombre des racines réelles «, 8, v, ... de I'équation F(z)=o
sera nécessairement pair u impair, suivant que le nombre total des
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racines, ¢’est-a- dlre le degré m de lequatlon sera lui-méme pair ou
impair.

7. On pourra donc toujours juger de la nature des racines d'une
équation quelconque de degré m, F(x)= o, par celles de 1'équation
~-dérivée F'(x) = o, qui est toujours d’un degré moindre d’une unité, car,
ayant les racines réelles «,, B,, y,,» ..., v, de celle-ci, qu’on”“supp()se
rangées par ordre de grandeur, il n’y aura qu’a les substituer succes-
sivement au lieu de  dans 1'équation proposée; et 'on en conclura:

1° Qu’elle aura ou n’aura pas une racine plus grande que «,, selon
que F(«,) sera < ou > o03- ' ' . ' ,

2° Qu’elle aura ou n’aura pas une racine comprise entre o, et ¢,
selon que F(8,) sera de signe (hfferent ou de méme signe que F(a,);

3° Qu'elle aura ou n’aura pas une racine compmse entre B, et v,
selon que F(y,) sera de signe différent ou de méme signe que F(B,),
et ainsi de suite;

4° Et qu’enfin elle aura ou n’aura pas une racine plus petite que v,,
selon que v, sera positif ou négatif dans le cas de m impair, et négatif
ou positif dans le cas de m pair. .

Ainsi T'on connaitra par ces regles non-seulement le nombre des
racines réelles de la proposée, mais encore leurs limites, et, si I'on
veut compléter ces limites & I'égard des racines plus grandes que «, ou
plus petites que »,, il n’y aurait qu’a chercher encore, par les méthodes
du Chapitre IV (n°12), les limites des racines positives et des racines
de 1’équation proposée.

Nous remarquerons ici, a I’ occasion des regles donnees dans cet en-
droit d’apres Newton et Maclaurin pour trouver ces limites, que Rolle
les connaissait déja, comme on le voit par les Chapitres V et VI du
second Livre de son Algebre. _'

8. Nous avons supposé jusquici que I'équation proposée pouvait
avoir des racines imaginaires mélées avec les réelles; examinons pré-
sentement ce qui doit résulter de la supposition que toutes ses racines
soient réelles.
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- Hest d’abord évident que I'équation F(x) = o du degré m aura m ra-
cines réelles et que I'équation dérivée F'(x) = o du degré m — 1 aura
aussi nécessairement . — 1 racines réelles, puisque, entre deux ra-
cines réelles consécutives de I'équation F(«) = o, il tombe toujours une
racine réelle de 'équation F'(x) = o. Par la méme raison, la seconde -
équation dérivée F'(x) = o aura aussi nécessairement toutes ses ra-
cines réelles, et ainsi de suite. | . )

Ainsi la -premigre condition pour qu'une équation ait toutes ses ra-
cines réelles est que ses équations dérivées aient aussi toutes leurs ra-
cines réelles; mais celles-ci pourraient avoir toutes leurs racines
réelles sans que I’équation primitive en eit aucune.

Supposons donc que les m — 1 racines «,, §,, 115 -+ de 'équation
F'(x) = o soient toutes réelles, et voyo'ns quelles sont les conditions
nécessaires pour que les m racines «, g, v, ... de I'équation F(x) =o
soient aussi nécessairement réelles. Puisque nous avons démontré, en
général, que les racines réelles de Péquation F(2) = o né peuvent tom-
ber plus d’une & la fois dans chaque intervalle entre deux racines consé-
cutives de ’équation F'(«) = o, et qu’il ne peut y en avoir aussi qu'une
plus grande et une plus petite que la plus grande et la plus petite de
cette équation, il est encore évident que, lorsque ses racines sont toutes
véelles et au nombre de iz, elles doivent nécessairement étre telles que
x soit plus grande que «,,-que B tombe entre «, et B que y tombe
entre 8, et y,, et ainsi de suite. Au contraire, si elles n'étaient pas
toutes réelles, comme 1é nombre des réelles ne pourrait alors surpasser
m — 2 et serait par conséquent moindre que celui des racines «,, Bis
Yis .-+ il est visible que la méme disposition ne pourrait plus avoir
lieu et qu'il y aurait nécessairement quelque intervalle entre ces der-
nieres racines dans lequel il ne tomberait aucune de celles de 1'équa-
tion F(x)=o0, ou au moins qu’auc‘une de celles-ci ne serait plus grande
ou plus petite que la plus grande ou la plus petite des racines «,,
(5,,'«‘/,, . . : )

Donc, par ce qui a été démontré ci-dessus, si I'on substitue succes-
sivement au lieu de @ dans F(x) toutes les racines «,, ,, y,, ..., on

‘
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aura nécessairement dans le premier cas
Fla)<o, F(B)>o, F(yi)<<o, ...,

et, dans le second cas, il y aura une ou plusieurs de ces condltlons qui
“n’auront pas lieu.
D’un autre coté, en substituant successivement les mémes. racines
%, Pis 115 - - - dans la seconde fonction dérivée F”( ), on aura toujours,
comme on l avu plus haut

Fla) >0, F(fi)<o, F(yi)>o0,

Donc, en combinant ces conditions avec les. précédentes, on en con-
clura que, lorsque les racines de l’equatlon donnee F(«) = osont toutes
réelles, les quantltes ’

Fle)>< (o), F(B)<F(Bs), F(yi) x’F”(y«),

seront toutes négatives, et qu’au contraire il y en aura nécessairement
de positives si 1equat10n donnée a des racines imaginaires.
On aurait le méme résultat si 'on considérait les quotients

et en général des fonctwns de la forme
M [F(a [ [F/(«)], MIF(B )]w[r"(@ P e

M étant un coefficient positif ou une fonction quelconque essentielle-
ment positive, et ., v des nombres entiers impairs positifs ou négatifs.

Or, si l'on fait _
F(z) < F(x)=y, ou,en gtnéral, M[F(x)]*<[F'(z)]'=y,
et qu’on élimine ensuite éu moyen de l’équation
F'(z)=o,

dont les racines sont o, 8,,y,, . .., 0N aura une équation en y du méme
VIII. 26
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degré que cette équation, et dont les racines seront les valeurs de y
qui résulteraient de la substitution successive des racines o, By, 74 -
a la place de @. Done, si ces valeurs sont toutes négatives, 1'équation
en y n'aura que des racines négatives, et, par conséquent, tous ses
termes auront le signe +. Et 'réciproquement, si tous les termes de
cette équation ont le signe +, elle n’aura que des racines négatives,
et les valeurs de y seront toutes négatives.

9. On peut conclure de 12 que les caractéres de la réalité des racines
de I’équation F(x) = o sont que 'équation dérivée
F{z)=o0
ait toutes ses racines réelles, et que I'équation en y résultante de I'éli-
.mination de « au moyen de cette derniere équation et de I'équation

Flo) < F(z)=y ou M[F(z)[F(z)]'=y

ait tous ses termes positifs.
En appliquant les mémes raisonnements a I'équation dérivée
F(x) = o, on en conclura aussi que les caracteres de la réalité de.ses

racines sont que la seconde équation dérivée
IFz)j=o |
ait toutes ses racihes réelles, et que I'équation en y résultante de 1'éli-
mination de.« par le moyen de celle-ci et de I'équation
| F(z) X F'(z) =y

ait tous ses termes positifs, et ainsi de suite.
Donc enfin, pour avoir tous les caracteres de la réalité des racines
de 'équation F(x)=o0: ‘
1° On fera
’ y =F(z) X F(=),
et Pon éliminera  au moyen de I'équation
F'(x)=o0;

on aura la premiere équation en v.
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2° On fera
y=F(z)xX¥"(z),

-et on éliminera x au moyen de 'équation
F(z)=o0;

on aura la seconde équation en y.
3° On fera

y=F(z)xXF(z),
et 'on éliminera « au moyen de I'équation
/ F"(z)=o0;

on aura la troisieme équation en y, et ainsi de suite.

Ces équations en y seront au nombre de 7 — 1 si 'équation primi-
tive F(z) = o est du degré m, parce que la m*® ¢ fonction dérivée de F(x)
sera constante et ne contiendra plus .

10. Cela posé, les caracteres de la réalité des racines de I’équation
F(x) = o se réduiront a ce que tous les termes de ces différentes équa-
tions en y soient positifs, c’est-d-dire du méme signe que le premier
dans chaque équation.

Or il est aisé de voir que, I'équation F(z) = o étant du degré m, les
fonctions dérivées F'(x), F’(x), ... seront successivement des degrés
m—1, m—2, ..., et que les équations en y seront aussi de ces
mémes degrés; elles fourniront, par conséquent, chacune autant de
conditions, de sorte que le nombre total des conditions sera

(m—1) + (m-—"z) -+ (m—3) +..., ou I.+ 243 4.+ (m—1) :-"L(—m;:ﬂ

Nous avons déja vu (Chap. V, n° 28) qu'on f)eut déduire les carac-
teres de la réalité de toutes les racines d’une équation de son équation
des differences, laquelle doit avoir pour cela tous ses termes alternati-
vement positifs et négatifs, ce qui donne autant de conditions qu’il y a
d’unités dans le degré de cette équation; de sorte que, m étant le

(m—1)

y ’ . J m . .
degré de I'équation proposée, sera le nombre des conditions
8

26,
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nécessaires pour la réalité de toutes les racines. Ainsi les deux mé-
thodes donnent le méme nombre de conditions, ce qui est d’autant plus
remarquable que, dans les équations du troisieme et du quatrieme
degré, les conditions de la réalité des racines sont réductibles & un
moindre nombre, comme on I'a vu dans le Chapitre cité (Art. III).
Mais la méthode précédente a cet avantage, que les conditions trou-
vées pour la réalité des racines des équations d’un degré quelconque
peuvent servir pour tous les degrés plus élevés, ce qui n’a pas lieu a
I'égard de celles qui résultent des équations des différences. Ainsi I'on
pourrait facilement construire des Tablés qui contiendraient successi-
vement les caracteres de la réalité de toutes les racines, en commencant
p'aril’équétion du second degré, et remontant successivement aux
équations plus élevées. - : ' c

11. Pour donner un essai de ces Tables, NOUS COMMEeNcerons par la
fonction la plus simple de , qui est #° ou 1, que nous désignerons
par X, et nous remonterons successivement aux fonctions primitives,
X, ..., en sorte.que X sera la fone-
et ainsi de suite. Nous

que nous désignerons par X , X ,
tion dérivée de X, X la fonction dérivée de X,
aurons ainsi, en multipliant ces fonctions par les nombres 2, 3, 4, ...
pour éviter les fractions, et ajoutant successivement les constantes
A,B,C, ..., ‘ ' ' .
T X =1,
X, :ﬁx + A,
2X, =224 2Az + B,
2.3X,,,:¢3 +3Ax2+3Bx +C,
2.3.4X,= 2%+ Az + 6Bz + {Cz + D,

~ Maintenant, pour I'équation du second degré

x2 - 2A‘x—i—B:o,

on fera , - I
N Cr=2XX, =2+ 282 +B, -
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et Pon éliminera x au moyen de I'équation
X,=o0, ‘ou a;—}—A =o0;
on aura I’équation en y : B
‘ y+A2—B=o.
Done S
A2—B>o
sera la condition de la réalité des racines de I'équation proposée.
Pour I'équation .du troisitme degré
28 +3A224+3Bx +C=o,
on aura-d’abord la condition préeédente ; ensuite on fera y =2.3X X,
savoir e ‘
Cy=(x+A)(x3+ 3A22+ 3Bz + C)
=%+ fA2% 4+ 3(A24-B) 22+ (3AB+ C) = + AC,
et'’on éliminera « au moyen de 1'équation
‘ .\X,,_—;o; ou .i?—i—-zAx%ﬁ:o; '
on trouvera cette équation du second degré
yt+2(Aa—b)y+aB—2abA + b2=o,
en faisant pour abréger
' ' a=2A%—3AB4C,
b=A2B— 2B 4+ AC;

ainsi 'on aura de plus ces deu){ cohditions |
Aa—; b>o, a’B—a2abA—+ b§>o.
Pour l’équatio‘n‘ d1‘1‘ quétriéme degré o
@4+ A3+ 6Ba?+ {Cx + D =o,
on aura d’abord les trois conditions_précédentes; ensuite on fera

y=(x2+2Az 4 B)(2* + fA®d + 6Bz + [Ca + D),

Y
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et, ¢liminant 2 au moyen de I’équation

X

w

=0 ou x?+3Ax2+3Bxr+C=o,

on aura une équation en y du troisieme degré, qui, étant représentée
par ' o
y3+My2+Ny+P=o,

donnera de plus les trois conditions

M> 0, N> 0, P> 0) N
et ainsl de suite.

12. Au reste, nous ne devons pas oublier une tres-belle bonséquence
que De Gua a tirée de sa théorie; voici en quoi elle consiste.

Si dans I'équation F(x) = o on substitue @ + z 4 la place de z, on a,
par la formule du développement des fonctions, la transformée

Fla) + — sa ¥ ia) z‘-’—l—FﬁS?

234 .z =o0,

dont on peut faire disparaitre un terme quelconque, contenant par
exemple la puissance z*, en déterminant a de maniére que l'on ait
F"(a) = o. Or, nous venons de voir que, si toutes les racines de I'équa-
tion F(x) = o sont toutes réelles, les valeurs de F*~'(x) et F**!(x) sont
nécessairement de signes contraires pour toutes les valeurs de x qui
résultent de 'équation F*(x) = o; donc aussi les valeurs de F~*(a)et de
F+!(a) seront de signes contraires pour toutes lés valeurs de a résul-
tantes de I'équation F*(a) = o. D’oli il s’ensuit que, si 'on fait évanouir
un-terme quelconque de la transformée en z, les deux termes voisins
auront nécessairement des signes différents si la proposée a toutes ses
racines réelles; par conséquent, elle aura des racines imaginaires si les
termes voisins de celui qui disparait ont les mémes signes, et de 12 on
peut conclure aussi que toute équation & qui il manque des termes a
nécessairement des racines imaginaires si les termes voisins de ceux
qui manquent sont de méme signe.

&
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13. Lorsque toutes les racines de I'équation sont réelles, on peut
trouver leurs limites sans le secours. d’aucune autre équation, par le
moyen de la seule régle de Descartes dont nous avons parlé plus haut
(n°5); car, si on diminue, par exemple, toutes les racines d’une équa-
tion en x de la quantité a, en y substituant z + @ & la place de =, la
transformée en z ou en-x — a aura autant de variations de signe de
moins qu’il y aura de racines positives de I’équation en  qui seront
devenues négatives dans I'équation en & — a, et par conséquent, parmi
les racines positives de 'équation en =, il y en aura autant qui seront
moindres que a. Done, si 'on forme Successivement les transformées
enx —1, * —2, £ — 3, ..., chaque variation de signe qui dispa-
raitra d’une transformée a I'autre, par exemple de la transformée en
x — n a la transformée en # — » — 1, indiquera une racine positive
moindre que n + 1, mais non moindre que », et par conséquent con-
tenue entre les limites n et 7 + 1. On pourra trouver ainsi successive-
ment les premieres limites des racines positives, et 'on aura de méme
celles des racines négatives par la considération des permanences dans

les transformées en 7 41, » + 2, ....
: *

14. J'ignore si cette remarque avait été faite avantle Mémoire que
M. Budan présenta i I'Institut en 1803, et qu’il vient de publier avec
des augmentations, sous le titre de Nouvelle méthode pour la résolution
des équations numériques. L’Auteur y donne un moyen simple et élé-
gant de former les coefficients des transformées en  —1, @ — 2, ...,
et, appliquant la regle de Descartes 2 ces transformées ainsi qu’a
d’autres déduites de celles-13, il trouve les limites de toutes les racines
et leurs-valeurs aussi approchées qu'on veut. On peut dire que cet
Ouvrage ne laisse rien & désirer sur la résolution des équations numé-
riques dont toutes les racines sont réelles, et il pourrait a cet égard
servir de supplément au présent Traité.

Aureste, si 'équation avait des racines imaginaires, il pourrait dis-
par:iitre des variations de signe d'une transformée 2 I'autre sans
_ qu’aucune des racines réelles positives devint négative, comme on peut
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s'en convaincre aisément par des exemples; ainsi I'équation
x3-—2x_2—|—6x‘—-—‘n(:_l—o o
a pour transformée en & — 1
(=1 (2= )25l —1) — 6=,

ou I'on voit que deux variations de signe ont disparu; cependant, elle
n’a pas de racines entre o et 1. ‘

Mais, si le nombre des variations de signe qui dlsparalssent d’une
transformée 2 la suivante était impair, on en pourrait toujours conclure
I'existence d’une racine réelle positive, car cela ne peﬁt arriver a
moins que le dernier terme ne change de signe. Or il est visible que
les derniers termes des transformées en  — n, £ — n —1 ne sont
autre chose que les i‘ésultat§ des substitutions de » et de 41 & la
place de « dans la proposée, parce que ces transformées se réduisent
a leur dernier terme en y faisant « = n = n + 15 ainsi il doit néces-
sairement y avoir une racine réelle entre n et n 1 (Chap. I; n°1).
La transformée en z — 2 de P'équation ci-dessus est

’
(x—2)3+4(x—~2)2+10(x.~2)+1:0,
qul a une variation de moins que la precedente' aussi y a-t<il une
racine de la proposee ‘entre 1 et 2.
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" NOTE IX.

- SUR LA FORME DES RACINES IMAGINAIRES,

1. Lorsqu’on eut-trouvé les formules générales des racines des
équations du troisizme et du quatribme degré, on remarqua que les
racines imaginaires de ces équations se réduisaient, comme celles des
équations du second degré, a la forme p+gy—1, p et ¢ étant des
quantités réelles, et 'on fut porté a conclure que les racines imagi-
naires de toutes les équations étaient toujours réductibles 4 la méme
forme. Cependant on ne pouvait pas adopter cette proposition générale
sans démonstration, et ce n’est qu’apres plusieurs tentatives qu’on
est parvenu a s'en convaincre par des preuves rigoureuses. Comme ce
point de la théorie des équations est un de ceux dont les Géometres se
sont le plus occupés dans ce siecle, j'ai eru qu'on ne serait pas faché
de trouver ici un exposé succinct des différentes recherches qu'il a
occasionnées.

2. D’Alembert est le prémier qu‘ik ait envisagé cette qiestion d’une.
maniére générale dans sa Piece Sur les Vents et dans les Mémoires de
I’ Académie de Berlin pour Pannée 1746. .

11 démontre d’abord qu’une quantité algébrique quelconque, com-
posée de tant d’lmagmau'es qu’on voudra de la forme @ + b V—1, peut
toujours se réduire a la méme forme. Cela se voit facilement pour les
quantités formées par multiplication, division et élévation aux puis-
sances entiéres; on pourrait le ‘démontrer en général pour les quan-
tités de la forme '

o (a4by—1)mroy!
VIIL : 27
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par le développement ordinaire du binéme; mais, pour avoir des ex-
pressions finies, d’Alembert emploie d’une maniére ingénieuse la dif-
férentiation et I'intégration, en faisant varier les quantités a, b, p et ¢
dans I’équation

(a+b \f:';)""“”‘/’_‘ =p+qy—1.

Cependant il faut avouer que Pemploi du Calcul différentiel est peu
naturel dans une question comme celle-ci, ol la considération des
infiniment petits ou -des fluxions est tout i fait étrangere, puisqu’il
ne s'agit que d’une simple transformation algébrique. Mais les fone-
tions dérivées se présentent au contraire treés-naturellement et offrent
méme ici un des exemples les plus propres 2 montrer l’usage de leur

algorithme dans I'Algébre.

3. En effet, si I'on considére I'équation identique
e Voo =pgvT,

en regardant y comme une fonctlon donnée de x, et p, ¢ comme des
fonctions inconnues de x qu’il s "agit de determlner, les fonctions déri-
vées des deux membreés formeront encore une equatlon ldenthue on
aura ainsi

(m =0y =) (@ -+ y y 1) '*”‘f—(lﬂf \/—') =p+qy—r1s
_divisant cette équation par I'équation primitive, on aura

(m-*-"v-—l)(l +yV—1) _PHgV—.
3
-Z'—f—?\/—-l o p—|—qv'—1

équation ‘qui sera, par conséquent, encore identique.

Qu’on multlplle le haut et le bas de la fraction du- premier membre
par  — yy— 1, et le haut et le bas de la fraction du second membre
par p — gy — 1, pour faire disparaitre le radical y—1 du dénomina-
teur, et qu’enéuite on compare la partie réelle du premier membre
avec la partie réelle du second et I'imaginaire avec I'imaginaire, on
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aura ces deux équations

m(z+yy') —nlzy' —y) _ pp'+49°
‘ x2+‘7'2 ’ p2+ q2

n(z4+yy')+m{zy' —y) _pq —qp’
Z2—+ 2 - p2+'(]2

Qu’on prenne maintenant les fonctions primitives, on aura, en dési-
gnant par log les logarithmes hyperboliques et par arctang 'angle de la
tangente, '

mlog\/x‘-’—}-y‘-'_ narclanggzlog\/p2+ q2+K’
e ¥ g ¢
rlogy/z®+y?+marctang 2 = arctang -+ H,

K et H étant deux constantes arbitraires qu’il s’agit de déterminer
conformément & 1'équation primitive donnée. Or, en faisant dans cette
équation y==o0 et =1, on a ¢ =0 et p=1, et ces suppositions,
étant introduites dans les équations précédentes, donnent K=o et
H=o. ) .

Si donc on fait pour plus de simplicité x = ucoss, y =.usinz, ce

qui donne
— JzE e
u=yx*+y2, langs = o
et ensuite
p==rcoss, ¢==rsins,
on aura

logr=mlogu —nz,

s=n logu + mz,

et, en repassant des logarithmes aux nombres,

r=ume-n3,

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est I'unité.
Ainsi r et's, et par conséquent p et ¢, seront des fonctions réelles, en
supposant x, y, m, n des quantités réelles. -
27.



212 ... NOTES SUR LA THEORIE

%. On peut, par ces formules, réduire & une forme réelle I’expression
des racines des équations du troisitme degré dans le cas irréductible;
car, ¥expression générale de « dans I’équation

23— 3Mz—aN=o0

étant, comme 'on sait,

3 i g —
VN + N2 M3 + YN — yN2— M3,

laquelle, dans le cas irréductible ou M3>N2, devient

\/N+\/M3 Vq\/—l+\/N \/M‘* V’\/—l,
si I'on fait dans les formules precedentes

=N, y=yM3 N2, m'='31, n=o,
on aura '
- W=z
N b

u= \/W, tangz =

et de la
’ i — z
r=u*=yM, $=35

done on aura

VN=E M = N2 y— 1 = (cos 2 tsin? ¢:‘.> ,

- . BRI
et la somme des deux radicaux sera 2 yM cosZ

2
. AME N2

Or, comme 4 la méme tangente @I—N—N- répondent les angles 5,

5+ 2A, 7+ 4A, A étant Pangle dr01t I’expression 2 \/\I cos = aura

3
ces trois valeurs différentes - '

.

Z

2 VM cos z 2 yM cos(i—,—i—%), 2 M cos(

[SCI RN

4/
+i§>’

qui seront les trois.racines de-I'équation proposée, et qu’on trouvera
ainsi facilement par les Tables trigonométriques.. ‘
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5..Au reste, il est bon de remarquer que, lorsqu'il ne s'agit que de
radicaux pairs, on peut faire la réduction dont il s’agit par les simples
opérations de I’Algebre ordinaire. En effet,_soit la_quantité

Na+by—1

a réduire; je considere la quantité

\/a+b\/:+\/a—b\/:;u;
jaurai, en élevant au carré,
2a+2 a2+ b2 =u?,

quantité toujours nécessairement positive en prenant le radical positi-
vement; donc u sera une quartité réelle. )
Je considere ensuite la quantité

\/a—+‘—‘b\/—_1—\/a—l)\/——1:t;
je trouve de méme, en carrant,
C2a—2yar+ b6 =1¢2
quantiité’essentiellemen't négative; ainsi I'on aura

2=—V2 et t=Vy—u,

V étant une quantité réelle; de la on aura

\/aibvlizé( +Vy—1).

Considérons de méme la quantité

</c¢+b\/:+</a—b\/:—y:s;
-

on aura, en carrant,

Va-+b V=1+aVa + P+ Va—by—1=s2=u+ 2@(12—& b2,
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- quantité essentiellement positive, en prenant le radical positivement;
donc s sera une quantité réelle. '
Considérons ensuite la quantité

Va+by—i—Va—by—1=r;
on aura de la méme maniere
Varby—1—ay@+rb+vVa—by—i=ri=u—2Va+ 02,

quantité essentiellement négative, car

u‘lzza—i—z\/a?—i—b?{/“/a?'—i—b?,

et par conséquent

u<<aja@+ bR
Done, faisant 72 = — S2, on aura
r=S8y{—1,

S étant une quantité réelle; done

:/ccib\/—_lié(sis y—1).

“et ainsi de suite.

6. Ces réductions supposées, d’Alembert considere une courbe
quelconque, dont I'ordonnée y soit nulle ou infinie lorsque I'abscisse =
est nulle, et il observe que, quelle que puisse étre 1’équation de la
courbe, on peut toujours, lorsque « est tres-petit, avoir la valeur de
y en x, au moyen du parallélogramme de Newton, exprimée par une
série tres-convergente de la forme

N mo
y=axt+bxs+cxt-+.. ,
dans laquelle les exposangs de « sont imaginés aller en augmehtant, et
dont on peut toujours supposer que tous les termes sont réels, en fai-
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sant  positive, car on peut faire répondre les « positives & la branche
oit les y sont réelles. ' .

En faisant o négative, les termes ot  se trouve élevée i des puis-
sances fractionnaires dont le dénominateur est un nmombre pair de-
viennent imaginaires, et, par le théoreme précédent, ils seront toujours
réductibles & la forme p+gy—1, p et ¢ étant des quantités réelles.
- Donc toute la série, et par conséquent la valeur de y lorsqu'elle de-
vient imaginaire, sera aussi de la méme forme tant que sera tres-
petite. R ' '
~ Maintenant, quelle que soit la valeur de y pour une x quelconque,
on peut toujours supposer y =p 4 gy — 1, p et ¢ étant des quantités
indéteﬁninées, et, comme cette valeur est réellement double & raison
du radical .\/:.’ les quantités p et ¢ seront exprimées par deux équa-
tions qu’on aura en substituant p + ¢y — 1 au lieu de y dans I'équa-
tion de la courbe, et égalant séparément i zéro la partie toute réelle de
la transformée et la partie multipli¢e par V=13 ces équations contien-
dront les quantités p et ¢ mélées ensemble, mais on pourra, par les
méthodes connues, les changer en deux autres, dont I'une ne renferme
que p et o et Pautre ¢ et . ' | _

Or, si y n’est pas toujours de la méme forme p + ¢ y— 1, p et ¢ étant
des quantités réelles pour toutes les valeurs de x, soit a la plus grande
valeur de a pour laquelle y sera. de cette forme, et soit p=20,g=c¢
“lorsque x =a. Supposons x=a + 1, et p=b+r, g=c+s: en
substituant ces valeurs dans les deux équations en p et ¢, on aura deux
- équations, I'une en r et ¢ et autre en s et ¢, dans lesquelles i = o don-

nera r=o et s = o, et qui, par la démonstration précédente, donne-
“ront rets dela forme p + ¢ — 1, lorsque ¢ sera tres-petite, siret s
deviennent imaginaires. On aura donc alors

I':a:—kﬁ\/:, S:/—l—a\/:,
%, 8, v, 8 étant des»qﬁantités réelles; donc
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et par conséquent . i

-

7—b+a——6+(ﬁ+c+/)\/—1,-5

cestadlredelamenleformep+qr. e
" .Donc’a n’est pas,” comme on I’a'supposé, la plus grande valeur de x
qui donne y de-cetté forme; done la valeur de.y, lorsqu’elle est imagi-
naire, sera.toujours de cette. méme forme, quelle que soit la valeur
de . o ' ‘ . , ‘

Cette conclu_sion générale s’applique naturellement aux équations
d’un degré queleconque;, & une seule inconnue, car, nommant y U'in-
connue, de 'équation et supposant le dernier terme égal & o, on aura
une équation entre z et y; dans laquelle « = o donnera y = o, et qui
sera susceptible de la démonstration précédente. Donc, quelle que soit
Ia x}a]eur du. dérnier-térm’e x, celle de y,‘si,elle devient imaginaire,
sera de la forme p + gy/— 1.

I equatlon ayant ainsi une racine 1magmau'e de cette forme en aura
necessalrement une autre de la forme p — g y—1; puisque le caleul
est le méme pour les deux racines, i cause de I'ambiguité du radical
\/—— 1; elle aura done les deux facteur

PV, r—ptg V=1,
qui forment le facteur double réel
yr—2py+pig

et sera par conséquent divisible par ce facteur, ce qui V'abaissera 4 un

degrét moindre de deux unités, et 'on pourra appliquer a cette nouvelle

equatlon les mémes ralsonnements et les mémes conclusmns et alnsi
de suite.

7. Cette démonstration est incomplete, car, quoique dans une
équation  deux indéterminées on puisse toujours exprimer 'une des
indéterminées par une série. de puissances ascendantes de I'autre in-
déterminée, il peut arriver que les coefficients des termes de la série
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dépendent eux-mémes d’équations qui n’aient point de racines réelles;
ce qui introduirait dans la série d’autres iinagi'haire‘s que celles- qui
viennent des puissances de I'indéterminée. Maision peut, sur les mémes
principes, fonder une. démonstration plué rigoureuse, et en méme
temps plus générale et plus simple, de la maniére suivante.

Soit I'équation S 4 B
k zm 4 Agm—t - Bam—2 4. .-}—V.: 0,
(que nous représenterons, poui' plus de simplicité, par
fla)+V=o0, o
' /() étant une fonction rationnelle et entiére de «, qui contient « dans
tous ses termes. Nous supposerons que cette équation n’ait point de
racines réelles, parce que, si elle en'a, on peut les éliminer en divi-
sant I’équation par les facteurs simples réels qui résultent de ces ra-
cines. . o
Il est clair que, si 'équation proposée n’a pas de racines réelles dans
Pétat o elle est, cest-a-dire tant que ses coefficients ont les valeurs
données, elle peut en recevoir en changeant seulement la valeur du
dernier terme V, car, en prenant une quantité quelconque K et faisant
V= — f(K), I'équation
fle)—f(K)=0o
aura la racine réelle K. Considérons donc une des racines imaginaires
de I'équation o
flz)+V=o, ot
laquelle devienne réelle en faisant varier la valeur de V, et supposons
qu'elle ne demeure imaginaire que tant que la valeur de.V sera entre
les limites @ et b, @ étant < b, de manigre que x ait une valeur réelle «
dans I'équation ‘ '
fla)+a=o
et une valeur réellé ¢ dans équation
fla)+b=o,
et que cette racine soit imaginaire dans les équations
fla)+a+i=o, flz)+b—i=o, e
. VIIL : 28
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{ étant une quantité quelconque positive,.aussi petite qu’on voudra.
Soit o + u la valeur imaginaire de « dans 'équation

: Sflry+a+i=o;

*la fonction /() deviendra, paf la substitution de = + u & la place de «,
Fla)+uf ) =2 frla) +.

par la formule connue du développement des fonctions; mais, puisque =
est la racine de I'équation ' ‘
flz)+a=o,
on af(x) +a = o, donc @ = — f(«); ainsi 'équation
Sflz)4+a+i=o o
deviendra - - ’ ' '
uf'(a) + % (o) +. ..+ i=o.

~ Or, si le coefficient f'(«) n’est pas nul, il est évident qu’en suppo-
~ sant 7 une quantité trés-petite, a volonté, on pourra toujours avoir «
par une série trés-convergente et toute réelle, car on aura d’abord

Sle)
ensuite, en substituant cette premiere valeur de «, on aura
. i - I‘g/‘l/(a) .
U— — -7 — “'—,‘T’
S'le) 2 f(a?)

et ainsi de suite. Donc u sera une quantité réelle, contre 'hypothése.
1l faudra donc, pour que z devienne imaginaire, que 'on ait

S(a) = o; alors I'équation deviendra
u?

) 3
5 Ja) + ;{l-gf”’(x) +...+i=o,

et la premiere valeur approchée de u sera

S . - \/~f';z(~%,~




DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. . - 219

laquelle sera véelle ou imaginaire, suivant que f"(e) sera une quantité
négative ou positive, puisque 7 est supposée positive.
Si le premier terme de u est réel, il est aisé de voir que tous les
~autres le seront aussi; par conséquent, toute la valeur de u sera
réelle. Si le coefficient /"(x) est positif, le premier terme de u sera_
imaginaire de la forme

"

et les termes suivants seront réels ou imaginaires de-la méme forme,
de sorte que toute la valeur de u sera de la forme p+qgy—1,petyq
étant réelles. : o

Mais, si 'on avait en méme temps /*(«) = o, alors, I'équation deve-
nant -

u 4 u‘ v ‘ .
s 4 5 e =0
s/ )+ g frle) i,
il est aisé de voir que la valeur de u serait de nouveau réelle, 4 moins
que. le terme qui contient u* ne disparaisse et que /*(«) ne soit posi-
tif, car, dans ce cas, on aurait
if2.3. 41 ——
D c/— L
frla)

. A , . ’ A . .
mais, par le théoreme démontré plus haut (n°5), y—1 est réductible
a la forme m -+ ny—1, m et n étant des quantités réelles; donc la
premiere valeur approchée de u sera de la forme p +¢v—1, et les
termes suivants seront aussi de la méme forme, en sorte que toute la
valeur de u sera encore de cette forme, et ainsi de suite.

8. 1l résulte de 1a cette conclusion que, lorsqu’une racine « de 1'é-

quation
. f(x) +~a=—o

est dans le passage du réel & I'imaginaire, on a non-seulement

f(2) + a=o, mais encore f'(2) = o et f"(¢) > o, et que, si /() = o,

on aura de plus f/"(«)=o0 et /*(2)>o0, et ainsi de suite. Or, en
‘ 28.
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faisant /() +a=TF(x), on a '

Fla)=Flz), fla)=F(z) ..

done, par ce qu'on a vu dans la Note précédente (n° %), /(o) = o sera
‘la condition pour que la racine « de I'équation

flz)+a=o

soit double, /"(«) = o sera la condition pour que cette racine soit
triple, ete. .

Dol il §ensuit qu'une racine ne peut ‘passer du réel & I'imaginaire
sans devenir double ou quadruple, et, en général, multiple d’un
ordre pair. '

On prouvera de la méme maniere, en faisant @ = § + u dans I'é-
quation o '

flz)+b—i=o,

que la valeur de u.ne pourra devenir imaginaire, & moins que l'on.
n’aitf’(B) =oet f"(f) <o, et, si /"(8) = o, il faudra de plus que I'on"
ait f(B) =o et f17(p) <o, et ainsi de suite; d’ot 'on conclura que,
dans le passage de I'imaginaire au réel, la racine devient aussi double,
ou quadruple, ou etc. ' A X

Cette proposition n’avait été démontrée jusqu’ici que par la théorie
des courbes, ou comme une suite du théoreme sur la forme des racines
imaginaires.

”

9. Maintenant, puisque, quand la valeur de V est trés-pres des
limites a et b, une des racines imaginaires de I'équation

fla)+V="0,
est nécessairement de la forme p-+¢gy—1, si cette racine n’est pas
toujours de la méme forme pour toutes les valeurs de V comprises entre

ces limites, soit ¢ la plus grande valeur de V pour laquelle  sera
de cette forme, de maniére que dans I’équation

fla)+c=o

on ait @=m +ny—1, met n étant des quantités réelles, et soit
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m + n\/— 1+ u la valeur de z lorsque V sera ¢ -+, { étant une quan-
tité positive et tres-petite & volonté. On aura donc

Flm+ny=1)+c=o0, et flm4+ny—i+u)+ec+i=o;

développant la valeur de « dans la seconde équation et retranchant la
premiére, on aura '

wf{m-+ny=1)~+ u;f”(m Ry 1) .. i=o.
Mais les fonctions dérivées
f'(m;l— ny— 1), f”(m+ n \/:)’ .

ne contenant que des puissances de 7 - rny/— 1, sont toutes réduc-
tibles & la forme p-i-¢ — 1; ainsi, en prenant des quantités réelles
M,N,P,Q, ..., I'équation précédente deviendra

u(MNY=T) L (R QYD) 4 i o,

Donc la premiere valeur approchée de u sera

. i M —=Ny=)
CMaNy— N
et par conséquent de la forme p-~g¢y—1, et l'on trouvera que tous
les termes suivants de la série, qu’on peut rendre aussi convergente qué
Pon veut en prenant ¢ trés-petite 2 volonté, seront aussi de la méme
forme, de sorte que la série entiere le sera aussi. On aura donc, pour
une valeur de ¢ aussi petite qu’on voudra,

w=r4+sy—u
done la valeur de @ sera’
m-+r-+(n+4sjy—i,

et par conséquent encore de la méme forme p+gy—r, contre I'hy-
- _pothese. Done il n’y a aucune valeur de V intermédiaire entre les
limites @ et b pour laquelle la racine x ne soit pas de cette méme

forme.
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Si la fonetion f/{m +. n\/— — 1) devenait nul]e alors I equatlon enu
serait '

LV =3) o 2 ok VD) i o,

et on prouveralt de méme que la valeur de u seralt t0u10urs de la
forme p 4+ g y— 1, et ainsi de suite.

-Cette démonstration a l'avantage de pouvoir s’appliquer également
aux équations qui renfermeraient des fonctions logarithmiques ou cir-
culaires, et, en général, a toute équation de la forme F(x) =o, dans
| laquelle la fonction dérivée F'(«) sera réductible a la forme p + ¢/ —1,
*en faisant @ =m +ny—1, car alors toutes les autres fonctions déri-
vées I"(x), F'(x), ... seront aussi réductibles 3 la méme forme; mais
ce détail nous écarterait trop de notre objet. o

10. Nous venons de démontrer que, dans les éé{uations qui n’ont
que des racines imaginaires, il y en a au moins deux de la forme
p =gy —1; on pourra donc trouver les valeurs de p et ¢ par la- mé-
thode du-Chapitre II (n° 17), et I'équation sera divisible par

2} —2px + P+ ¢*=o;

apres la division, elle ne contiendra plus que les autres racines imagi-
haires, et, eny appliquant les mémes raisonnements, on prouvera de
méme que deux de ces racines seront nécessairement de la forme
p=g\— 1, et ainsi de suite.

Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour proﬁver la -
vérité de la proposition dont il s’agit, on ne peut disconvenir qu’elle
ne soit indirecte et qu'elle ne laisse encore & désirer une démonstra-
tion tirée uniquement des principes de la chose. En effet, nous avons
déja observé que toute racine imaginaire de la forme p -+ g/— 1 sup-
. pose le facteur réel du second degré

22— opx + p*+q°;
. .
ainsi la question se réduit & prouver que toute équation est toujours
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“divisible par des facteurs réels du premier et du second .degré, et,.
comme les équations d’un degré impair ont toujours une racine réelle
et sont, par conséquent, divisibles par un facteur réel du premier degré,
ce qui les rabaisse & un degré moindre d’une unité, il s'ensuit qu’il
suffit de considérer les équations des degrés pairs. '

11. Descartes a trouvé que I’équation du quatrieme-degré
i+ pxit+qr+r=o

a ces deux facteurs du second degré

12

a Y 9
22y 4 2. —o,
. A > P+2].

1]

la quantité y étant donnée par I'équation

Fiapyt+ (p2— )yt —gr=o.
{

Done, comme cette équation a son dernier terme négatif, elle a tou-
jours nécessairement une racine réelle (Chap. I, n° 3); par conséquent,
les deux facteurs seront réels en employant cette racine. -

Hudde a considéré ensuite I'équation générale du sixieme degré
dans son Traité De reductione equationum, imprimé a la suite du
Commentaire de Schooten sur la Géométrie de Descartes, et il a trouvé
que cétte équation est divisible par une équation du second degré,

comme
x?—yxr +u=o,

dans laquelle le coefficient y est donné par une équation du quinzieme
degré et le coefficient u est une fonction rationnelle de y. Or, I'équa-
tion du quinzieme degré ayant nécessairement une racine réelle, il
s’ensuit que le diviseur du second degré pourra toujours étre réel en
‘ employalft cette racine, de sorte que, I'équation se trouvant ensuite
abaissée au quatrieme degré, on aura encore deux autres diviseurs
réels. ‘ '

Hudde n’a pas été plus loin, et, comme il n’avait trouvé I'équation
en y du quinzieme degré qu'en faisant le calcul tout au long, il a du
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-Sentir qu’il tomberait dans des calculs impraticables par leur longueur
¢'il voulait traiter de méme les équations des degrés plus élevés. -

12. On trouve & la fin de I’4/gébre de Saunderson, imprimée en

’

1740, apres sa mort, cette remarque importante, que, dans Ie diviseur
22— yxr+uU=o0
. ’ . ®

de I'équation du quatrieme degré, le coefficient y est donné par une
équation du sixieme degré, parce que, ce coefficient devant étre la
somme de deux racines de I'équation du quatrieme degré, 'équation
en y doit avoir pour racines toutes les différentes sommes qu’on peut
faire des quatre racines de la proposée, prises deux a deux, et, comme
ces combinaisons sont au nombre de six, I'équation en y doit étre du
sixieme degré, comme Descartes I'a trouvé; mais Auteur n’applique
cette remarque qu'a’un exemple particulier et n’en tire d’ailleurs
aucune autre conséquence. : Co ’

Le Seur, I'un des commentateurs des Principes de Newton, a généralisé
ce résultat dans un petit Ouvrage sur le Calcul intégral, imprimé &
Rome en 1748. 11 prouve par la théorie des combinaisons que, quand
on cherche a diviser une équation du degré m par une équation d’un
degré moindre n, les coefficients de celle-c sont donnés nécessaire-
ment par des équations du degré '

m{m—1){m Vooom=n+1)

)

1.2.3...n

parce que, le diviseur devantavoir, ce qui est évident, n racines com-
munes avec I’équation proposée, on peut former autant de diviseurs
différents ‘qu’il y a de manitres de prendre n choses sur 7 choses; et
de la il conclut que toute équation du degré 4m + 2 est toujours divi-~
sible par un facteur réel du second degré, parce que ce facteur dépend
d’une équation qui se trouve d’un degré impair et qui aura, par consé-
quent, une racine réelle; mais on n’en peut rien conclure pour la
réalité des diviseurs du second degré des équations dont le degré est
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un nombre qui n’est pas de la forme 4n + 2, paree que ces diviseurs
dependent alors d’ quatlons de degrés palrs.

13 Euler a approfondi cette théorie'déns un Mémoire imprimé en
1751 dans le Recueil des Mémoires de I’ Académie de Berlin pour I'année
1749, et il s'est attaché prmmpalement a prouver gue toute équation
d’un degré exprimé par une puissance de 2 est décomposable en deux
équations réelles d’un degré moindre de la moitié; pour cela, il sup-
pose que lequatlon proposée est privée de son second terme, ce qui
fait que le coefficient du second terme est le méme avec des signes
contraires dans les deux équations dont elle est le produit, et il trouve,
par la théorie des co'mbinaisons, que ce coefficient est donné par une
équation d'un degré impairement pair, qui manque de toutes les puis-
sances impaires, et dont.le dernier terme est le carré d'une fonction
des racines de la proposée, précédé du signe —. - .

Euler suppose que cette fonction des racines peut toujours étre dé-
" terminée sans irrationnalité par les coefficients de I'équation proposée,
et il en conclut que son carré est nécessairement une quantité positive
et que par conséquent I'équation qui détermine le coefficient dont il
s'agit a deux racines réelles; il arrive en effet que cela a lieu lorsque
I’équation proposée n'est que du quatneme degré, comme on le voit
par les formules de Descartes rapportees ci-dessus; mais, pour les
équations des degrés plus élevés, il faut une démonstration « priori,
qu'Euler n’a point donnée, et qui est méme d’autant plus nécessaire
que cette fonction, ne contenant pas toutes les racines de la méme
maniere, ne parait pas déterminable par une fonction rationnelle des
coefficients, qui sont eux-mémes, comme 'on sait, des fonctions ol
toutes les racines entrent également. '

Euler considére, de plus, les équations dont les degrés sont exprimés
par les nombres 27, 47, 81, ..., i étant un nombre impair quelconque,
et il trouve qu’elles admettent des diviseurs réels des degrés 2,4, 8, ...,
parce que les équations dont ces diviseurs dépendent sont toutes de
degrés impairs; de sorte que, par ce moyen, foute équation peut se

VIIL | ' | 29
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décomposer en équations réelles de degrés exprimés par des puis-
sances de 2; mais la difficulté de décomposer ensuite celles-ci, lors-

qu’elles passent le quatmeme degre, reste en son entier dans la théorie
d’Euler. o

14. On peut éviter cette difficulté, comme Foncenex T’a fait dans
le premier Volume des Miscellanea de Turin, imprimé en 1759, en ne
considérant que les diviseurs du second degré. Car, soit 2*v le degré
de I'équation proposée, v étant un nombre impair; si I'on cherche ala
diviser par une équation du second degré

22— uzx+U=o,

on trouve, par la théorie des combinaisons, que le coefficient u est dé-
terminé par une équation du degré

oty 2ty — 1)

5 :29*‘11(2?:/———:):;29—""5&,

= étant, comme 'on voit, un nombre impair. ,

Done, si g =1, cette équation sera d’un degré impair et aura néces-
sairement une racine réelle; de sorte que,.comme le dernier terme U
est exprimé généralement par une fonction rationnelle de u, I'équation
proposée aura un diviseur rationnel du second deqre et s’abaissera
par la & un degré moindre de devx unités. ‘ '

Si p. est plus grand que I'unité, on cherchera & diviser par‘eﬂlement
I'équation en u par une équation du second degré, comme

2 —fu+T=o, . ~
et le coefficient ¢ sera donné par une équation du degré

i g (et g —1)

5 =t g (ot tm —1) = 2b~2p,

p étant, comme 'on Vin, un nombre impair, et le terme ¢ sera exprime
généralement par une fonction rationnelle de z.
-Don, si p. = 2, cette équation sera d’'un degré impair et aura une
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racine réelle; donc et T. auront des valeurs réelles, et I'équation

'u‘-'—ut—FT,—_o

donnera pour « une valeur réelle ou imaginaire de la forme p + gy —1.
Dans le premier cas, u et Useront des quantités réelles; dans le second,

ces quantités seront imaginaires de la méme forme, pulsque U est une
fonction ratjonnelle de z. Mais 1’équation ‘

z2?—uxr+U=o0

donne

x= + —4- —U;
done, par la réduction des radicaux i nnagmalres cette valeur devien-
dra aussi de la forme p + ¢y —1. o )

Si p. est un nombre plus grand que 2, on continuera le méme caléul,
et on divisera I'équation en ¢, du degré 22 > par une équation du
second dee;re comme '
12— st+S=o;

on aura, pour la détermination de s, une équation du degré

QH—Qp(§H“2p —1)

; == ob3p(a¥=2p — 1) =2k~ 37,

¢ étant, comme l'on voit, un nombre impair, et la quantité S sera
generalement une fonction rationnelle de s. .

Done, si p.=3, cette équation, étant d’'un degré impair, aura une
racine réelle; done s et S auront des valeurs réelles; done I’équation

t‘—'-—slﬂ—S:o

donnera pour? une valeur reelle ou imaginaire de la formep +gy—1
Donc dans I’équation
. — {u + T =o,
les coefﬁc;ients ¢t et T auront des valeurs réelles ou imagihairés de la
méme forme; et de la résultera aussi pour u une valeur réelle ou
29- .
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imaginaire de la méme.forme p +gy/— 1,-comme nous I'avons vu

ci-dessus, parce que
u— d -+ \/—-r — T
2 4

donc enfin 'équation
‘ xt—ux+U=o

donnera aussi pour z une valeur réelle ou imaginaire de la méme
forme. , v

Si p est plus grand que 3, on continuera le calcul de la méme ma-
nire, et U'on parviendra nécessairement i un diviseur du second degré
dont les coefficients seront réels; et de 1, en remontant successive-
ment aux diviseurs précédents du second degré, on trouvera que leurs
coefficients seront réels ou imaginaires de la forme p-+gqy—1,
]usqu au dmseur S

x'l——ux+U:o

de I’ equatlon proposee, lequel donnera aussi pour x une valeur réelle
ou imaginaire de la méme forme. ' ‘

Telle est la démonstration donnée par Foncenex; on voit qu’elle est
trés-rigoureuse, en admettant le principe que les coefficients de I’é-
quation du second degré, qui est un diviseur d’une équation du
degré n, ne dépendent que d’une seule racine d’une équation du degré

n{n—1) . C ., . e . ,
———=. Ce principe est vrai généralement; mais j’ai remarqué de-

puis qu'il était sujet & des exceptions qui pouvaient mettre la dé-
monstration précédente en défaut. En effet, lorsqu’on cherche  rendre
un polynome d’un degré queleconque m divisible par un autre poly-
noéme d’un degré moindre n, soit qu'on fasse la division 4 la maniere
ordinaire et qu’on égale ensuite a
qu’on multiplie-ce polyndme par un autre du degré m'— n et que 'on
compare le produit terme 3 terme avec le po]ynome proposé, on par-
vient toujours par 1’élimination successive, en prenant un des coeffi-

zéro chaque terme du reste, soit

cients du polyndme diviseur pour V'inconnue principale, & déterminer
les autres coefficients du méme polynéme par des fonctions ration-
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nelles de celui-ci, et ensuite on trouve, par les substitutions, une
équation ol il'n’y a plus que celui-ci d’inconnue et ol I'inconnue
monte au degré '

.nz(m—x)(m.-—-z).;.(ﬂ’l——n+1)"

‘ 1.2.3...n

comme on I'a dit plus haut.

~ -15. Mais, s'il arrive que cette équation ait deux ou plusieurs racines
égales, alors, 2 moins que les valeurs des autres coefficients qui répon-
dent a ces racines égales. ne soient aussi égales, ce qui n’a-lieu que
lorsque le diviseur est lui-méme un diviseur double ou triple, ete., il
est visible que ces valeurs ne peuvent plus étre exprimées en fonctions
rationnelles de ces mémes racines, mais qu’elles doivent dépendre
elles-mémes 4d’équatiovns du second, du troisieme degré, etc., suivant
le degré d’égalité des racines. Dans ce cas, en substituant dans les
fonctions rationnelles trouvées une des racines égales, les fonctions
deviendront indéterminées par 1'évanouissement simultané du numé-
rateur et du dénominateur, et, en revenant sur les éliminations, on se
trouvera arrété a une éqliatidn du second ou du troisieme degré, etc.,
parce que I'équation i laquelle il faudrait la comparer pour l'abaisser
2 un degré moindre sera identique avec elle. C’est de quoi I'on peut se
convaincre par le caleul, et nous en donnerons dans la Note suivante -
une démonstration générale. Comme la méme difficulté peut se présen-
ter dans toutes les éliminations, je suis bien aise d’appeler I'attention
du lecteur sur ce point, pour qu’il ne se trouve point embarrassé dans
Poceasion. . ' (

On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la théorie que
nous venons d’exposer sur les diviseurs du second degré, car, lorsque
I’équation d'ol dépend un des coefficients a des racines égales, l'autre
coefficient, en employant ces racines, dépendra d’une équation d’un

.degré égal au nombre des racines égales, et qui par conséquent, si
elle n’est pas d’un degré impair, demandera de nouvelles combinai-
sons pour pouvoir s’assurer qu'elle a une racine réelle de la forme
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P+ qy— t; et, si P'on ne voulait pas employer ces racines egales alors,
en les ¢liminant par la division, on aurait une equatlon d’un degre
moindre, A la vérité, mais qui ne serait plus exprimée par un nombre
de la méme forme ™' ou 2™ 2, etc. , ,

Si l'on considére, par exemple, la formule trouvée par Descartes,
pour la résolution des équations du quatrieme degré, que nous avons
rapportée ci-dessus, et d’apres laquelle nous avons conclu tout de suite
que I'équation est toujours décomposable en deux facteurs réels du’
second degré, on voit qu'il y a néanmoins un cas qui échappe a cette
conclusion : c¢’est celul ot I'on aurait ¢ = o, car alors la réduite en y
a deux racines égales y =o, et, en employant ces racines, le terme

du facteur du second degré dev1ent =
On pourrait employer d’autres racines; mais I’équation ‘eri ¥, étant
divisée par y?, devient
§ 4 opytapt—fr=o,

laquelle étant de nouveau du quatrieme degré, et son dernier terme
n’étant pas essentiellement négatif, la difficulté est ramenée au méme
point. Ce n’est pas que dans ce cas particulier on ne puisse prouver,
par ces formules mémes, la réalité des deux facteurs; car, si p? < 4r,
le dernier terme de I'équation en y sera négatif, et par conséquent il
.y aura deux racines réelles. Si p*>>/4r, alors 'équation proposée,
devenant, i cause de g =o,

x‘—i—p x2+4r__o,

-~

aura les deux facteurs reels
Z2 + P _ P'
2

16. Ces difficultés ont occasionné les recherches que j’ai données
sur cette matiere & I’Académie de Berlin en 1772, et dans lesquelles
je me suis particulierement attaché 4 compléter la théorie commencée
par Euler (*). .

" (*) OFupres de Lagrange, t.1lI, p. 479.
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Jai démontré d’une manitére rigoureuse que, si I'on veut décom-
poser un polynome du degré 2™ en deux polynomes du degré 2™,
tels.que (n étant = 2™') |

2?7+ M 271 - N g 24P gn-84. .|

2t - Myzr—t +Nygne—2 4 Pygn—3+. .,

et quon fasse .
w=aM—M)+b(N—N,)+c(P=P)+...,

a, b, ¢, ... étant des quantités quelconques, on pourra déterminer
généralement les cOefﬁci‘entsA M,N,P,...,M, N, P, ... des deux
polynomes par des fonctions rationnelles de u, et que 'on trouvera
pour z une équation d’'un degré impairement pair, n’ayant que des
puissances paires de u, dont le dernier terme sera essentiellement
négatif’; et, d cause des arbitraires a, b, ¢, ..., on pourra toujours faire _
en sorte que le dernier terme de cette équation ne soit pas nul, ce qui
lui donnerait les deux racines égales u = o, ni qu’elle'ait d’autres ra-
cines égales. De sorte qu'on sera toujours assuré d’avoir par la des
valeurs réelles pour les coefficients dont il s'agit, et par conséquent
de pouvoir décomposer I’équation du degré 2™en deux du degré 2™,
et ensuite chacune de celles-ci en deux du degré 22, et ainsi de
suite, jusqu’aux équations du second degré. )
A Pégard des équations du degré 2™, ¢ étant un nombre impair,
Euler avait trouvé quen employant un diviseur du degré 2™ on tombe
dans une équation d’un degré impair pour la détermination d’un quel-
conque de ses coefficients, et j’ai remarqué que, si elle a des racines
égales, les racines doubles, quadruples, ete. pourront étre éliminées,
parge que I’équation restante sera encore d’un degré impair, et que les
racines triples, quintuples, etc. pourront étre employées dans la dé-
termination des autres coefficients, parce qu'elle dépendra alors d’é-
quations du troisieme, du cinquieme degré, ete., qui auront, par
conséquent, toujours des‘ racines ljéelles. :
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17. De cette manitre, la décomposition des équations en diviseurs
réels du premier et du second degré était rigoureusement démontrée;
mais Laplace a donné depuis, dans les Lecons de I’ Ecole Normale, un
moyen plus simple d’établir cette vérité, en i}artant de l'analyse em-
ployée par Foncenex. Au lieu de considérer simplement I'équation qui
détermine le coefficient u du diviseur qﬁadratique

z?—uzx+U=o,

il considere 'équation qui détermine la quantité u + aU, que je dési-
gnerai par u,, a étant un coefficient quelconque. Cette équation sera,
par la théorie des combinaisons, du méme degré que ’équation en u.
Done, si I'équation proposée est. du degré av; v étant impair, I'équa-
tion en u, sera d'un degré impair et aura toujours une racine réelle,
et, comme on peut donner & ¢ une infinité de valeurs, on aura une
infinité d’équations qui auront toutes une racine réelle. Parmi ces
racines, il y en aura nécessairement plusieurs qui se rapporteront au
méme diviseur. Soient o, B deux de ces racines, et a, b les deux valeurs
du coefficient a; on aura ' '

‘u+aU=za, u4bU=p,

d’ott P'on tirera les valeurs de u et U, qui seront par conséquent
réelles. ' |

Si I'équation proposée est du degré 4v, v étant un nombre impair
quelconque, T'équation en u, sera du degré 2w, w étant aussi un
nombre impair. Cette équation aura done, par ce qu'on vient de dé-
“montrer, un diviseur quadratique réel de la forme

u?—fuy+T=o0,
qui donnera pour #, une valeur de la forme o+ A y— 1, et, en donnant
a4 a une infinité de valeurs, on aura une infinité d’équations en «, dont
chacune aura une racine de la forme o + Ay~ 1; parmi ces racines,
il y en aura nécessairement deux qui se rapporteront au méme divi-

a
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seur; en les désignant par « A y—1 et £ -+-By—1, et par a, b les
deux valeurs de @ qui y répondent, on aura

u+aU:a+AM:,_ It+bU:ﬁ+B\/:—f;

donc u et U seront 'une et autre de la’formep +gy—1,etla valeur
de «, tirée de l’équation : S o

2?—ux+U=o,

sera encore de la méme forme. Dong, toute équation du degré 4v aura
deux racines de la forme p== gy — 1, et par bonséquent' un diviseur
réel du second degré, et ainsi de suite. |

Cette démonstration ne laisse rien i désirer comme simple démons-
tration; mais, si l'on voulait résoudre effectivement une équation
donnée en ses facteurs réels de deux dimensions, il serait comme im-
possible de suivre le procédé indiqué par P'analyse que nous venons
d’exposer. Cependant cette résolution est nécessaire pour trouver les
fonctions primitives ou les intégrales des fonctions rationnelles frac-
tionnaires d’'une seule variable, et on la suppose dans tous les Traités
de Calcul intégral. Cette raison m’engage &4 m’arréter encore sur cet
objet important et 2 en faire le sujet de Ia Note suivante.

VIllL. , 30
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NOTE X.

SUR LA DECOMPOSITION DES POLYNOMES D'UN DEGRE QUELCONQUE
EN FACTEURS REELS. .

1. Je me propose de montrer dans cette Note comment tout poly-
noéme d'un degré quelconque peut toujours se résoudre en polynomes
réels du premier ou du second degré. Ein regardant un polyndome comme’
composé d’autant de facteurs simples qu’il y a d’unités dans 'exposant
de la plus haute puissance de I'indéterminée, on voit clairement quil
ne peut avoif'pour diviseurs que des polyndmes composés de quel-
ques-uns de ses facteurs; d’ou il suit d’abord que, si m est le degré du
polyndome donné, il pourra-avoir autant de diviseurs différents du de-
gré n qu’il y a de manieres de prendre » choses sur m choses, c’est-a-
dire, par la théorie des comblnalsons, quilya d’unités dans le nombre

m{m—1}{(m—2)...(m—n-1)
1.2.3...n

?

que nous désignerons par p. dans la suite.

Cette seule considération nous met en état de déterminer a priori les
coefficients du polyndme diviseur sans passer par les opérations
longues et pénibles de la méthode ordinaire, fondée sur la division ou
sur la comparaison du produit de deux polyndémes indéterminés avee
le polynome diviseur, et sur I’élimination successive des inconnues.

2. Soit, en effet, le polynome du degré m

Zm—azm ! 4 bagm=t — cgm=3 -k,
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que nous supposerons composé des 7z facteurs simples
X—a, x—B, x—y, x—0, .

En développant le produit de ces facteurs et le comparant terme 3
terme avec le polynome donné, on aura, comme I’on sait, ’

a=a +f +y +3 +...,
b=aB +oay +fy +ad+...,

c=afy +ofd+Byd+...,

Si I'on représente de méme par

" — panTt -+ g —rxn=d 4., .ty

un diviseur du méme polynome, ce polyndme diviseur ne pourra étre
composé que d’un nombre 7 des mémes facteurs simples; ainsi 1'on
aura, en ne prenant que n quantités parmi les m quantités «, B, vy, ...,

p=a +B +y + ..,

g=of +ay+fy+...,

Comme les coefficients donnés a, b, c, ..., & sont des fonctions des
quantités «, 8, y, ..., dans lesquelles ces quantités entrent toutes éga-
lement, et qui demeurent ainsi invariables en faisant entre ces mémes
quantités tels échanges que I'on voudra, il s’ensuit que toute exprés-
sion rationnelle de ces coefficients aura la méme propriété; et, comme
les coefficients p, g, r, ..., u du diviseur sont de semblables fonctions,
mais seulement d’un nombre n des quantités o, £, Yy +-., il est évident
que ces coefficients ne peuvent pas éire exprimés par des fonctions
rationnelles des coefficients a, &, ¢, ...; mais on pourra les faire dé-

’ 3o,
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pendre chacun d’une équation dont tous les coefficients seront’ des
fonctions rationnelles de a, b, ¢, ..., en composant cette équation de
manibre qu’elle ait pour racines toutes les différentes valeurs de p, ou
de g, ou de r, etc., dont le nombre est égal au nombre p donné ci-
dessus. ' / '

3. Considérons le dernier coefficient u, qui est formé du produit
de n des quantités «, £, y, ...; on aura

aﬁy.;., Bys. .., fxyé...? e

pour les différentes valeurs de «. Donc, si I'on forme un polynome du
produit de ces facteurs simples

u—aldy..., u—pBys..., ﬁ—'ay&..., cies

ce polynome aura la propriété d’étre une fonction invariable de «, §,

Y, ..., indépendamment de I'indéterminée u ;- par conséquent, étant

développé, tous ses coefficients auront encore la méme propriété.- -~
Car soit ce polynome ' '

. ' ut — Aub—t 4 Bup—? — Cut—3 4. . .=V,
on aura

A=afy.. +By0...+ayd...+...,

B=uafy... X fyd.. +ay§.;{><a“/6.v..+ﬁ*/6...><ocy$...—f—...,

V:a@y.‘--Xﬁ}'a--.XaY@- 3,

ou I'on voit que les coefficients A, B, C, ... sont en effet des fonctions
invariables de «, 8, v, .... Or, on sait que ces sortes de fonctions peuvent

toujours étre déterminées par des fonctions rationnelles des coefficients
a, b,c,..., A

4. En effet, on peut d’abord déterminer par ces Tonctions la somme
des puissances d'un méme degré des quantités «, B, y, ..., comme nous
I'avons vu dans la Note VI(n° 1). Ensuite, si 'on multiplie 2«*, somme
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des puissances %, par Za*, somme des puissances o, le produit
ok S sera égal & T+ So*@; ainsi Ion aura la somme des
. termes o*8* au moyen de celle des puissances. On trouvera pareille-
ment - ' -
S X Ty = Sk B 4 S Bt - Sk Bity;

ainsi I'on aura aussi cette derniere somme en fonction des sommes
des puissances, et ainsi de suite. ‘

-Maintenant il est facile de voir que toute fonction rationnelle et inva-
riable des quantités «, B, y, ... ne pé_ut étre formée que d'une ou plu-
sieurs sommes des formes précédentes; elle pourra donc toujours étre
déterminée en fonction des coefficients @, b, c, ....

C’est 12 un des principes les plus féconds de la théorie des équa-
tions. Newton, et longtemps avant lui Albert Girard, avaient donné la
maniére de déterminer la somme des puissances des racines d’une
équation par des fonctions de ses coefficients. (Poyez, dans I'Ouvrage
d’Albert Girard, intitulé Invention nouvelle en Algébre et imprimé a
Amsterdam en 1'629, l'exemple second du théoreme second.) Euler,
dans les Mémores de I’ Académue de Berlin pour I'année 1748, et Cramer,
a la fin de son Introduction a I’analyse des lignés courbes, ont fait voir
que I'on pouvait toujours déterminer par les coefficients d’une équa-
tion les sommes des produits de ses racines, prises deux a deux, trois
A trois, etc., et élevées A différentes puissances, et Waring a donné
ensuite des formules générales pour trouver ces sortes de fonctions
des racines; mais, dans les cas particuliers, il est peut-étre plus simple
d’employer la méthode indiquée ci-dessus.

5. A 'égard des coefficients A, B, C; ... du polyndme, on pourra
les calculer de la maniere suivante. :
On commencera par déterminer les sommes des puissances par ces

formules



238 © NOTES SUR LA THEORIE
Ensuite on cherchera les termes nitmes des séries -

Zz:d, Zap:b,. 21[3*/:0, ciey

Sat a2 —3Zat EaQBQXZag——Za?XEa‘—l—Za“"
’ = - .

¥ o2 232 — 242
Za2, Za B2 = - Eoﬂﬁ y 3
Sas, Zdaﬁs___;a"xﬁa-"—f‘a“’ Eanﬁsys:2a363XZa3—§a3?<2a6+2a9’

Ces termes seront les valeurs des sommes

SaBy..., Sorfrys.. ., SadPiys..., ...

Enfin on-aura

A :;Eozﬁy. o
_ AZafy...— 2By
- b

2

B

_ BZaBy.. ;—AZa‘-’pﬁy‘-’.. 2RIy
s 8 - 3 9

Au reste il est visible qu’on aura d’abord sans caleul les valeurs du
premier coefficient A et du dernier V; car le coefficient A est évidem-
ment égal au coefficient de la puissance #™ " dans le polynome donné

xm—ax™mt 4. ...
Quant au coefficient V; il est visible qu’il doit étre de la forme
o B“y"@" . ;‘. = h, -

et, pour déterminer I'exposant v, il suffira de considérer que ce coeffi-
cient doit étre le produit de p. quantités, dont chacune est le produit -
de n quantités prises parmi les /n quantités «, 8, v, ..., de sorte que
ce coefficient sera de la dimension np.; doncil faudra que mv =ny, et

‘ v.n
par conséquent v —=‘—-
. m
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Done, puisque .

on aura
(m—i){m—2)...(m+n—1)
1.2...(@—1)

?

et la valeur de V sera 4.

Ayant ainsi la valeur du dernier coefficient V du polynome en «, on
pourra se contenter de calculer directement la premitre moitié des
coefficients A, B, C, ... de ce polynome. Car soient T, S, R, ... les
termes qui précedent le dernier V; il est facile de voir qu’on aura

L. ; e
V~ afy...  By...  aye...

Or, si 'on désigne par (») le coefficient de la puissance z* dans le
polynome donné, on aura aussi '

T (n) Lo _(m)V
D(?nc v = 7 etpar cpnsequent T="7—-
Ensuite, si I'on désigne par g, f; e, ... les coefficients du polynéme

donné qui précedent le derniér £, lorsqu’on aura trouvé I'expression

de Ben a, b, ¢, ..., il 'y aura qu’a y changer a en %, b en {,

e . ' S . .
cen g ete., pour avoir la valeur de v et faisant les mémes change-

) . R . . »
ments dans 'expression de C, on aura la valeur de 7 et ainside suite.

Ayant ainsi formé le polynome en , si on le fait égal 4 zéro, on aura
une équation dont les racines seront mBy...', Byd. ., ayd..., ... et
qui servira, par conséquent, & déterminer la valeur de u. Il ne restera
done plus qu’a trouver les valeurs de tous les autres coefficients p, g
r, ... du polynome diviseur.

6. La manitre la plus simple de trouver ces coefficients est de faive

v
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la division actuelle du polynome

am— g™t 4L
par le polynome
" —pxr—t +...u,

jusqu’'a ce qu’on soit parvenu a un reste dans lequel la plus haute
puissance de x soit moindre que *; alors, en égalant 4 zéro chacun
des termes de ce reste, pour qu'il devienne nul indépendamment de
I'inconnue «, on aura n équations entre les n coefﬁéients,p, Gy o0 Uty
et 'on pourra, généralement parlant, par ces équations, déterminer
les valeurs de p, ¢, ... en fonctions rationnelles de z. On aurait ensuite
I'équation méme en u par la substitution de ces valeurs dans I’équa-
tion restante; mais, comme on ne voit pas de cette maniere de quel
degré devrait étre cette équation finale en z, qu’on pourrait méme par-
venir & une équation en u d’un degré plus haut qu’elle ne devrait étre,
ce qui est 'inconvénient ordinaire des méthodes d’éliminalion, nous
avons cru devoir montrer comment on peut trouver cette équation
a priori et s'assurer du degré précis auquel elle doit monter. '

Par la méme raison, nous croyons qu’il est nécessaire d’avoir une
méthode directe pour trouver les expressions des coefficients p, ¢, ...
en u et pour étre assuré que ces expressions peuvent toujours étre
rationnelles, excepté les cas particuliers ol elles doivent dépendre
d’équations du second ou du- troisitme degré, comme nous l'avons
déja observé dans la Note précédente. Voici done comment, en suppo-
sant I'équation en «, on peut avoir la valeur des coefficients p, ¢, ...
en fonction de u. '

7. Je considere que, la quantité x étant indéterminée, on peut mettre
x —1 & la place de @, tant dans le polyndme donné
Zm— qxmt L
que dans le polynome diviseur

Zh — pxtTi 4L
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Par cette substitution, le premier de ces polynomes deviendra-
xm — q 7m= 4 b, Zm by,
ot 'on aura
ay=a-+ mi,
m(m—r),

by=b+(m—1)ai + ——— 2,

2

e =c + (rﬁ—z)bz—i— {(m—1)(m J)al.2+ zrz(nz——x)(m——z)l.3, ]
2 2.3
hh=h+gi+f2+ed+..., .
et le second polynome deviendra pareillement
I — prTt gt — oy,
en faisant '
pi=p - ni,
: . on{n—1),
q.:q—l—(n—l)pz—{———?———z-,
n—1){n—2) .  aln—1){n—2).
Py=1 +(n—2)qz—i-( )2( )pl'—l— ( z)é )13,

Wy =u -+ U+ s34, ..
D’ot I'on peut conclure que, si dans I'équation en « -
ut — Aub—t + Bur—2— ., .k V=o,

dans'laquell.e les coefficients A, B, C, ... sont des fonctions de a, b,
¢, ..., h, on substitue respectivement a,, b,, ¢,, ..., A, au lieu de ces
quantités, la valeur de « deviendra celle de u,, quelle que soit la va-
leur de 7, de sorte que, en développant les termes suivant les puissances
de ¢, il faudra que la somme de tous les termes multipliés par une
méme puissance soit nulle, ce qui donnera plusieurs équations, dont
chacune servira a déterminer un des coefficients ¢, s, r, ... par les pré-
cédents. ,
VIL. 31
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8. On pourra méme trouver directement ces équations par l'algo-
rithme des fonctions dérivées. En effet, si 'on met partout % a la place

de 7, il s’ensuivra des formules précédentes que, ¢ devenant a —+ ¢,
b deviendra

f
m—1t . mim—1).
b+ ar 4 2,

m 2nm*

¢ deviendra

i

2,. . (m—x)(m-2).al. mim—1)im—2)

m-—o,, Y "
C -+ bi + " < %3 i,
m 2m? 2.3m
etc., et enfin u deviendra
14 s B
u—l—-—z+~——l-+——z‘+

m m?2 m3 . *

Done, si 'on regarde, ce qui est permis, les coefficients o, c, ...,
h et u comme des fonctions de @, et qu’on se rappelle que, @ devenant
a -+ i, toute fonetion de @, comme u, devient

. i2 ” I'3 " .
u+lu+"2—u +——3u '—l—.-.,
. 2.3
on pOllI'I‘ﬂ SllppOSE]‘
m-—1 minm —1) .
b = — a, b= -—-(—T-——‘, b"=o,
m : m2
m-— o » m—1y{m—oa mim—1)(m—a
cl —_ b, L‘” —_ ( )(‘ )(1, C‘m: Y )( )’ L'”':O,
m m* nes
m—3 m-—a)(m—3 m—1\(m—-2)(m—3
d; — : C', d”: ( )E) \) b, dIII: ( L : l( )([’
m m- ms -
m{im—1)(m—a2)(m—3)(m—4 :
d — { ) ( ) { ) 4)7 dr—o,
mé
............................................. ,
, , 2.3r
== U= —, W= . ey
m n* ) m*

et il n’y aura plus qu’a prendre les fonctions dérivées successives de
I'équation en « et y faire les substitutions précédentes.
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9. Supposons ‘

Z=ut— Aurt 4 Bub—2 — Cub—3"4... 2V,

en sorte que Z = o soit 'équation’ qui détermine la valeur de u; cette -
quantité Z, étant regardée comme une fonction de a, donnera les équa-

tions dérivées :
Z' =0, IL"=o0, Z"=o,

Mais, pour pouvoir distinguer dans ces fonctions ce qui est di en
particulier aux variations des quantités a, b, ¢, ..., A et u, nous re-
_ présenterons en général, & I'imitation de ce qu'on pratique dans le

caleul qu’on appelle aux diférences partielles, par (2—:): <§-,\, (f—>,
, 7

les coefficients des fonctions dérivées a’, &', ¢/, ... dans l'expression
de Z', par (ZZ;;)’ (%)’ (ZT,I), .-+ les coefficients des quaptités a®,
ab, b?, ... dans expression générale de Z’, et ainsi de suite, et
nous appellerons de méme ces fonctions fonctions dérivées partielles.
Lorsque @ est la variable principale dont les autres sont ou peuvent
étre censées fonctions, on aura @’ = 1; mais nous retiendrons la lettre a’
sous les lettres Z', Z”, ... pour représenter en général les coefficients
“des termes de Z', Z’, ... qui contiendraient cette méme lettre, si a était
une fonction quelconque d’une autre variable principale, et pour dé-
noter par conséquent ce qui est da en particulier a la variation de a.

Cette notation est plus nette et plus expressive-que celle que jai
employée dans la Théorie des fonctions, en pla¢ant les accents diffé-
remment, suivant les différentes variables auxquelles ils se'rapportentv.
En la substituant a celle-ci, algorithme des fonctions dérivées con-
servera tous les avantages du Calcul différentiel, et aura de plus celui
de débarrasser les formules de cette multitude de d qui les allongent
et les déﬁgurent méme en quelque facon, et qui rappellent continuel-
lement & Uesprit I'idée fausse des infiniment petits.

10. On aura ainsi, en regardant toutes les quantités a, b, ¢, ...,
v ' 31
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% et u comme les fonctions quelconques d’une variable primitive,
.Z'_<Z>a;{-< >b’ (Z)c—i— +(Z>u,
a b’ ¢
et, prenant de nouveau les fonctions dérivées,
J’ i 7 I!
roBleB)e ) G-
7// o Z” , ‘ Z// M
(L) (2 )ab () 02+
( Z” > ( ZI/ > A ( ZII > ( Z//) 'o
+2 au—l—z — U 4o cu . -+ w2,
au b'u c'u u

et ainsi de suite.

Done, faisant

m—i - m{(m—n1) » m—o
a, V"= m(m—1) y V'=o0, =

! 4 I
a =i a =0, ., b.—_"
g R m T me m

b, ...,

comme nous l’avons trouvé ci-dessus, on aura les équations Z' = o,
Z'=o, ..., savoir

(Z' Z’\ m— Z\m—a, Z\ ¢
Sl ——a+ S b+...+{5)==0,
a b> m ¢ m W/ m :

(g) m‘——(m:ﬁ.')&(g)m—(m—])(m_z);z—z—,...—i—(.-z—:)——‘.9

m2 c m?
[z 2\ m—1 2\ {m—1 \?* .
+{— ) +2\=} —a -+ I —a) +...
,(a 2) a'b m b2 m ) »
[(Z”) I (Z”)mwx ' (Z"‘>m——2 ]
-+ 2 — ) — +\ 7 —_——a+\ = > b ... 0
\du ) m b'u m2 cu') me
<le> t-] ~ B
-+ —5 <+
u'z) m?* _ /
et ainsi de suite, dans lesquelles les fonctions dérivées partielles
ZI Zr ZI/ Z/I )
o) \5) &) )

seront des fonctions connues de @, b, ¢, ..., u.




DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. %)

La premiere équation donnera donc la valeur de 7, la seconde don-
nera celle de s, etc., en fonctions rationnelles de a, b, ¢, ..., u, & moins

que la fonction partielle (Z) ne dev1enne nulle, auquel cas la premiere

équation ne contiendra plus ¢, ni la seconde s, etc. Dans ce cas done,
il faudra tirer Ia valeur de ¢ de la seconde équation, dans laquelle ¢
monte au second degré, et les équations suivantes donneront alors les
valeurs de s, r, ... par des fonctions rationnelles. Si la fonction déri-

vée <Z ) était aussi nulle, I’ equa'tion en ¢ ne serait plus que du pre-

mier degré, et, si la somme des fonctions qui multiplient z était nulle
en méme temps, la quantité ¢ disparaitrait de la seconde équation et
ne pourrait étre donnée que par la troisieme, ol elle monterait au tr01-
sieme degré, et ainsi de suite.

Or, la fonetion partlelle (Z’) est égale a

cpubt — (p— ) Aub? 4 (g —2)Bup 3 —. ., '

(2)=o

renferme les conditions de I'égalité des racines de I'équation -

et Pon voit que I’équation

Z—o.

D’ou il s’ensuit que, si cette équation a des racines égales, et qu’on
emploie pour la valeur de u une des racines égales, en sorte que la

fonction (—ZJ> devienne nulle en méme temps que Z, le coefficient ¢

dépendra alors d’une équation particuliere du second degré, et, par
conséquent, tous les autres coefficients du polynome diviseur dépen-
dront i la fois de la résolution des deux équations en u et en 7. Nous
en avons donné ci-dessus (Note précédente, n° 13) la raison méta-
physique tirée de 1'égalité des racines; mais on en a jci une démons-
tration analytique rigoureuse. ’
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-11. Une conséquence essentielle qui résulte des formules précé-
. VA .
dentes, c’est que, tant que la fonction <?> ne sera pas nulle, tous les
coefficients ¢, s, r, ... seront donnés en fonctions rationnelles du coef-
ficient«, et que, par conséquent, cela aura lieu nécessairement lorsque
I’équation en u n’aura point de racines égales, ou du moins lorsqu’on
n’emploiera pour la valeur de u que des racines inégales. :

Or, j’observe qu’on peut toujours faire en sorte que 1’équation en «
n'ait point de racines égales, & moins que le polynome donné n’ait
lui-méme des facteurs égaux; mais, comme on peut éliminer ces fac-
teurs d’avance, on pourra toujours supposer que tous les facteurs de
ces polynomes soient inégaux. Cela supposé, sil’on substitue dans ce
polynome & — 2 a la place de x, ce qui ch;ingera les coeflicients a,

b,c, ... en
(l"l"m)\,

2

les facteurs du nouveau polynome seront
| x—a—l,'x——.ﬁ—l,\x——*’/——)., ceey
c’est-é-(iire que les quantités a, £, y, ... deviendront
a4, B+A, YA, ...

Donc les racines de I'équation en u seront tous les produits pos-
sibles de n quantités prises parmi les m quantités a 4%, P+,
v+, ..., etil est clair que deux de ces racines ne sauraient devenir
égales, & moins qu’il n’y ait deux produits égaux de deux ou de plu-
sieurs dimensions, formés de ces différentes quantités. Or il est visible
que, tant que les quantités o, {, y, ... seront inégales, on pourra tou-
jours prendre % de maniére qu’aucune de ces égalités n’ait lieu; car,
en considérant, par exemple, les deux produits

(q—l—l)(@-{—l) et (y-+2A)(e+ 1),
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- qui se réduisent &

A (a+B)A+a3 et B+4+(y+0)k+ 9,

- on voit qu'il n’y a qu’une valeur de 1 qui puisse les rendre égaux, et
~que par conséquent il y en aura une infinité qui les rendront inégaux,
4 moins que I'on n’ait

a+ﬁ:}'+5 et 01(3:"/3,

ce qui emporteralt 'égalité de « et § avec fet d.

Il en sera de méme des produits d’'un plus grand nombre de fac-
teurs, d'ol1 'on conclura, en général, qu’on peut toujours transformer
ainsi le polynome primitif, en augmentant I'indéterminée x d’une
quantité quelconque, de maniére que I'équation résultante en u n’ait
point de racines égales. | ’

12. Nous venons de donner non-seulement la maniére, mais les
forrules mémes par lesquelles on pourra toujours trouver in [ diviseur
d’un degré » d’un polynome quelconque du degré , et nous venons
de démontrer par ces formules que ce diviseur ne dépendra que de la
racine d’une seule équation du degré p., savoir

m(m—i1)(m-—2)...(m—n-+1)
1.2.3...n

11 suffira donc que cette équation ait une racine réelle pour que tout
le diviseur soit réel; mais, comme il n’y a, en général, que les équa-
tions d’'un degré impair, ou celles des degrés pairs dont le dernier
terme est négatif, olt I'on soit assuré de I'existence d’une racine réelle,
il reste a voir quelles sont les valeurs de n pour lesquelles ces condi-
~ lions auront nécessairement lieu.

Quel que soit le nombre m, il est toujours réductible & la forme of7,
¢ étant un nombre impair. Supposons » = 2f; on aura

2Pi(2Pi —1) (2P —2).. . (2P] — 2P 4-1)
p= : )
1.2.3...2°

.
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ou bien, ce qui est la méme chose,

oPi(oPi —1) (2Pi—2). . (2PF — 2P 4 1) |
?
2P (2f —1) (2f — 2)... (2P —2f 1)

et, divisant le haut et le bas de cette fraction par 2f, Pnsmte par 2,
par 4, etc., on aura

l.(ZPl.—l)(‘ZP"’l’—;—1)....(Zpi—2p+l‘)'
(29-——;) (29_'~1)...(2P—~ of +1)

[J_:

Comme le numérateur et le dénominateur ne contiennent plus que
des facteurs impairs, et que le nombre . est par sa nature un nombre
entier, il s’ensuit qu’il sera nécessairement impair.

Il s’ensuit de 1a que tout polynome du degré 2°¢ peut toujours avoir
un diviseur réel du degré 2f; le polynome restant apres la division sera
donc aussi réel et du degré 2°7 — 2°, savoir 2°(¢ —1); or, Z étant un
nombre impair, 7 — 1 sera un nombre pair, qu’on pourra représenter
par 2°, % étant un nombre impair; le polyndme restant sera alors du
degré 2°*°% et aura un diviseur réel du degré ¢, et ainsi de suite.
Comme de cette maniére tout nombre entier peut étre décomposé en un
certain nombre de puissances croissantes de 2, comme 2f - 20+ ..,
1l s’ensuit que tdut polynome d’un degré quelconque pourra étre dé-
composé immédiatement en un pareil nombre de polynomes dont les
degrés seront ces mémes puissances de 2.

13. 1l reste done & considérer les polyn(‘)mes dont le degré est une
simple puissance de 2. Faisons dans la formule générale de p ’

m -
m=2F el n=—"=2of;

. ' L=
on aura .
- zr‘(zp——l)(:z('—~2)...(‘z-a—;—'zp_'+1)
#= T 1.2.3. . .f
_ 'lp('zvp——x‘;(zp——-z) (29-'—29"'-{—1\ :
PP ) (oF T ) (2P )

divisant le haut et le bas de cette fraction par 2°~' et ensuite par 2,
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par 4, etc., oif aura. - ' ' ' ‘

.[’-: 2(29; 1) (2P —1).. .(.2?_“29—'_,_,)
(2P =) (2P ) (2P =P )

Comme ‘tous les facteurs du numérateur, & I'exception du premier 2,
ainsi que tous les facteurs du dénominateur, sont impairs, il s’ensuit
que le nombre i1, qui est d’ailleurs entier par sa nature, sera nécessai-
.rement de la forme 27, 7 étant un nombre ilhpair._

Considérons dans ce cas I'équation en u; puisque le degré du divi-
seur est la moitié de celui du polynome, les racines de cette équation
seront tous les produits qu’on pourra faire en prenant la moitié des
quantités o, 8, v, ..., dont le nombre est supposé pair. Done, puisque
le produit de toutes ces quantités est'%, il s’ensuit que, si z est un de

. . h S .
ces produits partiels, 5, en sera un autre; par consequent, si « est une
. , . . ..oh . .
racine de I'équation dont il s'agit, - en sera une aussi. Cette équation

R . I '
devra donc demeurer la méme, en y substituant ~ pour .

Par cette substitution, I'équation
ub— Aub=t + Bub—2 — Cub=3 +...— Rud +Su2—Tu-+V=o0

deviendra, apres avoir été multipliée par u* et divisée par V,

y T S KR G BB A ke
uw ——v'u -+ v u ———V—u v 'u - v u v v~

et, comme. ces deux équations doivent étre identiques, on aura

-

1

. AT h2§ 3R '
A:T’ B:77 C:T7 cery
mais on a trouvé ci-dessus V=~", v étant = E,# :g (4 cause de

m = 2n, dans le cas présent), et par conséquent impair; on aura donc

T=AM-', S=Bh-2, R=Cl-3, ...;
VIIL. _ 32
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ainsi, en substituant 2v & la place de p. et réunissant les termes égale-
ment éloignés du milieu, 1'équation en u deviendra

w4 f— A (0 )+ B w4 2w ) — Ce3 + 3 u3) 4. = o.

14. C’est la forme générale des équations qu’on appelle réciprogues,
et qui peuvent toujours s’abaisser & un degré moindre de la moitié.
En effet, en divisant I’équation précédente par u’, elle devient.

v

Lk = h=2 fri= _
zt"+——A(uV"+ >+B w4 ,)—C w4 ——} 4, .. =0.
u’ v N -2 w3

w- u

Or, si Pon fait

on aura

d’ot1 'on tire

et en général
MA—4)(A—5)

AMA~3
103 005

X
w4 %:yx_]hy).—2+ ]12]‘)\—5__

Par le moyen de ces substitutions, I'équation en u du degré 2v sera
transformée en une équation en v du degré v, laquelle sera de la forme

P —(A)yr 14 (B)y»2— (C)p 2 +...=o0,
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en supposant

(A)=A,

(B) =B —vh,
(€)=C—(s—1)hA,
(D)=D — (v—2)4B + 22 =3 pe,

Ensuite on aura « en y par I’équation

ur—uy+ h=o,

laquelle donne ;
u btV —4h,

o

15. Maintenant on voit qu’il suffit de calculer directement la moitié
des coefficients A, B, C, ... de I’équation-en u, ce qui réduit le calcul
3 la moitié. On voit de plus que, comme I'exposant p. est dans le cas
présent un nombre de la forme 27, ¢ étant impair, le nombre v sera
impair, et par conséquent 'équation en y aura nécessairement une
racine réelle. o : ‘

Mais, pour que z ait une valeur réelle, il ne suffit pas que la valeur
de y soit réelle, il faut encore que y* — 4/ soit une quantité positive.
Cela aura lieu nécessairement lorsque 4 a une valeur négative; ainsi, .
dans ce cas, le polynome du degré 2° est résoluble par deux polynémes
réels du degré 2°~'. Mais, si 4 a une valeur positive, il faut voir de
‘plus si Pon peut toujours trouver une valeur réelle de y, telle que

16. Soit done

y2—4h=1z;

quon substitue, dans I'équation précédente en y, vz + 44 au lieu

de y, on aura, apres avoir fait disparaitre le radical par I'élévation au

carré et ordonné les termes suivant les puissances de s, une équation

en z du méme degré v, laquelle aura nécessairement une racine réelle
32,
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positive si son dernier terme est négatif. Or, puisque v est un nombre
impair, le dernier terme sera le produit de toutes les racines, pris né-
gativement; ainsi la question est réduite 4 voir si le produit de toutes
les valeurs de z est essentiellement une quantité positive, en supposant
que la valeur de 4 soit positive.
~ Puisque”

z=pr—4h et p=u-+ —

on aura

Or u a pour valeurs tous les produits qu’on peut faire en multipliant
ensemble une moitié¢ des quantités o, g, v, ..., et nous avons déja vu

que les valeurs de é sont les produits qu’on peut faire en multipliant

ensemble l'autre m01t1e des* mémes quantités; done les valeurs de
h

u — ~seront deux a deux égales et de signe contraire; par'consequent

on aura toutes les valeurs différentes de 5 en ne donnant i u que la
moitié de ses différentes valeurs, et il est évident que le produit de

toutes les valeurs de z sera paositif si lé produit des valeurs de u ——7:

peut étre éxprimé par une fonction rationnelle des coefficients a, b,

¢, ..., car alors son carré sera nécessairement une quantité positive.
Siln’y a, par exemple, que quatre quantltes a, B, v, 9, toutes les

valeurs de u seront : ' '

of3, ay, a8, By, B, yo

I .
et les valeurs différentes de u — - seront, en ne prenant pour u que

" les trois premiers produits,
aB —y8, ay — P36, ad — By; '
le produit de ces trois quantités, étant développé, donne

a3 Byd 4 afdy0 + afy? S + aPyd? — a2f2y? — 28202 — a?y29% — B2y243,
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~ ot P'on voit que la partie positive et la partie négative sont chacune
une fonction invariable et symétrique des quantités «, B, v,’3, et
peuvent par conséquent étre déterminées en a, b, ¢, d par les formules
données plus haut.

17. Généralisons maintenant ce résultat et désignons, pour plus de

simplicité,'par P, Q, R, ... les différents produits qu'on peut faire.
avec la moitié des quantités «, 8, y, ..., en y conservant une méme
quantité «, et par p, ¢, r, ... les produits formés par 1'autre moitié

des mémes quantités, et que Jappellera1 réciproques. Je vais d’ abord
prouver que les quantités P, Q, R, ... et leurs réciproques p, ¢, r, ..:
renferment toutes les valeurs de z. On a vu que ces valeurs sont au
nombre de p., et, & cauge de m = 2n, on a

an(an—1)(2an—2)...(n+1)
1.2.3...0

p=

D’un autre c6té, comme on a supposé que les quantités P, Q, R, .
contiennent toutes une méme quantité «, il est clair que le nombre de
ces quantités sera celui-de tous les produits qu’on peut faire en ne
prenant que 7 — 1 quantités sur 2n — 1 quantités; donc ce nombre sera

(zn—-r)(zn——z)...(n.—.'—l)
1.2...(n—1)

= =V.

IR

Done, puisque les quantités P, Q, R, ... forment la moitié de toutes
les valeurs de , il sufﬁra de prendre ces quantités pour les dlfferentes
valeurs de u, et ps g, 7 ... seront les valeurs correspondantes de ~

~Ainsi il s’agira de voir si le_prodult
 ®=pQ-g) (R

est nécessairement une fonction invariable des quantités o, 8, v, ...,
auquel cas on sera assuré qu’il peut étre déterminé rationnellement
par les coefficients a, b, c, .... D’abord il est évident que toutes les
permutations qu’on peut faire des quantités 2, v, 3, ... entre elles ne
peuvent que faire échanger les produits P, Q, R, ... entre eux, et leurs .
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1'écipr0ques en méme temps entre eux, de sorte qu’il ne peut résulter
de ces permutations aucun changement dans le produit

(P—p)(Q—g)(R—r)...

Considérons ensuite les échanges de « contre chacune des autres
quantités 8, ¥, 3, ...; il est clair que, en échangeant o en 8, celles des
quantités P, Q, R, ... qui contiennent a la fois « et £ ne souffriront
aucun changement; il n’y aura donc a considérer que celles qui ne
contiennent point 8. Or, si P par exemple ne contient point §, comme
les deux produits P et p contiennent toutes les quantités o, &, vy, ...,
il s’ensuit que { sera contenu dans p, et ainsi des autres; donc, par
’échange de « en P, toute quantité P ou Q, etc., qui ne contiendra
point 8 ne pourra que devenir une des réciproques p, ¢, r, ..., qui
sont supposées ne point conlenir «; ainsi P deviendra par exemple g,
et alors Q deviendra nécessairement p; donc P — p deviendra ¢ — Q,
et en méme temps Q — g deviendra p — P. D’oir I'on peut conclure
- en général que, par les échanges-de « en 8, v, ..., les différents fac-
teurs P —p, Q —gq, R —r, ... e pourront que. rester les mémes, ou
s’échanger entre eux, en changeant en méme temps de signe. '

18. Maintenant, si 'on cherche le nombre des produits P, Q, R, ...
qui ne changeront pas par I’échange de « en B, ce nombre sera celui
de ces produits ol « et 8 se trouveront ensemble; done, le nombre total
des quantités «, £, v, ... étant 2n et le nombre de ces quantités dans
chaque produit étant n, le nombre des produits qui contiendront a la
fois « et § sera celui des combinaisons qu’on peut faire en prenant
'n — achoses sur 2n — 2 choses; ‘par conséquent, il sera exprimé par

(zn—-z)(zn—?y)...(ﬁ-}-l).
1.2...(n—2) ?

comparant ce nombre au nombre v donné ci-dessus, il pourra s’expri-
pr

mer par
v(n—1)
2n—1
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Or, le nombre total des quantités P, Q, R, ... étant v, s1 l'on en re-

vin-—1
tranche le nombre 2(n 1)’ on aura
ny .
20N — 1

pOur lé nombre des produits P, Q, R, ... qui, par I’échange dex en g, se
changeront dans l'Qs réciproques p, ¢, r, ...; par conséquent, ce nombre
sera aussi celui des facteurs P—p, Q —g, R — 1, .. y qui changeront
de signe par ce méme échange; donc, tant que n sera un nombre pair,
et par conséquent tant que I'exposant 72 = 2 sera une puissance de 2
plus grande que 2, le nombre dont il s’agit sera nécessairement pir,
d’oli il s’ensuit que le produit total

(P—p)(Q—q)(R—r)...

ne changera pas par 'échange de « en §; il en sera de méme des autres
échanges dexenv, 3, .... '

Donc enfin ce produit sera une fonction invariable des quantités
%, B, 7» ..., €L pourra, par conséquent, se déterminer par des fonctions
rationnelles des coefficients a, b, c, ... du polynome donné. Donc I'¢-
quation en z du degré impair v aura son dernier terme négatif; par
conséquent, elle aura nécessairement une racine réelle positive (n° 3).

En prenant cette valeur.positive pour z, on aura

et de 1a
' u*% V33
donc -
u2—u¢z—lzzo,
et de la
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quantité necessalrement réelle, puisque nous avons supposé la quan-
tité A positive (n° 16). : '

Done tout polynome du degré 2f, tant que p sera plus grand que
I'unité, soit-que son dernier terme 4 soit positif ou négatif, pourra se
décomposer, par les formules que nous venons de donner, en deux
polynomes réels du degré 2¢~', et 'on aura ces deux polynomes & la
fois en employant la double valeur de u. Donc, en combinant cette
conclusion avec celle qu’on a trouvée plus haut pour tout polynome du
~degré 2*4, on en conclura généralement qu’on peut “toujours résoudre
un polyndme quelconque en facteurs réels du premier ou du second
degré.

19. En appliquant aux équations la théorie que nous venons de

“donner sur la décomposition des polyndmes, on voit qu’on peut tou-
jours résoudre une équation quelconque en deux autres équations,
dont les coefficients seront réels et ne dépendront que de la racine
réelle d'une équation de degré impair. Or nous avons vu dans le
Chapitre T qu’on peut tout de suite avoir les limites de cette racine par
la simple substitution des nombres naturels 1, 2, 3, ..., et que, ayant
les premleres limites, il est facile de les resserrer 2 volonte par des
substitutions successives.

“Ainsi, lorsque I’équation donnée est numérique, on pourra la ré-
soudre en deux autres équations numériques dont les coefficients seront
aussi exacts qu’on voudra, et, résolvant de méme chacune de celles-ci
en deux autres, on parviendra enfin a des équations du premier ou du
second degré, lesquelles donneront par conséquent immédiatement
toutes les racines réelles et les racines imaginaires. De la nait une
méthode de résoudre les équations numériques qui est indépendante
de la recherche des limites entre racines et qui, & cet égard, parait
avoir quelque avantage sur la méthode des deux premiers Chapitres.
Mais, d’un autre coté, il faut avouer que, 3 P'exception de quelques cas
particuliers out la décomposition de I’équation est facile,. cette méthode
sera impraticable par la multiplicité et la longueur des opérations
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qu'elle peut demander. Aussi 'objet principal de cette Note est de
prouver a priori la possibilit¢ de la décomposition des polynomies
et des équations en facteurs réels du premier ou du second degré,
objet qui n’avait pas encore été rempli d’une maniere directe et com-
plete. ' ‘ '

VIIIL : ' 33
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NOTE XI.

SUR LES FORMULES D APPROXIMATION POUR LES RACINES DES EQUATIONS.

Nous avons vu dans la Note V que la méthode de Newton consiste &
substituer successivement dans une méme fonction les résultats des
substitutions précédentes; ainsi I’on peut réduire en formule le résul-

“tat général de ces substitutions.

1. Soient
F(lz)=o

I’équation proposée, et a la premieére valeur approchée d'une des ra-
cines de cette équation. Suivant la méthode dont il s’agit, on substitue
a -+ p a la place de o, et I'on rejette dans le développement tous les
termes ou p monte au-dessus de la premiére dimension.

Par le développement connu des fonctions, I'équation F(x) = o de-
vient

» F(a)+pF'(a)+l-§F”(a)+...::0,

et se réduit d’abord &

d’ot1 I'on tire

__F(a)
R ()

.o , o . . . . F(a}
Ainsi, a étant une premiére approximation, si 'on fait b = — F(a)’
on aura @ + b pour seconde approximation, et celle-ci donnera de la-

Fla—+b)

méme maniere, en faisant ¢ = - » la troisieme approximation

T Fla+b)
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a—+ b + c, et ainsi de suite; de sorte que la valeur de « sera exprimée
par la série .
at+bt+c+d+....
Or je remarque que, si b est une quantité tres-petite, la valeur de
F(a -+~ b) sera trés-petite de I'ordre de 4°; car le développement de
F(a + b) donne »

F(a)+bF’(a)+~[;-F”(a)+...;
mais b — — E(@), 4
mais b = — Fla)’ done |
F,‘(a—{—b):b{ F(a)+...,
d . F(a+[)) ) . A
onc, puisque ¢ = ~Wax0) la valeur de ¢ sera aussi du méme

~ordre b*. De méme, la valeur de F(a + b + c) sera de l'ordre de c*,
et par conséquent de I'ordre de &*; car

F(a+b+c):F(a+b}+cF’(a+b)+9;F”(a+b)+.'..;

<o
—

F
¥

. a—+
mais ¢ = — —————— 7 done
: (a-+0)

Fla+b+c) = Flatb)+...;
Fla+b+c)

T Fla+b+c)
de &', et ainsi de suite. D’oul il s’ensuit que, si F(a) est une quantité

donc, puisque d = , la valeur de d sera aussi de 'ordre

trés-petite, les erreurs des approximations
a+b, a+b+ec, a+brc+d,

seront respectivement de 'ordre des puissances 2,4, 8, ... de F(a).
Ce procédé est assez commode pour le calcul arithmétique; mais, si

I'on voulait avoir une formule ordonnée suivant les puissancesde F(a),

il faudrait développer successivement toutes les fonctions, et I'on trou-

1 F"(a) \ F'(a)F”’(a)~3F"5(a) \ .
m (a)f‘;F‘ls(a) (a) + 2.3F5(a) F (q)+...,

33.

veralt la série

a —
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2. On pourrait parvenir plus simplement a cette formule, en tirant
la valeur de p de I'équation

Fla) +pF/(a) + L F(a) + L5 Fo(a) ... =05

. on aurait d’abord

et 1'on substituerait successivement les premiéres valeurs de p dans les
termes qui contiennent p*, p*, ...; ou bien on supposerait tout de

p=AF(a)+BF2(a)+CF3(a)+...;

et, égalant & zéro les termes affectés des mémes puissances de F(a),
ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination des
coefficients indéterminés A, B, C, ..., on aurait

AF(a)+1=0,
B¥(a)+ -}; F’(a)=o,

CF'(a) + ABF(a) + 2% F*{(a) =o,

d'ou 'on tire

A <’(a)7

Fll(a)
PETIR
ce F2a) P

et la série o o
@+ A¥(a) + BF2(a) + CF?(a)+...

sera la méme que celle qu'on a trouvée ci-dessus; ce qui prouve la cor-
respondance des deux méthodes.
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3. Mais on peut arriver & ce méme résultat par-une autre méthode
plus directe et plus analytique. ' '
La question consiste a tirer de I’équation

Fla+p)=o

la valeur de p en série. Je puis regarder la quantité a comme une
fonction d’une autre quantité « et supposer que a devienne a-+p
lorsque « deviendra e + ¢. Ainsi, comme a devient en général

. 2 I
a+id+ —a’"+—a"+...
2 2.3

)

lorsque « devient o -+ 7, on aura -

__"|i2”+ia’”' .

p__za—.—-z—a 534 e
comme’ la quantité « est indéterminée, je puis la supposer telle que
Pon ait F(a)=-e; alors F(a+p) deviendra « -, et I'équation

F(a + p) = o sera « + { = o, laquelle donne sur-le-champ
i:—-oc:——F(av);

de sorte gqu’'on aura
q

" - . a” . (‘//I
p=—a Fla)+ ;F (a)—z.3

F3la)+...,

et il n’y aura plus qu’a trouver les valeurs de @', @”, a”, ....

‘Ces valeurs sont les fonctions dérivées de a, considérée comme
fonction de «; or on a pour la détermination de « en a I'équation
F(a) = «; donc, si 'on prend les fonctions dérivées relativement a z,
eu regardant a comme la fonction de «, et qu'on désigne, comme on
I’a fait plus haut, par F(a), F"(a), ¥"(a), ... les fonctions dérivées de
F(a) par rapport  a, les fonctions dérivées de F(a), F(a), ... relati-
vement i « seront a'F'(a), a'¥(a), ..., et I'équation F(a) = « don-
nera d’abord @’ ¥(a) =1, d’ol I'on tire
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et de la, en prenant toujours les fonctions dérivées et substituant
cette valeur de a’,

& = — d¥a)  Fla)

T e T Fa) |
o al F”’(a) 3a' F”z((t) . ,F///(a) 3F"2(a)
CET TG e T Fife) T FEa)

On peut trouver ainsi successivement les valeurs de @', a’, a”, ...,
par lesquelles on pourra continuer aussi loin qu’on voudra la série

7 v

u——a’F(a)—;—%—W(a)—— ;%Fs(a)—i—...,

qui exprime la valeur de « dans I'équation F(«)= o, et I'on aura la
méme série qu’on a trouvée ci-dessus. _

Cette formule revient a celle qu'Euler a donnée dans la seconde
Partie du Caleul différentiel (Chap. 1X, art. 234). On voit par un Mé-
moire de Courtivron, imprimé dans le Volume de I’Académie des
Sciences pour I'année 1744, qu'Buler Pavait déja trouvée a cette
époque, et on peut la compter au nombre des découvertes dont il a
enrichi 'Analyse. Par la maniéere dont nous venons de la présenter,
elle est une suite naturelle de la théorie du développement des fonc-
tions.

%. Nous allons maintenant rapprocher les résultats précédents .de
ceux qu’on peut tirer des séries récurrentes. Suivant la méthode expo-
sée dans la Note VI, pour avoir la valeur de la racine p de I'équation

F(a)+pFla)+ L F(a) + 2 Pa) +...=o,

il faudrait développer la fraction

2 |
Fla)+p¥ia)+ Ep(a) +. ..

F’{a) +. ..

W |’"G ©
[

F() + pF(a) +
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suivant les puissances de p; et, si Tp* et Vp*+' sont deux termes con-

L T ,
sécutifs, on aura & pour la valeur de p, d’autant plus exacte que ces

termes seront plus éloignés du commencement de la série.

Dans la méthode ordinaire, les termes d’une série récurrente se for-
ment les uns d’apres les autres; mais cette maniere, qui est tres-com-
mode pour le calcut arithmétique, n’est pas propre i donner le terme
général en fonction des coefficients de l’équation, et il faut pour cela
employer d’autres moyens.

5. Pour donner a cette recherche toute la généralité dont elle est
susceptible, je vais considérer la fonction fractionnaire V
o(#)
u—z+f(z)
dans laquelle je suppose que f(x) et o(x) sont des fonctions de =

telles que :
: flz)=A+Bx+Czx2+Dad~+...,

o{x) =P +Qx+ Ra?+ Sz3 .. ..

Je représente paf ' ,
: (o) + (1)@ + (2)22+ (3) 2 +...

la série résultante du développement de cette fonction suivant les
puissances de x, et je me propose de trouver Iexpression du coeffi-
cient () de la puissance z*.

Je commence par développer la fonction suivant les puissances de
S(x); j’al la série '

Je considere chacune de ces fractions en particulier, et je cherche les

termes multipliés par " qui peuvent résulter de leur développement.
1

La fraction donne la série connue
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laquelle, étant multipliée par la-série représentée pat o(x), donnera les
termes suivants affectés de 2*

+ =+

wn+t un

(P Q, R _§_+__,>xn,
ur— | yn—?

ol il faut remarquer que, comme les puissarices de u dans les dénomi-
nateurs vont en diminuant, il faudra s’arréter au terme divisé par .

6. Or, si I'on considere la fonction o(x), qu'on la divise par 2™+,
qu’ensuite on y change x en u, et qu'on ne retienne que les termes
divisés par u ou par des puissances de u, il est aisé¢ de voir qu’on aura
de cette maniere la série qui multiplie *. Donc la partie multipliée

i . A a ’ ’
ar z" provenant de la fonction olz) ourra étre représentée par
U—x
cp(u) i : Ip o . (P(u) 3
e & en ayant. soin de ne retenir que les termes de e qui au-

ront z au dénominateur.
De la méme maniere, si I'on cherchait la partie multipliée par 2"

provenanf du développement de la fraction 2= FZ) spivant les puis-
, u—x
(z) flu)

. u u
sances de «, on trouverait gle) flu) ", en ne retenant dans ?—Wf

it

que les termes qui auraient une puissance de  au dénominateur. La

guantité () (%) o5t done identique avec le coefficient de 2" dans le

un+l

“développement de ('D—(—z—)_-_%x—); donc 'identité subsistera encore entre

les fonctions dérivées relativement & u; d’ol il suit que la fonction

() fu) o(u) f(u)

(. ) . . ' .
dérivée de —— = que nous dénoterons par | S—Zo7—= | » sera égale

au coefficient de x” dans le développement de la fonction dérivée de

¢(z) fl=) relativement a .

Or, comme u ne se trouve ici que dans le dénominateur, et que la

-1 . P I 1 .
fonction dérivée de .— est — ez Onen conclura tout de suite

qué [?(u).f(u)J'xn sera la partie du développement de — EM_)

i+ (u—x)-
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qui sera multipliée par #*, en ayant toujours soin de ne retenir, dans

o (u) flu)

la fonction et par conséquent aussi dans sa fonction déri-

unrt

vée [M] > que les termes qui auront z au dénominateur.

gt
., On trouvera pareillement que la partie multipliée par 2" dans le

; (=) f2(=)
devg]oppgment de 2mr——

9(u).f‘l('u)

un+t

suivant les puissances de  sera expri-

mée par » n ne retenant que les termes divisés par des puis-
sances de u; donc 'identité subsistera encore a 1'égard des fonctions
dérivées relativement & u; par conséquent, la seconde fonction dérivée

de ‘—?ﬂ)—;lf;,(—u—)relativement a u, que nous dénoterons par [M]”, ,
u -

uh+i

sera encore égale & la partie affectée de 2 dans le développement de

la seconde fonction dérivée de 3(‘2—)_%33—) Mais la premiere fonction

T .
-5 done, di-

~» la seconde sera ————
2 (u—=z)

I
(v —z)
visant par 2, on en conclura que [-@—(—Mﬂ] a" sera la partie du.

) o yit+i
développement de 9_/(5_)_f-7(;:_) qui sera multipliée par #”, en ayant soin
) : (1 —

dérivée de étant —
} TTu—=x )

ylt

de ne reténir dans la valeur de [M]”que les termes divisés

par des puissances de .. , , ‘
On prouvera,.par une analyse semblable, qu’en dénotant par

3 (1) ]” . e N ;e . X
[——————»—?(uznil) la troisieme fonction dérivée, relativement & u, de la
2.

fonetion LA/ (#). o supposant qu’on ne retienne dans cette fonction

9. 3unt+l
que les termes divisés par des puissances de,u, la partie multipliée
3 c‘ .
par " dans le développement de — ?T(g)—-f%?l suivant les puissances

L “olu) f3(u) 1" . .
de x sera exprimeée par [%Z—n(ﬂ—) ", et ainsi de suite.

Done, en rassemblant toutes ces parties, on aura I’expression com-

o(z)

u—x+f(x)
Vil S 34

plete du terme (n)z" du développement de la quantité
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suivant-les puissances positives de «, et I'on trouvera

=G [ | [ [

en ayant soin de ne retenir que les termes qui contlendront des puis-

sances negatlves de u.

7. Nous'remarquerons ici que, en prenant éncore successivement

les fonctions dérivées suivant w, on pourra avoir les expressions des
. e, ( . , ©ofx)

termes multipliés par 2* dans les développements de ——————~-——,
phies p ppemer (@ —x+fla)F

o e(=)  9f=x) RN o _
de Tl de T LS Ainsi, en désignant par
(), (n)", (n)"s ... les fonctions dérivées, premitre, seconde, ... de

la fonction de u désignée par (n), on aura

xll xll

—(nYxn [adil — "

(nYan, (a2 — (a2,

pour les expressions des termes dont il s'agit. Et, pour avoir les va-

leurs de (nY, (), ..., il n’y aura qu'a ajouter un trait, deux traits, ...
aux fonctions 24 [“O(u)f(u):, » -+ de 'expression de (n).

Il+l uitti

8. Supposons qu'on demande le terme général (n)a” de la série
provenant du développement de la fraction rationnelle

P+Qx

1— 22 COS® + x?

On divisera d’abord le numérateur et le dénominateur par 2¢o0sw

?()

‘pour le redun'e ala formp » et 'on aura, par la comparai-

z+flz)’
son avec cette formule, " _
o(x)= P + 9 X
2C0Sw 2C05mw
- xr2
fla)= 20080

. - I
U —= ~ .
¢ 2C0Sw
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Donc on aura

P 0
o(u) = cosm ‘ICOSO)VH’
. .
u —
flu) 2C0S 60
9 . us
) (2cosw)
ub
3 J—
f (u) (2005(‘))3"
Donc .« , | |
az(u) Pu—ll——l, Qu_"
[] —_— + ,
uttt 2.C0S® 2C05®
o(u) flu) _ Punt Qu—n+2
oot - (2 cOSm)2 .(2005&))27
(?(u)f2(u) s Pu—""':]._, Qu"-_ll-f-'n
untv - (ZCOSQ):; (2COS&))3,

En prenant les fonctions dérivées par rapport & u, on aura donc

(n — 2)Q.u:—ll+|

olu) f(u)] _ _ (n=1)Pun

[ unr J—" (2cosw)* ~  (2cosw)?

[q(u);fﬂ(n)]ﬂ_ (n—=3)(r—2)Pu+t  (n—§)(n—3)Qu "+
DY s 2{2C05wj? 2(2C08w ) ,

et, par conséquent,

. u—n—1 (n—-—l)l,k‘" (n~—3)(n~_2)u n+1
(n)=P [2cosm T - (2cosw)? 2(20050))3 -
u=n n~2)u—ﬂ+l (’3“4),(n—3)u“”+" -
Q[zcosw 2005@)2 2(26056 )0 — ..J,

ooy ’ 1 ) 1 »
; ituer e u sa valeur .
ot il 0’y aura plus qu’a substituer au lieu de valeur ———

34.
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On aura ainsi

(n)="P [(2 cosn)? —(n —1) (gcosm)ﬂ—‘-’_{— (n—=3)(n~ 3)2(’1 —2)

_(n=5)(n—4§)(n—3)
2.3

(2 cosw)n—4

(2cosm )6 .. ]

" +0Q [(2 cosw )t — (n — 2) ('2 coSt )73 4 itér_)g(_n_jj_)(

'-—b— (n— 6){&2‘35)("—4)(2005&))11—3 4., _],

2 COSk j13

out il suffira de ne point admettre de puissances négatives de coso.
Cette expression peut se réduire a une forme plus simple en em-
ployant les formules connues des sinus des angles multiples; on aura
par ce moyen _ P
‘ _pSin(n+i1)e sinn®

(n)__P sine +Q sing

comme Euler I'a trouvé dans 1'Introduction & I’ Analyse; mais la formule -
précédente a I'avantage de pouvoir s’appliquer facilement aux fractions
dont le dénominateur est une puissance quelconque.

P+ Qx pa | .,
2z cos0 ~ 772 on aura le terme ge-

néral —(n)2", et, en prenant la fonction dérivée de I'expression

En effet, pour la fraction

de (n) en u, on aura

=R [N et el ]
(n)_P[ 2€0Sw " (2cosw)? + 2(2cos0)?

2 COSH (2 cosm)? 2(2¢0Swj?

+0 [nu’"”. (n—a)(n—1)un - (n — 4)(n—3)(n—2)u-n+ ___]~

et, substituant pour z sa valeur ——, il viendra
. 2 COS®
—(n)'=P|(n + 1){2¢c08m)"+1 — (n—1)n{2C0S0)"!

i (n—3)(n—z)(n~x)

(2c08w)n~3 — ]

+Q n(zédsm)’f~ (n—2)(n— 1) (2cos0w )22

n—§)(n—3)(n—2)

= ( - - .(QCQSw)ﬂ“f ——.-.'.}, )
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ou il suffira aussi de pousser les séries jusqu’aux puissances necrat.ves
de cosw exclusivement, et ainsi de suite.

9. Reprenons maintenant I'expression générale en z du coeffi-
cient (n) de la puissance " dans le développement de la fraction

olx . ,
17——-;'(_——%-?]0(), et supposons que le numérateur cp( ) soit 1 — f"(x), ou

plus géneralement de la forme {(x)[1 — f'(x)], c’est-2-dire qu 11 soit
le produit de la fonction dérivée du dénominateur prise négativement
par une fonction $(«), qu’on suppose entiere et rationnelle. Faisant la
substitution de ¢(u)[1 — /"(x)] au lieu de ¢(x), on aura

)= Ylu) (e fle) [‘P(u)f(u)]'f_ I:‘P(W.f(l‘)f'(u)]'

- Wi n+r

T ount | Cunt . |
{Mzgﬂ J [¢ wwf(ﬂ )]+‘....

(n

OP -

et, par conséquent,

['s'f(u)f?(u)]”: [i 5{32‘1-(,¢>ff(u)]’+

o ittt

Donc, faisant ces réductions et supposant, pour abréger,

on ;’lura
(n) = W)+ W) fla) o | P [

Cette formule servira & s trouver I expression du terme général (n)x
dans le développement de la fraction

x)[ef'(x’)_],
u - x + flx)

Il
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suivant les puissances deé x, pourvu qu’on ait soin de ne retenir que
les termes qui contiennent des puissances négatives de u.

—n—1,

10. Supposons §(x) =1, et par conséquent b(u) =1, ¥(u)=u""";
" on aura le terme général (n)a” du développement de la fraction

1—f'(=) . R ' : " :
) Or, si«, B, v, ... sont les racmes‘ de I’équation

’u—x—*—f(x)zo,

ce terme Sera exprimé par

1 1 1
(all"l-i + BIH—I -+ . +.. f)xn’

par ce qu'on a démontré dans la Note VI (n° 6). On aura donc, en
mettant 2 a la place den+1,

‘ ;I,—l + é + ;‘71—& : 1= n) f () + [(é—’l);f2(u) ]I+ [(u*nll"?(u) ]”+..., '

en ne conservant que les puissances négatives de u.

11. Soit proposée, par exemple, I'équation
a—br+cx¥—=o,

dont les racines soient « et p.
On la divisera par b pour la réduire 2 la forme u — x + f(x), on

aura f(z) = C—%c—', et la valeur de u sera %- Done, changeant « en u
‘dans f(x), on aura f(u) = Ebi" et de 1a
= H
, (u“")’f(u) _ vn(,ub n+ ,
() f2u)=— n_(;'-’g;_ﬂ_"j,,

nedy—nt+s

(wr) f3(u) =— —

D N T I P e N I B TP
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Donc
1o-a ne n(n—3)c? n(n—>5) (n—4)ed ,
——p e N —_ 2 —n+3 ey
San o fpr b MY S 2.353 “ +
CiT o e fenn?s fad a L
ou il n’y aura'plus qu’a faire u = 7' On aura ainsi

1 1 (é)"_ﬁg(é)”"ﬁ_n(n—f%)c'? (é>”*‘-ﬁ_n(n—5)(n—4)c3 (b)”*_:*_!_'

&T‘+‘E’—l:, a b \a 2562 a 2.3b3 \ a

o . . : . .. b
en continuant cette série tant qu’il y aura de puissances positives de .
. . ¢
Si Uon voulait avoir la somme des puissances positives o + p#, il
n’y aurait qu’a considérer 1'équation

az?—bx+c=o,

qui résulte de I'équation précédente, en changeant  en =, et dont les
: x

L

g

ger a en c el c en a. On aura donc ainsi

. . 1 .
racines sont par conséquent — et > ce qui ne demande que de chan-

¢ b 2b I 2.363 c

a,,;@n:(’_’yfﬁf(é)”f'ﬂ'_"(ﬁ—__?'__)‘f" () nle=S)n =l

cv
12. En général, «, £, v, ... étant les racines de I’équation

u—x+flz)=o,
on aura .,
: u—z+fle)=k(z—a)(z—B)(x—7)...,
k étant le coefficient de la plus haute puissance de x, et prenant les
fonctions dérivées de part et d’autre,

i fl(@)=k(z—B)(x—7).. .+ h(z—a) (=)t k(x —z)(x—B)e. ... s

Al

done, divisant et changeant les signes,

i—f'lz) 1 b ! 1

u—z—flz) a—x - ﬁ—x—’—_y-—xﬂku"

cey
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et, multipliant par $(),

@)=L ()] Yle) | (e) |, ble)
u—zrfle) a—z Bz y—a

Or, () étant supposé une fonction entiere de », on pourra la divi--
ser par « — x jusqu’a ce qu’on parvienne a un reste sans x, et, pour
{rouver tout de suite ce reste, il n’y a qu'a eonéidérer_que b(a) — b(2)
est divisible par « — , le quotient étant une fonction entiere de x
et «, que nous désignerons par F(z, «); et, si ¢(x) est une fonction du
degré m, il est clair que F(x; =) sera du degré 72 — 1. Donc, puisque

b (@) — ble)=F(, ).z —a),

on aura o :
Y(x)=4¢(a) - F(z, a).(a—z);
done
b(x) = —Flz, o)+ $(a)

On frouvera-de méme

p—x
et ainsi des autres. Done, en faisant ces substitutions, on aura

b(z) [ *“f'(“;)]»: _ F(x;‘a) —F(2,B)—F(z, ] —...

u—x+ f(z)
L ble) . b(e) b

r— g */-'—-x'—*—””

" En résolvant ces fractions en séries, on aura, apres les m pre-
miers termes, -dans lesquels se fondent les parties entitres — F(a, «),
— F(x, £), ..., une suite réguliere dont le terme général sera

[q)(a) L Y(B), ¢) +,..] x

o+t pru—« },n+|

de sorte qu’on aura, n étant > m,

(n)= e $B)  9()

P B+t s R
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Cest le terme général de la suite récurrente qui résulte de la fraction

Y= —f )]
u—z—+fx)

exprimé par les racines «, £, v, ... de I'équation
. u—x+flz)=o.

En comparant cette expression avec l'expression générale de (n)
en u trouvée ci-dessus et mettant, pour plus de sunphmte, nala place
de n 41, on aura '

2

da) 4181, 4] ) f2(u)]
. = ) () S | |

»},n
[\P‘/ ]// . )
_|_ ey

4

.
ot ¥ (u)= %E—l, et oll l’on ne d01t retenir que les termes qui contien-

dront des puissances négatives de u.

13. Supposons maintenant que I’exposant  soit infiniment grand,
en sorte que le terme (n)2"~', auquel il répond dans la série récur-
rente, soit pris & une trés-grande distance de lorlgme on pourra

alors regarder la fonction W(u) = % ) comme ne contenant que des

puissances ’négatives de u, et méme toutes les fonctions W' () f(u),

w'(u) f*(u), ... comme ne contenant aussi que des puissances néga-’
tives de u; du moins; cette supposition sera d’autant pius’ exacte que

le nombre r sera plus grand. Dans cette hypothese, il n’y aura aucun

terme 2 rejeter dans D'expression de (n), et on pourra regarder la

série

W (1) + W (ae) flat) + [“”(”Lf ) [ Yl Ll

comme allant i 'infini sans-aucune interruption.
VIIL , 35
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14. Or j'observe que toute série de cette forme, dans laquelle W (u)
et f(u) sont des fonctions quelconques de u, a cette propriété remar-

quable que, si on la multiplie par une autre série semblable, dans
laquelle, & la place de la fonction W(u), il y ait une autre fonction
quelconque Ii(u), le produit sera encore une série semblable, mais
dans laquelle il y aura W(z)T(z)4 la place de W(u). En effet, si I'on

»

multiplie ensemble les deux séries

¥ () + W) )+ [Hﬁ‘lf_(lﬂ]+ [_‘I"<___“)f3(“._)]”+ .

2 2.

3
1 (x) +’II"(u)f(u)'J_F[IX(L)-Z)'_”_("_’)]'-‘,;~ [I_I_(i‘)_f“_(‘ﬂ]4

2.3
- on a
- W{u)l{u) |
+ [ (@)X (w) -+ () ¥' ()] f ()
0 (o) [y wia) ot
-+ I0(u) [¢'(u){»(u)}/’
Or

donc la série devient

W {u) W{u) + [V (u) D{u)] f ()

‘Y

3

A0 () () + 2 W () I () T () WP ()] f2 ()

+ [V () M2 ] fe) f/{) +.0

savolr

2

W () T{ae) + [ () ()] f ) + LD T2 )

i
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Et l'on trouvera la méme chose en poussant la multiplication plus loin
et en rassemblant les termes qui contiennent les mémes dimensions
de f{u). L o -

Done, en général, si I'on dénote par [W(u)] la série qui contient la
fonction W(x), et de méme par [1I(z)] la série qui contient M(z), la
fonetion /() demeurant la méme dans les deux séries, il résulte de
ce que nous venons de trouver que I'on aura

(I ()] = DY o) ()

et, comme cette propriété a lieu quelles que soient les fonctions W(«)
et (u), si lon fait W(u)M(«) = ®(u), on aura’

[‘If(umu(uuf:[sv(un;

done

Mais T(z) =

c’est-d-dire que le quotient de deux séries semblables, lesquelles con-
tiennent deux fonctions différentes ®(u) et W(u), sera aussi une sem-
blable fonction qui contiendra le quotient de ces mémes. fonctions.

15. Donc, si I'on prend deux nombres tres-grands n et n + 7, dont
la différence 7 soit un nombre quelconque positif ou négatif, le quo-
tient de la quantité '

$(y)

n ?/Il

35.
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sera exprimé par la série infinie

¥+ P +[‘F' ]

d(u)
'

u,‘:r), ¢’est-a-dire W(u)=u".

en faisant W(u) =
D'un autre coté, » étant un nombre infiniment grand, il est visible

que les deux quantités ci-dessus se réduisent a leurs premiers termes

V) o Hls)

alt all'l‘l'

s o étant la plus petite des racines «, B, v, .... Donc le

quotient de Ia premiere des quantités divisée par la seconde se reduu’a
ho", d’out résulte ce théoreme trés-remarquable :

St est la plus petite des racines de I’équation

u%x+f(x):o,
on aura

r) ' [yrY £3 "
of = ur + | +[u ]-&—[‘u ’gfg(u)]-i—---,

r étant un nombre quelconque positif ou négatif.

Ainsi Pon a, par cette formule, non-seulement la racine «, mais
encore une puissance quelconque de la méme racine.

16. Si I’on fait maintenant » = n, n étant un nombre fini quelconque,
et que 'on compare cette formule avec celle qu'on a donnée plus haut

pour la valeur de -+ = + L. 4..., on en tirera la conclusion sui-

(3 "

vante tres-smguhere :

St, dans la formule

ur) f2u)] |, [len) folu) ] |

u—n u"Y flu ( z : s

+ (aony )+ [ VLR LA

on ne retient que les termes qui ont des puissances négatives de u, elle
donne la valeur de la somme des puissances --n de toutes les. racines
Ay By s s ety ST lon y conserve lous les termes, elle ne donnera que la

méme puissance de la plus petite 1 raczne %
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17. Ainsi, comme nous avons déja trouvé plus haut, pour les racines
« et B de 'équation cx® — bx + a = o, on a la formule

1 1 (b\" me(b\"t n{n—3)c2 (b "“-’~n(n—5)(n—4)c3<g>"—3+' )
wp=\e) "o \a) T \a — 5368 \a) ’

en ne continuant la série que tant qu’il y a de puissances positives

de -; sil’on continue cette méme série a I'infini sans aucune interrup-

. 1 - :

tion; on aura alors la valeur du seul terme —: en prenant pour o la plus
a’l

petite des deux racines « et 3, et méme on pourra y faire » positif ou
négatif 4 volonté. ; '
Les deux racines de I'équation.cx® — bx + a = o étant « et B, celles
I

p

; . o I
de I'équation ax® — bz + ¢ = o seront ~ et 2 et on aura

1 b 4 Vb2 —4ac - 1 b yb*—fac
Y 2a B -2a 2a

« étant supposée la plus petite des deux racines. Ainsi la série
B\r me (b\r=1  n(n—3)e? [b\nt
Oy (e

L. . T .
en ne retenant que les puissances positives de -, c'est-a-dire les puis-
sances négatives de a, sera égale a

(b+ yb*—fac)” + (b — b* —fac )"
, (2a)"

n étant un nombre entier quelconque, et, si 'on continue la série a
Iinfini, elle deviendra égale a

<b+qﬁizz>ﬁ

2a

-n étant un nombre quelconque positif ou négatif.
La premiere partie de cette proposition est facile a vérifier par
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le simple développement des puissances -n™, puisque le radical
V0* — Gac disparait de lui-méme, et d’ailleurs elle est déja connue
par le théoreme de Moivre. v ’

Pour vérifier 'autre partie, il faut réduire en série le radical lui-
méme. Ainsi, en faisant, par exemple, n =1, la série devient

b b 1 o2¢ 11 -8ae? 1.1.3 3oa%ct
zaﬁ{ 2a¢ 2 b 2.4 [,3. 2.4.6' b

Or cette série est évidemment égale &

b, Y —fac
24 2a

18. Soit I'équation indéfinie
a—bx+cx*—dxd+ext— fxs+...—o;
on fera, dans la formule générale du théoreme ci-dessus,

Flu) = Cu‘l-—du”—}—e;ﬂ ——fuf'—i-...,’

d’ot1 on tire

,fg(u>:'c‘2u"—2édu5+([')cfﬂ+2ce)u“+..'.,
ctus — 3edui +. ..
f.'i(u): b;; I

..................
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Or («") =ru~'; done

’

. ‘r—H'__d r+2 o 8 PRy gL
(@) fu) =r au +Pbu il 3

g S R ] d? [ PR
(u’)’fﬂ(u):rc u aedu +[)(2 +ace)urt’ + ,

Sw+s — Jedur+6 ... -
(u")’f‘f‘“(u):r be —

] crutt L
(e = S

Prenant les fonctions dérivées et substituant dans la formule dont

a

il s’agit, on aura, aprés avoir fait u =7 et changé = en o,

’ ] ’ ar al"i‘i e 7 Unat d 'al';l—3 e al‘+if
=g r — — A
br2 hr+2 br+3 o+ br+s

-hr+a Hr+s Hr+s

. g[(r—%—\‘i)a’”c? (r+ 4)(1"+3.zcd+ (r+5)ar+i(a2 -+ 2ce) +]

br+s b

+L[(r+ B)(r+f)ar+ser (r+6)(r+5)a"+"-3‘fd+...]

01"!'8

.........................................

a  ac a‘d a‘e a&f
PN T T T e

2a3(;2_5a‘cd Jas (d? + oce)

-+ bs bs + bi + ’
5aich 21auéd_ .
b7 b8 '
1haset
b? '

‘C'estla formule connue de Newton, pour le retour des suites, qu’on
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n’avait encore trouvée que par la méthode des indéterminées. L'ana-
lyse précédente, en méme temps qu’elle donne la loi de cette formule
et le moyen de la continuer aussi loin qu'on voudra, fait voir que la
valeur de = qu’elle exprime est la plus petite des racines de I'équation
proposée. ‘ ‘ '

20. Si I'on veut appliquer la formule précédente a la détermination
de la valeur de p dans 'équation '

2 3
F(a) +pF(a)+ L F(a) + Lo P(a) +... =0,

que nous avons considérée au commencement de cette Note, il n’y aura

. . , 1 1 .
plus qu’a substituer F(a), —F(a), -F/(a), ——5F"(a), ... au liew
de a,b, ¢, d, ..., et p aulieu de #; on aura ainsi

_ 1 : .F”(”) . F'(a)F’)’(a)—,—3F"2(a) -, )
=" Fla) (“)—ml’ (@) -+ 5. 3F%(a) F3(a)+...,

ce qui dorine la méme série que nous avons trouvée par deux méthodes
différentes. v -

Nous pouvons généraliser encore la formule du théoreme donnée
‘ plus haut. En effet, puisque o est uthe des valeurs. de x,‘ce théoreme

peut se présenter ainsi.
21. L’équation , ,
z =u+flx)
donne, en général, , ; ‘
) r’/’ 2 r ry £t 4
x’:z¢’+(u’)'f(u) 4+ [(u )z (u):l + I:(u )zf;;\u)] e

Or, soit F(«) une fonction quelconque donnée de x; on peut la sup-
poser réduite & la forme

Mzt -+ Nas+-Pat-+...; .

ainsi, pour -la valeur de F(z), il n’y aura’qu’a ajouter ensemble les
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valeurs de 2", «%, 2%, ... multipliées respectivement par M, N, P, ...;
on aura par ce moyen une formule dans laquelle, a la place de u, il y
aura - '
Mur 4 Nus+ Put +.. .,
c’est-a-dire F(«), el par conséquent F'(z) 3 la place de (')

De la résulte enfin ce nouveau théoreme, remarquable autant par sa
généralité que par sa simplicité : ’ '

L’équation |

o=u+f(z)
donne ;
. o ey (T e TR "
Flz)=F(u) +¥(u) flu) + - [¥ (z) f2e)) + 3 [Fr(w) fa(e)]+...,

ot les fonctions désignées par les caractéristiques fet F peuvent éire quel-
congques. '

“En effet ce théoreme, présenté de cette maniere, est indépendant de

la considération des racines et n’est plus qu'un résultat de la transfor-
mation des fonctions, qu’on peut vérifier par I'élimination successive
de x ou de u. J'ai donné le premier ce théoreme dans les Mémotres de '
I’ Acadeémie de Berlin pour I'année 1768 'y étais parvenu par une ana-
lyse & peu prés semblable 4 la précédente, mais moins rigoureuse.
Plusieurs géometres se sont occupés depuis a le démontrer a posteriori
parle développement des fonctions; mais Laplace en a donné, dans les
Mémoires de I Académie des Sciences de Paris pour I'année 1777, une
démonstration directe et élégante, tirée du Calcul différentiel; c’est
cette démonstration que j’ai transportée dans la Thcorie des fonctions
(n° 99). '
11 est bon de remarquer qu'en faisant u = o 'équation @ = u+ f(x)
devient z = f(x), laquelle peut représenter une équation quelconque
en z, et 'on aura la valeur d'une fonction quelconque F(x) en faisant
u = o dans la série '

() -+ ) flu) + L [P f2()] + 255 [ fo ()]

apres le développement des fonctions, ce qui est beaucoup plus simple.
VIIL 36 T
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22. Avant de ‘terminer cétte Note, je vais faire voir ¢omment la
méthode du n° 13, pour résoudre par approximation 1'équation
F(a +p) =o, peut étre’appliquée i la résolution simultanée de plu-
sieurs équations & plusieurs inconnues.

Supposons que 'on ait deux équations entre les deux inconnues
et y, que nous désignerons en général par o

Fla,y)=o0 et f(x,r)=o.

Supposons en méme temps que ’on connaisse déja deux valeurs appro-
chées a et b de o et y, en sorte qu'en faisant x =a-+p, y=0b+¢q
les quantités p et ¢ aient des valeurs fort petites. Il s’agira de tirer
ces valeurs des deux équations '

Fla+p,b+q) =0, fla+p, b+q)=o.

Suivant I'esprit de la méthode de Newton, on développerait les deux
fonctions en séries; les deux équations deviendraient ainsi

Fla,b)+Mp-+Ng-+...=o,

fla, b)) +mp + ng +...=o,
d’ol1 I'on tire pour premiere approximation

N f(a, b}~ nF(a.b)

) P= Mn — Nm
_ —Mfla,b)+mF(a,b) .

Mn—Nm

Ainsi, a et b étant les premieres valeurs approchées de = et y,
a -+ p, b+ g seront des valeurs plus approchées, qu'on pourra substi-
{uer 4 la place de @ et b dans les fonctions p et ¢; et, désignant
par p,, ¢, ces nouvelles valeurs de p-et ¢, on aura a+p—+p, et
b+ q + g, pour les valeurs de « et y encore plus approchées, et ainsi
de suite. T » -

Ce procédé a été donng‘v’akpar Thomas Simpson dans ses Essais sur
plusieurs sujets mathématigues, et il est assez commode: pour le Caleul
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arithmétique; mais il strait difficile d’en tirer des expressions de x
et y en séries ordonnées suivant les puissances des quantités F(a, b)
et f(a, b), qui expriment les erreurs provenantes des premieres sup-
positions, et surtout d’avoir la loi de ces séries; i/oipi comment on petit
y parvenir. . o
On 'regardéra les quantités @ et b comme des fonctions quelconques
* de deux autres quantités o et £, de maniére que, ces quantités deve-
nant o +1z et §+ o0, les quantités a et b deviennent a+petb+g;
et lon supposera que ces fonctions soient telles que F(a, b) = o et
Sla, b)=10, ce qui donnera, en mettant o 47 et f+o au lieu de
weth, ; A , o : , :
Fladtp,brq)=a+i, flatp brqg)=f-+o;

de sorte que les équations proposées deviendront alors

a—i—i:o,’ B+o=o,
d’oir I'on tire 4
i=—a=-—F(ab), o=—p=—Fflq, b).
O}', en adoptant la notation des fonctions dérivées, indiquée dans la
Note précédente (n®9), les fonctions @ et & des quantités « et ¢,

lorsque ces quantités deviennent « +-7 et £ + o, se développent dans
les séries - ’

Y A 4 YV"'a” 2 @\ . fd'\o
() ) (- (o ()7
B\, (BN b\ (VN [b\oer
b—i—(\;)z+<a>or(ﬁ>;—ﬁ~(a,§,>zo‘-ﬁ<5,2>;-,-‘.

Donc, substituant — F(a, ,b) pour ¢ et —f(a,"b) pour o, on aura

p=—(%) ¥ 0)~(5) fla

: i : a’ . : 1 a” N \ ‘

-+ é(\—,—_) Fﬂ(fl,"b) -+ (;BT> lt(a,‘b),f-ka, b) %E(ﬁ#?)f-(a"b" “+.. .,
‘ 36. ‘
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P

= (Eyri - (§) e

. é(%) (e, 0 +<;%> Fla, b) fla b) + é(é’) fHab) .,

olt il n'y aura plus qu’a substituer les valeurs des fonctions partielles
‘a a’ 1% , . , .
(; J 5’)’ 07>, -+- qu’on tirera des équations

Fla,b)=a et fla,b)=25,

en prenant successivement les fonctions dérivées relativement 2 « et 2,
et substituant & mesure les valeurs déja trouvées dans les suivantes.
Ainsi 1'on aura d’abord ‘

(54 (73

(F) = (2)

Mais on a en général, relativement 4 a et b,

F'(a, b)= (F'(“a: b))aur (F'(“' b)> b, |

.
o )= (L8} e (£15:)

done, en regardant a et b comme fonctions de « et 8, on aura, relati-
vement 2 chacune de ces quantités en particulier,

(1= (15 )(2) ()
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d’ott 'on tirera les valeurs des quatre fonctions dérivées partielles du

DE e

exprimées par les fonctions partielles

o (F/('ZI b)>, (F'(Z,’b)), (f’(Z; b)>, (f’(zl,b)),r-

qui sont faciles 3 déduire des fonctions données F(a, b), f(a, b), en

premier ordre

prenant leurs fonctions dérivées, relativement a @ et b en particulier.
Ensuite, en prenant de nouveau les fonctions dérivées des valeurs

! a ’ ' ”
( > ( > ..« relativement 4 « et B, on aura les valeurs de <-;—‘—>

( >, -» et ainsi de suite.

Si Pon fait, pour abréger,
(Flatl)_y, (o))
(£52)n (€5~
(Z_:)’: ‘WEWE’ ( ): Mn—~Nm
(#)=-mww (5)= M—%‘*

et les premieres valeurs de p et ¢ seront

_ nF{a b) Nf(a, b)
p~—, l\ln—Nm+Mn—Nm’

. mF(a,b) Mflab)
1= Mn—Nm Mn—Nm

on aura

R[Q

Ces premiéres valeurs de p et ¢ coincident avec celles que nous
ayons trouvées ci-dessus; mais les formules que nous venons de donner
pour les expressions générales de p et ¢ ont I'avantage de présenter

- des séries toutes développées et faciles & continuer aussi loin que 1'on

veut.
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NOTE XII.

SUR LA MANIEKE DE TRANSFORMER TOUTE EQUATIO'\', EN SORTE QUE LES TERMES
QUI CONTIENNENT L’ INCONNUE AIENT LE MEME SIGNE ET QUE LE TERME TOUT
CONNU AIT UN SIGNE Dll*FERE\T

T'ai observé, dans U'Introduction, que les méthodes de Viete et de
Harriot pour la résolution des équations numériques ne peuvent
s'appliquer d’une maniere certaine qu'aux équations dont tous les
termes qui contiennent I'inconnue ont le méme signe et le terme tout
connu a un signe différent, et j'ai dit qu’on peut toujours ramener &
cette forme toute équation, pourvu qu’on ait deux limites d'une de ses
racines, lesquelles soient assez rapprochées pour que toutes les autres
racines réelles, ainsi que les parties réelles des racines imaginaires,
s'il y en a, tombent hors de ces limites. Comme j’ignore si cette trans-
formation est connue, je crois devoir I'exposer ici, afin que ceux qui
désireraient se servir des anciennes méthodes puissent toujours les
employer avec succes.

1. Soient a, b les deux limites données ou connues d’une maniere
quelconque, @ la limite en moins, 4 la limite en'plus. En supposant

o e e . ; “ Ca+-b
que x soit 'inconnue de l’equanon proposée, on fera =227 e,
Sy

apres les substitutions et les réductions, on aura une equatlon trans-
formée en y, du méme deare que I'équation en w, qu1 aura la torme
demandée si la limite a est assez prés de la valeur de la racine.

Car soient «, £, y, ... les racines de I’équation proposée en x, et «
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' o, L a+by '
la racine dont a et b sont les limites. Puisque z = T-T]_’ n aura
‘._.x.-_a-
k'y—_b—x’

donc les racines de I'équation en y seront
a—a B—a y—a-

b—2"b—B b—7p

Or on a, par I'hypothese, a <z < b; done 2 —a>o0, b—a2>o0;
J ‘ o:—a‘ »

b— o »
rence entre la limite @ et la racine o sera moindre. Ensuite, comme les

donc la racine sera positive et d’autant plus petite que la diffé-

autres racines 8, v, ... sont supposées tomber hors des limites a et 0,
si B< a, on aura aussi nécessairement & < b; done B —a <o et

. —a , . .. -
b — 8> o; donc la racine 2 sera nécessalrement négative. Si, au

b—p
contraire, § > b, on aura aussi f >a; done f—a>o et b—~ 0 < o;

B—a . . f—a
done ;7— sera encore une quantité négative. Donc la racine ; — sera -
— | : _ k')
dans tous les cas négative. Il en sera de méme de’ toute autre racine,
- 7 — (l ) i
comme ’
b—vy

Mais supposons que f et y soient imaginaires; elles seront néces-

qui correspond 4 une racine réelle y de I'équation en .

sairement de la forme -

p -+ o'\/‘:—x, pk— a\/:,

-

s et étant des quantités réelles (Noté IX); done, faisant & = ooy —1,

. B—a . )
la racine ! deviendra

b—1p

'p——a-i—a\/:j.
'b——p-a'\/——x?’

multi;ilions le haut et le bas par b —p 4+ sy —1, on aura

(p—a)(b—p) *52+(b-;cl}0‘\/:~;.
B b —p)+or
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Mais on suppose que la partie réelle p tombe aussi hors des limites a
et b; done, si p < a, on aura aussi p < b, par conséquent ¢ — a <o,
b — o >0, done (p —a)(b —p)<<o; et, si p> b, on aura aussi p>a,
done p —a>o0, b—p<o, et par conséquent aussi (p —a)(b—p)<o.
Donc la quantité (p — d)(b — o) sera dans tous les cas négative.
Donc, puisque o> et (b — g)* sont essentiellement des quantités po-

sitives, la racine g—_—ﬁ deviendra, dans ce cas, de la forme
| —P+ Q'\/:—I ;
P et Q étant des quanutes réelles, et P étant essentiellement positive.
De méme, en faisant Y=p¢—¢ \/— I la racine 7—’5—— deviendra
—P—QyVs,

et ainsi des autres racines imaginaires.
Donc, en prenant des quantités positives p, q, rn...,P,QO, R, ...,
les racines réelles de I'équation en 2 donneront dans la transformée

en y les racines réelles ,
Py — g, — 7T oo,

et les racines 1magmalres de la méme équation donneront dans la
transformée les racines

_P+Q¢—;, —P—Qy—~1, —R+8y—1, —R—8y/—,
Done la transformée en y sera formée des facteurs

' y—ps y+4q¢ y-+r, ...,
¥+P—Qy—1, y+P+Qy—1, y+R—Sy—1, y+R+8y—1,

Or les deux facteurs imaginaires y +P — Qy—1 et y + P+ Qy—1
donnent le facteur double réel

y2+ 2Py P2 + Q2
et ainsi des autres. Donc ’équation en y sera

(7"“,!’)(7-'—{1)()"—*-")---(}’2-*-2Py+P2+Q‘-’)(y2+zRy+R‘-’+S2)...:o.
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2. Considérons le produit de tous ces facteurs, excepté le premier
Y — p; comme tous les termes de ces facteurs sont positifs, il est visible
que leur produit, ordonné par rapport a y, ne pourra contenir que des
termes positifs. Le produit sera donc de la forme ‘

ym:-{ -+ AJ/-I)l-—‘J + BJ»m—‘,:i _+ K,

ot les coefficients A, B, C, ..., K seront tous positifs, sans qu’aucun
puisse étre nul. Multiplions maintenant ce polynome par le facteur
y —p, on aura

yr+(A—ply™ '+ (B—Aplym2+ (C—Bp)ym3+...—Kp=o,

pour I’équation en y.

On voit ici que le dernier terme — Kp est essentiellement négatif
et que les termes précédents seront tous positifs si P'on a A>p,
B> Ap, C>Bp, .... Comme en rapprochant la limite a de la ra-
o

b{—j, peut devenir aussi petite qu’on

voudra, il est clair qu’on pourra toujours prendre a telle que l'on ait

cine « la valeur de p, qui est

Pp< A, < T]i" < %, ey CE qul rendra tous les termes positifs, excepté
le dernier. '

On ne doit pas craindre quen diminuant ainsi la valeur de p les
valeurs de ¢, r, ..., P, Q, ... diminuent en méme temps, de maniere
a devenir nulles avec p, car, en faisant a = =, ce qui donne p =o, la

valeur de ¢, qui est — %E%, deviendra
L—a
— 5=

(p—a)(b—p)—g? et (b—a)s ,
(6—p)+c? (b—p)r+a*

et les valeurs de P et Q, qui sont —

deviendront

Cfe—a)b—p)—ct (b= ale
(b—p)*+a* S o—pp+a?

‘et ainsi des autres.
VIII. 7 37
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., .o a+by
Donc on est assuré que la substitution de :

. au lieu de x don-
T+

nera une transformée en y qui aura la condition demandée, pourva que
la limite @ en moins soit assez prés de la racine dont elle est limite, ce
qu’011‘pourra toujours obtenir en essayant successivement pour a des
valeurs de plus en plus grandes. .

3. On a trouvé dans le Chapitre IV (n°® 27) que 'équation
x3 — 7Z4+17=0

a trois racines, deux positives et une négative, et que les deux racines
positives sont exprimées par des fractions continues, dont les termes
sont 1, 1, 2,4, ... et.1, 2,1, 4, ...; de la on peut former ces frac-
tions convergentes vers les deux racines

i1 a2 5 oas
-3 2.7 5 o5 M ]
o 1" 1" 3 13
1 1 3 4 19
=9 Ty =y 5y Ty e
0 2 37 14

On voit d’abord qué 1 et 2 sont deux limites de la premiere racine;
mais, comme la seconde racine est renfermée entre les nombres r et =
elle se trouve aussi nécessairement renfermée entre les mémes limites;

. . 5 ) 5
on prendra done les limites suivantes 2 et gretlon feraa =3, 6 = o,

et par conséquent
iter  S+6y

= 14y 3(1+y)

Mais, puisque les multiples de y ne changent pas les signes de I'équa-
tion en y, on pourra faire simplement

PR ek
3+y

en mettant y pour 3y. On trouvera ainsi la transformée
y3+4yr*+3y—1=o,

qui est, comme l'on voit, 4 I'état demandsé.
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N T . . 3 .
De méme, si l'on prend pour l'autre racine les limites - et -éfa en fai-

4 -3 ' .o
sant @ = % et b= ~» on aura la substitution

_it+ir_ 8+9r
T oa+y T 6(i+y)

ou bien, en mettant simplement y au lieu de 3y,

¢t 'on trouvera la transformée
3+ 82+ 4y —8=o, -

qui a aussi la forme demandée.
Les limites que nous avons employées ont conduit directement aux
transformées que I'on cherchait; mais, si 'on avait pris, par exemple,

pour la premiere racine les limites 2 et 5 qui ont également la pro-
-priété qu’aucune autre ragine ne s’y trouve comprise, puisque V'autre

. - . 3 . 3 .
racine positive est moindre que -, on aurait ew @ = > b =12, ce qui

aurait donné la substitution

3w 34y
Tty ~2(1+y')’

ou bien, en mettant y pour 2y,
‘ 34y
T2y ’
et Pon aurait trouvé la transformée

yi+y?—oy—i1=—o,

qui n’a pas encore la forme demandée, parce que la racine positive se
trouve trop grande.
Mais, sans recourir & une nouvelle substitution en augmentant la
valeur de a, il suffira de diminuer toutes les racines d’'une méme quan-
37.
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tité ¢, en faisant y = 5 + 1, et chercher ensuite par des essais une valeur
de i qui satisfasse aux conditions qu’on demande. On aura ainsi cette
transformée

2+ (3 4+1)z2+(3i2+2i—2)z 4+ i3 +i2—2i—1=0,

etils’agira de prendre i positifet tel que 37>+ 20 >z et®+ 2 <ar+1.
On voit tout de suite que 7 = 1 satisfait, et I'on a la transformée

2} 422+ 33 —1=0,

qui est la méme que la transformée en y trouvée d’abord.

4. Nous avons vu dans I'Article IIT du Chapitre V (n°72) que, si g,.
et :—,,sont deux fractions convergentes vers une des racines de I'équa-

tion en x, la transformée en ¢, qui doit servir & trouver la fraction

suivanie, résulte directement de la substitution de‘pf,t—::{% au lieu de =

-

!
’ . ’ . w
dans I’équation proposée. Faisons 1 = —,E;I,aon aura

Yo £y4 2 .
o P _p ®
aly+1) y+i1

Cette substitution est, comme I'on voit, analogue a celle que nous
, . ’ (o) 1 . v
avons employée ci-dessus, en prenant et pﬁ pour les deux limites

que nous avons nommées a et b.

Or, comme deux fractions consécutives sont elles-mémes des limites
alternativement plus grandes et plus petites que la racine cherchée, et
qui se resserrent continuellement, il s’ensuit que les transformées qui
répondent aux fractions plus petites que la racine approcheront de
plus en plus d"avoir les conditions nécessaires pour pouvoir étre de la
forme proposée; et les transformées intermédiaires auront la méme

propriété, en y substituant; au lieu de y, car, si g; >Pﬁ,, I'expres-
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sion de «x devient par cette substitution

(ol p

e ‘+.__

w,] P'.
y+1

La différence entre les deux fractions g— et L étant —— — » lorsque

cette différence sera devenue moindre que la pluszetlte différence
entre les racines de I'équation proposée, ¢’est-a-dire moindre que la

limite %(Note IV), on sera assuré qu’il ne pourra tomber entre ces

fractions qu’une seule racine; mais, & 1'égard des parties réelles des
racines imaginaires, il ne sera pas facile de s’assurer a priori qu’elles
tombent hors de ces fractions, & moins de former ’équation dont les

r3+/

racines seraient o et de chercher ensuite une limite plus pe-

tite que chacune de ces racines, pour la comparer avec la méme diffé-
rence GTIP— | |

Au reste, quoique les fractions consécutives fournissent des limites
qui se resserrent de plus en plus autour de la méme racine, il est pos-
sible que les transformées n’acquierent jamais la forme dont il s’agit,
par la raison que, les deux limites se resserrant a la fois, la racine posi-
tive peut aller en augmentant au lieu de diminuer. Mais, lorsqu’on
sera parvenu 4 des fractions entre lesquelles il n’y aura qu’une seule
racine réelle et aucune des parties réelles des racines imaginaires, il
suffira de diminuer toutes les racines de la transformée correspondante
d’une meme quantité qu’ on pourra trouver par quelques essais, comme
on I’a vu plus haut. - :

Lorsqu’une équation est réduite a la forme dont nous parlons, ¢’est-
a-dire que tous ses termes ont le méme signe, a I'exception du dernier
terme tout connu, on fera passer ce dernier terme dans le second
membre, et I'on poutra en extraire la racine i peu prées comme dans
les équations & deux termes ot il n’y a qu’une seule puissance de I'in-
connue; seulement on aura besoin de plus d’essais et d’épreuves, a
raison des différentes puissances de I'inconnue qu’elle contiendra.
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Ainsi, par exemple, si 'on a I’équation du troisieme degré
3 +Ay:+By—N=o,

dans laquelle A, B, N sont supposés des nombres positifs, en la mettant
sous la forme

7P +Ay2+~By=N,
on voit que, au lieu d’extraire simplement du nombre N la racine de la’
puissance ¥°, il s’agit d’en extraire celle de la somme des puissances
¥+ Ay*+ By; et, si a est la partie de cette racine déja trouvée etp
le reste, on aura

(3a>+28Aa+B)p+(3a+ A)p?+ p*=N—a>— Aa® — Bg,
et par conséquent

N —a(a? +~Aa—+ B)
3a2+2Aa-+B

P< ’
formule qui répond a celle-ci

) P<N_-__a3, -

3a2

sur laquelle est fondé le procédé de I'extraction de la racine cubique.
Prenons I'équation trouvée plus haut '

3 +4y2+ 3y —1=o0;
la formule sera ici . v
1—af{a®+ fa—+3)
3a2+8a+ 3

p<

Il est d’abord facile de voir que le premier chiffre de la valeur de a

0,232

ne peut étre que 0,2; faisant donc a=o,2, on trouverap< —4 <0,05.

372

En prenant p = 0,04, la nouvelle valeur de a sera 0,24, et 'on trouvera

0,035776
. 5,0728

< 0,008, ..
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DES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

NOTE XIII.

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

r

La résolution des équations du second degré se trouve dans Dio-
~ phante et peut aussi se déduire de quelques propositions des Data

d’Euclide; mais il parait que les premiers algébristes italiens I’avaient
apprise des Arabes. Ils ont résolu ensuite les équations du troisieme et
*du quatrieme degré; mais toutes les tentatives qu’on a faites depuis
pour pousser plus loin la résolution des équations n’ont abouti qu’a -
faire trouver de nouvelles méthodes pour le troisieme et le quatrieme
degré, sans qu’on ait pu entamer les degrés supérieurs, si ce n’est pour
des classes particulieres d’équations, telles que les équations récipro-
ques, qui peuvent toujours s’abaisser & un degré moindre de la moitié,
celles dont les racines sont semblables aux racines des équations du
troisieme degré et que Moivre a données le premier, et quelques autres
du méme genre. o

1. Dans les Mémoires de i"Académie de Berlin (années 1770 et 1771) ("),
j’ai examiné et comparé les principales méthodes connues pour la réso-
lution des équations algébriques, et jai trouvé que ces méthodes se
redmsent toutes, en dernlere analyse, a emp]oyer une’ équation se-

W,,..w

"

x + ax” —l—a "+ a4+ ..,

en désignant par «', &’, 2, ... les racines de I’équation proposée, et

(*) CEuvres de Lagrange, t.111, p. 205.



206 NOTES SUR LA THEORIE

par« une des racines de I'unité, du méme degré que celui de 1'équa-
tion. ' )

Je suis ensuite parti de cette forme générale des racines, et j’ai
cherché a priori le degré de I'équation résolvante et les diviseurs
qu’elle peut avoir, etj'ai rendu raison pourquoi cette équation, qui est
toujours d’un degré plus haut que I'équation donnée, est susceptible
d’abaissement pour les équations du troisieme et du quatritme degré
et peut servir a les résoudre.

Jai cru qu’un précis de cette théorie ne serait pas déplacé dans le
présent Traité, non-seulement parce qu’il en résulte une méthode uni-
forme pour la résolution des équations des quatre premiers degrés,
mais encoré parce que cette méthode s’applique avec succes aux équa-
tions a deux termes, de quelque degré qu’elles soient. |

2. Représentons I'équation proposée par la formule générale
* zm — Agm=i 4 Bgm—2 — Cam=3 4. ..=o,

et désignons ses m racines par ', ”, 2", ..., ™; on aura, par les
propriétés connues des équations,

A=+ 2"+ 2" +...+ zm,
B=az"+x'2"+...+~2"2"+...,

C=x2'2"2"+....

Soit ¢ I'inconnue de I'équation résolvante; nous ferons, d’aprés ce
que nous venons de dire,

= ¢’+ ax” + a2zx"” + ad x4 .—.—\- am—tx(m),
la quantité o étant une des racines m*™e de 'unité, c’est-a-dire une
des racines de I'équation i deux termes y™ — 1 = o.

Pour avoir I'équation’en ¢, il faudra éliminer les 7 inconnues «', 2,
«”, ... au moyen des équations précédentes, qui sont aussi au nombre
de m; mais ce procédé exigerait de longs caleuls, et aurait, de plus,
I'inconvénient de conduire 3 une équation finale d’'un degré plus haut.
qu'elle ne devrait étre.
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3. On peut parvenir directement et de la maniere la plus simple a
Péquation dont il s’agit, en employant la méthode dont nous avons fait
un fréquent usage jusqu'ici, laquelle consiste & trouver d'abord la
forme de toufes les racines de I'équation cherchée, et & composer en-
suite cette équation par le moyen de ses racines. ,

Il est d’abord clair que, dans I'expression de ¢, on peut échanger
entre elles a volonté les racines «, ” ..., puisque rien ne les dis-
tingue jusqu'ici 1'une de I'autre; d’oti il suit qu’on aura toutes les dif-
férentes valeurs de z en faisant toutes les permutations possibles entre
les racines «’, ", 2", ..., et ces valeurs seront nécessairement les
racines de la réduite en z qu’il s’agit de construire. 4

Or on sait, par la théorie des combinaisons, que le nombre des per-
mutations qui peuvent avoir lieu entre 7 choses est exprimé en géné-
ral par le produit r.2.3...m; donc I'équation en z aura en général
autant de racines qu’il y a d’unités dans ce nombre, et sera par consé-
quent d’un degré exprimé par le nombre 1.2.3...7m; mais nous allons
voir que cette équation est susceptible d’abaissement par la forme
méme de ses racines. . '

Comme cette forme dépend de la quantité « qu’on suppose étre une
racine de I’équation y” — 1 = o, nous commencerons par quelques re-
marques sur les propriétés des racines de cette équation, et, pour cela,
nous considérerons séparément les cas ol I'exposant m est un nombre
premier et celui oi cet exposant est un nombre-composé.

* 4. Supposons d’abord que le nombre m soit premier. Dans ce cas,
toutes les puissances de o jusqu’a o™ auront des valeurs différentes, &
moins que P'on n’ait «=1; car, si deux puissances o” et o’ étaient
égales, on aurait o* = o, et de 1a «*V.=1; or, aucune puissance de o
moindre que 7 ne peut étre =1, tant que « n’est pas = 1. En effet,
puisque o™ — 1 =0, si I'on avait en méme temps «* — 1= o0, n étant
< m, il faudrait que ces deux équations eussent une racine commune;
et, en cherchant par les regles ordinaires le plus grand commun divi-
seur des deux quantités o™ —1 et " —1, on trouve nécessairement
VIIL - ' 38
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2 — 1 pour ce diviseur, & cause que 7 est un nombre premier, de sorte
que la racine commune aux deux équations«”™ —1=o0 et 2" —1=0

ne peut étre que 'unité.

5. Il s’ensuit de la< 1° que les puissances «, 22, «*, ..., o™ repré-
sentent toutes les racines de I'équation y™ — 1 = o, en prenant pour «
une quelconque des racines de cette équation, autre que I'unité; car,
puisque «™ =1, on aura aussi-a* =1, «*” =1, ..., de sorte que les
puissances «, @, «*, ..., «™ seront aussi des racines de la méme équa-
tion, et, comme elles sont au nombre de m, et ont toutes des valeurs
différentes, elles donneront nécessairement toutes les racines de 1’é-
quation y™ —1=o.

6. 11 s’ensuit aussi : 2° que, si dans la série des puissances «, «?,
2%, ..., «™ ' on substitue pour « une quelconque de ces puissances,
comme «?, n étant < m, la nouvelle série o, a2®, 037, ..., en rabais-
sanl toutes les puissances au-dessous de 2™, 4 cause de o™ =1, con-
tiendra encore les mémes puissances, mais dans un ordre différent; car
il est visible que tous les exposants n, 2n, 3n, ... sont différents et
que leurs restes de la division par  le sont aussi, parce que m est un
nombre premier; de sorte que ces restes, étant au nombre de m et tous
différents entre eux, ne peuvent étre que les nombres 1, 2, 3, ..., m.

7. Considérons maintenant le cas ol m est un nombre composé.
Dans ce cas, si n est un diviseur de m, toutes les racines de I'équation
y"—1=o seront communes i Iéquation y™— 1= o, parce qu’en’
supposant le nombre r racine de 'équation y*— 1 =o0 on aura r"=1,
et par conséquent aussi 7™ =1, de sorte que r sera aussi racine de I'¢-
quation y™ —1=o0. En faisant donec «=r, on aura «” =1, et, si
m = np, il est visible que dans la série des puissances «, a*,2?, ..., o™
chacune se trouvera répétée p fois; par conséquent, ces puissances ne
pourront plus représenter toutes les racines de I’équation y™ — 1 = o,
parce que cette équation ne peut avoir de racines égales.
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8. Soit m =pgq, p et g étant deux nombres premiers, et soient.§ une
des racines de I'équation y”— 1 = o et y une des racines de I'équation
y9—1=o0; il est clair que { et y seront aussi racines de I’équation

~y™—1=o0, parce que, P? et y? étant =1, on aura aussi BH=r,
y#? = 1; mais toutes les racines de I'équation y™ — 1 = o ne pourront
pas étre représentées par les puissances successives de ces racines £ ety.

On voit aussi que le produit fy sera racine de la méme équation
y™—1=o0; mais aucune puissance de cette racine, dont 'exposant
serait inférieur A m, ne pourra étre égale & I'unité, 3 moins que P
ou y ne soit =1; car il faudrait que I'exposant de cette puissance fut
un diviseur de m, et par conséquent égal & p ou i ¢; on aurait donc
(By)?=1 ou (By)?=1. Dans le premier cas, on aurait y? =1, i cause
de p? =1 (hyp.), et, comme on a déja y?— 1=o (hyp.), il en résul-
terait y — 1= o, i cause que p et ¢ sont premiers entre eux; dans le
second cas, on aurait p —1=o. .

" 9. Ainsi, tant que 8 et y sont différents de P'unité, la racine py de
I'équation y”—1=o0 a, lorsque m=pq, la méme propriété que la
racine « lorsque 7 est un nombre premier, savoir, que toutes les ra-
cines de cette équation peuvent étre représentées par les puissances
successives de fy.

10. Comme les valeurs de B sont au nombre de p et celles de y au
nombre de ¢, les valeurs de £y seront au nombre de pg, c’est-a-dire
de m, et il est facile de proﬁver que ces valeurs seront toutes diffé-
rentes entre elles, parce qu'elles peuvent étre représentées par £+,
en faisant successivement 7==r1, 2, 3, .o,pets=1,2,3....,¢, 2
cause que les nombres p et ¢ sont supposés premiers; d’ol il suit que
toutes les racines de I'équation y™ — 1 = o, m étant = pq, peuvent étre
représentées par les produits By des racines des équations y? —r=o,
v? —1=o0, p et ¢ étant des nombres premiers. :

On prouvera de méme que, si 7= pgr, en supposant p, ¢, r des

- nombres premiers, et que f, y, 3 solent respectivement des racines
quelconques des trois équations y? —1=0,y'—1=0,) —1=0,le
’ ' 38.
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produit £y3, en donnant successivement a £, y, 3 toutes leurs valeurs,
pourra représenter toutes les racines de I'équation y™ —1=o0, et que
celles de ces racines qui seront exprimées par $y3, en excluant 'unité
des valeurs de B, v, 5, auront les mémes propriétés que les racines de
'équation y™— 1 =0, lorsque m est un nombre premier.

Et ainsi de suite.

11. Mais, si I'on avait m = p?, p étant un nombre premier, en pre-
nant ¢ pour une quelconque des racines de I'équation y? —1=o, il est
clair que £ serait aussi racine de l’équation‘ y"—1=o, el que '{/E le
serait aussi. On prendrait donc, dans ce cas, pour y une quelconque
des valeurs de {/B, et I'on aurait également fy pour l'expression de
toutes les racines de y” —1=o.

De méme, si m =p?®, en conservant les valeurs de £ et v, on ferait
de plus ¥={/y, et 'on aurait gy pour U'expression de toutes les ra-
cines de y™ — 1 = o, en donnant successivement 2 P, y, 8 toutes leurs
valeurs. Et ainsi de suite. -

12. Done, en général, si m =p*¢’r=..., et que B, v, 3, ... soient
respectivement des racines quelconques des équations

_yﬁ;I:o, yi—1=o0, yYPr—1=0, ...,
P> gs 1, ... étant des nombres premiers; si I'on fait de plus

‘ ﬁ’:(?(?, _”:W, ceeh y':t{/y, = ?/}7, vy O'=V8, "=V, .,
on aura i
BEE". Xy X3S
pour I'expression géﬁérale des racines de I'équation y™—1=o0, en
donnant successivement a 8, &, ..., 7, «/, ceey 3,0, ... toutes les va-
leurs dont ces quantités sont susceptibles chacune en particulier.

On voit par 1a que, pour avoir les racines de I'équation 4 deux termes
y™—1=o0, lorsque m n’est pas un nombre premier, il suffit de ré-
soudre des équations semblables des degrés dont les exposants soient
les nombres premlers qui composent le nombre 7.



DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. 301

13. Enfin nous remarquerons que, comme I’équation y™—1=o0
manque de tous les termes intermédiaires, si I'on nomme 1, o, 8,7, ..
ses racines, on aura, par les formules générales données au commen-
cement de la Note VI, ’

i+ +38 A4y 4...=o0, -
1+a? +f2 49y +...=o,

1+ad B 4y 4. .=o

...... e ety
I_,_“m—a_*_f)ma+7nz—x+___:0;'

ensuite, i cause de «™ =1, ™ =1, ..., on aura

I -4 _i__ﬁm +ym +.o=m,
T o By =6,

I o2 ﬁm—f—‘_’ 4 7m+2 . == 0,

et ainsi de suite.
Ces différentes remarques nous seront fort tiles dans la suite.

14. Ces préliminaires posés, considérons la fonction.
b=+ ad” a2 A AP T A gV AL A o (),

dans laquelle ', 2", 2", ..., 2 sont les racines de I'équation propo-
sée du degré m, et = est une racine quelconque de I'équation y™ — 1= o,
de maniére que P'on ait 2™ =T1. ’

On voit d’abord que cette expression est une fonctlon invariable des
quantités o', ex’, *2”, ..., et qu’ainsi le résultat des permutations
des racines ', o, ", ... entre elles sera le méme que celui des puis-

sances de « entre elles.

15. 1l s’ensuit de 1a que «z sera le résultat des permutations simul-
tanées de 2’ en x”, 2" en &”, ..., "™ en &/, & cause de «”=1. De
méme, «>¢ sera le résultat des permutations simultanées de " en 2",
2" en 2V, ..., ™" en & et ™ en &”, & cause de &” =71, o' =1,
et ainsi de suite.
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Donc, ¢ étant une des racines de 1'équation résolvante en ¢, as, @®¢,
#3t, ..., o't seront aussi des racines de la méme équation; par con-
'séquent, I’équation en ¢ devra étre telle qu’elle ne change pasen y chan-
geant Z en «Z, en «*/, en 2*¢, ..., en «”'¢, d’ot il est facile de conclure
‘dabord que cette équation ne pourra contenir que des puissances de ¢
dont les exposants soient multiples de .

Si donc on fait # =, on aura une équation en § qui ne sera que du
degré1.2.3...[m —1] et dont les racines seront les différentes valeurs
de 0 résultant des permutations des m — 1 racines #”, 2", ..., a™
entre elles.

16. L’expression de 6 sera, a cause de «” =1, 2*” =1, ..., de la
forme

5

O =E0+ ol 4 a?E" + a3 s g (D),

dans laquelle les quantités £°, &,%, ... seront des fonetions détermi-
nées de o', &, 2", . w., lesquelles auront en général la propriété d’étre
invariables par les permutations simultanées de ' en &, " en 2", . ..,
™ en ', de 2’ en 2", x” en v, ..., ™ " en &/, 2™ en x”, et ainsi
de suite, ce qui suit de.ce que 8 est egalement =" = ()" = (a*2)", .
Lorsque les quantités &°, &', £”, ... seront connues, on aura tout de
suite les valeurs de toutes les racines, ', 2", 2", ... de la proposée;
car, puisque 0 = #7, on aura 2=V, et, si 'on dénote par 1, , 8, 7, ..
les racines de I'équation y” —1=o0, et qu'on dénote aussi par 6°, ¢,
07, ... les valeurs de 6 qui répondent i la substitution successive de
1, %, B, v, ... alaplace de « dans expression de 6, on aura, i cause de

t=2a' + ax" +2*x" .. A amixm),
les équations suivantes

z + .'z.//_'_ 2" x(m):m‘/ab’
9 — m

& a4+ a2 . . gt ) ="V

x + B+ ﬁ2x1ﬂ+_ .. pm zlm)— ”"/97/’

2" yx’ et +. ..+7m—'.z(r{t):"(/§/7’



2

DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. 303
Ces équations, étant ajoutées ensemble, donneront d’abord, par les

propriétés des racines 1, 2, B, y, ... (n°13),

o VOO + VOV . V)

m

Ensuile, si on les multiplie respectivement par 1, «™*, g7, v, ...,
et qu’on les ajoute de nouveau ensemble, on aura, par les mémes pro- -
priétés, B

e VB0 - =t NG 4 Bt VG 4y VG
- m '

On trouverait de l]a méme maniere

o "‘1/90 A g2 "‘l/@_’-_l_ 6m—2 "‘Z/é";_{_ ym—’s ne 7 L. ,
m ’

et ainsi de suite.

17. Nous remarquerons sur ces formules que le terme 'v0°, étant égal
3 la somme @'+ @’ + "+ ... des racines, est donné immédiatement
par I’équation, de sorte qu'on a y8°=A (n° 2), équation nécessaire-
ment identique, et qui pourrait servir, s'il en était besoin, a-s’assurer
de la bonté du calcul.

Il s’ensuit de Ia aussi que, comme 6° =Z°+& +- £+ ..., en faisant
o=1, 0N aura , '

BO B B4 B ) = 0 = A,

et par conséquent -
P=An— ..,

valeur qui, étant substituée dans I'expression générale de 6, la réduira
a cette forme plus simple

0= A7+ (@—1)E' 4+ (22— 1)E" + (a3 —1)E"+.. .,
et on aura les valeurs de ¢, ¢”, 6", ... en mettant les racines z, 8,
v, ... de I'équation ” ' ‘

ym—l _*_'7-71&—2 +]-Ill—3 .1 =0,

a la place de « (n° 16).
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18; La difficulté se réduit done a trouver les valeurs des quantités
gLk e qui entrent dans l’ex[;ressionde 8, lorsqu’elles ne sont
pas données immédiatement. Dans cette recherche, il convient de dis-
tinguer le cas ol liexposant m est un nombre premier de ceux ot 7 est
un nombre composé. ‘ ‘ |

‘Supposons d’abord que m soit un nombre premier; nous avons dé-
montré ci-dessus (n° 6) qu’alors, en prenant pour « une racine quel-
.conq'ue de I'équation y™ — 1 = o, autre que I'unité, sidans la série des
puissances o, «®, «*, ..., «™ ' on substitue a la place de « une quel-
conque de ces mémes puissances, on retrouvera toujours la méme série
de puissances, seulement dans un ordre différent. Or il est visible que,
dans la fonction ¢, le changement de « en «* répond aux substitutions
simultanées de 2" 4 #”, #” & aV, ..., que le changement de « en o
répondra aux substitutions simultanées de 2”4 2, 2”4 2%, ..., et
‘ainsi de suite. Donc les changements successifs de « en o*, «*, ...,
"~ répondront i autant de permutations ol «” prendra la place de
@, &Y, ..., 2™, ce qui fait m — 1 permutations, dont chacune pourra
ensuite étre combinée avec toutes les permutations possibles entre les
autres m — 2 racines &”, @, ..., ",

11 en sera donc de méme de la fonction 6, et, comme dans cette
fonction les changements de « en «*, «®, ... répondent 3 des sub-

PR

stitutions de & a &, 4 &, ... correspondantes a celles de " a 2",

<

2 at, ... dans la fonction 4 il est facile'd’en conclure que les quan-
tités &, £, £, ... seront les m — 1 racines d’une équation en & du
degrém — 1, dont les coefficients seront des fonctions de o', 2", 27, ..

qui ne séront susceptibles que d’autant de valeurs différentes qu’il y
aura de permutations entre les m — 2 racines ", ', ..., 2, cest-
a-dire de 1.2.3...(m— 2) valeurs, et dépendront pér conséquent

d'équations du degré 1.2.3...(m— 2).

19. On peut méme démontrer que tous ces coefficients ne dépen-
dront que d'une seule équation de ce mémé degré, car, si I'on repré-

sente par
P Em_|_l\linz%2+N£m“3—...:0“
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l’équation en £ dont ¥, ¥7,E",..... sont les racines; en faisant dans les
fonctions M, N, ...les 1.2.3...(m — 2) permutations entre les racines
a”, @, ..., on aura autant de pareilles équations qui, étant xilultipljées
ensemble, donneront une équation finale en £ dudegré 1.2.3...(m —1),
dans laquelle les coefficients seront des fonctions invariables des ra-
cines &', 2", x”, ... et par conséquent déterminables par les coefficients
A, B, G, ... de’équation proposée. S e '

L’équation ' , ,

Fm~t _ MEgm—2 4 NEm—3 — ., .=o0 ,
sera donc un diviseur de celle-ci; faisant la division & la maniere ordi-
naire et égalant a zéro les m — 1 termes du reste, on aura autant
d’équations, dont les premiéres 7 — 2 donneront les valeurs de N, P, ...
en fonctions rationnelles de M. Ainsi il suffira de trouver I'équation
en M du degré 1.2.3...(m — 2).

* Si donc cette équation pouvait se résoudre, et il suffirait d’en con-
naitre une seule racine, on aurait les valeurs des coefficients de I'équa-
tion en &, qui est d’un degré moindre d’une unité que la proposée,'et
dont les m — 1 racines seraient les valeurs des quantités £, €7,2", ..
qui entrent dans I'expression de 6.

20. Mais, au lieu de chercher les racines&’, %", £”, ..., il pourrait étre
plus simple de chercher directement &, 67, §”, .... Il est clair que ces
quantités seront les racines d’une équation en 6 du (m— 1) degré,
quon trouvera en éliminant « de I'expression de 0, au moyen de
I’équation

oM —1==0,
aprés en avoir 0té la racine 1, ¢'est-a-dire de 1'équation

oMt pgm=2 fgm—3 1. 4 1==0,

Cette équation en 6 sera ainsi débarrassée de la racine «, et ses coeffi-

I4

y ..., 6tant considérés comme
fonctions des racines «', ”, a”, ..., ne seront susceptibles que de

cients exprimés par les quantités &°, &/,

1.2.3...(m — 2) variations par toutes les permutations possibles entre
VIIL « ' 39
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ces racines; car, comme les changements de place de #” répondent
aux substitutions de «2, o2, ... au lieu de 2, et que la quantité « a
disparu de I’équation en 0, il s’ensuit que, dans I'expression de ses
coefficients, on pourra regarder 2’ comme fixe, ainsi que 2’.

Sans employer la voie de 'élimination, on pourra parvenir directe-
ment & cette équation en 6 au moyen de ses racines ¢, 67, 6", ..., dont
I'expression est connue; car, en représentant cette équation par

gm—1 _Tgm—2 4. (hm-3 —,, —=o,

+

on aura, par les formules connues,

T=6 +6 +6 +...,

U= 6"3”-%— 06" + 66" +. ..,

21. On pourra faciliter beaucoup la détermination de ces coeffi-
cients en les déduisant des sommes des puissances successives des
racines ¥, 0", ... jusqu’a la m**™e puissance. En effet, si 'on éleve suc-
cessivement le polynome

E¥ 4 af 4 B 4 a3 E . L amt E ()

aux puissances 2ime, 3itme et qu’on dénote par§,, £, &, ... les
termes de ces puissances qui ne seront point affectés de la quantité «,
apres avoir substitué partout 1 pour o™, « pour «™*', et ainsi des
autres; que, de plus, on fasse pour l'uniformité

9(’:204—5’4‘2’14—&”"‘"-"+£(m_”’

en sorte que les quantités 6°, &, 6”, ... répondent aux racines 1, «,
B, ..., il est facile de voir qu’on aura, par les propriétés de ces racines
exposées plus haut, mZ°, mZ,, m?,, ... pour les sommes des puis-
sances 1iére, oftme, itme  ‘des quantités 6, v, 0, ... '

Or 6° =A™ (n°17); donc, si I'on retranche respectivement des-quan-
tités mE, mk,, mi,, ... les puissances de A™, les restes mE® — A”, ‘
mt, — A" mt, — A*, ... sont les sommes des m — 1 racines ¢', ¥,
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0”7, ... de leurs carrés,k de leurs cubes, etc., d’olt I’on tirera les sommes
de leurs produits deux & deux, trois A trois, eftc., par les formules don-
nées dans le’ ChapllreI (n°8), ainsi qu ‘il suit

. T:mgo~Am’
N U= T(m?éo_Am) mEg — A2m ‘ .
= - y - .
2 2%
CU(mE—Am) T(mEy—AM)  mE, — A

L I R R N R I I I LI IR RS R )

22. Maintenant, si 'on fait dans les- expressions des coefficients
T, U, V,...en o', 2", 2", ... toutes les permutations possibles entre
ces racines &, 2’, ..., on ne trouvera pour chacun de ces coefficients
que 1.2.3...(m — 2) permutations, provenant uniquement des permu-
tations entre les m — 2 racines 7, 27, .... :

Ainsi, on aura pour la détermination de T une équation de ce méme
degré, qu'on pourra former par le moyen de ses racines; ensuite on
trouvera les valeurs des autres coefficients U, V, ... en fonctions ra-
tionnelles de T par la méthode donnée plus haut, relativement aux
coefficients de I'équation en ¢ (n° 19). |

Le probleme se trouvera donc réduit & la résolution de I'équation
en Tdu degré 1.2.3...(m — 2), laquelle sera toujours d’un degré plus
haut que la proposée lorsque m sera au-dessus de 3. Il est possible que
cette equatlon puisse étre abaissée & un degré moindre, mais c’est de
quoi il me parait trés-difficile, sinon impossible, de juger a priori.

23. A V'égard des racines «, B, vy, ..., comme elles sont avec 1'unité

les racines de I’équation
ymr—1=o,

" si Pon divise cette équation par Y —1pouren éliminer la racine 1, on
_aura I'équation du degrém — 1

J‘m—-i +]~nt~—2 +ym—3 +.._ 1=0,

dont «, B, y, ... seront les m — 1 racines.
' 39.
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Cette équation est d’abord, comme I'on voit, d’un degré moindre
d’une unité que 'équation proposée; mais, étant d’une forme conver-
tible, elle peut toujours s’abaisser 2 un degré moindre de la moitié;
de plus,.par la belle découverte de M. Gauss, on peut la résoudre &
'aide d’autant d’équations qu’il y a de facteurs premiers dans m —1,
et qui ne montent qu'aux degrés marqués par ces facteurs. On peut
méme la résoudre directement sans passer par aucune équation inter-
médiaire, comme on le verra dans la Note suivante.

24. Nous avons supposé (n° 18) que Vexposant m du degré de
l’équation'est un.nombre premier; considérons maintenant le cas ol
cet exposant est un nombre composé, Dans ce cas, nous avons vu que
les racines de I'équation y™— 1 =o0 sont de deux especes : les unes
sont communes i I’équation y"— 1 =o0, n étant un diviseur de m, et
leurs puissances ne peuvent pas représenter toutes les racines de 1'é-
quation primitive, parce qu'elles n’ont de valeurs différentes que
jusqu’aux puissances n, apres quoi les mémes valeurs reviennent tou-
jours dans le méme ordre; les autres n’appartiennent qu’a I’équation
y™—r1=o0 et jouissent des mémes propriétés que les racines de cette
équation lorsque 7 est un nombre premier. Ainsi, il faudrait d’abord
borner le raisonnement du n°® 18 aux seules racines «, qui sont propres
a I'équation y™” -~ 1 =0, et modifier en conséquence les Conclusions
que nous en avons déduites relativement & I'équation en £. De plus, en
n’employant méme que ces racines pour «, on ne peut pas dire que la
substitution d’une puisSance quelconque de « & la place de « dans la
série a, v, a%; ..., ™' redonne toujours les mémes ‘ter"mes,‘parce que,
si m = np, la substitution de «* pour « ne donnera jamais que les puis-
sances o, «2*, ..., «"P, 4 cause de or2.—=1. Il résulte de Ia que les
quantités &', £, £”, ... ne pourront plus étre les racines d’'une méme
équation, mais devront dépendre d’équations différentes qu’il faudrait
chercher séparément, ce qui allongerait le caleul.

Mais, en employant les racines communes & I’équation y:—1=o,
la méthode générale se simplifie et la résolution du degré m se réduit
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a celle d’autant &' équations des degrés.inférieurs n que l’exposant m
a de facteurs premlers ¢’est ce que nous allons développer.

25.’ Supposons donc que équation m ait un diviseur n; nous avons
vu (n°7) que toutes les racines de I’équation y” — 1 = o sont communes
a I’équation y™ — 1 =o; a1n51 dans la fonctlon

=z + oz’ +oc-.z”’+ o am—tg(m),

nous pourrons prendre pour« une des racines de I’équation y*— r=o.
On aura alors

a? =1, o :'ko:, att=g? " .., q‘-’il =1, g2+ = @, a2,
jusqu’a o™ —_—‘1, et 'expression de ¢ se réduira i cette forme plus simple
: t: Xf;’:-~acX"+'a2jX”’+; Soban i X(R)

en faisant, pour abréger,

X' =2 4 e —+ p(2n+1) 4| o x(m-n-i—i)
X7 =" +x”’+”+ Zn) 4 +x("’ ),

X _-1/" . .Z‘(”"‘3)+ 2(20+3) 4., + x(”l“'l+3),

X ) 4 2(0) g 4 glm),

. Regardant maintenant les quantités X', X7, X", ..., X® comme les
racines d’une équation du degré n, il est c1air qu’on pourra appliquer
a la fonction ¢ les mémes raisonnements qu’on a faits dans les n° 15
et 16, et qu’on parviendra i des conclusions semblables.
Ainsi, en faisant t”—e on aura, i cause de «" =1, une expression
de 0 de la forme ,
0 =5+ ok + a2k +. ..+ an EUH),

dans laquelle les quantités £°, &/, £, ... seront des fonctions connues
de X', X", X", ..., lesquelles auront la propriété d’étre invariables par
les échanges simultanés de X" en X7, X" en X”, ..., X® en X'..
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Connaissant ces quantités, on aura immédiatement les valeurs des
racines X', X”, X”, ... par des formules semblables & celles du n° 16.
Ainsi; en prenant 1,a,8, ... pour les racines de 'équation y” — 1=o,
et supposant que 8°, &, 0, ... soient les valeurs de 0 qui répondent i

a=1,0e P ¥, ..., 0N aura .

Voo - Yo+ V4.

X, = Py *
v VOO = VG 4 B VBT L
X" = 7 - 9
X,,,__ V60 4 an—2V/F 4 gr—2 VG ..

—_ ?

ott I'on remarquera que le terme y0° est toujours égal 4 la somme des
racines, qui est ici

XXX =2 2"+ 2”4, .= A.

On n’aura encore par la que les racines X/, X", X”, ...; pour avoir
les racines primitives &', «”, z”, ..., il n’y aura qu’a regarder séparé-
ment celles qui composent chacune des quantités X/, X”, X", ... comme
" les racines d’une équation du degré égal au nombre de ces racines et
y appliquer la méme méthode.

26. Lorsque n est un nombre premier, ce qu'on peut toujours sup-
poser en -prenant pour n un des facteurs premiers du nombre m, les
quantités &, £”, £”, ... seront, comme dans le n° 18, les racines d'une
équation du degré n— 1, dont les coefficients dépendront d’une équa-
tion du degré 1.2.3...(n — 2). Cette derniere équation aura pour coef-
ficients des fonctjons rationnelles de ceux de I'équation en X dont X',
X7, X", ... sont les racines. Or ceux-ci ne sont pas connus; il n’ya que
ceux de I'équation donnée dont &', 2%, «”, ... sont les racines qui le
soient; il s’agit donc de voir comment ceux-13 pourront dépendre de

“ceux-cl.
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11 est clair que, en substituant podr X', X7, X”, ... leurs valeurs en
', o, &”, ..., les coefficients dont il s’agit deviendront des fonctions
connues des racines «’, 2’, &7, ..., et, pour trouver les équations d’olt
ces fonctions dépendront, la difficulté se réduira & chercher de combien
de valeurs différentes ces fonctions seront susceptibles par toutes les
permutations possibles entre les racines «', 2, 2", ..., ™. ‘

27. Le nombre total des permutations entre ces 7 racines est en
général 1.2.3...m; mais, 'il y a des permutations qui ne produisent
aucun changement dans les fonctions dont il s’agit, il faudra diviser
par le nombre de ces permutations le nombre total des permutations,
parce que chaque permutation se combinant avec toutes les autres ne
s'ajoute pas aux autres, mais les multiplie.

Or les racines z/, @+, ..., ™7+ qlii entrent dans l"expression
de X, et qui sont au nombre de p, & cause de m = np, sont susceptibles
de 1.2.3...p permutations; mais, comme elles entrent dans X’ sous
une forme invariable, leurs permutations ne produisent aucun chan-
gement dans la valeur de X'; par conséquent, on aura d’abord le divi-
seur 1.2.3...p. ’

L’expression de X", étant dans le méme cas, donnera de nouveau le
diviseur 1.2.3...p, de sorte qu'on aura le diviseur (1.2.3...p)% &
raison des deux fonctions X et X”; par la méme raison, les trois fonc-
tions X', X”, X” donneront le diviseur (1.2.3...p)*, et les n fonctions
X', X, X”, ..., X donneront par conséquent le diviseur(1.2.3...p)".

Enfin les n quantités X', X”, X", ... sont susceptibles en elles-mémes
de 1.2.3...n permutations, et, comme les coefficients de I’équation
en X sont des fonctions invariables de ces quantités, il en résultera
encore le nouveau diviseur 1.2.3...n. R

D’oi1 I'on peut conclure que les coefficients de cette équation, regar-
dés comme des fonctions des m racines «/, #”, ", ..., ne seront
susceptibles que de

1.2.3...m
1.2.3...0{t.2.3...p)*
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valeurs différentes, et ne dépendront par consequent que d’une équa-
tion de ce degré. , ,

“Ainsi, les coefficients de I'équation du degre 1.2.3...(n—2), qui
sont des fonctions rationnelles de ceux de I’équation en X, dépendront
‘d'une équation de ce degré.

Done, en donnant a ces coefficients toutes les valeurs qui répondent
aux racines de cette derniére équation, et multipliant ensemble toutes
les équations résultantes, on aura enfin une équation du degré

1.2.3...m < 3 ' " savoi  ra3...m
La...n(1.2.3...p)" <r.2.3...(n—a), savoir (n—1)n(1.2.3...p)"

5.

ce sera I'équation d’olt dépendront les coefficients de I'équation en & du
.... Ainsi,

//I

degré n — 1, dont les racines seront les valeurs de &/, &, &
on peut dire que c’est & une équation de ce degré que »la résolution
de I’équation proposée se réduira en derniere analyse.

28. Pour achever la résolution de ’équation proposée en «, il faudra
encore tirer les valeurs de ses racines &', o, ", ..., ™ de celles
des racines X', X”, X”, ... (n°25)." Pour cela, on regardera les p'ra;
cines &', ™", ... qui composent la valeir de X’ comme étant les
racines d’une équation du p®* degré et qui sera de cette forme

Lo B s
2P — X'gP~t - QP2 — pxP~3 +yxP=t —. . =0,

dans laquelle les coefficients %, y, v, ... seront inconnus; mais; comme
cette équation est censée renfermer p des 7 racines de 'équation pro-
posée ‘ '
: m— Agm—t 4 Bam—2 — Cam-3 4, ,=o,
ol m = np, elle devra étre un diviseur de celle-ci; par conséquent, il
'y aura qu'a faire la division ordinaire, en supposant nuls les termes
affectés de 27~', x#-*, ... dansle reste. On aura, par ce moyen, p équa-
tions en X, %, i, ..., dont les p— 1 premitres donneront les valeurs
de 3, p, ... en X' par des équations linéaires. Ainsi, X’ étant connu,
on aura aussi %, 4, ..., et il ne s’agira plus que de résoudre cette
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équation du degré p. De méme, en substituant la valeur de X” & la
place de celle de X', on aura P’équation qui donnera les racines 2,
e, ) et ainsi de suite.

29. On voit par la que cette derniére méthode revient a décomposer
’équation du degré m =np en n équations du degré p; mais, si pour
cette décomposition on suivait la méthode ordinaire, il faudrait ré-
soudre une équation du degré

m(m—i){m-—2)...(m— p-1)
T r.2.3.0.p

?

comme nous 'avons vu dans la Note X, au lieu que celle-ci ne demande
que la résolution du degré ' o

1.2.3...m
(n—1)n(1.2.3...p)*’

qui est toujours moindre que le précédent.
Soit m =4, n =2, p=2; ces degrés seront
4.3 1’.2.3.

a0 Sn

B
i

Soitm =6, n=12, p=23;on aura

6.5.4 1.2.3.4.5.6 _

123 % 2(1.2.3)2 =10,
et, sil’on fait n =3, p=12, on aura

:6.5 ‘ 1.2.3.4.5.6 ;

T2 S3pap

et ainsi du reste.

30. Appliquons la théorie précédente aux équations du second, du

troisieme et du quatrieme degré.
Soit d’abord I’équation du second degré .

22— Az +B=o0,

dont les racines soient &’ et-2”. ,
VIIL | | fo
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On a ici m= 2, qu’on peut regarder comme un nombre premier;
prenant pour« une racine de I’équation

7'2 —1=0,
on fera !
‘ . t=x'4+ax’,
d’ou 'on déduit
. . B 0:t2:xlq+x110+2dxlxll
acausede e*=1; donc ¥ = 22'2”, fonction invariable des racines 2’ et «”.

En effet, on a B=a'x", et par conséquent & = 2B. Or 1’équation

ry*—i1=o

-donne y=1, —1; donc o= —1 et (n°17) " =A* — 28 = A* — 4B.
Ainsi les expressions des deux racines seront (n* 16, 17)
,_ A+ VATZ(B

xXr = ——
L2

o A— \/'\2—- 4B
2

?

comme on le sait depuis Jongtemps.

31. Soit maintenant I'équation générale du troisieme degré
—Az?+Bxr —C=o,

dont les racines solent «', 27, ",

On aici m =3 nombre premier; la foncuon ¢ sera done, en prenant
pour « une racine de y* — 1 =o,

l=x"+qa" + x22”,
et la fonction 6 = #* sera, & cause de «® =1,

0 :E" + el ot
ol I'on aura S
go_x13+‘z,r/3 +xm3+6xl Y III
1C: 3( II 1 .Z'I’).Z”’—l— xll/‘)x )

v

gll,: 3(.1' 27 xl/)x <+ .Z”' ,.Z”).
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‘Les quantités &', £ seront donc les racines d’'une équation du second
degré, dont les coefficients dépendront d’une équation du degré
1.2...(;m— 2), c’est-a-dire du premier degré, et qui seront par consé-
quent des fonctions rationnelles de ceux de .I’équation proposée. En
effet on voit que, par toutes les permutations possibles entre les trois
racines ', ”, ", les deux fonctions £, £ restent les mémes ou se

changent I'une dans I'autre, de sorte qu’en les supposant racines de
I'équation . : ,
£ ME 4 N=o,

on aura M =¥ + %", N=¥%”, fonctions invariables de &, 2", 2", et par'
conséquent déterminables par les coefficients A, B, C de la proposée.

En effet on trouve facilement, par les formules de la Note X (n° 4),
M=¢+¢§=3AB—gC,
N =" = gBr-+g(A® — GAB)C+ 81 C2
Ainsi 'on n’aura a résoudre que l’équation du second degré
£2 — (3AB — gC)& - gBS 4 g(A® — 6AB)C - 81C2= o,

dont on prendra les deux racines pour les valeurs de £’ et £”.
 TFaisant ensuite (n° 17)

0 =A%+ (a—1)E + (a®—1)¥,
=83+ (B — 1)+ (B — 1),

et substituant, dans les formules du n°46, 3 au lieu de 7 et A au lieu

de :1(55 (n°17), on aura

e A+a“¢”+w” |

‘, A+\/9 . A+ Vo4V
PO ( = AV VT
’ 7 377 377 3,75
At ve +@ Ve .\ ou bien x,,:A—!-ﬁ\/i—f-a\/G’

v A+aV§+pVE

a cause de P =a?, et par conséquent §*>= a.

4o.



316 - NOTES SUR LA THEORIE
- Et les deux quantités «, § seront (n° 23) les racines de 1’équation

Y:i4y+i1=o,
laquelle donne

ey =3 —1— =3
— B= .

= - ————— . -

2

32. Mais on peut avoir des expressions plus simples par le moyen
de I'équation en 6 qui sera ainsi du second degré. /

En représentant cette équation par

2—~TH+U=p,

on trouvera les valeurs de T et U par les formules données plus‘haut
(n°21). '

On aura ainsi
: T = 350 — A3,

T(38—AY) _ 3&— A°

2 2

U=

o &, est le premier terme dégagé de « dans le développement de
(B° + o' + 22£”)*, et'1'on trouve, 2 cause de «* =1,
: Ea=(£0)2+ 28"
Or on a (n°17)
P=A—F—'=A"—M;

done, puisque £&”=N, on aura

T —=2AS—3M,
2 3(A3— M)24 6N — A
U= - = Py .
2 2 -

et, substituant les valeurs de M et N trouvées ci-dessus, on aura
T =2A%—9AB + 27(, .
U=A6—gA‘B +27A2B2— 27B=(A2— 3B)3,

L’équation en 9 sera donc

62 — (2A3—gAB +27C)0 + (A2 —3B)*=o,
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dont, les deux racines étant prises pour 8’ et 0”, et substituées dans
les expressions précédentes de «', =", «”, ..., on aura la résolution la
plus simple de I’équation du troisieme degré. '

33. Venons & I'équation du quatritme degré représentée par la

formule S : . e
'~ Az3 - Bx?—Czx+D=o.

Comme on a ici 4 =2.2, il est plus simple de suivre la méthode
du n° 25; en faisant » =2, on prendra pour « une racine de 1'équa-

tion y
y*—i1=o,

en sorte que «®= 1. On fera ainsi
t=X+aX’, X=2+2", X'=2z"+ x
De 13, on aura |
=80+ ab, et E2=X"24+X"2, ['=2X'X",

Ainsi I'équation en &, dont £ est racine, ne sera que du degré » —1,

c’est-a-dire du premier degré, et ses coefficients ne dépendront que

d’une équation du degrélﬁ'%;—4 =3 (n°27), de sorte qu’on aura en &’

une équation du troisieme degré, telle que
' g3 —ME2+NE— P=o,
Les racines de cette équation seront les valeurs de
F=a2X'X"=0a(2'+2") (2" + 2')

qui proviendront des permutations entre les trois racines, et il est
facile de voir en effet que ces valeurs ne seront que les trois suivantes :
a2+ 2" ) (2" + 2'), B
‘2(.%’ . .Z‘” )(.’L‘I”-i— .’L'”),

2(xl+x1.v)(xn+ ,III)‘

D’aprés ces racines, on pourra former les coeflicients M, N, qui se
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trouveront exprimés par des fonctions invariables de &', 2/, 2", a*
et seront déterminables en A, B, C, D

34. Pour faciliter cette recherche, nous remarquerons que l'on a,
par l’equatlon proposée,
-

¢

B=2a'a'+x'2" + 2’27+ 2"2" 4 2" 274 2”2

(.Z‘ +.9¢”/ )(x"-—l—x")—-}—x' " -—*—.1'”.%‘”

= (2 + 2" )(x"’—i—x“v)-l—x' G A

= (&' + ) (2" + 2" ) + &2+ 22"

d’ou il suit que, si Pon fait &' =

= 2B - au, équation en & se trans-
formera en une équation en u dont les racines seront

I ’”—i—x”x" :rx'—}—x”’x” xalV+xll o

Soit : :
—Ru+Su—T=o,
cette équation en u; on aura

{
R_—-*.Z"x'”%—x x“-{-.z'x”—}—x x"+xx‘v+x” W ’B, :
et l'on trouvera de la méme maniére, en employant les formules
données dans la Note X, les valeurs suivantes :

' S=AC— 4D, T=(A>—4B)D+ (2.
Désignons par ' une quelconque des racines de I’équation en u
k —Bu?+ (AC—4D)u—(A2—4B)D — C2=o0;

on aura &= 2B — 24/, et de 13, en faisant « = — 1 et 2 = 2, on aura

0'=A2—of'=A2— B+ fu,
et enfin :
X/_‘_:é'k\/e_i, X” — A"—\/ET_
. 2% 2
35.

Maintenant, comme X' =a’+ «”, on peut regarder ' et x
comme les deux racines de I'équation du second degré (n° 28)

x?—X'z+d=o,



DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. 319
et, pour avoir %, il n’y aura qu'a diviser I'équation proposée du qua-
trieme degré par celle-ci; le premier terme du reste, égalé a zéro,

donnera : :
X3—AX'2+BX'—0(

b= 2X — A

Ainsi, en résolvant I'équation du second degré, on aura

X' yXE 40 X — yXT ]
= —— ——— - y

2 2

[ w
xX

et, comme X”= x"+ 2", on aura les racines z”, 2, en changeant
dans ces expressions X' en X’, ce qui ne demande que de changer le

signe du radical ¥'.
Cette solution revient & celle de Descartes, dans laquelle on résout.

-

I'équation du quatrieme degré en deux du deuxieme, moyennant une
du troisieme. .

~ 36. On peut simplifier ces formules en substituant d’abord e—i—%i@

a la place de u, ce qui donnera cette équation en 6.
65— (3A2— 8B)62+ (3A* — 16A2B+16B2+16AC—64D)0 —(A2— fAB + 8C)2=o,

dont & sera une quelconque des racines & volonté; mais, en employant
les trois,racines,,on'peut avoir tout d'un coup les quatre racines ',
x', z", 2V, ' ' )

Car,.en faisant « =—1, on a_

=g — 2" — x,

et, par conséquent,
§=12= {2+ 2" — 2" — x*%)%

Cette expression de 6 n’est en effet susceptible que de ces trois
valeurs différentes '

. -

(.Z'I"i“ .2,'”/——-.%‘”—— xxv)g’ (.2"+ x”—x”’—-—x”)‘-’, (.Z"-};x"v—— xu_ .22"”)2,

ui seront, par conséquent, les trois racines de I’équation en 0.
q » P !
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Nommons &', 67, 6” les trois racines de cette equatlon ‘on aura. donc

- Ges trois equanons : .
xr+ x”l'—'x”’—‘ x"’: VQI,

.2,;;+x” " pvis \/F’

x4+ .Z'“;—- .Z‘”Y ___ " = ‘/W’
qui, étant jointes & I'équation

xl+xll+xlll+ x]v: A’

laquelle répond & o= 1, serviront 2 determmer chacune des quatre
racmes @, a', &', 2, et Uon trouvera

, A 4+ O + O+ 6"
xXr = M
4
'/ ' A \/-—_+ ‘/6” \/6,”
x
4
.’t”": A+ \/6 ’_ \/el _ VG, R

A— T — iy
A

xIV:

37. Cette solution, la plus.simple de toutes, est due 2 Euler; mais
elle présente une espéce d’ambiguité, & cause des radicaux carrés qui
peuvent étre pris chacun en plus et en moins. En effet on voit que,
en changeant le signe d'un quelconque de ces radicaux ou les signes
des trois radicaux 2 la fois, on a un autre systeme de racmes, repré-
senté par les formules

R A — \/0' \/— \/5"’

m,,;A+¢e'—\/ﬁ+ve"'_ . ,
w_ A— \/y—l— \/é'—}+ \/F’”
a” = 7 ’

A+ T+ T — G

g

Y —
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" Au contraire, en'ne changeant i la fois que les signes de deux des
radicaux, on a toujours le méme systeme de racines. Ainsi, pour savoir -
lequel des deux systemes il faut employer, il n’y a qu’a determmer ]e

signe que doit avoir le produit \/6”\/6”’
Or I’équation en 9 donne

G677 = (A’ — {AB + BC)?;
done, extrayant la racine carrée,
VO V&7 &7 === (A® — {AB + 8C),
et, remettant pour _\/?)7, Vo, \/6—’ leurs valeurs en ', «”, ,
(@ + x,”_x,/_xxv)(x:+x)/_ o %) (&' 4 &t — 2 — o) =k (A3 — {AB + SL)

Pour déterminer le signe ambigu, il n’y a qu’'d considérer un cas .
particulier, par exemple, celui ou les trois racines ”, =", 2 sont
nulles. Dans ce cas, on aura A =z, B=o0, C =0, D= o, et 'équa-
tion précédente deviendra

Z'3 = A3,
‘ < . - . L. '
par ol I'on voit qu’il faut prendre le signe supérieur pour la rendre
identique. Ainsi on aura nécessairement

/@ V7 /i = As— 4 AB + 8C,
d’ott L'on doit conclure que, lorsque la quantité
A'— AB+8C

aura une valeur positive, il faudra employer le premier systeme des
racines, et que, lorsque cette quantité aura une valeur négative, il
faudra employer le second systeme, en donnant tOUJOUI‘S aux radicaux
Vo, vo”, 0" une valeur p051t1ve (*)-

(*) La régle donnée dans cet article, pour savoir lequel des deux systémes d’équations on
doit choisir dans chaque cas, n’est pas assez, générale.

M. Bret, professeur de Mathématiques au Lycée de Grenoble, a trouvé un exemple ol elle
est en défaut, . . : ,

Soit 'équation v

S I xé+222 —8x+ 5 = 0}

i | ' . 4
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38. Passé le quatrieme degré, la méthode, quoique applicable en
général, ne conduit plus qu'a des équations résolvantes de degrés
_supérieurs a celui de la proposée. ‘
Pour le cinquieme degré, soit la formule générale

25— Azt +Bat— Cx2+ Dz —E=o,

dont les racines soient 2/, 2", z”, &, &".
On aura ici 7 = 5 nombre premier, et 'on fera

l= 2"+ oz’ 4+ o2 2" 4 a3 2" + ot 2",
ol z est une des racines de 1'équation

' y'5-;x: 0,
autre que l'unité. ~
On fera ensuite 6 = ¢°, et I'on parviendra a une équation en 9 du

la transformée en 6 est .
33+ 1652 — 2560 — (64)2 = o,

dont les racines sont — 16, — 16, 16, ce qui donne

. 'V57=4, \/5."=4v’——-——l, ‘/6’7::4\/:-—1

La fonction A3 — 4AB + 8C est > 6, parce que A = o,C = 8; ainsi il faudrait,vprendré‘
le premier systéme. On aurait d’abord :

2 =14+2/—1,

qui ne satisfait pas. En effet,

(1 oy =1 ==3+4V—1, (=3+4y=1)l=—7—24y—1;
ainsi I'équation serait = - ] )

;7——;2.’;‘/:—6—*—8\/:——8—16\/——7+5:—16——32\/~1,
ce qui n'est pas zéro. ; » . }
Le deuxiome systéme donnerait ,
' Z=—1—ay=1;
done . . .
—7—2%4Y—1—6+8/—1+8+16y—1+35 =o..

_ Mais je remarque que I'analyse donne simplement 1a condition )
V& V075" = A3 — 4AB + 8C;

dott il suit que le produit des trois radicaux v/, /&, /4" doit 8tre égal et par conséquent
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degré 1.2.3.4, mais qui sera décomposable en 2.3 équations chacune
du quatriéme degré, de maniere que, en représentant chacune de ces*
equatlons par la formule

'm—rm+Uw —Xf+Y=o,

les coefficients T, U,.... rie seront susceptibles chacun-que de six
valeurs différentes par toutes les permutations possxbles entre les
" cing racines &, 2, ", 2, 2", dont ces coeflicients sont fonctmns, et
ces six_valeurs ne dependront par conséquent que d’une équation du
sixieme degré ; de sorte qu’en derniere analyse la résolution de I'équa-
tion du cinquieme degré serait réduite A celle d’une équation du
sixieme. Il est donc inutile d’entreprendre ce calcul, dont on peut au
reste voir le commencement dans les Mémoires de I’ Académie de Berlin
(année 1771, p- 130 el suiv.) (*)-

39. Nous n’avons considéré jusqu’ici que de% fonctions resol\antes

-+ ...; mais les principes que nous avons

U

de la forme ' + a2’ + o*x

de méme signe que la quantité A¥— 4 AB -+ 8C. Donc, si en prenant les Lrois radicaux po-
sitivement leur produit est de méme signe que cette quantité, ce sera le premier systéme
qui aura lieu; mais, s'il est de signe contraire, alors il faudra donner le signe — @ I'un des
trois radicaus, ce qui donnera le second systéme.

Dans I'exemple dont il s'agit, on a

‘/91 /011‘/91/1__4 4‘/_—' 4‘/—1——-64,

tandis que .
44B + 8C = 64.

Ainsi cest le second systéme qu1 a lien.”

La méprise vient de ce qu'on a suppose que le produit des trois radicaux, pris positive-
ment, serait toujours positif.

Au reste, on peut dter toute ambiguité en prenant dans le premler systéme

Y= AL 4GB = 8C

Vi

Dans I'éxemple proposé, pour lequel
‘ i A3 — 4AB + 8C =64,

ayant fait V& =4, 0 =4y/—1, on aura y§"=—4y/=1; alors le premier systeme
donnera , . .
Txl=a, A'=—142y—1, 2V=1. V= —1—2)—1,

véritables racines.
(*) OFuvres de Lagrange, t. 111, p. 205.
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employés pour trouver directement I'équation  dont ces fonctions

* Seraiént les racines peuvent s’appliquer i toute autre fonction des
racines &', «”, «”, ... de 'équation proposée. Il ne s’agit que de cher-
cher toutes les différentes formes dont la fonction proposée est sus-
ceptible par toutes les permutations des racines &', =”, ", ... entre
elles, et former une équation qui ait toutes ces différentes formes pour
racines. Les coefficients de cette équation, étant des fonctions inva-
Piables' de ses ré_cines, seront aussi des fonctions invariables des racines
de la proposée et pourront, par conséquent, se déterminer par des
fonctions rationnelles des coefficients de celles-ci, qu'on trouvera tou-
jours par les formules données dans la Note X.

On pourrait croire que chaque fonction différente des racines d’une
méme équation dépendrait aussi d’une équation différente; cela a lieu,
en effet, pour toutes les fonctions qui ne sont pas semblables, mais
pour celles que j’appelle semblables, et dent la propriété consiste en ce
que, par les mémes permutations, elles varient ensemble ou demeurent
les mémes, on peut les faire dépendre toutes d’une méme équation,
parce qu’on peut toujours les exprimer par des fonetions rationnelles
d’une quelconque d’entre elles.

T'ai donné dans les Mémoires de I’ Académie de Berlin de 'année 1771
(p. 203 et suiv.) (*) une méthode générale pour la détermination des
fonctions semblables des racines d’une équation quelconque donnée;

~ je ne la rapporterai point ici, pour ne pas trop allonger cette Note.

40. Mais je ne saurais la terminer sans dire un met du beau travail
que feu Vandermonde a donné dans les Mémoires de I’ Academie des
Sciences dé Paris (année 1771) sur la résolution générale des équations.
Son Ouvrage et le mien ont été'composés et lus & peu pres en méme
temps, I'un & 'Académie des Sciences de Paris et I'autre 3 celle de
Berlin. Vandermonde, en partant d’un principe général, est arrivé a
des résultats semblables & ceux auxquels m’avait conduit 'examen des

") QEwores de Lagrange, t. 1L, p. 205,
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" différentes méthodes connues jusqu’alors. Comme ce rapprochement
est intéressant pour l'analyse, on sera bien- aise de les trouver ici.

Le principe dontil s’agit est que I'expression analytique des racines
d’une équation doit étre une fonction de ces racines; telle qu’elle puisse
égaler indifféeremment chacune des racines, et qui ne soit qu’une fone-
tion de leur somme, de la somme de leurs produits deux a deux, de
celle de leurs produits trois a trois, et ainsi de suite, afin que cette
fonction puisse en méme temps se déterminer par les seuls coefficients
de 'équation donnée.

" 41. En examinant, conformément A ce principe, la résolution connue
de I'équation du second degré, Yandermonde observe que la fonction
qui donne cette résolution est de la forme

a+b+\/’(a—b52
‘ 2

2

a et b étant les deux racines de 'équation. En effet, 2 cause de I'ambi-
guité du radical carré, cette expression devient indifféremment a ou b,
et, en méme temps, Ies deux quantités @ + b et (a _ b)* sont expriQ
mables par les coefficients de I'équation

—Ar+B=o,
car on a

a+b=4, (e—b)=a*+b2—2ab=(a+b)?— fab=A2—{B,
ce qui donne la resolutlon connue

A+VA’

L’auteur applique ensuite le méme principe aux équations du troi-
sieme degré, et il trouve qie la fonction qm donne leur résolution
peut se redulre a la forme

a—+—5+c+:\;/(a—Fl'b+r”c)-";¥—:\i/(a+r‘”l)+rc)3

3" ?
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ol a, b, ¢ sont les trois racines de 'équation, et 7', r” les valeurs qui
satisfont avee Punité & 1'équation ' '

r”— 1=o.

En chet cette expression devient d’abord égale & a, & cause de

e = =0} ensulte, comme chaque radical cube peut étre mul-
tiplié par 7 ou r”, la méme expression deviendra b ou ¢ ‘en mu]tlphant
les deux radicaux par ’ et 7”, ou par r” et r, & cause de r"=1r" (n°® 5).
De Ia Vandermonde conclut que, pour un nombre qlielconque m de
racines, la fonction‘ qui deviendra indifféremment a, ou b, ou ¢, ete.
sera de la forme | -

n

';—l[(zc+b+c+...)+ (@=+rb—+rct..)m

+'y {a—+r2b4r"2c¢+. )’”—i—"\l/(a Ry N N S N
r'y 1, 1", ... étant avec I'unité les racines de I'équation

Pm—1==0.

Si 'on compare cette expreSsidn 3 celle de la racine «’ du n° 186,
on verra facilement leur accord, en considérant que 0 est en général
= (&' 4 g’ + a2+ ... )" (n° 15), et que’f)’, 6", ... sont les valeurs
de 6 qui répondent aux racines o, @, v, ... de I'équation

yr—1=o,

lesquelles sont désignées par r/, 7, r”, ... dans P'analyse de Vander-
monde, et que, lorsque m est un nombre premier, toutes les racines
sont repre ésentées egalement par 1, o, «%, «* ..., par1, B, £2, B%, ...
(5. )

Pour déterminer les valeurs de (a -+ #b -+ rc +...)" en fonctions
des coefficients de I'équation donnée, en quol consiste toute la diffi-
culté du probleme, 'Auteur emploie un algorithme ingénieux, fondé
sur une notation particuliere; il ne cherche pas a priori, comme nous
lavons fait, le degré de I'équation d’oli cette détermination doit
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dépendre, mais il donne pour les équations du troisieme et du qua-
trieme degré leur résolution complete, et pour celles du cinquieme et
du sixieme degré des formules générales qu'il appelle Zpes, et qui
font voir que la résolution de I’équation du cinquizme degré dépend
en derniére analyse d’une équation du sixiéme et que la résolution de
celle-ci dépend “de celle d’une équation du quinzizme ou du dixieme
degré, comme nous I'avons trouvé.

-

42. Vandermonde a aussi remarqué les simplifications dont la for-
mule générale des racines est susceptible dans les degrés dont I'expo-
sant est un nombre composé; par exemple, il trouve que, pour les
équations du quatrieme degré, les racines a, b, ¢, d peuvent étre
représentées par la fonction

}[a—l—[)—{—c'—i—d.-i-v"(a—l—[)——c—d}”—i—v’(u—i—(:‘—b—d)z-i—\/(d—i—d——l)—(;)”J,

en prenant les radicaux carrés en plus et en moins, et il en déduit la
résolution donnée plus haut (n° 36). '

Comme la méthode de Vandermonde découle d’un principe fonde
sur la nature des équations, et qu’a cet égard elle est plus directe que
celle que nous avons exposée dans cette’ Note, on peut reoardcr les
résultats communs de ces méthodes sur la résolution générale des
équations qui passent le quatrieme degré comme des conséquences
nécessaires de la théorie generale des équations.
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NOTE XIV.

0U L’ON DONNE LA RESOLUTION GENERALE DES EQUATIONS A DEUX TERMES.

1. Quoique les équations & deux termes telles que
~a¥— A=o0, ouplussimplement x¥—1==0

(puisque cette forme-1a peut se réduire # celle-ci, en y mettant 2YA
pour x), soient toujours résolubles par les Tables des sinus d’une
maniére aussi approchée qu’on puisse le désirer, en employan\t la-
formule connue ‘ ‘ ‘

x = cos = 360° -+ sin = 360°y/— 1
2 © -

et faisant successivement v =1, 2, 3, ..., ¢, leur résolution algébrique

~n’en est pas moins intéressante pour I'Analyse, et les géometres s’en
sont beaucoup occupés. Ils ont d’abord réduit la difficulté & résoudre
les équations dont le degré a pour exposant un nombre premier,
comme nous 'avons vu au eommencement de la Note précédente. Ils
ont trouvé de plus que, comme I’équation

- b —1=o0

a nécessairement 1 pour I'une de ses racines, en la divisant parx — 1,
on a pour les autres I'équation du degré.p. —1

b b2 S L -0,
laquelle, étant du genre des équations qu’on appelle reciprogues,

A |8 .
parce qu’elles demeurent les mémes en y changeant x en - est décom-



DES EQUATIONS ALGEBRIQUES. 3

posable en p_; équations du second degré, telles que

x2~~7‘x+i_.;~o,
dans lesquelles y dépend d’une équation du degré ’f:—x de la forme

y—a)(—3)

Pyt — (V _ I)y.,_‘:_,__ (v — 2),7”_3""_ 5 (v— 3)2(7/ = 4) ¥

NI~ =0,

}/v——-'o ~+

Iy L — 1 . .
ouv= ’i-;—, comme nous I'avons vu dans la Note X (n°® 14).
De cette maniere on avait pu résoudre I'équation
zl—r1=0o,

parce qu'elle se réduit & une équation du troisieme degré; mais on
était arrété a I'équation

z'—i1=o,

qui ne se réduit par ce moyen qu'a une du cinquieme.

2. On en était 1a lorsque M. Gauss donna, en 1801, dans son excel-
lent Ouvrage intitulé Disquisitiones arithmetice ("), une métltode aussi
originale qu’ingénieuse pour réduire la résolution de I’équation

at—1z=0, i
lorsque p. est un nombre premier, & la résolution d’autant d’équations
particulieres que le nombre . — i contient de facteurs premiers, et

dont les degrés soient exprimés par ces mémes facteurs. Ainsi I’équa-
- tion ' :

¥ —1=0

.

ne demande que la résolution de deux équations du second et d’une du
troisieme, parce que 13 —1 = 2.2.3. L’équation

2V T—1=0

(*) Cet Ouvrage vient d’étre traduit en francais, sous le titre de Recherches arithme-
tiques, chez Courcier. '

VIIL | A 4o
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ne demande que la résolution de quatre équations du second degré,
et ainsi de suite. 4

Mais, en appliquant les principes de la théorie de M. Gauss & la
méthode exposée dans la Note précédente, j’ai reconnu qu’on pouvait
obtenir directement la résolution complete de toute équation & deux
termes dont le degré est exprimé par un, nombre premier, sans passer
par aucune équation intermédiaire ni avoir i craindre I'inconvénient
~qui nait de 'ambiguité des racines. C'est ce que je vais développer
dans cette Note. ‘ '

3. Soit I'équation & résoudre
at—1== o0,

p- étant un nombre premier; si 'on en sépare la racine =1, elle
s’abaisse & celle-ci du degré p. — 1

ZE b2 b3 1=,

Soit r une racine quelconque de cette équation; on pourra représenter
ses p. — I racines par les térmes de la série géométrique A

) RS N L LR el
comme nous I'ayons démontré dans la Note précédente (n° 5).

M. Gauss a eu I'idée ingénieuse et heureuse de substituer a la pro-
gression arithmétique des exposants de r une progression géomeé-
trique, en vertu du fameux théoreme de Fermat sur les nombres pre-
miers. . o

Par ce théoréme, démontré d’abord par Euler et ensuite par tous
ceux qui se sont occupés de la théorie des nombres, on sait que, si p.
est un nombre premier et-a un nombre moindre que g, le nombre
a*~' —1 sera nécessairement divisible par y, de sorte que le reste de
la division de a*~' par p. sera I'unité.

Euler a démontré de plus que, si en divisant tous les termes de la
progression a, a*, a’, ..., a*™' par u. il se trouve d’autres puissances
de a qui donnent aussi l'unité pour reste, les exposants de ces
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puissances seront nécessairement des diviseurs de p. — 1, de sorte que,
pour savoir si parmi les puissances de @ moindres que a* " il yen a
aussi qui étant divisées par p. donnent le reste 1, il suffira d’essayer
celles dont I'exposant sera un diviseur de p. — 1. '

4. On nomme racines primitives les nombres @ dont aucune puis- |
sance moindre que a*~' ne donne le reste 1 par la division par p, et ces
racines ont la propriété que tous les termes de la progression «, a*,
a’, ..., @', étant divisés par 1., donnent des restes différents et
donnent par conséquent tous les nombres moindres que p. pour restes,
puisque ces restes sont au nombre dé p — 1. Car, si deux puissances a”,
a? donnaient le méme reste, n et p étant < p et p<<n, leur diffé-
rence a"-— aP = aP(a"P— 1) serait nécessairement divisible par-p;
mais, a n’étant pas-divisible et p. étant premier, il faudrait que a*~>— 1
le fit; donc il y aurait une puissance a*~? moindre que a*~' qui don-
nerait l'unité pour reste; par conséquent, @ ne serait pas racine pri-
mitive, contre 'hypothese. . _

On n’a pas, jusqu'a présent, de méthode directe pour trouver les
racines primitives pour chaque nombre premier; mais on peut toujours
les trouver facilement par le titonnement. Euler en a donné, dans les
Commentaires de Petersbourg (T. XVIII), une Table pour tous les
nombres premiers jusqu’a 37, que nous placerons ici :

2 a

23 o,

519, 3,

713 65

1|2 6 9, 8

132, 6, 7, 11,

173, 5 6, 7,10, 11, 12, 14,

19 | 2, 3, 10, 13, 14, 15,

23 | 5, 1, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 20, 21,

2 , 3, 8,10, 11, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27,
31| 3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24, ’

371 2, 5, 13,15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35,

42.
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o 'on remarque que le nombre de ces racines primitives, pour un
nombre premier p. donné, est toujours égal & celui des nombres
moindres que p. et premiers & p. —1. On peut voir sur ce sujet la
Section Il des Disquisitiones arithmetice.

Au reste, pour notre objet, il suffira de connditre une seule des.
racines primitives pour un nombre premier donné, et il sera toujours

plus avantageux pour le calcul d’en connaitre la plus petite.

5. Soit donc @ une racine primitive pour le nombre premier p., de
maniére que les p. — 1 termes de la progression géométrique a, a?,
@, ..., a""", étant divisés par p., donnent pour restes tous les nombres
moindres que ., dont Punité sera le dernier; il est facile de voir que
les p.—1 racines r, 1%, r*, ..., r*7' (n° 3) pourront aussi, en faisant

- . abstraction de I'ordre, étre représentées par la série

" s 2 ..'r'-"2
r, ré, r¥, p¥, L., P8

_car, comme on a par I'équation 2* — 1= o, dont r est supposé racine,
r* =1, il est visible qu’a la place de chaque puissance de r, comme 77,
lovrsque % > ., on pourra toujours prendre la puissance 7%, o1 v sera le
reste -de la division de % par p.. Ainsi, dans la série précédente, on
pourra toujours réduire les exposants de r 2 leurs restes aprés la divi-
sion par p., restes que nous avons vus comprendre tous les nombres 1,
2, 3, ... jusqu’a p — 1, mais dans un ordre différent de.l’ordre natu-
vel, ce qui est ici indifférent pour les racines r, 72, r, .

L’avantage de cette nouvelle forme des racines consiste en ce que, si .
dans la série des racines
:

. bt g s a3
r,oré, r&, pv,ope, ., re

on met 7* & la place de r, elle devient

T pad  pad  pat pas
re,or PY, pE, pESL L

, s N
e't, si 'on y met r* 4 la place de r, elle devient .

L 3 4 3 6
1 vl 2 i {43 (T
PR, p@, p2pRt pats o op, 19,

et ainsi de suite.
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En effet 1l est visible que, i)ar la substitution de 7 4 la place de r,
r* devient (r*)*=r*, r* devient (r*)*=r®, etc., et le dernier terme
devient (7*)* 7 =r"*" =r, 4 cause que le reste de a"~' apres la divi-
sion par p. est 'unité.

De méme, par la substitution de 7' au lieu de r, 7 devient (7' )*=r<,
r“ devient (r*)*=r", etc., I'avant-dernier terme r*~" deviendra

(r*y’=r*"=r, le dernier deviendra (r*)*”"=7r*=r° a cause
que le reste de la division de a" par p. est @, puisque a*=a.a"", et

que le reste de la division de a*~" est 1.

~

6. Cela posé, si pour résoudre 'équation du degré p. — 1 (n° 5)

F el a1 o}

dont les racines sont (n°5)

a2 3 -2
ry rt, P, rd, L., reT,

r¥ étant =1, en vertu de 'équation 2* — 1 = o, on emploie la méthode
de la Note précédente, et qu’en prenant ces racines pour &', ", 2”; ..
on fasse (n° 14, Note précédente) '

t=r—4art—4 g2 4 g3 a4, 4 gr—2pat’
2

ol o est une des racines de I'équation y*~' —1=o0; qu'ensuite on
développe la puissance (p. — 1)ime de #, en faisant altention de rabaisser
les puissances de « et de r au-dessous de «*~* et de r¥, par les condi-
tions o' =1 et r*=1, de maniére qu’on ait cette fonction ordonnée
-suivant les puissances de « ‘

§ =11 =0 af b a2 A a3 .. A grm2 D),

les quantités £°, &/, ", ... seront des fonctions rationnelles et entieres
de r, telles qu’elles ne changeront pas par la substitution de r¢, r<,
r*, ... ald place de r, puisque nous avons vu (n° 16, Note précédente)
que ces quantités, regardées comme des fonctions de o', 2", 2", ...,
sont invariables par les permutations simultanées de «’en a”, 2" en
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2", etc., ainsl que par les permutations simultanées de x’ en «”, a”
en 2, etc., auxquelles répondent les changements de r en r%, en
re, ete. (n° 5).

7. Maintenant il est elair que toute fonction rationnelle et entiere
de r dans laquelle 7= 1 peut toujours se réduire & la forme

A+Br+4+Cr4 Dr3'—i—. ..+ Nre—t,

les coefticients A, B, C, ... étant des quantités données, indépendantes
de r. On peut méme prouver que toute fonction rationnelle de r est
réductible & cette forme, car, si elle a un dénominateur, on pourra
toﬁjours le faife disparaitre en multipliant le haut et'le bas de la frac-
tion par un polynome convenable en r, comme nous I'avons vu dans
la Note IV (n° 3).

Or, puisque dans notre cas les puissances r, 72, 7%, ..., *~' peuvent
dtre représentées, quoique dans un autre ordre, par les puissances 7,
re, r@, r, ..., r*7, on pourra également réduire toute fonction ration-
nelle de r 4 la forme '

A+Br+Cre+Dre+ Ere® 4., . Npat™?,

en prenant pour A, B, C,.. .. des coefficients quelconques indépendants

de r. , ,
Done, si cette fonction est telle qu’elle doive demeurer la méme en
y mettant 7* a la place de r, il faudra que la nouvelle forme

A+Bre4-Cre4-Dre* ... 4-Nr

(la puissance r*~ devenant 7*™' se change en r, puisque =1 et a*'

divisé par p. donne le reste 1) coincide avec la précédente, ce qui donne

ces conditions ' "
B=(C, C=D, D=E, ..., N=B,

et réduit la forme de la fonction 2 celle-ci

A+B(r+re+req a4 pat),
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8. Donc, si 'on dénote par s la somme des racines r, 7%, 7%, ..., r*2,
on aura également
' S=r—+ri4 P44, 4 rd
et les quantités&®, £, &”, ... de la fonctidn 6 seront toutes de la forme
A 4+ Bs.

Les coefficients A et B se détermineront par le développement actuel
de la fonction 6 ="', et la quantité s est connue par la nature de
I’équation & résoudre (n° 6)

g2, .+ 1==0,

laquelle donne sur-le-champ s = — 1. Ainsi, on a le cas ol les valeurs
des quantités £°, ¥, &, ... sont connues immédiatement, sans dépendre
d’aucune équation, de sorte qu'en désignant par 1, «, B, v, ... les
v. — I racines de I'équation )
yi—1=o0,

et par 0°, 8,67, 0”, ... les valeurs de 6 qui répondent aux substitutions
de ces racines a la place de o, on aura sur-le-champ, par les formules
de la Note précédente (n° 16), en substituant r pour « et p.—1 pour m,

=1 g1 p—t o op—t

e VI VT + 67+ D
‘U.*I

Telle est I'expression d'une des racines de I'équation
xt—17==0;

on aura toutes les autres par les puissancesf r2, s, oo, ', mais on
peut aussi les avoir directement par les mémes formules, en prenant
7% pour &’, r* pour z”, ete.

On aura, de cette maniere,

w1 p=1 -1
O Lt e NV e O
= =

w1 p—1 w—1
VB SO B B L
= i

re*
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9. On pourra aussi, si 'on veut, se dispenser de calculer ces quan- .

tités £° et 0°, car, par ce que nous avons dans I article 17 de la Note pré-
p—t
cédente, le terme 6° (en faisant iei m = p.— 1) est tOUJours egal a

la somme des racines que nous dénotons en général par s, et I'expres-
-sion de 6 peut se mettre sous la forme

G=s+ (¢ —1)E' + (22— 1) 4+ (B —1)E"+.. .,

“qui ne renferme pas &°, et il n’y a plus qu’a substituer «, 2,7, ... au
_lieu de « pour avoir les valeurs de ¢, 6", 6,
De cette manikre, la résolution de 'équation

x+—17=0
ne dépendra que de la résolution de I’équation
yrt—1—o,

dont 1, «, B, v, ... sont les racines. Or celle-ci est d’'un degré moindre
que la proposée; mais de plus, comme p. — 1 est nécessairement un
nombre composé, on aura les racines «, 8, y, ... par celles d’autant
d’équations y® —1=o0 qu’il y aura de facteurs premiers = dans le
nombre p. — 1, comme on I'a vu dans la Note précédente (n° 12).

10. Soit, par exemple, I’équation

x°—1=0

dont on demande les racines. Cette équation étant résoluble par les
méthodes connues, on pourra comparer cette solution avee celle qui
résulte de la méthode precedente

En otant par la division la racine 1, on a I’équation du quameme
degré -

N rt+ 23+ 2?42+ 1=o0,

dont les racines seront r, r2, r*, r'.

Puisqu’on a ici . = 5, on trouve par la Table donnée ci-dessus (n° 4)
que la plus petite racine primitive est 2, de sorte qu'on a a =2, et

[y
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que les racines dont 1l sagit peuvent étre représentées par les puis-
sances r, 2, r¥, r¥, lesquelles se rabaissent, 4 cause de 7*=1, &
celles-ci r, r*, r', r*, en prenant au lieu de 'exposant 2°= 8, le reste
de la division par 5.

On fera donc )
=r—ari+ a?rt+adr,

en prenant pour o une ratine de I’équation

B » . y!"‘—l:O,

de maniere que 'on ait «*=1.

Maintenant, pour trouver la fonction 6, il n’y a qu’a élever a la qua-
trieme puissance le polynome ¢ et le développer suivant les puissances
de ¢, en rabaissant celles-ci au-dessous de «*, et celles de r au-dessous
de 7*, par les conditions z* =1 etr’=1. On trouve, par un caleul qui
n’a aucune difficulté, '

bt/

O =E0+ ol + 2L+ o3,

ou les quantités £°, &/, . .. ont les valeurs suivantes, dans lesquelles je
mets s pour la somme des racines r, 7%, r, r*:

=124+ 13s, £=164125, = 24 +10s, E"=16s.
Ainsi, comme s = —1 par la nal;ure de I’équation en «, on aura .
=1, P=f, F=tf, P=—
et la fonction 6 deviendra

§=—1-44o+tha?—164%. »

Or I'équation
yr—1r= o,

se décomposant en ces deux-ci

B ’ ’ Jyi—1=o0 et y*+i1=o,

donne tout de suite les quatre racines 1, —1, y—1, —y/—1, qu'il
VIL | 4
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faudra substituer successivement pour «, pour avoir les valeurs de #°,
6’, e,,’ em" .
On aura ainsi

0'=25, "=—15+20y—1, §"=—15—00y—1.

Done, substituant ces valeurs dans I'expression de r du n°8 et mettant
s= —1au lieu de y#° (n°9), on aura sur-le-champ

r—

(~x+\/75—+</——15+20\/:+</~—15 — 20ye—1).

N

11. Mais on peut avoir une expressi(’)n plus simple de la méme
racine 7 en faisant usage de la méthode du n° 25 de la Note précé-
dente, laquelle est toujours applicable aux équations du genre que
nous traitons, parce que I'exposant p. — 1 est nécessairement un nombre
composé.

Supposant donc en général

B — 1=y,
et prenant pour « une racine de I'équation
y—1=o, '

l:} fonction ¢ du n° 6 deviendra de la forme

k)

: =X+ oX '+ a2X" .. . a1 X0,
dans laquelle

ty v 1)
X =r +rd 4-pe” 4pad® . 4 et
- X” —re 4 ruv+l o+ r‘a:*[q]-l 4+ ra.’;'l-i-l A ra(m—l)wpx’

X//r — '_a: -+ rav+2 + r(lTH'z._‘_ 1,13v+2+ s ra(w—!)v+2’

2yt 3y jv—1 Ty—t

XOh= pa* "  pa ™' pa®™ ™ pa™ |y pa

On formera ensuite la fonction 6 = ¢, laquelle, & cause de «*=1,
sera de la forme o
B0t a4 o2+ a3+ o @ ),
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¥ 44

et aura la propriété que les quantités £°, &', £7, ... seront des fonctions
deX’, X", X", ... telles, qu’elles demeureront invariables en échangeant
a la fois X’ en X”, X”en X”, X" en X", etc., et X® en X'.

Or on voit, par les expressions précédentes de X', X”, ..., qu'en y
substituant 7¢ & la place de 7,.X’ devient X”, X" devient X”, etc., et X¥
devient X', car X™ se change en

N .
ra ppa® g pa® o pa™ *

mais v = p. — 1 et 7" =r, comme on 'a vu ci-dessus (n°5).

Donc les quantités £°, &, &, ... devront étre ‘des fonctions de r
telles qu’elles demeurent invariables par le changement de r en r
par conséquent, par le n° 7, elles ne pourront étre que de la forme
A +Bs, A, B étant des coefficients qui seront donnés par la for-

“mation de ces mémes quantités, et s dénotant la somme des racines
Prt rY - r® L+ 17 laquelle est = — 1 par I'équation pro-
posée; de sorte que les quantités £°, £/, £, ... seront toutes données,
comme dans le cas précédent (n° 10), et 'on aura sur-le-champ par les
formules du n° 25 de la Note précédente, en y mettant v 3 la place de

. a v '_0
n, et s, somme des racines, i la place du terme y0°,

5+ VG G -

X/ — -
v
s YT B T
”
X == v b
B N e L
P, = H

v

Dans ces expressions, «, {3, y, ... sont, avec l'unité, les racines de
I'équation
y'—1=o,
et 0, 87, 8", ... sont les valeurs de 6 qui répondent a la substitution
de «, B, v, ... au lieu de «. '
On n’aura pas besoin de calculer la valeur de & en employant

43.



340 NOTES SUR LA THEORIE
l’expreésion de 6 du n° 9, laquelle devient ici
)‘lll+- s

6 =s"+ (e —1)E'+ (a2 —1)E" + (a® —1)§

—1 ;. . . . .
£ L mérite une attention particuliere, parce qu’il

12. Lecasdev =
donne la division de la circonférence en p. parties.

a1
» et par conséquent w==2; on aura X'=r-r* "

Soit dope v= ”;I

Or, puisque @' —1 est divisible par p et que a est supposé une

p—1
racine primitive, @ * — 1 ne sera pas divisible par p.; mais

n— o 2 . B .
a*—t —1==\ug 2 —1)\a * +1);

’ : P—l P
* +1 sera divisible par p.; par
’ a—1

done, p. étant un nombre premier, a
w—1 Ll

conséquent, — 1 sera le reste de la divisiondea * par p; done r¢

. I
sera égal a -.
;

Ainsi on aura

1 ' 1 L
X'=ra o X'=peg —, X'=pag
-r ’v.’l lrfl

Or on a, par les formules connues du théoréme de Cotes (n° 1),

60° . 360" .
-+ sin V—1,

r— ¢c0S

et, en général,

mn .. m —

rm=cos — 360° -+ sin — 3609y —1.
L 7 .

Done

, 60° , a a?
X'=2cos s X"=2co0s— 360°, X”=2 cos— 360°,
{l.

Ainsi les valeurs de X’, X”, X”, ... sont toutes réelles dans ce cas
et donnent immédiatement les cosinus des divisions de la circonfé-

. /
rence en p. parties.
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3. Ayant trouvé, par les formules générales du n° 11, les racines X', .
X’, X", ..., il faudra poursuivre le calcul de la méme maniere pour
arriver a la racine v. On regardera donc les w racines qui composent
la fonction X’ comme les racines d’une équation du degré =, et on les
substituera pour &', «”, «”, ..., ™ dans l'expression générale de la
fonction ¢; on aura ainsi ’

U=+ ar® 4 o2pa® g3 pa® | g@—1pal®

ol il faudra prendre pour « une racine de I'équation y® — 1= o.
De 12 on aura, & cause de «® =1,

Oy =17 =E}+ab | + a8 +. ..+ am—‘gga—”-

(Jécris ici ¢, 9,, &, pour distinguer ces quantités de celles que nous

avons désignées plus haut par ¢, 9, £.) Comme les quantités £!, ¥/,

&, ...sont en général des fonctions de #', ”, ", ... qui ne varient
pas par les permutations de &’ en 2", #” en &”, etc., ™ en 2’ (n° 16,
Note précédente), elles serc'met ici des fonctions de » qui ne varievont
pas en y changeant 7 en 7, puisque par ce changement les racines r,
re, 19", ..., r*"™" deviennent respectivement %, 7, r°", .., r.

Or il n’est pas difficile de prouver, par un procédé semblable & celui
du n° 8, que toute fonction rationnelle de » qui aura la propriété d’étre
invariable par le changement de 7 en r< sera nécessairement de la
forme '

A+BX 4+ CX”"+DX" ...+ HX0), -

en conservant les expreésions‘de’ X, X", X" ... dun°if.

Car d’abord toute fonction rationnelle de r peut se réduire a la

forme (n°7) _ :
A+Br+Cra+Dr+ Era' 4.+ Nrat™y

et, pour que cette fonction demeure la méme en y changeant ren ¢,

Ay

il faut que les coefficients des termes qui renferment 7, r<°, r¢”, ...
soient les'mémes que celui de r, que les coefficients des termes qui

av+l aZV—H a3v+l

renferment 7", 7", r*7", ... soient les mémes que celui de 7%, que
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ai V2 aa v+2

ceux des termes <, p7, r , .. soient les mémes que celul de r¥,
et ainsi de suite; ce qui réduit la fonction a la forme que nous venons
de lui assigner. En effet, on voit que chacune des quantités X', X”,
X", ..., X" demeure la méme en y substituant 7" 4 la place der, car

. Lat! (=1} v+

le dernier terme ™" de X’ devient %" = r*~' = r, le dernier r*

aT vt

de X” devient r =r%, et ainsi des autres.

14. Donc chacune des quantités £°, &, &, ... deviendra, apres le
développement, de la forme

A+BX +-CX74-DX" ...

et aura par conséquent une valeur connue. Ainsi la fonction 0 sera.
connue, et 'on aura les valeurs de ¢, , 67, ... en y substituant, au
lieu de «, les & — 1 racines o, 8, v, ..., bqui, avec l’uhité, résolvent
I'équation
y¥—1=o.

On aura ensuite pour r une formule semblable 4 celle du n° 8, en y
mettant = a la place de p. —1, et X/, somme des racines, au lieu du
terme v6°. On aura ainsi -

. X’—x—’{/?—f{/?—i—W#—. e
[0

15. On aurait aussi, si on le désirait, les expressions des autres
racines r%, r*”, r*”, ... qui composent la fonction X' (n° 11), en mul-
tipliant dans V'expression de r les radicaux y#, V&, ..., d’abord par
«”', 7', ..., ensuite par «®7%, 772, ..., par &%, BF 3, ...

On pourrait méme, sans faire un nouveau calcul, avoir également les
racines r¢, 7", ... qui composent la fonction X”, par la seule consi-
dération que X’ devient X”, X” devient X", etc., en y chahgeant renr®
de sorte qu’il suffira de changer, dans I'expression jgénérale de 6, X'
en X”, X” en X", ete., X™ en X'. :

Par la méme raison, comme X' devient X”, X" devient X~, etc., par
la substitution de r**a la place de r, on pourra déduire des expres-
sions des racines qui composent la fonction X’ celles des racines qui

\
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composent la fonction X” en changeant simplement, dans U'expression.
générale de 6, X’ en X", X" en XV, etc., X®~" en X', X™ en X", et ainsi

de suite.

s - ) .

16. Si le nombre = n’est pas premier, on pourra, en le décompo-
sant en ses facteurs, décomposer encore l’opération précédente en
d’autres plus simples. o

Ainsi, si @ =+'w’, on pourra ne prendre pour « qu’'une racine de
I'équation :

‘y"' —1== 0,
en sorte que «” =1, et la fonction z, (n° 11) deviendra
H=X,+aX|+ a2 X7 ...+ 21X,

en supposant

249

X, =r +ra” pa + o P
"o v O Ll La(F—V LY
X\ =re  4re AR SR S L0 ,

24

XII|I — pt 4 na(-u+z)v+ "1(2y'+'.')~l+ e

—1)v 7Y —1)v

X = PR A el L

On fera ensuite §, = ¢, et I'expression de 0, étant développée sous
la forme . )
Ory=E&) 4 a\ + 28 +. . .4 EY,

e

4 cause de «” =1, les quantités £°, &, £, ... seront des fonctions de
X,, X}, X{, ... qui ne changeront pas par le changement simultané
~de X en X/, de X| en X7, X{ en XY, etc., X" en X, (Note précédente,
n°® 25). Or on voit, par les expressions précédentes de X\, X', .. ., que
ces changements ont lieu en changeant simplement r en r¢". Donc les -
quantités £}, €, &, ..., regardées comme des fonctions de r, devront
étre invariables par le changement de r en ’; par conséquent, elles

seront nécessairement de la forme.
A+BX' +-CX"+-DX"4...,

par ce qu’on a démontré ci-dessus (n° 13).
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- Done, puisque les valeurs de X’,-X”, X", ... sont déja connues par
Vopération précédente, celles de £} 'V'Z',, £, ... seront connues aussi.
Ainsi la fonction 6, sera connue -aussi, et dp la on aura les valeurs
des v' racines X, X, X’;’. - par des. formules semblables a celles du
n2 11, en y changeant venv, X en'X,, 6 en 0,, et prenant pour «, &,
Y, ... les racines de I'équation

y'—1i1=o,
excepté 'unité.
On remarquera aussi que s étant la somme des racines X, +X’ +X[+..
sera ici égal a X'. .

17. La valeur connue de X, ne donne gue la somme des o’ racines 7,
P, 1™ L faudra, pour avoir la valeur de 7, regarder
encore ces o’ racines comme données par une équation du degré o', et
faire de nouveau '

r+ar“ a2 +a’3""1“(“ KA

en prenant pour « une racine de 'équation

¢

ym’ — 1= 0;
‘on fera ensuite ;

i
02 =1 = E3+ ally + a2y +. . .+ o T,

et I'on suivra le méme procédé que nous avons exposé dans les n® 13
et suivants. Que si le nombre o' est composé de maniére que I'on ait
%' =v"%", on pourra, pour éviter le développement d’une puissance
trop haute, prendre pour « une racine de I'équation

¥ —r=o,
ce qui donnera & z, la forme
=X, +a Xy + a2 X+ o+ XY,
et 'on poursuivra le calcul comme ci-dessus, et ainsi de suite, jusqu’a
ce qu'on arrive 4 un dernier facleur indécomposable. o
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“L’avantage .de ces decomp051t10ns consiste dans-I'abaissement des
piissances auxquelles il faut élever les polynomes ¢ pour avoir les
fonctions 6, ce qui dmnnue la longueur du caleul, et ensuite dans
I'abaissement des radxcaux qui entrent dans I expressmn de la racine r,
ce qui simplifie cette expression. '
Telle est la marche générale et umforme du calcul Tnous allons
Pappliquer & quelques exemples pour la faire mieux concevoir, et nous
reprendrons d’abord celui de 1’équation

x5 —1==0,

que nous avons résolue ci-dessus (n°® 10).

18. On a ici g 1=/ =2.2; ainsi on fera v =2, w_.z(n" 11)
On prendra pour « une des racines de I'équation ' ‘

y‘l——I::O

de sorte que, & cause de «*= 1, I'expression de la fonctlon ¢t dun® 10
devient ;

=X 4+aX’, ol X'=r—+ry, X'=rt4r,
De 12 on trouve, en faisant le carré de ¢, a cause de &’ =1,

O=t2=F0+ US, So: X2 4 X772, E’: 2 X' X",

7

Substituant les valeurs de X', X” én r, et développant les carrés et les
produits, en rabaissant les puissances de r au- ~dessous de r*, a cause
de r* =1, on trouve

=4y
E=a(r4 124 s ),

Done, comme 772+ 7*+r*, somme des racines, est = — 1, par I'équa-
tion, on a £°=3 et £'= — 2. Ainsi I'expression générale de 0 devien-
dr36=3——2m. ' ‘ o

De I3, 2 cause que les valeurs de « sont r et — 1, en faisant e = — 1,
on aura =75, et, comme

S=& 2"+ 2"+ 2 =1,
VIIIL. , 44
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les formules du n° 11 ci-dessus donneront

—I:'\/—S_’ X”:———-I——\/E.

X ——
2

On aura ainsi par la valeur de X’ celle de r—+ r**, somme de deux des
quatre racines de la proposée. Pour avoir la racine r en particulier, on
fera de nouveau un calcul semblable, en considérant les deux racines
r et r* comme racines d’une équation du second degré.

On fera done ¢,= r + ar®, « étant, comme ci-dessus, racine de

y*—i1=o,

et de 13, on aura
bi=1ti= E?"i-_“‘gln ou El= rr+rioel Ey=2r.

Ici, on voit tout de suite que les valeurs de £° et £, sont données
au moyen des valeurs déja connues de X’ et X”. En effet, 2 cause de -
=1, et par conséquent r*=7r" on a {=r+r*=X"et &, = 2.
Done on aura 8,=X"+24; de la, en faisant «=—1, on aura

J

§, = X"— 2, et la formule du n° 14 donnera, w étant = 2,

L% ey

2

Enfin, substituant ici les valeurs X’ et X” trouvées ci-dessus, on aura

r_’ ——r+\/§+\/——10——2v’>5t‘
g >

= it

et, par les remarques du n° 15, on aura aussi

,.5:_52':.\/2_"”;3,‘

et, changeant X' en X’, X” en X',

2

X -yX —2 , X' —yX'—2
———————— = ee— "

2 2

P
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d’oti 'on aura, par les substitutions des valeurs de X’ et X”,

_'—1+\/§—§/_m— 2y5

ri

A4
. —l—\/g-}—\/—w—e—z\/g
r-— )
4 .
A — —=
r3:—r~—\/5—~\li—xo+z\/5. )

Comme 5 est un nombre premier, ces valeurs de 7, 7%, r*, r* seront
les quatre racines qui, avec l'unité, résolvent I’équation (n°® 3)
z8—1==o0.

N

19. Les expressions de ces racines«coincident avec celles qu’on
trouve en résolvant I'équation

»

X0 —1==0
par les méthodes connues. Car on a d’abord, en divisant par « —1,
X2 1=,
équation qui, étant mise sous la forme
PR 1
224 —= +xr+ —+1=o,
x x
devient
: u4tu—i=—o

par la substitution de x +y—rc =u. On a ainsi 'équation

xP—zxu+1=o,

. laqﬁelle donne

+Jur— 4
x:u————-——-———'—\/: 4',

' . , . —1=5 | .
ensuite I’équation en « donne « = ———2——‘1—, de sorte que, en substi-

) 44.
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tuant cette valeur, on.a

“+\/5+\/"‘0+2V5
4

ol les signes supérieurs et inférieurs de y5 doivent se répondre, mais
sont indépendants de ceux de l'autre rvadical, de sorte qu'on a les

*

- (quatre racines par I'ambiguité des signes des deux radicaux.
| ; 8 _

20. Passons a P'équation
x7T—1=0,

,

laquelle, étant dégagée de la racine 1, devient
28+ 22t 2P x4 +1=o0,

dont les racines seront r, 72, r*, r*, 1%, rt.

La plus petite racine prim’ifive pour le nombre 7 est 3, d’apres la
Table du n° %; ainsi on aura la progression 3°, 31, 32, 32, 34, 35', savoir,.
1,3, 9, 27, 81, 243, dont les termes, étant divisés par 7, donneront
les restes 1, 3, 2, 6, 4, 5,\qu’0n prendra pour exposants de r. Qn aura
ainsi, pour.les racines de I'équation proposée, les termes r, r*, r?, r*,
r, r’, quon prendra pour &', z”, 2", ...

21. Nous remarquerons ici que, pour avoir les exposants de r qui
doivent former toutes les récines, il n’est pas nécessaire d’élever la
racine primitive aux puissances successives et de diviser ensuite ces
puissances par le nombre premier auquel la racine primitive se rap-
porte; il suffit de multiplier chaque reste par la racine primitive et
de ne retenir que le reste de la division par le nombre ‘premier donné.
Ainsi, en commencant par 1, on a, dans le cas present les deux pre-
miers termes 1, 3; multipliant 3 par la racine primitive 3 et divisant
par 7, on a le resté 2 troisieme terme; 2 multiplié¢ par 3 donne 6 qua-
trieme terme; 6 multiplié par 3 et divisé par 7 donne 4; enfin 4 mul-
tiplié par 3 et divisé par 7 donne 5. Si T'on voulait continuer en
multipliant 5 par 3 et divisant par 77, on retrouverait l’umte et succes- -
sivement les autres termes déja trouvés.

|
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22. Maintenant on fera
=r+ ard - q2r? 4- g8 - ofs),i<+ s,
en prenant pour o une racine de l’équati;)ﬁ
y8—1=o0;

ensuite on formera la fonction 6 = #%; mais, comme ['exposant 6 = 2.3,
on pourra simplifier le calcul et les résultats par la méthode dun® 11,
en ne prenant d’abord pour o qu’une racine de I'équation

y*—1=o,
ce qui, 4 cause de «* =1, réduira expression de ¢ a celle-ci

t=X'+4 X",
dans laquelle
X=r+r4ri, X'=ri4 rbéy s,
On aura ensuite

0=0=§+af, ou £=X"24X", =2X'X’,

et 'on trouvera apreés le développement, 4 cause de r" =1,

EO=3(r 413+ r2—4 S+ ri4rs),

E=a2(34r +ri+r24 b4 riqrs), /
O r+r*+ 14 rf4r+r®, somme des racines, est = —1; done

£=—3, &=4, etla valeur de 0 se réduira & 6= — 3 +- 4«. De 13, en
faisant « = -1, on aura & =— 7, et I'on trouvera sur-le-champ les deux

racines ‘

—14y—7

X'=

X¥ — %I—-\/::—’;.
.-‘ 2

23. Considérons maintenant les trois termes de l'expression de X’
comme les racines d'une équation du troisieme degré; prenant « pour

racine de P'équation ,
yi—1=o,
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~on fera S
Lh=r+oarita’ri;

ensuite, en faisant
6=} =E"+ o' + a28”,

on trouvera, 2 cause de a®*=1 et " =1,

=6+ r3+ré+rs,
g =3(r +r:+rt),
E=3(r 410 r%),

savoir, _ :
£0: 6 -+ X//’ zl: 3XI, E//: 3XII;

de sorte qu'on aura
;=6 +X"+3aX +3a2X",
done, en nommant ¢ et § les deux racines imaginaires de

y3—1==o0, savoir,de y*-+y+i1=o,

»

S /—3 —1—y—3
g VT O (3:_‘__2_____,

lesquelles sont

2

et falsant .
¢, =6 +X"+ 3aX'+ 322X,

¢, =6+ X"+ 3BX' +3p2X",
‘on aura (n° 14), en faisant o = 3,

XV -V

; r 3

24. Venons & I’équation

it — 1= o,
laquelle, étant divisée par « — 1, s'abaisse au dixieme degré et devient
210 4 29+ 28 2T 4 26 4 2 A i+ 2+ 22+ 2 +1=o.

On voit, par la Table du n° 4, que la plus petite racine primitive pour
le nombre 11 est 2; ainsi la suite des restes, qu'on trouvera facilement
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par le procédé du n° 21, sera ici 1, 2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6, de sorte
‘que la série des racines sera

r, r2,orh, r8ps, pto o rt, 3 s,

dont la somme sera par conséquent = — 1, et I'on aura pour ¢ cette
expression générale

t=r4artta?r'-a®r-a'rs4- a5 P04 ob 19 - a1 4 o818 -+ a9 18,

laquelle, en prenant pour « une racine de I’équation

~

yo—1=o,

donnera, 4 cause de «'*=1,

6:[‘0:50"*-&5/-" DCQEI'-}—DC“’E”I-F-V- .+9€9£1x,'

d’olt I'on tirera la valeur de r par la formule générale du n°8, en y
faisant p. = r1. S . '

Mais, pour se dispenser d’élever le polynome ¢ & la dixieme puis-
sance, on pourra décomposer 'opération en deux autres ‘dorrespon-
dantes aux deux facteurs 2 et 5 du nombre 11 — 1 = 10, par la méthode
dune 1. ‘ ‘ ' '

Prenons d’abord pour « une racine de I’équation

‘y*—1=o,

de sorte que I'on ait «® = 1. Par 13, 'expression de ¢ se réduira i cette

forme plus simple
‘ t=X"+4aX’,

en faisant, pour abréger,
X=r 4 ri4r 4 ri4r3,
X'I: ,:2'_*; P8 pl0 pTy pb -
-et la valeur de 0 sera

g

Il

2= X2+ X"2 ¢ 22 X’X".

‘En développant les carrés des fonctions X' et X", et rabaissant toutes
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.

les puissances de 7 au-dessous de r'', & cause de r''=1, on trouve
X=X 43X/, X=aX"+3X/,

et par conséquent
| X2+ X2 = 5(X + X") = ~ 5,

a cause que X'+ X” est la somme de toutes les racines.
On trouve de méme, par la multiplication,

XX =54+2(X"+X")=5—2=3.

~ On aura ainsi § = — 5 + 6«, et, faisant o = —1, on aura 6= —11.
Donc on aura par les formules du n° 11, en y faisant v = 2,

NP TR
2 2
25. Ayant ainsi les valeurs de X’ et X”, pour avdir celle de r, il fau-
dra considérer les cinq termes qui composent la quantité X' comme les
racines d'une équation du cinquieme degré, et, puisque 5. est un
nombre premier, on ne pourra employer que Uexpression générale
de ¢, '

=r-+oart+o’rt+ a31‘9+oc"r3,

en prenant pour « une racine de I'équation

0 =0=E+4 af' + a2t + a3 4- a' £,

etilnes’ aglra que de trouver les valeurs en r des coefficients £, ¢/, .

par I'élévation de P'expression deza la clnquleme puissance, en ayant
soin de rabaisser les ‘puissances de « au-dessous de o et celles de .
au-dessous de r'!, & cause de «*=1 et r'* =1. Par un calcul qui n 2
de difficulté qu'un peu ‘de longueur et sur I'exactitude duquel on
peut compter, j’ai trouvé, en retenant les expressions de X’ et X" en r
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du numéro précédent,

£ =120+ 31X+ 50X,
F =100+ 60X’ + 43X”,
£ = 50+ 85X’ + 30X,

£ = 60X’ -+ 65X,

Ev=50X'+ 75X".
Comme les valeurs de X', X” sont déja connues par I'opération pré-
cédente, I'expression de la fonction de 6 ne présente plus rien d'indé-
terminé, et elle donnera sur-le-champ la valeur de la premiére racine r

par la formule générale du n° 14, en y faisant w = 5 et prenant pour =,
B, 7, 8 les quatre racines qui, avec I'unite, résolvent I'équation

yr—1=o,

et pour ¥, 87, 67, 8 les valeurs de 6 qui répondent aux substitutions
de e, B, v, 3 a la place de « dans 'expression trouvée pour 6.

26. Si dans les valeurs de £°, ¥/, ... on substitue celles de X’ et X”
données dans le n° 24, on a ‘ ‘

139 — 39 ‘/:—x
T T

0 —
&= 2
’E’ g5+ 15y —1t1
c - 2 ?
” 15— 55—
g DB
‘ 2
o 125 + 5y —11
e
prv— 125 + 25/~ 11

2

Si ensuite, au lieu des racines 8, y, 3, on substitue les puissances «*,
«?, «*de la racine «, qui les représentent, & cause que 5 est un nombre
VIIL ‘ ‘ 45
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premier, et qu’on rabaisse leslpuissances de « au-dessous de «°, on aura

§ =B af ol ot atEr,

6:1 —_ £0+ ag E’ + OC"‘ E//_*_ a}éu/ + d"’&lv,
6/1/ . £0+ a;}EI_*_ Zill + a;gilf_‘i_, dt_lev‘

i = P
V=0 + oV &'+ o3 - a2l - al',

et I'expression de la racine r sera:

i V) o VT Y V5 1
, B ]

r—=

O QDI

ol il n’y aura plus qu'a mettre pour «, «*, o*, «* les valeurs de r, *,
r*, r* que nous avons données plus haut (n°18).

27. On trouverait par les mémes principes les valeurs des puissances
de r qui forment les autres racines de I'équation

xitl—1=o,
excepté 1'unité. ' , ‘

Et d’abord on aura les valeurs des racmes o, qu1 entrent
“dans la fonction X’ en multipliant, dans 'expression de r,.les radi-
caux vo, vb’, v8”, V0", respectivement, par «*, 8, v*; 3* pour la ra-
cine r', par o, 2, ¥*, 8° pour 74, par «*, B v, 3 pour 7, et par =,

8, v,  pour 7, c'est-d-dire par «', o®, a®, «, par «*, «, «, «*, par «*
o, o, ol etparoc,a,,or.,oc.

Ensuite, pour avoir les valeurs des autres racines r*, r*, 1'%, 77, 7°,
qui entrent dans la- fonction X”, il 0’y aura qu’a-changer, dans celles
de r, r*, 15, 19, 7, X en. X" et X" en X/, ce qui ne demande que de
changer le signe du radical y— 1 dans les expressions de 2°, ¥/, .

28. Je donne ici d’autant plus volontiers ces expressions des racines

de I'équation L
2z —1=0,

qu'elles n’ont jamais été données et qu'elles n’auraient pas méme pu
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’étre par les méthodes connues, qui demandent la résolution d’une
équation du cinquieme degré. V
Il y a cependant une exception 4 faire & ce que nous venans de dire;
car on trouve 2 la fin du Mémoire de Vandermonde sur la Résolution
des équations, dont nous avons parlé dans la Note précédente, Uexpres- -
sion de la racine d’une équation du cinquieme degré, d’olt dépend la
résolution de I’équation

M —1=o0.
Car cette équation, étant divisée par x — 1, devient
x’°+az:9+x8+...7i-,1:_—o,
laquelle, étant du genre des réciproques, peut s’abaisser au cinquieme
’ . . I . '
degré, par la substitution de @ + —=u, et I'on obtient, par les for-
mules de la Note X (n° 14), cette équation en u
W ut—fud—3u2+3u+1=o.
En prenant v négativement, ce qui change les signes de tous les
8 8 gne
termes pairs, on a 1'équation résolue par Vandermonde. Cet Auteur
ne donne Iexpression dont il s’agit que comme un résultat de sa
méthode générale, sans indiquer en détail les opérations par lesquelles

1l y est parvenu, et personne, aprés lui, ne s’est occupé, que je sache,
a vérifier ce résultat, qui parait méme étre resté ignoré.

29. La valeur que rous venons de trouver pour la racine r de 1'équa-
- tion ’ |
2\ —12=0,
pourrait servir & cette vérification; mais on peut parvenir directement
4 un résultat comparable & celui de Vandermonde en prenant pour «,

dans I'expression générale de ¢ du n° 2%, une racine de I'équation

- . 5

au lieu de 1'équation

45.
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que nous avons employée, ce qui est permis, puisigﬁe,,z et 5.étant les
facteurs de 1o; on peut partir de I'un ou de P'autre a volonté..

30. Fa,isarnt donc «* = 1, I'expression générale de z(n°® 24) deviendra

, , =X +aX +aX"+ 2 X"+ a2 X,
dans laquelle , ' -y '

. -

) . v v 7 >V L .
Xiz=rap0, X'=r24p, X'=pi4+r, X"'=8+r, X =r+r,

et I'on regardera maintenant les quantités X', X", ... comme les

racines d’une équation du cinquieme degré; c’est le cas que nous

avons considéré en général dans le n° 12.
On fera done

0= =B o+ el

et 'on cherchera les valeurs de &°, ¥ ¢ ... en fonction de r par le
développement de la puissance cinquieme de, en y rabaissant conti-
nuellement les puissances de « au-dessous de «® et celles de r au-des-
sous de 7', & cause de «® =1 et r'' =1. Le calcul n’a d’autre diffi-
culté que la Tongueur. Voici les résultats que j'ai trouvés et dont je
‘crois pouvoir répondre. '

En faisant, pour abréger,

S=r-+rt S 0 P T 3
on a ’

zo
he-d

0 = 1640 +1836s,

!

=1700 + 18303,

ANY

bl

—2050 + 17955,
£% == 1800 + 18205,

RS 1900 -+ 1810s.

Or s est la somme des racines, qui, par la nature de l'équation du
dixieme degré en z, dont le second terme est x°, doit étre égale d — 1.
Faisant done s = — I, on aura

fo=—1g6, &=—130, £=255, "=—20, E¥=go.
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Ainsi la valeur de 6 sera " '

f=— 196 — 1300 + 2550 — 200:3—}-900(".'

i

- En mettant successivement i la place de « les’quatre racines «, £, v, 3

de I'équation ,
o a¥—1=0,
¥ .

on aura les quantités ¥, #”, ¢, 6, et, si I'on prend comme ci-dessus -
(n® 26), pour ces racines, les puissances =, o*, o, o', dont les valeurs
sont les mémes que celles de r, 7%, r*, r* du n° 18, on aura, i cause

de 2% =1, . ; :
o = —196 — 130a. + 25502 — 20a® + goat, .
6" = —196 — 130a*+ 255" — 20 +goa?,
¢ = —196 — 13003 + 255'05_ — 202 + goa?,
gy = —196 —130a* + 2552 — 20a* +goa ,

et la formule générale du n° 11 donnera tout de suite, en faisant
v=5ets=—1, . ' ) |
— 1 VTV VO -

X/ -
5

I

Cette quantité X' est = r+r'=r- - a cause de r''=r; cest la
3600 - : . T C
valeur de 2 cos — (n° 12); c'est aussi celle de la racine u de I'équa-

tion en z du cinquieme degré (n° 28), puisque r est la racine de
I’équation

W —1=—o0.
Ainsi 'expression précédente,-prise négativement, doit s’accorder avec
celle de Vandermonde. : '

31. Pour pouvoir les comparer facilement, nous substituerons dans
les expressions précédentes de 8, 7, 67, 0 les valeurs de «, «?, 2%, 2,
qui sont les mémes que celles de r, 72, 7%, r* dun®18. " :

%

En faisant, pour abréger,

m=—y—10—2yB, n=yV—10+2y5,
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on-a .
’ —14yb4+m . —1—\BA4+n
A ey e B

4 4
a3:—_—r——\/5—n,, a,‘:———l—-l—\/i)——-"l,

4 , 4

et, pour s'assurer de la justesse de ces expressions, il n’y a qu’a faire

‘le carré de — 1 ++ {5 + m, qui est
' 6——2\/5+m'-’+2(\/5—x/)m; .

-

or, en faisant passer-sous le signe radical de 7 le coefficient V5 —1
élevé au carré, on trouvera

(V5—1)m=1an,
de sorte que, en substituant la valeur de m*, on a
(—1+\/.5+nl)2:4(—~1—‘/3—;-tz).

On peut vérifier de méme les autres puissances de o.
Faisant ces substitutions, on trouve

— 979 — 2755 — 220 m 4 275n),

— 979 + 275 \/—5 ~+295m + 220'71,),.

(

6" = +(— 979 + 275\/B — 275m — 220n),
(
(

— 979 — 2755 ~+ 220m — 255n),

ou I'on remarquera que les coefficients 979; 275, 220 sont tous divi-

sibles par 11 et donnent pour quotients 89, 25, 20,. de sorte que_ les

quantités ', §”, §”, 67 peuvent étre exprimées plus simplement ainsi :
(—89—25y5 —~20m—25n),
(~89+25~/_5-~251n—{20n), V

s 0" =21(—89 + 25 5+ 25m + 20n),
(

— 89— 25y5 4 20m —25n).
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32. Pour rapprocher davantage nos expressions de celles de Vander-
monde, nous emploierons ces transformations

: ”':P“F‘I» n=p-—4q,
en supposant ) o .
' p:\/———5—2\/§, q:\/—5+2\/§,

- lesquelles se” vérifient en faisant les carrés et en observant que

Py = v5, parce que le produit des deux radicaux réels et posilifs
V5 -+ 2v5; /5 — 25 est y5; done |

) Par ces substitutions, les quantités ¢', (?”, 8", 6% deviendront
—8g—25\5+ 5p—45¢q),

—8g-+255+45p+ 5q),

( )

% =41(—8g -+ 255 —45p — 5q),
( )
(

—8g—25y5— 5p+45q\.

; ‘ : * ,
33. Vandermonde-a donné, dans les Mcmoires de !’ Académic des
~ Sciences de-Vannée 1771 (p. 416), pour la résolution de I'équation
23—zt —f 2+ 322+ 32 —1==o0,

cette expression de la racine

=11+ AN+A"H+ A"+ AY),

dans laquelle ] ' :
LA =VA(8g+25yE —5q -+ 45p),

3

A" =y1(8g + 255 459 —45p

b

)
A" :i/%| (89 — 95 \/75-—5(1 —4517);
)

A”:i\"/{,—'(Sg —25y5-+5q+45p),

en conservant les valeurs de p et ¢ supposées ci-dessus.
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On voit que les expressions de A” et A coincident avec celles de
V=6 et y— 0, et que les expressions de A’ et A” ne different de celles
de V=0 et y— 6 que par l'échange des quantités p et ¢ entre elles,
ce qui ne tient qu’au signe du radical 2y5 sous le radical carré. A
cette différence pres, qui peut venir d’une faute d’impression dans le
Mémoire de Vandermonde, ses résultats s’accordent parfaitement avec
les notres, puisque la racine de son équation en répond & la racine
de notre équation en u, prise négativement, et que tout radical cin-
quieme V— 8 est la méme chose que — V6. On peut done dire que
Vandermonde est le premier qui ait franchi les limites dans lesquelles
la résolution des équations 4 deux termes se trouvait resserrée. .

34. Pour ne laisser aucun doute sur la correction h faire & la for-
mule de Vandermonde, nous allons prouver qu’elle résulte des prin-
cipes mémes de sa théorie. En effet, si I'on désigne, comme lui, par ',
r’, ", I les quatre racines qui, avec I'unité, résolvent I'équation

23—1=o0,

-1l est facile de w%ir, par la formule générale de 1'Article VIII de son
Mémoire, que la quantité A ne peut étre que de la forme

VA +Br £ Cr'+ Dr" -+ Erv

et que, en prenant cetle expression pour I'une des quantités A’, A", A”,
A", les expressions des trois autres doivent résulter de celle-ci par la
substitution de r*; 7%, * 4 la place de 7, les quantités A, B,C, D, E
étant des fonctions des racines de I'équation i résoudre, indépendantes
des racines r, r’, 7", I'. _

Or, parles relations données dans le méme Article entre ces derniéres

racines, on a
- W N N me o IV g
rr=r", rtr—=rv, r—=rv, . Y=,

’,/3 —_ r’l'”I — l,xv’ ’,Il;; — l'”l"v — ’_III’. rl/l3 — I'”I'm _— ’,I’ ’,,73 - l" l‘".':- 'JI’

Pi=rpv=7r", M=r"=r, M=rr=rv, pv=rrre=r.
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Done les quatre expressions dont il s’agit deviendront -

VA+Br ~Cr” +Dr" +Er,

VA + Br” +Crv4+- " +Er,

VA &~ Brv+ Cr” - Dr + Er’,

VA+Br  +GrF +Dr 4+ Er.

35. Dans I'Article XXIII' du méme Mémoire, on.trouve pour les
racines de I’équation '

Xo2—1I—0

ces expresswns, dans lesquelles j'introduis, pour plus de simplicité, les
mémes lettres p ety emp]oyees ci-dessus, '

{9
i

En prenant la premiere de ces racines pour 7, de sorte que ’on ait
; : 107, q

1
]

P

=iV +p+q),

il faudra, d’apres les formules du n° 31, en prenant = pour 77, et substx-
tuant p +¢p— q pour m, n, supposer

P =rr=d(—1—yE+p—q),

Pv= 1’3:%(——1 ——\/5 p +q)

== +s/5 —p —q)

Substltuant ces valeurs dans les expressmns m-dessus, elles se change-
ront en celles—m : : : ,

+ F+G¢5+Hp+Kq ;

,<“ ;

( )

V3 (F-—G\/5+Kp Hq),

ViE— Gs/5~KP+Hq),

L ,":/'%(F+G\/n5‘—ﬂp Kq),‘~ |

VHL R i
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en faisant, pour abréger, g ‘
F=4{A—B—C—D—E,
— B+C—D—E,
H= B—C+D—E,
K= B—C—D-+E,

lesquelles doivent coincider avee celles de A', A”, A", AW rapportées
ci-dessus (n° 33). Mais on voit au premier coup d'eeil que cette coin-
cidence ne peut avoir lieu, & moins qu’on ne change 2 la fois p en g et
g en p dans A" et A” ou dans A” et A¥, parce que, dans les formules
précédentes, les coefficients de p et ¢ ne sont les mémes que dans les
deux ol la racine V5 est affectée’ du méme signe; au lieu que dans
les expressions deA', A, A", AY les quantités p et g ont partout les
mémes coefficients. '

36. En faisant ce'changement dans A’ et A", comme nous 'avons
indiqué (n° 33) pour accorder les formules de Vandermonde avec les

notres, on pourra suppose1 ’

°

~VH(F+ G5+ Hp +Kq),
= }(F—I—G\/g——ﬂp—-l(q)
A" =y ;(F G¢5—Kp+[1g)'
(

Av=VL(F ——G\/5 +Kp Hq)
ce qui se vérifiera en faisant ' : R
F:!I.Sg,‘ szu.25’, H=-35, K-:/S.
De 12 on aura, par les formules du numéro precedent
B*A ——11.6, C=A—11.26, D_A—11.41, E=A—11.16,
et la quantité A restera indéterminée, parce que, a-cause de
L = 0,

elle disparaitra des expressions des quantités A du n° 34.
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Si 'on fait A =196, on trouve ‘
B=136, C=-—g0, D=-—255 E=n2o,

et la formule

VA+Br+Cr'+ D" Er
du n° 84 coincidera avec celle de y—#§ du n°® 30, parce que, en faisant

w=r',’on ar’=ao, r"=0a?, =10 (n°35), et les formules dérivées
de celle-1a coincideront aussi avec celles de y— 67, y— 8", y— 6.

37. Prenons pour dernier exemple I’équation
zid—1=o0,
Comme 13— r=r2 = 2.5.3, P'opération pourra se décomposer en
trois de la maniére suivante. : :
1l faut d’ abord avoir une racine primitive pour le nombre 13, et la

Table du n° % fournit le nombre 2, dont les pmssanceb successives
jusqu’a la onzieme, divisées par 13, donnent les restes 2, 4, 8 3, 6,

‘12,11,9,5 10, 7. .
. Ainsi, en nommant 7 une racine de l’equatlon ‘
’ x"’+x“+x‘°+x9—l~xs+ +l_o,
les autres onze racines seront
A r2,’ J,,s" ,.s, r3, re, ,-12; ,.li, re, rs, ,40; T,
On fera done, en général,
l=r—4oart+o?r'+o’rf 4ot +ofrf 4 abrl2 a7 ptt 4 a8rd 4 a0 a’o;"o oty
et l’dn prehd’ra d’abbfd’ pour « une racine de _I’équationf
‘ :7"-’ — == 0, '
en sorte- que o’ =1, ce qui réduira la fonction ¢ & la forme

=X+ aX’,

dans laquelle ;
X' =p PP P2 9 ,410’

X7 p2 o 8 o PO P S S

46.
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De 12 on aura
b=1=10 4 uf, E=X"24+X", F=sX'X"
On peut se dispenser de chercher la valeur de &° en se servant de
I'expression de & du n° 11, qui ne renferme pas £° et qui donne ici, 2
cause de v=2 et de s =— 1, somme des racines de I'équation pro-

posée, =14 (x—1)¥, de sorte qu'en faisant @ = —1 on aura la
- valeur de @, et les deux racines X', X” seront (numéro cité)

‘X,—: —-1—}—’;/:75” A'X’A’: —L—\1— 2_&".

2 2

Pour avoir la valeur de g, 1l faut developper le produit X'X" en puis-
sances de r, ayant soin de rabaisser les puissances supérieures a 7'2, a -
cause der'* =1, et l’on trouve X'X” == 35, en mettant s pour la somme
des racines r, 7%, %, ..., laquelle est =—1,de sorte qu’on aura g=—6,
et les: valeurs de X/, X” seront '

Cxe —,1+\/——11’ % —r— ;—11_:
. 2 2
38. On regardera maintenant les six racines qui composent la quan-
tité X’ comme celles d’une équation du sixieme degré, et 'on fera de
nouveau - . : S ‘
=r4ari+o?r+a?ri24atrdta’ro;
mais, au lieu de prendre en général pour « une racine de I’équation
y¢—1=o,
ce qui demanderait ensuite le développement de la sixieme puissance
du polynéme #,, nous prendrons de nouveau une racine de !’équation -
Jp‘.! — =0, ‘ E -
de sorte que, au moyen de «*==7, la fonction #, redeviendra de la forme
t| :VXI,—FQX’;, '
dans laquelle on aura

X,=r+r4-r, X|=pirt24rio,
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On aura ensuite, comme ci-dessus,
9121‘;":5?-*-“;,, H=XP+XE E=aX,X],

~et, & cause que la somme des racines est ici X', on aura sur-le-champ

X V0, o X—E
X’i.'___. 2\ ", X’::-——.z—\/_'; - :
On aura en méme temps 0= X2 4 (2 —1)E, et, faisant w=—1,

. ' 9 _K/r» w|

Pour avoir &, il faudra developper le produit de X, p'n' X\, en se
-souvenant toujours que '’ =1, et I'on trouvera "

XX} =3+X7,
~ ce qui donnera

: gy =6+ 2X",

et par conséquent * o
XI+ \/Xlz_ 12 — 4XII

-9

’.X": 2
w X _\/x-'_mv—r/;x :

2

39. Nous remarquerons ici que, comme en mettant 7* au lieu de r-
1la fonetion X’ devient X” et la fonction X” devient X/, si 'on dénote
par (X)), (X}) ce que deviennent les fonctions X, X! en y substituant
r* au lieu de r dans toutes les puissances de 7, ce qui donne

(X,|) = r“—’+ ré + rs, (X’; )‘:;rsy’*‘ P —l—)l'7,

on aura les valeurs de (X,), (X)) en echangeant dans celles de X, X
les quantltes X, X” entre elles. On trouvera ainsi '

(X' ) X//+ X2 _qq — ’
S \/x”*—‘““”-_m X
i

2

- Ce sont les fonctions correspondantes 4 X', X/ qu’on obtiendrait en
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procédant a l’égérd des racines qui composent la fonction X” commie
on a fait sur celles de X'. Ces valeurs sont nécessaires pour parvenir i
celles de 7. :

40. Pour cet effet, il faut encore regarder les trois racines qui com-
posent la fonction X, comme celles d’une équation du troisieme degré,
et faire, en conséquence,

br==r4=ari4oa?r?,

en prenant pour « une racine de I’équation y* —1=o.
De 13, on formera la fonction

“et 'on trouvera, par le développement, en faisant «® =1 et 7'* =1, ces
expressions '
B =3(X").

L=6+X,, £,=3(X)),
Done, nommant « et £ les deux racines de I'équation

S yi*+y4i1=o,

et faisant ~ : :

. 0, =6+ X, + 3(X,) + 3a2(X]),
h=6+X,+3B(X,)+3p2(X]),
on aura, comme dans le n° 23,

X, + V&, + V8,
r= —-—-——-——d-—-—

Ainsi la valeur de 7 est entitrement déterminée; nous ne chercherons
pas & la simplifier, parce que, dans tous les cas, il est toujours plus
avantageux d’employer pour la résolution de I'équation

i3 —1=—o,

ainsi que de toutes les équations de ce genre, les formules connues cn
sinus et cosinus.
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41. Je remarquerai, en finissant, que la méthode exposée dans cette
- Note peut. étre regardée comme une simplification de celle que
M. Gauss a indiquée d’'une maniere générale dans I'Article 360 des"
Disquisitiones arithmetice. Celle-ci est fondée aussi sur le développe-
ment d'une fonction semblable 2 la fonction que nous avons désignée
par 6; mais elle demande de plus la formation et le développement
‘d’autant d’autres fonctions du méme ordre que 'équation a de racines,
ce qui allonge considérablement le caleul. Notre méthode est indépen-
dante de ces fonctions auxiliaires, et conduit directement aux e\pres-
sions les plus SImples des racines.

»

_FIN DU TOME HUITIEME.
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