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Résumé Cet article s’intéresse à la description, aux utilisations et au calcul des modules fonda-
mentaux d’un polynôme d’une variable. Il est possible de déterminer simultanément le groupe de
Galois. Les modules fondamentaux engendrent l’idéal de Galois maximal triangulaire formé par
les relations entre les racines du polynôme. De ce fait, ils déterminent une base du corps de ces
racines.
Abstract In this paper, we show how to use and compute efficiently the fundamental moduli
of an univariate polynomial. Actually, it is possible to compute the Galois group simultaneously.
Fundamental moduli generate the maximal Galois ideal of relations between roots of the univariate
polynomial. By this fact, they describe the decomposition field of this polynomial.

1 Introduction

Pour tout cet article, nous nous donnons un polynôme f d’une variable sur un corps parfait k et
nous fixons α = (α1, . . . ,αn) un n-uplet formé des n racines de f supposées distinctes (avec n > 0).
Le corps k(α) = k[α] est celui des racines de f (i.e. son corps de décomposition).

Pouvoir réaliser des calculs algébriques avec les racines d’un polynôme d’une variable est un
problème antique. Tout d’abord, il s’est agi d’exprimer les racines sous forme de radicaux pour
les polynômes de degré 2 (plus de 2000 ans avant JC) puis 3 (certaines équations particulières
furent résolues dans l’antiquité jusqu’à la solution à x3 + px− q de Scipione del Ferro en 1500,
puis Tartaglia en 1535 et Cardan en 1545) et 4 (Ferrari en 1540) jusqu’à Lagrange ([20]) qui,
en introduisant la résolvante, émit le doute que ce soit systématiquement possible au delà de ce
degré. Ce fut Abel qui, en 1824, démontra finalement l’impossibilité pour l’équation générale du
degré 5 ([2]). Dans le cas où l’équation est résoluble par radicaux, le degré 5 a été résolu en
1991 par Dummit ([8]) et le degré 6 en 2000 par Hagedorn ([15]). La manipulation des radicaux
est quasiment inutilisable lorsque le degré du polynôme s’élève. Pour pouvoir traiter tous les cas
(résoluble ou non) et réaliser des calculs algébriques dans le corps des racines, il existe trois autres
possibilités :

– la méthode numérique consistant à approximer les racines mais induisant les problèmes d’er-
reurs de calculs qu’il s’agit de pouvoir contrôler ;

– le calcul du polynôme minimal d’un élément k-primitif du corps des racines du polynôme f
donné ; le degré D de ce polynôme minimal est identique à celui de l’extension (i.e. l’ordre du
groupe de Galois) pouvant atteindre la factorielle du degré n de f ; c’est à la résolvante de Galois
qu’il faut recourir ([9]) ;
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– le calcul d’un ensemble triangulaire T (si les racines de f sont distinctes deux-à-deux) de poly-
nômes sur k en n indéterminées x1, . . . ,xn :

F1 = xm1
1 +u1(x1),

F2 = xm2
2 +u2(x1,x2),

...

Fn = xmn
n +un(x1,x2, . . . ,xn)

tels que chaque polynôme Fi de degré mi en xi satisfait Fi(α) = 0 et tels que D = m1m2 · · ·mn ;
ce sont les modules fondamentaux de Tchebotarev ([28]).

Cette dernière possibilité offre des avantages multiples dont le plus évident est de répartir sur n
polynômes multivariés le caractère exponentiel de l’ordre D du groupe de Galois de f sur k. Tout γ
de k(α) possède une représentation polynomiale unique modulo F1, . . . ,Fn et cette représentation
appartient à k si et seulement si γ lui appartient également (i.e. les modules fondamentaux rendent
effectif le théorème de Galois). De plus, une fois ces polynômes calculés, l’obtention du polynôme
minimal d’un élément k-primitif de tout sous-corps du corps des racines est aisée.
Plusieurs auteurs ont travaillé sur le calcul de relations entre les racines d’un polynôme. Nous
évoquons ci-après les travaux que l’auteur du présent article estime être les plus marquants et
représentatifs. K. Girstmair a publié de nombreux résultats sur les relations linéaires ([11,13]).
Dans [24], J. McKay et R.P. Stauduhar établissent une formule interpolatrice calculant l’expres-
sion d’une racine αi du polynôme en fonction de celles définissant le corps de décomposition (i.e.
quand mi = 1). Dans son travail de thèse, M. L. Gómez-Molleda traite le cas du groupe diédral
([14]). Intéressons-nous aux algorithmes généraux dont le travail présenté ici améliore considéra-
blement les performances. Dans [3], l’algorithme applique la démarche de Tchebotarev en facto-
risant ”à l’aveugle” f dans les extensions k(α1,α2, . . . ,αi). Les idéaux de Galois introduits dans
[32] constituent un outil algébrique aboutissant à l’algorithme

����������	�
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(voir ici Paragraphe

6). Dans [38], supposant le groupe de Galois donné et utilisant par ce fait la pré-détermination
des degrés mi (voir Paragraphe 4), l’auteur propose une méthode calculant les coefficients des Fi
par l’algèbre linéaire et des approximations p-adiques des racines de f . Cette méthode est à ce
jour la plus efficace dans le cas particulier où le groupe de Galois est le groupe alterné An (voir
Note 5 Paragraphe 6.1) . La méthode exposée dans [26] utilise les modules de Cauchy des facteurs
fondamentaux Fi(x,α1, . . . ,αi) et les permutations de relations (voir ici les propositions 63 et 67
qui en sont inspirées) pour obtenir rapidement des relations. Notre méthode mixe toutes les autres
tout en les améliorant individuellement. En particulier, pour la méthode entièrement p-adique, les
pré-études se décomplexifient puisque le groupe de Galois est supposé donné.

Ce travail est un prolongement de [33], [34] et [26]. Il fait aussi suite à l’article [38] que m’avait re-
mis amicalement K. Yokoyama en 1999. Je lui avais alors fait remarqué qu’il calculait inutilement
des coefficients a priori nuls ou identiques qu’il devait être possible d’éviter en étudiant certaines
orbites de {1,2, . . . ,n}. Cet article répond à la question sous-jacente à cette remarque : lesquels ?
Sans que cela y soit explicitement écrit, le contenu de [26] peut y répondre également.
C’est à la description (Paragraphe 4), aux intérêts (Paragraphe 5) et au calcul efficace des modules
fondamentaux (Paragraphe 6) qu’est consacré cet article. Nous rappellerons la définition du groupe
de Galois (Paragraphe 2), celle de la matrice des groupes qui pré-détermine les groupes de Galois
des facteurs des résolvantes (Paragraphe 3) et nous terminerons sur des exemples qui illustrent
l’efficacité de notre méthode (Paragraphe 7).

2 Le groupe de Galois du polynôme

Fixons tout d’abord des notations qui seront valables tout au long de l’article. Soit E un ensemble
non vide. Nous notons SE le groupe symétrique agissant sur E. Pour E = {1, . . . ,m}, SE est aussi
noté Sm, le groupe symétrique de degré m. Lorsque E = {e1, . . . ,em} ⊂ {1,2, . . . ,n}, le groupe SE
agit naturellement sur les polynômes p de k[xe1 , . . . ,xem] et sur tout m-uplet u = (ue1 , . . . ,uem) par
permutations des indices et nous avons σ .p(u) = p(σ .u) pour tout σ ∈ SE .

Le groupe de Galois G de α sur k est le sous-groupe de Sn formé des permutations σ vérifiant que
pour tout polynôme p de k[x1, . . . ,xn] tel que p(α) = 0 alors σ .p(α) = 0.
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Le groupe de Galois G est le plus grand sous-ensemble de Sn pour lequel une action sur le corps
k(α) est définissable (à conjugaison près, c’est-à-dire à une numérotation des racines près). Il est
isomorphe au groupe des k-automorphismes de k(α). Ainsi, pour une permutation σ de G et pour
θ appartenant à k(α), il n’y a aucune ambiguïté à noter θ σ (l’ordre des racines étant fixé). Plus
précisément, si θ = p(α) = q(α) avec p,q ∈ k[x1, . . . ,xn] alors

θ σ = p(σ .α) = q(σ .α) .

Par la théorie de Galois classique, le polynôme minimal de θ sur k est donné par :

minθ ,k = ∏
γ∈G.θ

(x− γ) (1)

où G.θ = {θ σ | σ ∈ G} = {σ .p(α) | σ ∈ G} est la G-orbite de θ dont le cardinal est identique au
degré du corps k(θ ) sur le corps k (i.e. sa dimension en tant que k-espace vectoriel).

Lorsque que le groupe de Galois sera évoqué à conjugaison près (i.e. à une permutation près des
racines), nous parlerons du groupe de Galois de f .

3 Groupes de Galois des facteurs d’une résolvante

Fixons L et H deux sous-groupes de Sn tels que H et G soient des sous-groupes de L. Le groupe
de Galois (sur k) d’une H-résolvante L-relative séparable de α sur k est représentable par l’action
à gauche de G sur les classes à gauche de L modulo H (voir [4] et [31]). Nous allons décrire
précisément cette représentation et ses représentations équivalentes afin de les appliquer au calcul
des modules fondamentaux et à la détermination du groupe de Galois.

3.1 Matrices de groupes et de partitions

Donnons-nous un polynôme Θ de k[x1, . . . ,xn] tel que H = {σ ∈ L | σ .Θ = Θ}. Un tel polynôme
Θ est appelé un H-invariant L-primitif. À chaque G-orbite

O = {σi1 H, . . . ,σimH}
de L modulo H correspond la G-orbite

O = {σi1 .Θ , . . . ,σim .Θ}
de L.Θ au sens où la représentation de G par action à gauche sur O est équivalente à celle de
G sur O. Cette dernière représentation de G est naturellement équivalente à une représentation
symétrique dans SO que nous notons

φ(G,O) .

La représentation symétrique naturelle de φ(G,O) dans S#O = Sm sera quant à elle notée

ψ(G,O) .

Fixons l’ordre total x1 < · · ·< xn sur les variables et étendons-le aux monômes (par l’ordre lexico-
graphique, par exemple) puis aux polynômes (en comparant les plus grands monômes de chaque
polynôme). Munis d’un tel ordre < sur les polynômes, ordonnons les G-orbites O1, . . . ,Or de L.Θ
de telle sorte que

inf(O1) < inf(O2) < · · · < inf(Or) .

Définissons alors les applications φ de Sn dans Sn et d de Sn dans l’ensemble les partitions de n
comme suit :

φ(G) = φ(G,O1)×·· ·×φ(G,Or) et (2)

d(G) = (#O1,#O2, . . . ,#Or) . (3)

Nous avons φ(G) ⊂ SO1 ×·· ·×SOr . Posons encore

ψ(G) = (ψ(G,O1), . . . ,ψ(G,Or)) ⊂ (S#O1 , . . . ,S#Or) .

Si G′ est L-conjugué à G et que H est remplacé par un de ses L-conjugués quelconque alors
ψ(G) = ψ(G′). La matrice des ψ(G,H) où G et H parcourent l’ensemble des sous-groupes de L
(un groupe par classe de L-conjugaison suffit) est appelée la matrice des groupes relative à L. On
peut remplacer ψ par d pour obtenir la matrice des partitions relative à L.

Lemme 31 ([4]) Les lignes de la matrice de partitions sont distinctes deux-à-deux.
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3.2 Résolvantes

Faisons maintenant le lien avec le polynôme f et continuons à supposer que G et H sont deux
sous-groupes de L. La résolvante L-relative de α par Θ est, par définition, le polynôme

R = ∏
Ψ∈L.Θ

(x−Ψ(α))

appartenant à k[x] puisque ses coefficients sont invariants par le groupe de Galois G de α sur k.
Lorsque L = Sn, la résolvante ne dépendant pas de la numérotation des racines de f , elle est dite
absolue et appelée résolvante de f par Θ . Le degré de R est l’indice de H dans L. Supposons R sans
racine multiple (il existe une infinité de polynômes Θ dans ce cas). La résolvante R se factorise
alors en r (le nombre de G-orbites) facteurs irréductibles (simples) sur k dont, à une permutation
près, d(G) est le r-uplet des degrés respectifs et ψ(G) celui des groupes de Galois respectifs sur k.
Plus précisément, l’action de G sur une G-orbite O de L.Θ est équivalente à celle de G sur O(α),
l’évaluation de la G-orbite en α . Le polynôme

h = ∏
Ψ∈O(α)

(x−ψ)

de k[x] est irréductible sur k car, d’après l’identité (1) et puisqu’il est sans racine multiple, il est le
polynôme minimal sur k de chacune de ses racines. Nous avons m = #O = deg(h). Si l’orbite O

est ordonnée (avec l’ordre <) et que β est le m-uplet des racines de h correspondant à cet ordre
(i.e. βi = σ .Θ (α) si σ .Θ est le i-ième élément de O) alors φ(G,O) est le groupe de Galois de β
sur k en tant que sous-groupe de SO et ψ(G,O) est le groupe de Galois de β sur k en tant que
sous-groupe de Sm. D’après le lemme 31, nous avons donc :

Théorème 32 ([4]) La matrice des partitions relative à L permet de déterminer le groupe de
Galois de f sur k lorsqu’il est un sous-groupe de L.

En application du théorème précédent, la matrice des groupes offre un moyen plus efficace que
celle des partitions pour l’identification du groupe de Galois.

���������
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Choisissons maintenant H = S1 × Sn−1 et L = Sn. Nous sommes alors dans le cas particulier de
la résolvante dite de Tchirnhaus s’identifiant au polynôme f lorsque Θ = x1, ce que nous suppo-
sons jusqu’à la fin de ce paragraphe. Comme L.Θ = {x1, . . . ,xn}, dans ce cas particulier, chaque
variable xi sera représentée par son indice i. L’ordre < devient l’ordre sur les entiers. Les facteurs
irréductibles de f sur k sont donc les r polynômes

hs = minα js ,k = ∏
i∈Os

(x−αi) où js = inf(Os) et s ∈ [[1,r]]. (4)

Le groupe ψ(G) est formé des permutations résultantes de l’opération qui consiste à remplacer
simultanément chaque i j par j dans φ(G,O) pour j ∈ [[1,m]].

3.3 Outils logiciels de calculs

Pour calculer des résolvantes absolues, il existe de nombreuses méthodes. Une bonne partie d’entre
elles sont implantées dans le module SYM ([30]) du calcul formel Maxima ([27]). Le calcul de
résolvantes relatives est basé uniquement sur celui des résultants ([5]). Tout système de calcul for-
mel généraliste convient.

Concernant la factorisation des polynômes d’une variable, tous les systèmes de calcul formel
offrent cette fonctionnalité (dans les extensions y compris). Dans le cas particulier des résolvantes,
il serait souhaitable qu’y soient implantés des factorisateurs spécifiques (voir [21] pour k = Q).

Le logiciel libre GAP ([10]) et le logiciel MAGMA ([6]) contiennent toutes les fonctionnalités
nécessaires aux calculs des représentations φ(G,O) et ψ(G,O) à partir des groupes L,H et G.
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En GAP3, le programme ��� ��� ��� ���
	�
������ � � ���� écrit par I. Abdeljaouad calcule des invariants
primitifs ([1]). Ce travail est encore améliorable avec le travail de K. Girstmair sur l’utilisation des
caractères ([12], Section 2).

Pour les groupes transitifs, nous adoptons la nomenclature de G. Butler et J. McKay ([7]) jusqu’au
degré 11 et celle d’A. Hulpke ([16]) jusqu’au degré 30 : le groupe jTi est le i-ième groupe transitif
de S j . Sous GAP et MAGMA, nous disposons de la librairie avec la commande

� � ��� 	�� ���
	�� � ���������� �����
Dans nos exemples, nous choisirons des conjugués qui simplifient la présentation.

Pour j ≤ 15, des polynômes de groupe de Galois jTi sont disponibles dans la base de données
de G. Malle et J. Klüners ( [18,19]). Un de ces polynômes est accessible dans MAGMA avec les
commandes :

������������� ����� ��� 	! " ��
� ����#"� ��� � ���$ ���"% ����� ����	�� � ����&�'�(� �"�)�

3.4 Exemple

Choisissons n = 8, Θ = x1 et le sous-groupe

G∗ = 〈(4,6),(3,7,6)(4,5,8),(4,7,6,8),(7,8)〉 (5)

de S8 d’ordre 48. Les G∗-orbites de {1,2, . . . ,n} sont {1}, {2} et O3 = {3,4,5,6,7,8}. Nous avons
d(G∗) = (1,1,6) et

φ(G∗) = S{1}×S{2}×φ(G∗,O3) ⊂ S{1}×S{2}×SO3

où φ(G∗,O3) est engendré dans SO3 par les permutations de (5) engendrant G∗. Le sous-groupe
ψ(L,O3) de S6 est le groupe de Galois de β = (α3, . . . ,α8) sur k ; c’est un conjugué de 6T11. Le
calcul montre que parmi les sous-groupes G′ de Sn tels que d(G′) = d(G∗) (donc les sous-groupes
de Sd(G∗)), les seuls dont ψ(G′,O3) et ψ(G∗,O3) soient S6-conjugués sont des conjugués de G∗

dans Sd(G∗).
Supposons désormais qu’un polynôme f de degré 8 possède sur k 2 facteurs linéaires et un facteur
h de degré 6 possédant ψ(G∗,O3) comme groupe de Galois sur k. Alors G∗ est le groupe de
Galois de f sur k. Pour déterminer si le groupe de Galois de h est ψ(G∗,O3), il suffit d’utiliser
les matrices des groupes en degré 6 sachant a priori que le groupe de Galois de h sur k est un
sous-groupe transitif de S6.

4 Définition des modules et des facteurs fondamentaux

Ce qui est présenté sous forme d’exposé sans preuve relève de résultats communément admis. Le
lecteur est invité à consulter, par exemple, l’ouvrage de N. Tchebotarev ou le cours d’A. Machí
([22]). Pour cette étude, le lecteur pourra également se reporter à l’article [5] (bien que les résul-
tats y soient présentés de manière différente et dans un cadre plus général, celui des idéaux dit de
Galois).

Pour chaque i ∈ [[1,n]], considérons le polynôme

fi(x) = ∏
σ∈G(i−1)/G(i)

(x−ασ(i))

où G(0) = G et
G(i) = {σ ∈ G(i−1) | σ(i) = i} .

Ces sous-groupes satisfont la chaîne d’inclusions suivante :

G(n) = In = G(n−1) < G(n−2) < · · · < G(1) < G(0) = G .

Pour i ∈ [[1,n]], nous posons mi(G) = #G(i−1)/#G(i) et

m(G) = (m1(G),m2(G), . . . ,mn(G)) .
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Remarque 41 En particulier, fn = x−αn et si f est irréductible alors f = f1.

Le groupe G(i−1) est le groupe de Galois de α sur k(α1, . . . ,αi−1). Les coefficients de fi sont
des expressions polynomiales en α invariantes par G(i−1). Par la théorie de Galois classique, fi

appartient à k(α1, . . . ,αi−1)[x]. Le groupe G(i) stabilisant i dans le groupe de Galois G(i−1), le
polynôme fi de racine αi est irréductible sur k(α1, . . . ,αi−1). Donc :

fi = minαi,k(α1,...,αi−1) . (6)

En posant mi = deg( fi) = mi(G), nous avons l’identité #G = m1m2 · · ·mn et la tour d’extensions :

degré de l’extension corps polynôme minimal

k(α)In = k(α)

mi+1 · · ·mn = #G(i) |

k(α)G(i) = k(α1, . . . ,αi−1,αi)

mi = #G(i−1)/#G(i) | fi

k(α)G(i−1) = k(α1, . . . ,αi−1)

m1 · · ·mi−1 = #G/#G(i−1) |

k(α)G = k .

Pour chaque i ∈ [[1,n]], il existe un polynôme Fi(x1, . . . ,xi) de k[x1, . . . ,xi] tel que

fi(x) = Fi(α1, . . . ,αi−1,x) .

Note 1 Le polynôme Fi est unique en le supposant identique à son reste par les divisions eucli-
diennes successives par Fi−1 en xi−1, puis par Fi−2 en xi−1 . . . puis par F1 en x1.

Les polynômes f1, . . . , fn seront appelés les facteurs fondamentaux de f sur k (cela ne signifie pas
qu’ils sont des facteurs de f sur k mais qu’ils sont définis à partir de k) et les modules fondamentaux
de f sur k sont les n polynômes de l’ensemble triangulaire :

T = {F1(x1),F2(x1,x2), . . . ,Fn(x1, . . . ,xn)} .

Ils sont bien de la forme donnée dans l’introduction. Ils vérifient, pour i ∈ [[1,n]], degxi
Fi = mi et,

en notant 〈E〉 l’idéal engendré dans k[x1, . . . ,xn] par une de ses parties E, nous avons

k[x1, . . . ,xi]/〈F1, . . . ,Fi〉 ' k(α1, . . . ,αi) . (7)

En particulier, k(α) ' k[x1, . . . ,xn]/〈T〉.
Remarque 42 Le calcul de Fn résulte de la réduction modulo F1, . . . ,Fn−1 du polynôme x1 +x2 +
· · ·+ xn +a1 où a1 est le coefficient sous-dominant de f .

Pour i ∈ [[1,n]] et pour tous les β1, . . . ,βi−1 appartenant à k(α) tels que

F1(β1) = F2(β1,β2) = · · · = Fi−1(β1, . . . ,βi−1) ,

le polynôme univarié Fi(β1, . . . ,βi−1,x) est sans racine multiple. En partant du polynôme fi(x) =
Fi(α1, . . . ,αi−1,x) qui est sans racine multiple, il est facile de le vérifier par la théorie de Galois
classique. Un système triangulaire tel T est dit séparable.

Au regard de la note 1., nous supposons l’ensemble T réduit ; c’est-à-dire que, pour i ∈ [[1,n]] et
1 ≤ j < i, nous avons :

degx j
Fi < degx j

Fj = m j .

Cette hypothèse n’est pas restrictive puisque, si ce n’est pas le cas, il suffit de remplacer Fi par le
reste de sa division entière par Fj en x j.



Sur les relations entre les racines d’un polynôme 7

5 Intérêts des modules fondamentaux

5.1 Générateurs de l’idéal des relations

L’ensemble M des polynômes p de k[x1, . . . ,xn] tels que p(α) = 0 est appelé l’idéal des α-
relations. Il est maximal car noyau du k-morphisme d’évaluation entre l’anneau k[x1, . . . ,xn] et
le corps k(α) qui à xi associe αi ; c’est-à-dire que le corps k(α) est isomorphe à l’anneau quotienté
par M :

k(α) ' k[x1, . . . ,xn]/M .

Comme l’ensemble séparable T est inclus dans M, d’après l’isomorphisme (7), nous avons :

M = 〈T〉 .

Ainsi, en tant qu’espace vectoriel sur k, le corps k(α) possède comme base l’ensemble des

αs1
1 ,αs2

2 , . . . ,α sn
n

où 0 ≤ si < mi, i ∈ [[1,n]]. Nous retrouvons l’identité #G = m1 · · ·mn = dimk(k(α)).

Note 2 Le groupe de Galois G de α sur k est le groupe de décomposition de l’idéal M ; c’est-à-dire
le plus grand sous-groupe de Sn tel que G.M = M.

5.2 Effectivité du théorème de Galois

Lorsqu’un polynôme est symétrique en x1, . . . ,xn, l’effectivité du théorème fondamental des fonc-
tions symétriques donne sous sa forme effective la valeur dans k de ce polynôme évalué en les
racines de f comme polynôme en les coefficients de f . Lorsque le polynôme n’est pas symétrique
mais seulement invariant par le groupe de Galois de α sur k, le théorème de Galois nous assure
que sa valeur en α appartient aussi à k. Les modules fondamentaux rendent effectif ce théorème.

Soit p un polynôme de k[x1, . . . ,xn]. Posons p = rn+1 et définissons de manière inductive la suite
rn,rn−1, . . . ,r1 telle que r j est le reste de la division entière de r j+1 par Fj en x j ( j ∈ [[1,n]]). Le reste
r1 sera appelé le reste de p modulo T ou bien le reste de p modulo M. Il satisfait aux propriétés
suivantes (facilement vérifiables) :

degx j
r1 < m j pour tout j ∈ [[1,n]] ,

p(α) = r1(α) et surtout

p(α) ∈ k si et seulement si r1 ∈ k .

C’est ainsi que les modules fondamentaux rendent effectif le théorème de Galois.

Dans la suite de cet article, lorsque γ ∈ k(α 1) sera exprimé sous la forme γ = p(α avec p ∈
k[x1,x2, . . . ,xn], il sera sous-entendu que le polynôme p est identique à son reste modulo T.

5.3 Éléments primitifs et polynômes minimaux

Soit Θ un polynôme de k[x1, . . . ,xn] et θ = Θ (α). D’après [32], le polynôme caractéristique χ de
l’endomorphisme multiplicatif induit par Θ dans le k-e.v.

k[x1, . . . ,xn]/M

est donné par :

χ = ∏
σ∈G

(x−σ .Θ (α)) . (8)

Note 3 Le polynôme χ est aussi le polynôme caractéristique de l’endomorphisme dans le k-e.v.
k(α) qui à γ associe θ .γ : χ = ∏σ∈G(x−θ σ).

Note 4 Sans faire appel aux raisonnements classiques de la théorie de Galois, par l’algèbre li-
néaire, le polynôme χ est à coefficients dans k.
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Le polynôme χ résulte des éliminations (i.e. avec des résultants) successives des variables xn,xn−1, . . . ,x1
du polynôme x−σ .Θ d’abord avec Fn puis avec Fn−1 puis . . . et enfin avec F1 (voir [5]).

Nous pouvons ainsi déterminer facilement un élément k-primitif du corps des racines de f en
choisissant pour Θ un polynôme tel que σ .Θ 6= Θ pour tout σ ∈ G et tel que χ soit sans racine
multiple (il en existe une infinité). Si tel est le cas, le polynôme χ est le polynôme minimal sur k
de l’élément k-primitif θ = Θ (α) de k(α). À noter les D = #G modules fondamentaux de χ sur k
sont de la forme :

χ(x1),x2 + v2(x1),x3 + v3(x1), . . . ,xD + vD(x1)

où vi ∈ k[x].

Soit H un sous-groupe de G. Le calcul d’un élément k-primitif du corps k(α)H n’est pas bien
différent. Choisissons pour Θ un H-invariant G-primitif. Le polynôme de k[x]

h = ∏
σ∈G/H

(x−θ σ )

est une racine de χ :
χ = h#H

et s’il est sans racine multiple alors il est le polynôme minimal sur k de θ , élément k-primitif de
k(α)H . Notons que h est en fait la résolvante G-relative de α par Θ .

6 Étude et calcul des modules fondamentaux

6.1 Résolvantes et relations

Dans ce paragraphe, nous introduisons les idéaux de Galois et évoquons l’algorithme
����� ����	�
 ������

calculant T en construisant une chaîne croissante d’idéaux dits de Galois (voir [32] et [35]). En
terme de coût, la proposition 63 apporte une amélioration importante à cet algorithme. Nous sup-
posons acquises les principales propriétés des idéaux de Galois et nous reprenons également les
notations des paragraphes précédents.

Définissons les idéaux de Galois. Soit M un sous-ensemble de Sn contenant l’identité alors l’idéal

I =
⋂

σ∈L

σ−1.M (9)

est l’idéal de Galois défini par M et M. Nous notons M (I) l’ensemble des idéaux maximaux
contenant I :

M (I) = {σ−1.M | σ ∈ M} .

Le plus grand ensemble de permutations définissant I avec M est GM.

Pour tout σ ∈ L, l’idéal I est aussi défini par σ−1.M (= M si M est un groupe) et l’idéal σ−1.M
de M (I). Ainsi, lorsque nous considérons un idéal de Galois I et que nous disons fixer M, ou ce
qui revient au même α appartenant à sa variété, M désigne en fait un idéal maximal quelconque
de M (I).

En reprenant les notations du paragraphe 3, supposons que l’idéal I soit défini par le groupe L
contenant G et l’idéal M de groupe de décomposition G (i.e. G est le groupe de Galois de α sur
k). Le groupe L contenant le groupe de décomposition de M, il est à la fois le groupe de décom-
position de I et le plus grand ensemble définissant cet idéal.

Au paragraphe 3, les résolvantes sont exploitées afin de déterminer le groupe de Galois d’un po-
lynôme. Elles fournissent une liste de groupes candidats à être le groupe de Galois. Elles sont
également exploitables pour calculer des relations comme le montre le lemme suivant :

Lemme 61 Pour tout facteur p sur k (simple ou non) de la résolvante R, il existe un idéal N de
M (I) tel que

p(Θ ) ∈ N .
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Démonstration Car les racines de R sont les σΘ (α) = Θ (σ .α) où α parcourt L et que M étant
l’idéal des α-relations, l’idéal σ−1.M de M (I) est celui des σ .α-relations. ut

Sans perte de généralité, lorsque le groupe de Galois G de α sur k n’est fixé qu’à conjugaison près
dans L, nous pouvons toujours supposer que Θ (α) est une racine de h. Si G est fixé, et que τ.Θ est
dans la G-orbite O associée à h, il suffit de remplacer, dans ce qui suit, le H-invariant Θ par τ.Θ
et H par son conjugué τHτ−1 qui stabilise τ.Θ dans L.

L’algorithme
����� ����	�
 ������

calculant l’ensemble T est basé sur les matrices de groupes et le théo-
rème suivant :

Théorème 62 Si le polynôme h associé à la G-orbite O est sans racine multiple alors l’idéal de
Galois

J = I+ 〈h(Θ )〉
est défini par H et M. Le plus grand ensemble définissant J avec M est

GH =
⋃

C∈O

C

où O est la G-orbite de H dans les classes à gauche de L modulo H.
Pour que l’hypothèse de ce théorème soit satisfaite, il est suffisant mais pas nécessaire que h soit
un facteur irréductible simple sur k de la résolvante R.

Note 5 Le théorème précédent s’applique également aux idéaux de Hilbert (cas particuliers des
idéaux de Galois lorsque f = xn et G = In). Les idéaux de Hilbert ne sont pas nécessairement
triangulaires. La base de Gröbner de celui défini par le groupe alterné est calculable à la main
(voir [36]). Dans le cas des idéaux de Galois, ce calcul est très complexe car le haut degré de
transitivité de ce groupe induit à la fois un invariant composé de n!/2 monômes difficile à réduire
modulo l’idéal défini par Sn et un degré d’extension identique rendant rapidement impossible la
factorisation dans les extensions. C’est donc à la méthode linéaire et p-adique de Yokoyama qu’il
faut recourir.

La proposition suivante améliore l’algorithme
������� ��	�
 ������

dans le cas où le groupe de décom-
position de J ne contient pas le groupe de Galois G :

Proposition 63 Soit J un idéal de Galois tel que M ∈ M (J) et M le plus grand ensemble de per-
mutations le définissant avec M. Alors, considérant G le groupe de décomposition de M, l’idéal
de Galois

G.J = {g.p | g ∈ G et p ∈ J}
est défini par M et le plus grand sur-groupe D de G contenu dans M.
En particulier, pour tout groupe U intermédiaire entre G et D

G.J = U.J .

Démonstration Comme G.(G.I) = G.I, G est un sous-groupe du groupe de décomposition D
de l’idéal G.J. De ce fait, le groupe de décomposition D de G.J est aussi le plus grand groupe
définissant cet idéal avec M (en fait avec tout idéal maximal contenant G.J). Comme J ⊂ G.J,
nous avons D = GD ⊂ GM = M (c’est une propriété classique des idéaux de Galois). À partir de
là, la maximalité est évidente. La dernière assertion est évidente également puisque D contenant
G, il vérifie D.J = DG.J = G.J car D est le groupe de décomposition de G.J. ut

Nous pouvons ainsi déduire des relations en permutant par le groupe de Galois celles déjà obtenues
et aboutir ainsi à un nouvel idéal de Galois K dont le groupe de décomposition est un sur-groupe
de celui de chacun des idéaux maximaux de la décomposition de K.

� ��� ������"!� ����� ��� � ��"!� � � 	 �!� ��� �!����� � ����� 	���	�� � � � 	�� 	�


Nous supposons que J = I+ 〈h(Θ )〉. La plupart des remarques ci-après s’appliquent aussi dans le
cadre plus général de la proposition 63.

1. Pour calculer G.J, il n’est pas nécessaire de permuter tous les polynômes engendrant J puisque,
D étant un sous-groupe du groupe L de décomposition de I, nous avons D.I = I.
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2. De même, il n’est pas nécessaire de tester toutes les permutations de G puisque H est un
sous-groupe du groupe de décomposition de J (car H ⊂ L et H = StabL(Θ )). Ainsi, seules les
permutations τ2, . . . ,τm telles que

GH =
m⋃

i=1

τiH

sont à considérer (les τi sont calculées avec la G-orbite O). De plus, si un groupe U intermé-
diaire entre D et G est déterminé, il est inutile de tester les permutations n’appartenant pas à
G∩U .

3. Dans la pratique, le groupe D est rapidement déterminable à partir de G.J. Il suffit de tester
que σ .p ∈ G.J pour tout générateur de D et tout générateur de J. De plus, l’idéal G.J est
triangulaire (voir [5]) et #D est le produit d des degrés initiaux des polynômes de l’ensemble
triangulaire l’engendrant. Il suffit donc de chercher D parmi les groupes d’ordre d contenant
un groupe candidat. Sachant que D est unique parmi ceux d’ordre d, une vérification modulaire
est envisageable.

4. Toujours dans la pratique, le groupe G n’est pas nécessairement déterminé mais, en revanche,
l’algorithme

����������	�
�������
nous assure qu’il fait parti d’une chaîne croissante de groupes can-

didats contenus dans D (le groupe D a pu éventuellement être éliminé de la liste des candidats).
Pour pouvoir appliquer la proposition, il suffit donc de chercher un groupe candidat maximal
U tel que U.J est un idéal de Galois dont le produit d des degrés initiaux est supérieur ou égal
à #M. Si tel est le cas alors G ⊂ U ⊂ D et G.J = U.J = D.J. Non seulement, D.J et D sont
calculés, mais, de surcroît, nous pouvons ne conserver que les sous-groupes de D dans la liste
des groupes candidats.

Exemple 64 Choisissons le polynôme f = x8 + x6 +2x2 +4 de la base de donnée de MAGMA et
dont le groupe de Galois sur k = Q est 8T19. Considérons l’idéal de Galois de f suivant :

J = 〈 g1 = x8
1 + x6

1 +2x2
1 +4, g2 = x2 + x1,

g3 = x2
3 +1/2x6

1 +1/2x4
1 +1, g4 = x3 + x4,

g5 = x4
5 +(−1/2x6

1 −1/2x4
1 + x2

1)x
2
5 +2,

g6 = x3
5 + x2

5x6 + x5x2
6 +(−1/2x6

1 −1/2x4
1 + x2

1)x5 + x3
6 +(−1/2x6

1 −1/2x4
1 + x2

1)x6,

g7 = x2
5 + x5x6 + x5x7 + x2

6 + x6x7 + x2
7 +−1/2x6

1 −1/2x4
1 + x2

1, g8 = x7 + x8 〉 .

Les calculs qui nous ont amenés à J nous assurent que tous les groupes de la liste des groupes
candidats sont inclus dans des conjugués de 8T35 d’ordre 128. Nous savons également que chaque
candidat conjugué de 8T35 contient un groupe de décomposition d’un idéal de M (J). Choisissons
parmi les candidats le conjugué

D = 〈(7,8),(1,3)(2,4),σ = (1,5,3,8)(2,6,4,7)〉

de 8T35. Nous constatons que σ .(x1 + x2) = x5 + x6 et que l’idéal triangulaire

J+ 〈x5 + x6〉

a pour produit de ses degrés initiaux l’ordre 128 du groupe D. Donc D est le groupe de décompo-
sition de l’idéal

G.J = D.J = J+ 〈x5 + x6〉 = 〈g1,g2,g3,g4,g5,x6 + x5,2x2
7 +2x2

5 − x6
1 − x4

1 +2x2
1,g8〉 .

L’algorithme
��������� 	�
 ������

peut se poursuivre avec G.J (la dimension de l’anneau quotient est
128) à la place de J (la dimension est 3.128=384).

6.2 Un nouvel algorithme

Nous allons décrire une autre méthodologie simple en partie composée de pré-calculs sur les sous-
groupes de Sn afin de calculer efficacement l’ensemble T de groupe de décomposition G. Nous
reprenons les notations des paragraphes précédents. En particulier, concernant le paragraphe 3,
l’invariant Θ est le polynôme x1 et la résolvante R est donc le polynôme f lui-même de groupe de
Galois G sur k.
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Afin d’éclairer l’exposé, considérons le polynôme f = (x−1)(x2−2) et fixons α = (1,
√

2,−
√

2).
Les modules fondamentaux sont les polynômes F1 = x1 − 1,F2 = x2

2 − 2 et F3 = x3 + x2. Nous
voyons que f2 ∈ k[x] ⊂ k(α1)[x] et que f3 ∈ k(α2)[x] ⊂ k(α1,α2)[x]. Les corps k et k(α2) sont les
corps dit minimaux de f2 et f3, respectivement.

L’étude de T que nous proposons ici commence tout d’abord par distinguer deux étapes auxquelles
l’étude générale se ramènera.

� �
� �����
Facteurs fondamentaux appartenant à k

Données. f , k et G, le groupe de Galois de α sur k.
Supposons que f possède exactement r ≥ 1 facteurs irréductibles sur k. D’après les identités (4) et
(6), ce sont les r facteurs fondamentaux de f sur k appartenant à k[x] suivants :

f j1 = h1, f j2 = h2, . . . , f jr = hr

où, pour s ∈ [[1,r]], js = inf(Os) et φ(G,Os) est le groupe de Galois sur k du facteur f js en tant
que sous-groupe de SOs . Naturellement

d(G) = (m j1 ,m j2 , . . . ,m jr ) .

Remarque 65 Si f est réductible sur k alors nécessairement les degrés

m j1 ,m j2 , . . . ,m jr

de ses modules fondamentaux sont strictement inférieurs à n (on a n = m j1 +m j2 + · · ·+m jr ).

Ayant étudié les facteurs fondamentaux appartenant à k par un pré-calcul sur G, il s’agira ensuite de
pouvoir les calculer à partir de f sachant que cette étape pourra être appliquée à une extension de
k (voir Étape 2.). Il existe plusieurs méthodes. Parmi elles nous avons l’algorithme

����� ����	�
 ������

(voir l’exemple du groupe 8T39 du Paragraphe 7), les algorithmes de factorisations dans les ex-
tensions (voir, par exemple celui historique de B. Trager [29]) ou une méthode modulaire pour
calculer fi lorsque son degré mi = mi(G) est déterminé sachant que

fi ∈ k[x]⊂ k(α1,α2, . . . ,αi−1)[x]

pour éviter de calculer des coefficients a priori nuls (voir [25,37,38]). Ici, nous proposons en plus
une idée très simple pour calculer efficacement de nombreux modules fondamentaux ; ces calculs
sont prévisibles en fonction de G uniquement. Comme nous le constaterons lors de la prochaine
étape, certains modules fondamentaux peuvent être déjà déterminés. Supposons que pour s∈ [[1,r]]
le facteur f js soit le seul facteur de f sur k(α1) non calculé. Il se déduit alors trivialement des autres
par :

f js =
f

∏i6=s f ji
. (10)

� �
� �����
f est supposé irréductible sur k

Données. f irréductible sur k et G, le groupe de Galois transitif de α sur k.

D’après l’étape 1., f1 = f . Donc F1 = f (x1) est le seul module fondamental appartenant à k[x1].

Les facteurs fondamentaux de f sur k(α1) et appartenant à k(α1) sont obtenus en appliquant l’étape
1. avec les données f , k(α1) et le groupe G(1). Ces facteurs sont x−α1 et les facteurs fondamentaux
f j2 , . . . , f jr de f sur k et appartenant à k(α1). Les valeurs j2, . . . , jr sont entièrement déterminées à
partir de G(1).

Fixons i appartenant à { j2, . . . , jr}. Les pré-calculs déterminent les corps minimaux des modules
fondamentaux puisque :

Fi ∈ k[x1,xi] .
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Sans être explicitement signalé, ce résultat existe déjà dans [26].

Pour simplifier, pour la suite de cette étape, nous posons Fi = Fi(x1,xi). Dans l’esprit de la pro-
position 63, nous allons pré-déterminer en fonction de G s’il est possible de calculer ou non des
facteurs fondamentaux à partir de ceux appartenant à k(α1).
Lemme 66 Pour tout σ ∈ G(1), si σ(i) 6= i alors mσ(i) < mi.

Démonstration Car, pour tout σ ∈ G(1), le facteur fondamental fσ(i) est un facteur fondamental de
fi sur k(α1) ; si σ(i) 6= i alors fσ(i) est un facteur de fi/x−αi de degré mi −1 dans une extension
de k(α1). Par conséquent mσ(i) ≤ mi −1. ut
D’après ce lemme, les permutations de G(1) n’apportent rien. En revanche, comme le groupe G est
un sous-groupe transitif de Sn, nous pourrons appliquer la proposition suivante aux permutations
τ de G telles que τ(1) 6= 1 :
Proposition 67 Soit i ∈ { j2, . . . , jr}. Si τ ∈ G satisfait les conditions suivantes :

mτ(i) = mi et τ(1) < τ(i)

alors τ(1) 6= 1 et le τ(i)-ième facteur fondamental de f sur k est donné par :

fτ(i) = Fi(ατ(1),x) ∈ k[xτ(1),xτ(i)] .

Démonstration Nous avons τ(1) 6= 1, d’après le lemme 66. Le reste est évident puisque Fi ∈
k[x1,xi]. ut
Dans la proposition précédente, le module fondamental Fτ(i) résultera en fait de la réduction de
Fi(xτ(1),xτ(i)) modulo M. C’est pour cette raison que nous identifions fτ(i) et non Fτ(i).

Soient τ1 = id, . . . ,τn des permutations du sous-groupe transitif G de Sn telles que τ j(1) = j pour
j ∈ [[1,n]]. Pour chaque j ∈ [[1,n]], les r polynômes fτ j(i) où i parcourt { j2, . . . , jr} sont les facteurs
de f sur k(α j) de groupe de Galois G j sur k(α j) (où G j est le stabilisateur de j dans G). Donc il
suffira d’appliquer la proposition 67 aux seules permutations τ2, . . . ,τn de G.

Inversement à la proposition 67, s’il existe l ∈ [[1,n]] et 1 ≤ j < l tels que f l soit un facteur irré-
ductible de f sur k(α j) (i.e. fl = P(α j,x) avec P ∈ k[y,x]) alors, par la transitivité de G, P(α1,x)
est aussi un facteur irréductible de f sur k(α1). Donc nécessairement, la proposition 67 s’applique
pour déduire le module Fl d’un des modules Fj2 , . . . ,Fjr .

� �!�������!��� ���

Pour déterminer les facteurs fondamentaux de f sur k, il faut d’abord appliquer la première étape
à f puis appliquer récursivement la deuxième sur chaque facteur irréductible g dans chaque ex-
tension ku = k(αu1 , . . . ,αui) considérée. Le polynôme g est un facteur fondamental de f sur k de
degré m. Les données de l’étape 2 seront g, ku et le groupe de de Galois Gu de β sur ku calculé
avec la fonction φ où β le m-uplet des racines de g respectant l’ordre induit par la numérotation
des racines de f . En particulier, les générateurs de Gu dans Su engendrent un sous-groupe de G
dans Sn. Il faudra néanmoins appliquer la proposition 67 au groupe G et non pas uniquement au
groupe Gu comme l’illustrera l’exemple du groupe PSL(2,7) du paragraphe 7.

La plupart des calculs peuvent être menés a priori en utilisant uniquement des considérations
groupistiques.

6.3 Application

Dans le paragraphe précédent, nous avons décrit une méthodologie de pré-étude portant sur un
groupe G afin de déterminer le canevas d’un algorithme de calcul de T lorsque G est son groupe
de décomposition. Une fois cette pré-étude réalisée pour tous les groupes d’un même degré n, elle
est alors combinable (toujours en pré-étude) avec les matrices de groupes sur k mais aussi sur ses
extensions ku. À tout moment, il est possible d’utiliser l’algorithme

����������	�
 ������
en rajoutant des

modules de Cauchy de facteurs fondamentaux déjà calculés (voir [26]). Nous pouvons produire de
la sorte un algorithme très efficace pour le calcul simultané de T et G en degré n. Si le groupe G
est déjà déterminé, la pré-étude précédente suffit.
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7 Exemples

Nous allons illustrer la méthode du paragraphe 6 pour calculer T à travers 3 exemples caractéris-
tiques. Le premier détaille la méthode à suivre pour la pré-étude sur un groupe fixé. Le second
illustre la méthodologie à suivre pour déterminer simultanément le groupe de Galois et l’idéal des
relations. Le troisième montre comment bien utiliser la proposition 67.

7.1 Un groupe d’ordre 384 conjugué de 8T44

Nous supposons que f possède comme groupe de Galois sur k le groupe

G = 〈(4,6),(1,6)(2,4),(1,7,3,6)(2,8,5,4)〉

conjugué de 8T44, d’ordre 384 et tel que m(G) = (8,1,6,4,1,1,2,1). Nous appliquons la première
étape qui nous donne

f1 = f ∈ k[x] .

Dans le contexte de la deuxième étape avec f , k et G comme données, nous appliquons la première
avec f , k(α1) et G(1). Le groupe G(1) est le groupe G∗ de l’exemple 3.4. Nous avons j2 = 2 et
j3 = 3. Comme d(G(1)) = (1,m2,m3) = (1,1,6), dans k(α1), f possède 2 facteurs linéaires x−α1

et f2 et le facteur f3 de degré 6 de groupe de Galois φ(G∗,O3) sur k(α1). Donc,

f2 ∈ k(α1)[x] et, en appliquant (10),

f3 =
f

(x−α1) f2
∈ k(α1)[x] .

Comme m2 = m5 = m6 = m8 = 1, nous cherchons à utiliser la proposition 67 avec i = 2. Des trois
permutations τ4 = (1,4,5,8,2,6,3,7),τ3 = (1,3)(2,5)(4,8)(6,7) et τ7 = (1,7,3,6)(2,8,5,4) de
G modulo G(1), nous déduisons les 3 facteurs fondamentaux :

f5 = F2(α3,x), f6 = F2(α4,x), f8 = F2(α7,x) .

Il reste à trouver les facteurs fondamentaux f4 et f7 de degrés respectifs m4 = 4 et m7 = 2. Comme
indiqué dans le cas général, nous appliquons l’étape 2. au polynôme f3 irréductible sur k(α1,α2) =
k(α1) avec φ(G∗,O3) comme groupe de Galois de (α3, . . . ,α8) sur k(α1) dans S{3,4,5,6,7,8} (i.e.
agissant sur les indices des αi). Appliquons l’étape 1. avec f3 sur k(α1)(α3). Le stabilisateur de
3 dans H = φ(G∗,O3) est le sous-groupe H∗ = 〈(4,6),(4,7,6,8),(7,8)〉 de S3 × S{4,6,7,8} × S{5}
(H∗ est engendré par les mêmes générateurs que G(3)). Ainsi, avec l’identité (10), dans k(α1,α3)
nous avons :

f4 =
f3

(x−α3) f5
∈ k(α1,α3)[x] .

L’étape 2. se poursuit avec f3. Comme m4 6= m7, le facteur f7 n’est pas déductible de f4 par
permutation. Nous appliquons l’étape 2. à f4 sur k(α1,α3) avec le groupe H∗. Cette étape nous
redirige sur l’étape 1. avec le polynôme f4, le corps k(α1,α3)(α4) et le sous-groupe S{4}×S{6}×
S{7,8} de S{4,6,7,8} (i.e. le stabilisateur de 4 dans H∗). Avec l’identité (10), nous obtenons :

f7 =
f4

(x−α4) f6
∈ k(α1,α3,α4)[x] .

Nous savons donc calculer les 8 modules fondamentaux à partir de 2 d’entre eux : F1 = f (x1) ∈
k[x1] et F2 ∈ k[x1,x2] linéaire en x2.

Commentaires. Le gain de notre méthode est extrêmement important. Le module F2 résulte d’une
factorisation partielle de f/(x−α1) sur k(α1) (i.e. seul le facteur linéaire est à calculer). Avec
la formule (10), nous évitons la factorisation complète de f sur k(α1). Si nous n’utilisons pas
la formule (10) et la proposition 67, pour obtenir f4 et f5, nous devons factoriser f3 de degré 6
sur k(α1,α3,α4) de degré 48 sur k ; c’est-à-dire factoriser sur k un polynôme de degré 288=6.48
(voir [29]). De même, pour obtenir f6 et f7 en factorisant f4 sur k(α1,α3,α4), il est nécessaire de
factoriser sur k un polynôme de degré 768=192.4. Cet exemple simple permet donc de mesurer à
la fois la simplicité et l’efficacité de la méthode proposée dans cet article.
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7.2 Un groupe d’ordre 192 conjugué de 8T +
39

Nous nous plaçons dans le cas plus complexe où le groupe de Galois n’est pas pré-déterminé. Nous
appliquons simultanément la détermination du groupe de Galois avec les matrices de groupes et le
calcul des facteurs fondamentaux. Pour cet exemple illustratif, ce n’est pas la meilleure stratégie
qui est recherchée. L’objectif est d’expliquer comment éviter de lourds calculs dépassant parfois
les capacités de la machine. Pour une implantation, afin de déterminer partiellement ou complè-
tement le groupe de Galois, il est possible d’appliquer au préalable le théorème de Dedekind ([7,
23]) ou, en cours de calcul, une des méthodes exposées par A. Hulpke dans [17].

Nous conservons les notations de l’exemple précédent et nous supposons qu’avec la matrice des
groupes relative à S8 nous ayons déterminé que le groupe de Galois de f sur k soit un des groupes
8T23,8T +

39 ,8T40 et 8T44. Pour cela, il suffit que la résolvante absolue R de f par un invariant primitif
de S2 × S6 possède sur k un facteur irréductible simple de degré 4 et de groupe de Galois impair
(c’est S4) et un facteur irréductible de degré 24 (voir la sous-matrice des groupes relative à S8
publiée dans [31]). Nous faisons volontairement l’économie du calcul du discriminant de f pour
ne pas discriminer 8T +

39 dès à présent.
Toujours d’après la matrice des groupes, le polynôme f possède alors un facteur linéaire sur k(α1).
De ce facteur linéaire, nous déduisons l’idéal de Galois I engendré par les polynômes F1, . . . ,F8 de
l’exemple précédent consacré à 8T44. Le groupe de décomposition de I est le groupe G, conjugué
de 8T44. Avec les polynômes F1, . . . ,F8, nous sommes en mesure de calculer des résolvantes G-
relatives (voir [5]) et donc d’exploiter la matrice de groupes relative à G pour déterminer le groupe
de Galois de f sur k. Choisissons le sous-groupe (distingué)

H = 〈(1,8)(2,7)(3,4)(5,6),τ3,(1,6)(2,4)(3,7)(5,8),(1,4,3)(2,6,5),(1,2)(3,6,5,4)〉

de G conjugué de 8T39. En comparant m(H) = (8,1,6,4,1,1,1,1) à m(G), nous en déduisons,
qu’hormis F7, les polynômes Fi engendrant I sont les modules fondamentaux de α sur k si H est
son groupe de Galois sur k. Si tel est le cas, H est le groupe de décomposition de M et de (5,6)M
(car H est auto-adjoint dans G) tels que :

I = M∩ (5,6)M .

Déterminons à la fois le groupe de Galois et T (i.e. le module fondamental manquant). Com-
mençons par calculer Θ , un H-invariant G-relatif et réduisons-le à θ modulo I. Nous calculons
(rapidement) R2, la résolvante G-relative de α par θ de degré 2, l’indice de H dans G. Supposons
que cette résolvante se factorise en deux facteurs linéaires (x+a)(x+b) distincts. La résolvante R2
possédant un facteur linéaire simple, le groupe de Galois de α sur k est un sous-groupe de H, c’est
donc H (c’est un cas particulier d’utilisation de la matrice des groupes qui rejoint un théorème
bien connu). D’après le théorème 62, nous avons finalement :

M = I+ 〈θ +a〉 .

Appliquons ce résultat au polynôme irréductible f = x8 + x2 + 1 calculé par Mattman, McKay et
Smith. La résolvante R de f par x1x2 possède sur k = Q un facteur irréductible de degré 24 et un
de degré 4 de groupe de Galois impair. La parité de f impose que le facteur fondamental simple
sur k(α1) soit :

f2 = F2(α1,x) = x+α1 .

Nous en déduisons les générateurs de l’idéal de Galois I :

f3 = f/(x2 −α2
1 ) = x6 +α2

1 x4 +α4
1 x2 +α6

1 +1

et F5 = x5 +x3, F6 = x6 +x4 et F8 = x8 +x7 ; autrement dit f5 = x+α3, f6 = x+α4 et f8 = x+α7.
Pour finir avec I, nous avons

f4 = f3/(x−α3)(x+α3) = f3/(x
2 −α2

3 ) = x4 + x2α2
1 + x2α2

3 +α4
1 +α4

3 +α2
3 α2

1 et

f7 = f4/(x
2 −α2

4 ) = x2 +α2
1 +α2

3 +α2
4 .

Nous calculons θ = x1x2x4x7 = Θ modulo I et R2 = (x−1)(x+1). Du calcul

g7 = x1x2x3 f7(x7)− x7(θ −1) = x7 + x1x2x3
3 + x1x3

2x3 + x3
1x2x3

nous déduisons
T = {F1, . . . ,F6,g7,F8} .
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Commentaires. Cet exemple est assez étonnant car, en dehors du calcul et de la factorisation de la
résolvante R, les calculs sont réalisables rapidement “à la main” alors que la fonction � ��� ����� ������� �	�� �
de MAGMA n’en finit pas de calculer sans obtenir de résultat. Pour le calcul de g7, la factorisation
en MAGMA de f7 dans k(α1,α3,α4) se réalise en plus de 6 secondes sur une machine Intel Pen-
tium 1,60 GHz, 512 MB/Mo. Lorsqu’il ne reste plus qu’à déterminer des facteurs fondamentaux
linéaires, pour éviter des factorisations dans les extensions, il est également possible d’appliquer
la méthode interpolatrice de J. McKay et R.P. Stauduhar ([24]). Dans cet exemple précis, l’algo-
rithme

��������� 	�
 ������
pour calculer g7 est indiscutablement plus rapide. Notons que nous aurions

pu exploiter la parité de f pour réduire les calculs de f3, f4 et f7.

7.3 Le groupe PSL(2,7) = 7T5 à 168 éléments

(Voir [34] pour une première étude de ce groupe.)
Soit f un polynôme irréductible sur k de degré n = 7 et de groupe de Galois le groupe PSL(2,7) à
168 éléments. Nous avons f1 = f . Fixons le groupe

G = 〈(1,4,3,5,6,7,2),(2,5)(3,4)〉
comme étant le groupe de Galois de α sur k. Avec G, nous calculons m = (7,6,1,4,1,1,1), le
n-uplet des degrés des facteurs fondamentaux de α sur k.
Comme G(1) = 〈(2,5)(3,4)(2,7,4)(3,6,5)〉, d’après la formule (10), dans k(α1) nous avons :

f2 =
f1

(x−α1)
∈ k(α1)[x] .

Puis, comme G(2) = 〈(4,6)(5,7)(4,5)(6,7)〉, dans k(α1,α2), nous avons

f3 ∈ k(α1,α2)[x] et

f4 =
f2

(x−α2) f3
∈ k(α1,α2)[x]

avec deg( f3) = 1 = m3 et deg( f4)= 4 = m4. Comme m3 = m5 = m6 = m7 = 1, avec f3 ∈ k(α1)(α2),
nous appliquons la proposition 67 à i = 3 et aux permutations τ ′

4 =(2,4,7)(3,5,6) et τ ′
6 =(2,6)(3,7)

de G(1) modulo G(2). Donc

f5 = F3(α1,α4,x) et f7 = F3(α1,α6,x) .

Pour déduire F6, nous remontons jusqu’à G. Avec la permutation τ3 = (1,3,6,2,4,5,7) de G mo-
dulo G(1), nous obtenons finalement

f6 = F3(α3,α4,x) .

Pour le polynôme f = x7−7x+3 de groupe de Galois 7T5, nous obtenons en moins d’une seconde
le polynôme :

63 f3 = 63x+(2α5
1 +5α4

1 +α3
1 +7α2

1 −3α1 −6)α5
2 +(5α5

1 +5α3
1 +3α2

1 −7α1)α4
2

+(α5
1 +5α4

1 −8α2
1 −4α1 +24)α3

2 +(7α5
1 +3α4

1 −8α3
1 −6α2

1 +28α1 −6)α2
2

+(−3α5
1 −7α4

1 −4α3
1 +28α2

1 −14α1 +45)α2 +3(−2α5
1 +8α3

1 −2α2
1 +15α1 −4) .

Commentaire. Pour la détermination de T, avec la formule (10) et la proposition 67, tous les
modules fondamentaux se déduisent de F1 = f (x1) ∈ k[x1] et de F3 ∈ k[x1,x2] de degré 1 en x2.

Conclusion

L’étude fine a priori du corps des racines et du groupe de Galois d’un polynôme nous a permis
de dégager une méthode algébrique extrêmement efficace pour leur calcul. Les exemples de cet
article en apportent une illustration indéniable. Cette méthode est entièrement automatisable et en
grande partie composée de pré-calculs.
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