Oh! Venez apreés cela précher la paix!
Venez demander aux hommes qui souffrent
d’avoir pitié de ce qui est! Pitié, jamais!
Haine, voila tout. Qui ne la ressent pas profon-
dément, cette haine du présent, n’a pas vrai-
ment ’amour de avenir. |...]

Il me manque, pour étre un savant, de
n’étre que cela. Le cceur chez moi s’est ré-
volté contre la téte; je n’ajoute pas comme
toi: «C’est bien dommage ».

Evariste Galois.
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Chapitre 1

Introduction

Il est fréquent qu'une méme technique algébrique puisse étre utilisée dans plusieurs domaines distincts.
Le travail qui est présenté ici en est l'illustration. Il devait en effet se limiter initialement & 1’étude du
probléme direct de la théorie de Galois effective : identifier le groupe de Galois d’un polynome donné. Mais
il s’est avéré que les outils de la théorie des invariants que nous avons développés dans ce but donnent
aussi des résultats pour la résolution des systémes d’équations algébriques invariantes par des symétries.
Cela nous a conduit a développer notre travail dans cette direction.

La structure de ce volume, divisé en trois parties, suit cette évolution. Une premiére partie présente
des outils de théorie des invariants que nous avons développés; ils seront utilisés dans les deux autres
parties. Suivent une seconde partie qui traite du probleme direct de la théorie de Galois effective, et une
troisieme qui présente une méthode de résolution des systémes d’équations algébriques avec symétries.

*

La premiére partie concerne donc la théorie des invariants effective. Elle se propose de permettre une
manipulation efficace des éléments de I'algebre k[X]# ou k(X)¥, des invariants sous ’action d’un sous-
groupe fini H du groupe linéaire. 1l s’agit d’étre capable d’une part d’effectuer des calculs algébriques sur
ces invariants sans avoir & manipuler les polynomes sous forme développée, d’autre part de permettre de
spécialiser n’'importe quel invariant de H a partir de la seule connaissance des valeurs spécialisées d’un
petit nombre d’entre eux.

Un premier chapitre met en place les notations et rappelle quelques résultats généraux. Il est suivi
(chapitre 2) d’une premiére approche linéaire du probléme dans le cas ot H est un groupe de permuta-
tions : on représente les invariants de H dans une base de k-espace vectoriel. Le probléme qui apparait est
le calcul du produit de deux éléments de la base. Pour cela, nous généralisons (Prop. 2.1) un résultat d’A.
Valibouze qui concerne le groupe symétrique. Nous généralisons aussi (Prop. 2.5) le test d’égalité, qui est
nécessaire pour regrouper les termes apres le calcul d’un produit ; dans le cas du groupe symétrique, ce
test d’égalité se limitait & un simple algorithme de tri. Nous avons en outre implanté dans le langage de
calcul formel AXTOM [37] cette représentation des invariants du groupe symétrique, sous forme d’un do-
maine, PolynomesSymetriques, ainsi que divers algorithmes permettant d’exprimer ces invariants dans
diverses représentations, et de passer d’une représentation & une autre. La description des invariants au
chapitre 2 permet donc les calculs algébriques sur les invariants.

Les chapitres 3 et 4 traitent le probléeme de la spécialisation. Ils ménent, de facon paralléle, des
méthodes permettant d’exprimer les invariants de H en fonction des éléments d’une base de transcendance
(T4, ...,,) et d’une base de module libre sur la partie transcendante. Pour cela, le chapitre 4 décrit
k[X]H et s’appuie sur une décomposition d’Hironaka (normalisation de Noether alliée a la propriété de
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Cohen-Macaulay), c’est-a-dire de la forme

e

kX1, X = @Dk, 1] S (1.1)

i=1

la somme directe portant sur des k[IT]-modules, tandis que le chapitre 3 décrit k(X)# grace & un élément
primitif:

e—1
=Pk, ... m,) e . (1.2)
=0

Marc Giusti et Joos Heintz ont montré dans une série de travaux, qui fut initiée par [30] pour aboutir
a [31] (voir aussi un résumé de ces travaux dans la note au CRAS [33]) qu’une mise en position de
Noether d’une variété — ce qui correspond algébriquement & une normalisation de Noether de I’anneau
de fonctions associé — est d’une maniére générale un bon cadre pour une évaluation avec une bonne
complexité. Le travail présenté ici est ainsi, dans le cadre particulier de la théorie des invariants, auquel
cas la normalisation de Noether peut d’ailleurs étre calculée une fois pour toutes pour chaque groupe, une
illustration de ce principe général, méme si nous y présentons les choses dans une philosophie de réécriture
et non d’évaluation comme dans [30] et [32]. C’est donc & la lumiére des travaux de Marc Giusti et de
Joos Heintz que nous avons pu comprendre avec du recul la raison de Iefficacité des algorithmes de cette
thése, dont la rédaction finale a bénéficié de cet éclairage qui manquait & nos premiers articles [17] et [19]
sur le sujet.

Les théories utilisées sont donc bien connues: les travaux de Hochster, Eagon et Stanley [60] dans le
cas polynomial, et la théorie des corps dans le cas fractionnaire. Dans les deux cas (k(X)# au chapitre 3 et
E[X]H au chapitre 4), la décomposition (extension transcendante de corps ou décomposition de Noether)
est d’un type particulier: le fait qu'on a une algébre d’invariants implique que 1’on a un module libre
sur la partie transcendante pure. Nous avons pu trouver des algorithmes efficaces d’algébre linéaire pour
effectuer en pratique cette décomposition. Cela permet d’une part d’effectuer facilement les opérations
dans cette algebre, en se limitant aux opérations sur les éléments de cette base. Mais cela permet surtout
de spécialiser les invariants de H grace a la connaissance des valeurs spécialisées de Iy, ..., IL,.

En effet, au chapitre 3, on obtient la valeur spécialisée § de © — ou de 'un de ses conjugués — a partir
des valeurs spécialisées de IIy, ... II,, en calculant et en spécialisant le polynome minimal de © : alors,
6 en sera une racine. Nous donnons alors un algorithme rapide (Prop. 3.10) pour exprimer un invariant
de H (resp. sa valeur spécialisée) en fonction de Iy, ..., II,,© (resp. leurs valeurs spécialisées) selon la
décomposition (1.2). Il consiste & mettre une structure d’espace quadratique sur I’espace vectoriel k(X)H
(voir Prop. 3.5).

En revanche, au chapitre 4, les choses sont un peu plus compliquées, bien que nous donnions aussi
(Prop. 4.11) un algorithme pour calculer effectivement la décomposition (1.1) d’un invariant. On peut en
effet, comme au chapitre 3, obtenir les valeurs spécialisées o; des ¥; — ou d’un de leurs conjugués — en
calculant, spécialisant, puis factorisant leur polynome minimal. Le probléme est qu’alors, il n’y a aucune
raison pour que le conjugué de ¥; dont o; est la valeur spécialisée soit conjugue par le meme élément que
le conjugué d’un X; dont o; est la valeur spécialisée: on a en général o; = 7. E et o; =7/ EJ, ol 7 et 7/
n’ont rien & voir 'un avec 'autre, ce qui fait que 1’on ne peut rien en tirer. Mais nous montrons en fait
(théorémes 4.12 et 4.14) que si 'on impose non seulement aux o; d’étre racine des polynémes minimaux
mais en outre de satisfaire toutes les syzygies (spécialisées) entre les X;, syzygies que l’on peut calculer
a ’avance, alors cela assure la cohérence qui manquait: les o; viennent de ¥; conjugués par un méme
élément.

Les deux chapitres 3 et 4 ont donc des applications algorithmiques, qui seront pleinement utilisées dans
la seconde partie (théorie de Galois effective) et & la troisiéme partie (résolution des systémes d’équations
algébriques avec symétries).
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Le chapitre 5 est indépendant et traite un probléme soumis par B. Sturmfels: si un groupe linéaire
satisfait au probleme de Noether (c’est-a-dire si ses invariants forment une extension transcendante pure de
k) pour une certaine action sur un anneau de polynomes & n indéterminées, alors il y satisfait encore quand
il opeére de facon diagonale sur np indéterminées. Ce résultat est connu depuis Mattuck et fut généralisé
ensuite. Nous en donnons ici une preuve effective, qui a en outre ’avantage de fournir explicitement une
base de transcendance pure pour I’action diagonale & partir d’une base pure pour ’action initiale.

*

La seconde partie concerne la théorie de Galois effective, et plus particuliérement le probléeme direct
(recherche du groupe de Galois d’un polynéme donné), quoique les calculs de résolvantes puissent aussi
s’appliquer & certains aspects du probléme inverse (réalisation effective d’un groupe en un degré donné
par exemple).

Le probléme direct, qui conduit a des calculs que Galois jugeait «impraticables» et qu’il ne «voudrait
charger ni lui ni personne de faire», a cependant été abordé des 1929 par Berwick, qui donne une mé-
thode de résolution compléte en degré 6 dans le cas transitif, et par Tchebotarev (1950), qui donne
des méthodes modulaires qui permettent dans certains cas d’identifier le groupe de Galois. Mais c’est
avec le développement de I'informatique, qui permet maintenant des calculs hors de portée au siécle
de Galois, que se sont développées diverses méthodes, et plus particulierement au cours des vingt-cinq
derniéres années : méthodes numériques & partir de Stauduhar (1973) et poursuivies Geyer (1993) et par
Eichenlaub et Olivier (1995), méthodes p-adiques (Yokoyama, 1996), méthodes algébriques utilisant des
résolvantes (voir Déf. 6.1) d’invariants linéaires — c’est-a-dire polynomiaux de degré un (Butler, McKay,
Soicher, 1981). En 1993, Arnaudiés et Valibouze montrent [7] que les méthodes utilisant des résolvantes
de Lagrange absolues, c’est-a-dire dont les coefficients sont des invariants du groupe symétrique &,,, sont
déterministes et ils donnent un moyen d’obtenir le meilleur algorithme utilisant des résolvantes absolues ;
puis Valibouze montre dans [70] qu’on peut accélérer ces méthodes en calculant les groupes de Galois
de facteurs irréductibles de bas degré des résolvantes (contrairement & Berwick qui le faisait par manque
de résolvantes en degré 6, Valibouze I'utilise pour optimiser une méthode déja déterministe sans cela).
Tls montrent aussi qu’on peut utiliser des résolvantes relatives (c’est-a-dire dont les coefficients appar-
tiennent & k[X]Z ot L est un sous-groupe de &,,), mais se pose alors le probléme de la spécialisation de
ces résolvantes.

Pour les résolvantes absolues, spécialiser des polynomes symétriques par les racines d’un polynome
f se faisait en les exprimant en fonction des polynomes symétriques élémentaires, puis en substituant a
ces polynomes symétriques élémentaires les coefficients (au signe prés) de f. Pour calculer les coefficients
d’une résolvante relative & un groupe L, qui appartiennent bien & k£ quand L contient la représentation
du groupe de Galois de f, on doit spécialiser les coefficients génériques de ces résolvantes qui sont des
invariants du groupe L C &,. Mais quand L # &,,, ces derniers ne peuvent pas s’exprimer génériquement
en fonction des coefficients de f puisque ceux-ci sont des expressions symétriques en les racines. C’est
pourquoi les résolvantes relatives sont restées longtemps le domaine réservé des numériciens, qui les
calculent a partir d’approximations des racines de f.

Nous montrons dans les chapitres 8 et 9 qu’il est en fait possible de calculer ces résolvantes relatives
par du calcul formel uniquement (donc sans calculer d’approximations des racines), et de maniére efficace.
Cela peut paraitre contradictoire d’apres ce qui vient d’étre dit : «les coefficients des résolvantes relatives
ne peuvent pas s’exprimer génériquement en fonction des coefficients de f». L’explication est que nous
calculons une résolvante relative sans savoir précisément laquelle: elle est relative & un certain conjugué
r.L.771 de L, ol T est une permutation que ’on ne connait pas; mais nous montrons au chapitre 8 que
cela n’a pas d’'importance; et c’est logique car de toute maniére c’est seulement & conjugaison prés que
I’on cherche & identifier la représentation du groupe de Galois dans le groupe symétrique.

C’est a partir de cette idée, et en utilisant comme outils les chapitres 3 et 4, que nous avons développé
I’algorithme du chapitre 8, combinant les résolvantes relatives et les méthodes formelles précédentes.
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Le fait que nous calculions une résolvante relative sans savoir laquelle c’est, comme nous venons de
I’expliquer, est en fait un grand avantage sur les méthodes numériques. En effet ces derniéres, dans leurs
étapes intermédiaires, obligent a identifier précisément des sous-groupes, au lieu de leur seule classe de
conjugaison, et & tester des conjugaisons par des permutations d’un sous-groupe de &, (voir [21, Par.
2.1.4, Remarque]), ce qui est cotiteux et artificiel, puisque le résultat final est en fait & conjugaison prés
par un élément de &,,.

Le chapitre 8 correspond & I’article [17] dont nous avons retiré certaines parties afin d’éviter des redites
de résultats du chapitre 3. Nous y donnons un équivalent formel de la méthode numérique de Stauduhar,
qui consiste a utiliser les résolvantes relatives pour tester si le groupe de Galois est inclus dans un certain
groupe, puis par ce moyen, a parcourir le graphe des classes de conjugaison de sous-groupes de &, par
inclusions successives en partant de &, jusqu’a trouver le groupe de Galois cherché (ou plutét la classe
de conjugaison de sa représentation dans &,,, ce qui est plus précis car cela contient une information sur
I’action de ce groupe sur les racines de f).

Outre cette «Méthode de Stauduhar formelle», ou «méthode de descente directe», on trouve aussi au
chapitre 8 (Prop. 8.5) une borne sur le nombre de transformations & effectuer pour rendre les résolvantes
séparables.

Signalons que le chapitre 8 a été rédigé avant le Théoreme 4.14, et c’est pourquoi il n’utilise que
les outils du chapitre 3. Mais le Th. 4.14 montre que I’on peut tout aussi bien utiliser le point de vue
polynomial du chapitre 4 : nous en donnons I'illustration dans ’Annexe A

Le chapitre 9 reprend ’article [18], qui généralise la méthode du chapitre 8. Alors qu’au chapitre 8,
on n’utilisait que les facteurs linéaires des résolvantes (c’est-a-dire leurs racines dans k) pour spécialiser
les invariants, la méthode du chapitre 9, qui s’appuie sur le Théoréme 9.7, montre qu’on peut tirer parti
des autres facteurs.

Par exemple, si une résolvante d’un invariant © d’un groupe H a un facteur irréductible h de degré
2 sur k, soit h = T2 4+ aT + b, alors il existe des permutations 71 et 7 telles que h soit le spécialisé de
(T — 11.0)(T — 75.0), donc on connait ainsi la valeur spécialisée (c’est —a) du polynéme 1.0 + 7.0, qui
est un invariant d’un certain groupe G (ici le stabilisateur de {7.H, 7. H}). On peut ainsi spécialiser des
invariants de G grace au calcul d’une résolvante de H : c¢’est 1'idée qui est exploitée au chapitre 9.

Cela améliore souvent la méthode de «descente directe» de fagon considérable, quand GG est un groupe
de grand indice mais H de petit indice: on remplace ainsi le calcul et la factorisation d’une résolvante de
degré I'indice de G par ceux d’une résolvante de degré I’indice de H. Nous avons baptisé cette méthode
«descente diagonale» car on ne passe plus d’un groupe a un sous-groupe, on passe directement de H a G.

Nous avons étudié jusqu’au degré 10 les algorithmes de résolution du probléme direct par cette mé-
thode, et calculé le degré maximal des résolvantes & factoriser pour identifier le groupe de Galois dans
tous les cas de figure. Ces bornes sur les degrés sont répertoriées dans les tableaux du § 9.4, ol elles sont
comparées aux degrés nécessaires avec la méthode de «descente directe» (Stauduhar formelle) et avec la
méthode de factorisation de résolvantes absolues (utilisant les degrés et groupes de Galois des facteurs
irréductibles).

Le chapitre 7 est indépendant. Aprés avoir rappelé le lien entre groupe de Galois et idéal des relations
algébriques entre les racines d’un polynéme, nous montrons (Prop. 7.5) le résultat suivant: le groupe
de Galois d’un produit fg de polynomes est produit direct de ses sous-groupes Galg(f) et Galg(g) si et
seulement si les relations algébriques entre les racines de fg se décomposent en relations entre les racines
de f d’une part, et entre les racines de g d’autre part. Cela implique par exemple que des extensions
galoisiennes finies sont linéairement disjointes si et seulement si leur intersection est réduite au corps de
base.

*

La troisieme partie présente une méthode nouvelle de résolution de systemes d’équations algébriques
invariantes par des symétries.
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Les méthodes usuelles utilisées pour résoudre de tels systémes brisent les symétries. C’est le cas d’un
calcul de base standard de 1’idéal engendré par les équations du systéme. Une implantation efficace des
calculs de bases standard a été implantée dans GB par Faugere. Une telle base standard privilégie un
ordre sur les indéterminées. Une version améliorée des bases standard transforme un systéme algébrique
en systeme triangulaire, dont la derniére équation n’a plus qu’'une inconnue. Ici encore, les symétries sont
brisées.

Gatermann s’est intéressée [24] & 'utilisation des symétries dans le calcul des bases Standard. Elle
peut ainsi dans certains cas réduire les calculs. Notre point de vue est différent : nous ne cherchons pas
de base standard de I’idéal de départ, nous cassons ’extension de corps dans laquelle vivent les solutions
en extensions de plus petit degrés grace aux symétries.

Le chapitre 10 reprend ’article [19], & quelques différences prés: le § 10.5 est nouveau ; deux exemples
ont été ajoutés; d’autres paragraphes ont au contraire été supprimés car ils recoupaient les chapitres 3
et 4.

Soit G un sous-groupe fini du groupe linéaire GL, (k) qui laisse invariant les équations du systéme,
oll n est le nombre d’inconnues. L’idée de cette partie est de décomposer I’algébre d’invariants k[X]¢,
(resp. le corps k(X)“), en I’écrivant comme module libre sur k[X]L (resp. espace vectoriel sur k(X)L),
ot L C GL, (k) est un groupe fini de réflexions (resp. satisfaisant le probléme de Noether) et contenant

G.

On peut alors exprimer les équations du systéeme de départ en fonction de n invariants I, ... II,, de
L et d’un petit nombre d’invariants 31, ..., X, (resp. un seul invariant © et ses puissances) de G.

Cela conduit a remplacer le systéme initial par deux systémes: un premier systéme en Iy, ... I,, et
un second systéme paramétré par les solutions 7y, ..., 7, du premier donne les solutions (z1,...,z,) du

systéme 1nitial.

Nous prouvons dans les théorémes 10.6 et 10.10 que 1’on obtient ainsi toutes les solutions du systéme
de départ. Le premier de ces théorémes est fondé sur les techniques du chapitre 3, et est donc valable en
caractéristique quelconque. Le second théoréme s’appuie sur celles du chapitre 4 (donc en caractéristique
nulle) et résulte du Théoréme 4.14: les équations du second systéme sont en effet les syzygies entre
Y1,y B

Autrement dit, la méthode consiste & casser ’extension de corps k(z1,...,2,) en deux parties, en
introduisant k(wy, ..., 7,) au milieu. On fait ainsi chuter les degrés des polynomes a factoriser. Cela peut
permettre par exemple de résoudre par radicaux les systémes, comme nous le montrons dans les exemples
du § 10.7. Mais on peut aussi s’en servir pour une autre représentation des solutions.

Outre les exemples présentés au § 10.7, ol nous résolvons & la main certains systémes (par exemple le
systéme aux racines cycliques sixiémes) dont la base standard requérait de trés lourds calculs (méme sur
des ordinateurs performants), la méthode de cette partie est utilisée, en collaboration avec I. Kotsireas,
pour résoudre des équations de la mécanique céleste (probléme aux 4 corps avec symétries).

*

I’Annexe A est un exemple illustratif de la méthode du chapitre 8 («descente directe»), utilisée pour
résoudre le probléme direct en degré 5: nous y donnons un nouvel algorithme, qui n’utilise que du calcul
formel (pas de calcul approché des racines) et des factorisations de polynémes de degré au plus 6.

L’Annexe B illustre la méthode de «descente diagonale» du chapitre 9, sur 'exemple du probléme
direct en degré 6.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION
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Chapitre 1
Généralités

Dans toute la suite de ce volume, k désigne un corps commutatif, n un entier naturel non nul et
Xq,..., X, des indéterminées algébriquement indépendantes sur k. La lettre grasse X désignera la famille
(X1,...,Xp); par exemple, k[X] est I’anneau de polyndmes k[X1,..., X,].

De maniére générale, k sera supposé, dans toute la suite, de caractéristique quelconque dans les
chapitres ou paragraphes traitant des corps d’invariants fractionnaires k(X)%, et de caractéristique nulle
dans ceux portant sur des algébres d’invariants polynomiaux k[X]“ — mais nous le repréciserons a chaque
fois.

1.1 Action de groupes. Représentation de groupes.

Dans ce paragraphe, nous rappelons les définitions d’action (ou opération) & gauche d’un groupe sur
un ensemble, et de représentation linéaire d’un groupe fini. On y désigne par G un groupe, dont la loi est
notée multiplicativement, et par £/ un ensemble.

Action & gauche d’un groupe sur un ensemble

. . L GxE — FE
On appelle action (ou opération) du groupe GG sur ’ensemble E toute application
pp (ou op ) du group pp (g,2) g

telle que
LYeeE lx=z

ii. Y(91,92) € G, Yz € I, (9192).x = g1.(92.2).

Soit # € E. On appelle orbite de x sous ’action de G et on note Orbg(z) ou G.x 'ensemble Orbg () =
G.x = {g.z |/ g € G}. On appelle stabilisateur (ou sous-groupe d’isotropie) de z dans G et on note
Stabg(z) le sous-groupe de G suivant: Stabg(z) = {g € G / g.x = z}. On appelle stabilisateur d’une
partie A de F et on note Stabg(A4) le sous-groupe de G suivant: Stabg(A) = {g € G / g.A = A}. Les
orbites sous ’action de G des éléments de E constituent une partition de E. On dit que 'action . est
transitive si et seulement s’il n’y a qu’une orbite (alors égale 4 E). On dit que I'action . est fidéle si et
seulement si (), o, Stabg(z) = {1}.

Représentation par permutations d’un groupe

A T’action . de G sur E on peut associer le morphisme de groupes p de G vers le groupe Perm(E) des
EFE — F

permutations de E défini de la facon suivante : pour tout g € G, on définit p(g) v — pg)@)=ga
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On dit que le morphisme p est une représentation par permutations du groupe G. Il est injectif si et
seulement si I’action . est fidele. Réciproquement, & tout morphisme p de G vers Perm(E), on peut
associer une unique action . du groupe G dont p dérive.

EXEMPLE : Si G est un groupe fini d’ordre n, il opére fidélement sur lui-méme par multiplication & gauche,
et p définit donc alors un isomorphisme de G sur un sous-groupe de &, (c’est le «Théoréme de Cayley»).

Action d’un groupe sur un espace vectoriel

On appelle action ¢ gauche du groupe G sur un k-espace vectoriel V toute action a gauche . de G
sur I’ensemble support de V telle que pour tout g € GG, ’application p, : ‘ };/'_>—g> 3/ soit linéaire ; p, est
alors un automorphisme de V', dont I’automorphisme réciproque est pg_l. En outre, I'application g — p,
est un morphisme de G dans GL(V'), ce qui donne une équivalence entre la notion d’action sur un espace

vectoriel et la notion de représentation linéaire (cf. le paragraphe qui vient).

Représentation linéaire d’un groupe

Soit V' un k-espace vectoriel. On appelle représentation linéaire de G dans V tout morphisme de GG
dans le groupe GL(V') des automorphismes de V. Une telle représentation p définit bien siir une unique
action . de G sur ’espace vectoriel V par: V(g,v) € G x V, g.v = (p(9))(v).

A une opération . de G sur un ensemble E, on peut associer la représentation linéaire de G dans
’espace vectoriel V = k¥ définie sur les vecteurs de base (donc par linéarité sur tout V) de la fagon
suivante: Vg € G,Vz € E, (p(9))(ex) = €4, ol (€4 )zer désigne la base canonique de k¥. Ainsi, toute
action d’un groupe sur un ensemble peut étre vue comme une représentation linéaire.

EXEMPLE : Le groupe symétrique &, opére sur IN;, = {1,...,n} en posant 7.i = 7(z). Soit p la repré-
sentation linéaire de &, dans V = k™ associée a cette action. Alors pour tout 7 € &,, la matrice de
p(7) dans la base canonique de k" est A; = (62-7,.(j))(2-7j)€(m*, oll 6 désigne le symbole de Kronecker. Par

0 0 1
exemple, pour n = 3, soit 7 =(123). Alors A, =| 1 0 0
01 0

Aussi, dans toute la suite de ce volume, les représentations de groupes par permutations seront traitées
comme des cas particuliers de représentations linéaires.

Représentation dans ’algébre symétrique k[V] = S(V*)

Soit p une représentation linéaire d’un groupe G dans un espace vectoriel V. Soit V* le dual de V.
Soit S(V*) = @rey S*(V*) lalgébre symétrique de V, ot SO(V*) =k, SY(V*) = V*, S2(V*) = V*@V*,
ete. (voir une définition dans [13, A TI1.67] par exemple). Nous noterons k[V] = S(V*); cette notation
est justifiée ci-dessous.

Soit alors p la représentation de G dans k[V] produit symétrique de la représentation contragrédiente
de p. Elle est définie a partir de p de la fagon suivante :

Vg € G,Vp € k[V],Yv € V, ((p(9))(p))(v) = p((p(9~"))(v))

Si V admet une base v = (v;)ier, soit v* = (v])ier sa base duale. Alors, k[V] est ’anneau de
polynémes k[v}]icr, dont le produit est le produit symétrique @) : les éléments de k[V] peuvent étre vus
comme des expressions polynomiales & coeflicients dans k en les formes linéaires v}, de la méme fagon
que les fonctions polynomiales sur k7, k étant supposé infini, peuvent étre vues comme des polynomes
en les formes linéaires associées aux indéterminées X1, ..., X,,. D’ou la notation k[V], par analogie avec
k[X].

Notons que ’application qui associe k[V] & V et p(g) & p(g) est un foncteur covariant (le g=! de la
définition a été mis exprés pour le rendre covariant, c’est-a-dire pour que p soit bien un morphisme).
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Représentation dans un anneau de polynoémes

La définition découle de celle du paragraphe précédent, qui en est la version canonique.

Plus précisément : soit p : G — GLy(k) une représentation linéaire de G dans k”. Pour tout
g € G, notons A, = p(g) la matrice de GL, (k) correspondant & g. Alors la représentation g de G dans
k[X] = k[X1,...,X,] associée & p est définie par:

Vg € G,Vp € k[X], (p(9))(p) p(X.B) ot B=A;"
p(b171X1 + ...+ bLan, ey blel + ...+ bman)

ot B = (bi;j)ijens.

La contravariance de la définition par rapport & un changement linéaire des indéterminées Xy, ..., X,
est claire si ’on se réféere au paragraphe précédent, mais est ici masquée par le fait qu’on a identifié, par
sa base canonique, k" a son dual.

Dans la suite, on notera en général g.p pour (p(g))(p), en utilisant ’action . associée & la représentation

p.

EXEMPLE : Reprenons I’exemple d’une opération a gauche d’un groupe GG sur un ensemble fini, considérée
comme cas particulier d’une représentation linéaire (cf. supra). Alors on voit facilement que 7.p = A;.p =
p(X.(A71)!) est égal & p(Xr(1), -+, Xp(n)). Vérifions-le pour 'exemple précédent, n = 3 et 7= (1 2 3):
on a bien 7.p = p(X2, X3, X1).

Action d’un groupe sur une k-algébre. Représentation galoisienne d’un groupe

On appelle action ¢ gauche du groupe G sur une k-algébre A toute action & gauche . de G sur le
k-espace vectoriel support de A telle que pour tout g € G et tout (z,y) € A% on ait g.(zy) = (9.2)(g.y).

De méme que pour les actions sur un ensemble ou sur un espace vectoriel, la donnée d’une action a
gauche de GG sur une k-algébre A équivaut ici a la donnée d’un morphisme p du groupe G vers le groupe
Autp(A) des automorphismes de la k-algébre A.

Dans le cas ot A est un corps commutatif K, I’action & gauche . définit donc un morphisme du groupe
p de G dans le groupe de Galois Gal(K : k) de I’extension de corps K : k (c’est-a-dire le groupe des
automorphismes de k-algébre de K), et le groupe G/ker(p) est donc isomorphe & un sous-groupe de
Gal(K : k). Donc si I’action est fidéle, alors Gal(K : k) a un sous-groupe isomorphe & G.

1.2 Invariants d’un groupe

1.2.1 Définitions

Soit k un corps commutatif et G un groupe.

Définition 1.1 Soit p : G — GL, (k) une représentation du groupe G dans k™. On dit qu’un polynéme
p € k[X] (resp. une fraction p € k(X)) est un invariant de G, ou encore un G-invariant, si et seulement
si pour tout g € G on a g.p=p (o g.p = p(g)(p)). On note k[X]% (resp. k(X)) l’algébre des invariants
polynomiauz (resp. fractionnaires) de G.

Si L est un sous-groupe de GLy (k) contenant G, p est appelé un invariant primitif de G relatif & L, ou
encore un G-invariant L-relatif, si et seulement si Stabp(P) = G (voir Prop. 3.1 pour une ezxplication
cette terminologie).

On notera souvent implicitement k[X]% au lieu de k[X]? quand la représentation p du groupe G
sera évidente dans le contexte; par exemple quand G est un sous-groupe de GLy(k), ou encore quand
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c’est un sous-groupe du groupe symétrique &,, (auquel cas p est la représentation linéaire associée a la
représentation par permutations, cf. le paragraphe 1.1).

Exemple 1.2 Soit E = (Ey,...,Ey,), ot E; = ZlSjl<~~<jiS” H?:l X, pour tout i € IN}, (polynomes
symétriques élémentaires). Alors, k[X]®" = k[E] et k(X)®" = k(E). Plus généralement, si L est un

produit &,, x ... x &, de groupes symétriques, avec Zj-:l nj = n et chaque &y, agissant sur les
indéterminées Xn 4. 4n,_ 4+, 1 <k <nj, alors k[X]L = k[EM), ... EC)] et k(X)L = k(EX), ... E®)
ot pour tout j € INY, on a noté EW la famille (EEJ), . ..,E,(LJJ.)) des polynomes symétriques élémentaires

en les variables Xp, 4 yn;_ 4k, 1 <k <mnj (voir une preuve dans [34]).

On verra une réciproque de I’Exemple 1.2 au Corollaire 4.3.

1.2.2 Propriétés

Proposition 1.3 Pour tout sous-groupe fini G de GL,(k), k(X)) est de degré de transcendance n sur
k, et donc k[X]Y est dimension de Krull n sur k.

Preuve — Cette proposition est bien connue, voir [62, Prop. 2.1.1] par exemple. O

Rappelons le résultat suivant, dont la premiére partie est due & Hilbert et la seconde a E. Noether :

Théoréme 1.4 (Hilbert-Noether) On suppose caract(k) = 0. Pour toul sous-groupe réductif (ou en

particulier fini) G de GLy(k), k[X]9 est une k-algébre finie. Si G est fini, elle est méme engendrée par

les [ " +16]
n

|G| (borne de Noether).

polynomes ZaeG o.m ot m décrit Uensemble des monomes de degré inférieur ou égal d

Proof — voir [62] par exemple. O

En caractéristique non-nulle, contentons-nous de citer [35] qui montre que le résultat reste valable
dans ce cas en remplagant la borne de Noether |G| par max{n, ﬂnz—_ll}, a condition que G soit un groupe
de permutations. Signalons aussi une conjecture de G. Kemper, qui veut que la borne de Noether soit
encore valable quand caract(k) est inférieur & |G| et ne divise pas |G| (pour le moment, ce n’est prouvé
que quand G est un groupe résoluble).

E[X]“ est une k-algebre graduée, dont les dimensions des composantes homogeénes peuvent étre cal-
culées trés facilement grace au théoréme suivant :

Théoréme 1.5 (Molien) Supposons caract(k) = 0. Soit G un sous-groupe fini de GL, (k). La série de
Hilbert He(z) = Y4320 dimk[X]§2¢ € Z[[2]], dont le coefficient d’indice d est la dimension sur k de la
composante homogéne de degré d de k[X]Y, est le développement de la fraction rationnelle suivante :

1 1
Halz) = 1G] anG det(Id — zo)

Preuve — voir [54]. O

Les chapitres 3 et 4 étudieront les structures des algébres d’invariants k(X)“ et k[X] respectivement,
en mettant en valeur le paralléle entre les deux.
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Chapitre 2

Expression des invariants dans une
base de k-module

Ici, il suffit que k soit un anneau intégre commutatif de caractéristique nulle. L’objet de ce paragraphe
est d’écrire les invariants d’un groupe fini L C &,, en fonction des éléments d’une base du k-module £[X]%,
et de permettre les calculs algébriques sur les invariants dans cette base.

Plus précisément, le groupe L C &,, opere a gauche sur IN" par permutation des éléments des n-uplet.
Soit Q C IN” une transversale pour cette action, c’est-a-dire une partie de IN" qui contient un et un seul
élément de chaque orbite, et Pgq la projection de IN” sur Q qui a tout n-uplet « associe I’élément de Q qui
appartient & la méme orbite que «. Nous définissons pour tout n-uplet @ = (ay,...,ay) les polyndomes
suivants :

— La forme monomiale associée ¢ « relativement ¢ L :

ME=>" X7

YEL. o

— La forme monomiale augmentée associée ¢ « relativement a L

Aé — E X

cel

On a donc la relation suivante entre ces deux objets:
AL = |Staby(a)|. ML

Il est alors clair que (M%) eq est une k-base de k[X]L. Notons que le nombre de polynémes MZ d’un
degré d peut étre calculé par la formule de Molien (Théoreme 1.5).

On veut étre capable d’effectuer les opérations de la k-algébre k[X]%, ses éléments étant décomposés
dans cette base.

Le premier probléme est le test d’égalité. Il est résolu si I’on est capable de tester si MYt = ML pour
deux n-uplets « et o’ donnés. Cela équivaut & Pa(a) = Pa(e’) donc le probléme est résolu si 'on sait
évaluer la projection Pg efficacement. On sait alors effectuer facilement les opérations de la structure
de k-espace vectoriel de k[X]”. Reste la multiplication, qui se raméne par linéarité au produit de deux
éléments de la base et fait l’objet du paragraphe 2.1.

Une premiére partie traite donc du probléme de la multiplication de deux éléments de la base (ML), cq.
Suit le cas particulier des polynomes symétriques qui est particuliérement agréable, puis son implantation
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en AXIOM (domaine PolynomesSymetriques). Nous n’avons pas encore implanté le cas général car il
nécessite des calculs sur les groupes (pour calculer Q, F(a, ) et Pa) que ne permet pas AXIOM ; et
pour le moment les passerelles entre AXIOM et les langages adaptés aux groupes comme GAP, qui
permettraient d’appeler les fonctions d’un langage depuis "autre, sont inexistantes.

2.1 Produit de deux éléments de la base

Soit « et B deux n-uplets d’entiers positifs ou nuls. Calculons le produit des formes monomiales
augmentées associées :

Abap = O-xXT.0_ X7

oc€eL T€L

— Z Xona+‘rﬂ

o, TEL

— Z(Z Xa.(o:+cr_1.‘r.[j))

o€L T€EL

= E( E X¢(O<+r’ﬁ))

cel t'el

= Z A§+rﬂ

7€l
donc pour les formes monomiales on a, en se plagant dans le corps des fractions de k :

1

L agL  _ L
Mo Mg = [Staby (a)l.|Stabr(3)| TEZ; (Stabr o+ 7-6)|- Masr.s
1
= = |Stabr,(a +7)|.ME
|Stabr ()] 'vg;ﬂ +

L’inconvénient de cette formule est qu’elle fait intervenir des calculs sur les rationnels, car |Stabr («)|
ne divise pas en général |Stabr(a + ¥)|. On va donc regrouper les termes afin de se ramener & des
manipulations d’entiers.

Faisons opérer le groupe Stabr («) sur I'ensemble L.3 par restriction. Le stabilisateur d’un élément v
s’écrit :

StabstabL(a)(7) = Stabr(a) N Stabr(y) = Stabr(a x ¥)

ol a x v désigne le n-uplet ((a1,71),...,(an,¥n)) € (IN*)?. L’orbite de v sous I’action de Stabr(a) a
donc pour cardinal

|Stabr («)]
Orb =
1Orbstaby@) D = [Staby(a x 7]
Or les éléments 7' de l'orbite de y sous I'action de Staby(«) vérifient ML, = Mof_}_,y,, donc on peut ré-
écrire la formule du produit sous la forme suivante, en regroupant les termes selon la partition { Py, ..., P,}

de L. donnée par les orbites sous I’action du groupe Staby(«):

ME ME = Z |Stabp (o + )| ML

N ety ’
eEa) |Stabr (a x ¥)|

ol E(«, 3) désigne un sous-ensemble de L.3 obtenu en gardant un seul élément par orbite P; pour tout
ie{l,...,u};
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Remarquons enfin que le cardinal de Staby (a++y) est divisible par celui de son sous-groupe Stabr, (a x
7). On a donc montré la proposition suivante, qui généralise [66, paragraphe 4.1.1]:

Proposition 2.1 Si «a et 3 sont deux n-uplets, on a la formule suivante permettant d’exprimer le pro-
duit des formes monomiales ML et MﬁL comme combinaison linéaire & coefficients entiers de formes
monomiales :

ME ML Z |Stabr (o +7)| ML

Mgy
i |Stabr (a x ¥)|

ot F(a, ) désigne un sous-ensemble de L. transverse ¢ Uaction de Stabp () (c’est-d-dire contenant un
et un seul élément de chaque orbite sous action de Stabyp(«)).

Remarque 2.2 Pour obtenir une formule faisant intervenir des coefficients entiers, on a regroupé cer-
tains termes tels que iM£+»y = MCI;_M,, mais pas tous; par exemple pour n =4, L = &4, o = (3,3,2,1),
vy =1(2,2,1,3) et v' = (2,1,3,2), les n-uplets « + v = (5,5,3,4) et « + 7' = (5,4,5,3) définissent la
méme forme monomiale, et pourtant ils ne sont pas regroupés ensemble, puisque v' s’écrit oy avec un
o€ 6, \ Stabs, (a).

2.2 Cas particulier L = &, (polynémes symétriques)

Dans ce cas, il est facile de reconnaitre si deux n-uplets a et o définissent la méme forme mono-
miale (i.e. appartiennent a la méme orbite sous L): il suffit de réordonner chacun de ces n-uplets dans
I’ordre décroissant par exemple, puis de tester 1’égalité. Pour 2, on peut choisir I’ensemble des n-uplets
décroissants d’entiers naturels. La projection Pq est alors donnée par un simple algorithme de tri, donc
de complexité O(nLogn).

On peut alors, dans la Proposition 2.1, si (a, 3) € Q?, prendre E(a, 3) égal & I'ensemble des v € L.3
tels que a x 7 soit une suite décroissante pour l'ordre lexicographique : en effet, si l'on note k1,...,k, (avec
k1 + ...+ kr = n) les entiers définis par

Q] = Qg = ... = Qg > Op41] = ... = Qpydky > -+ > Qb ko1 = - = Qp

alors Stabp(a) = &g, x ... x &, et E(a, ) est 'ensemble des v € L.8 tels que Vi € {1,...,r —
1 Yerd o bl > e > Yki4...+kig,- 11 y @ donc bien un et un seul élément par orbite sous I’action de
le X ... X Gkr

Remarquons que si Q et les ensembles F(a, ) sont choisis comme ci-dessus alors, dans la Proposition
2.1, pour tout (a,B) € Q% et ¥ € E(a,f), @ + 7 appartient encore & Q donc il n’est pas nécessaire
d’appliquer la projection Pg (c’est-a-dire ’algorithme de tri) & a + 7.

Remarque 2.3 Le cas L = &, se généralise aisément au cas ot L est un produit L = &,, x ... X
&,, de groupes symétriques: on se raméne alors ¢ un algorithme de tri séparément sur chaque pagquet
d’indéterminées.

Ce cas a été implanté par A. Valibouze dans le module SYM [67] qu’elle a créé, et qui est maintenant
intégré aux bibliothéques du langage MACSYMA.

2.3 Implantation du domaine PolynomesSymetriques

Nous présentons dans ce paragraphe l'implantation en AXIOM du cas L = &,, dans un domaine
appelé PolynomesSymetriques. Nous rappelons qu’AXIOM distingue trois niveaux de structuration :

— le niveau pagquetage, ou sont simplement implantées des fonctions faisant intervenir des types pré-
définis (par exemple le type Polynomial (Fraction Integer): polynémes & coefficients dans Q).
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— le niveau domaine, qui permet de définir de nouveaux types. PolynomesSymetriques est un do-
maine, donc permettra de construire de nouveaux types, par exemple PolynomesSymetriques (4,
Complex Integer, O, [1, [X1,X2,X3,X4]) sera le domaine des polynomes symétriques sur 4
indéterminées et a coefficients dans les entiers de Gauss. Un domaine permet de définir la représen-
tation en machine du type.

— le niveau catégorie, qui permet de grouper des domaines ayant des propriétés communes. Par
exemple, I’élévation & une puissance m d’une grandeur mathématique pourrait étre implantée une
fois pour toutes dans la catégorie Ring, a partir d’une multiplication qui est elle-méme implantée
de facon différentes dans les différents domaines qui héritent de la catégorie Ring. L algorithme est
en effet le méme pour élever un entier ou un polynoéme ou une matrice & une puissance m, une fois
qu’on sait effectuer les multiplications d’entiers, de polynomes ou de matrices.

Nous avons donc choisi de faire de PolynomesSymetriques un domaine. Nous allons préciser la re-
présentation interne des polynomes en machine qu’il utilise.

On adopte la base (M, )aen de k[X]®», ot Q est 'ensemble des suites décroissantes d’entiers naturels
et on M, = Mf" On représente 1’élément M, par Pg, ou la projection P, est un algorithme de tri. Nous
représentons en machine PolynomesSymetriques comme le module libre (domaine FreeModule, qui existe
déja en AXIOM) construit sur le domaine Partition (c’est-a-dire I’ensemble des suites décroissantes
d’entiers naturels, qui existe aussi déja en AXIOM), qui hérite lui-méme de la catégorie Monoid (Monoide).
PolynomesSymetriques est donc défini comme le module libre sur le monoide 2.

Les tests d’égalité de deux éléments M, et M, reviennent donc simplement a tester 1’égalité des deux
n-uplets Po(a) et Po(a’). L’implantation de la structure de k-module de k[X]®= est déja prédéfinie par
la représentation machine utilisée (module libre sur ), et pour la multiplication on utilise la Proposition
2.1 avec les ensembles F(c«, ) du paragraphe 2.2.

PolynomesSymetriques prend en argument ’entier n, I’anneau k, deux arguments que nous explicitons
infra , puis la liste X = (X1,..., X,) des indéterminées.

Voici un exemple d’application, avec n = 3 et k = Z.

(1) ->d := PolynomesSymetriques(3,Integer,0,[], [X1,X2,X3])
(1) PolynomesSymetriques(3,Integer,0,[], [X1,X2,X3])
Type: Domain

(2) ->a := makeMonom([3,2,1])$d
(2) (321)
Type: PolynomesSymetriques(3,Integer,0,[], [X1,X2,X3])

(3) ->b := makeMonom([7,3,1])$d
(3) (731)
Type: PolynomesSymetriques(3,Integer,0,[], [X1,X2,X3])

(4) ->a*Db
2
(4) (1052) + (1043) +(962) +2(94 )+ (863)+ (85 4)
Type: PolynomesSymetriques(3,Integer,0,[],[X1,X2,X3])
Time: 0.02 (IN) + 0.02 (EV) + 0.05 (OT) = 0.08 sec

Sur cet exemple, on a fait le produit des deux polynomes a = M35 1) = X3X2X3 + ... (5 autres
termes obtenus en permutant les indéterminées) et b = M7 3 1), et on a obtenu pour résultat ab =
M10,5,2) + M(10,4,3) + M(9,6,2) + 2M(9,4. 4y + M(3,6,3) + M3 5,4)-
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Autres fonctions du domaine PolynomesSymetriques: On sait que la k-algébre k[X]®" est engendré
par les polyndomes symétriques élémentaires F1, ..., E,, ou aussi, si les entiers non nuls sont inversibles
dans k, par les n premiers polynomes de Newton P; = M; o . 0y = Z;zl X]Z:, 1 < i < n. Nous avons
implanté dans le domaine PolynomesSymetriques trois algorithmes différents permettant d’exprimer un
polynome symétrique p dans I'une ou ’autre de ces bases de transcendance pure de k-algebre.

L’un de ces algorithmes utilise un résultat du type formule d’inversion Moebius, mais concernant des
polynémes (voir [47, 5]), qui permet d’exprimer un polynéme symétrique en fonction des puissances de
Newton.

Nous présentons ci-apres celui de ces trois algorithmes qui est le plus efficace en moyenne: il est di &
A. Valibouze (voir [66, Paragraphe 5.2.1] et [67] pour son implantation) et implanté en AXIOM par nos
soins, marche sous I’hypothése que les entiers non nuls de k soient inversibles, et consiste dans un premier
temps & exprimer le polynome p € k[X]®» en fonction des polynomes de Newton en nombre plus élevé
que n (borné seulement par le degré de p), puis dans un second temps & utiliser les formules de Newton
pour se ramener aux n premiers polynomes de Newton ou aux n polynomes symétriques élémentaires.

L’algorithme est fondé sur la proposition suivante :

Proposition 2.4 (Valibouze) Soit o un n-uplet décroissant d’entiers naturels et f = (s, ..., an,0).
Soit p le nombre d’éléments de o qui sont égauz ¢ aq. Soit r le nombre de valeurs distinctes et non nulles
parmi les éléments de 3, et soit (Iy,...,1.) la famille définie par: 1, =2 (sir>1) et

Q= Q1 == g, >Oz]2I...>...Iaflj_l>O{1jI...>...IO{1r_1>Ozlr>0.

Alors .
/‘“MOt = P061Mﬁ - ZM(Ot1+041j,042:~~~:051j—1,031j+1,myamo)'

i=1

Preuve — Cela résulte de I’application de la formule du produit (Proposition 2.1) en prenant, avec les
notations de cette proposition, pour n-uplet « le n-uplet 3 d’ici et pour n-uplet 8 le n-uplet (a1,0,...,0)
d’ici. O

L’application de la Proposition 2.4 par récurrence décroissante sur le nombre d’éléments non nuls
dans le n-uplet a permet d’exprimer un polynome p € k[X]™ en fonction des polynomes de Newton P;, i
variant de 1 au degré de p.

Voici un exemple d’application avec n = 3, k = @:

(1) =>d := PolynomesSymetriques(3,Integer,14,[E1,E2,E3], [X1,X2,X3])
(1) PolynomesSymetriques(3,Fraction Integer,14,[E1,E2,E3], [X1,X2,X3])
Type: Domain

(2) —>a := (makeMonom([3,3,1])$d)"2
2 2
(2) (8 2) + 2(6 4 )
Type: PolynomesSymetriques(3,Fraction Integer,14,[E1,E2,E3], [X1,X2,X3])

(3) ->symToElem(a)$d
4 2 3 2 2 4
(3) 4E3 E1 - 4E3 E2 E1 + E3 E2
Type: MultivariatePolynomial([E1,E2,E3],Fraction Integer)

Les troisieme et quatriéme arguments du domaine PolynomesSymetriques sont respectivement le de-
gré maximal des polyndmes p (on se le donne afin de précalculer les formules de Newton jusqu’a ce degré),
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ici 14, et la liste des variables représentant les polyndmes symétriques élémentaires, ici [E'1, E2, F3]. On
appliqué la fonction symToElem sur le polynéme (M(gysyl))Z = (X?X3X5 + X3X5X, + X3X3X,)? =
Ms,6,2) + 2M(6,4,4) et on a obtenu : (M(37371))2 = AELE? —AESEZE, + E2ES, o By = X1 + Xo + X3,
Ez = XlXQ + X2X3 + X3X2 et E3 = X1X2X3.

On peut aussi bien sur appliquer cet algorithme pour spécialiser le polynéome p connaissant les valeurs
spécialisées par exemple des polynomes symétriques élémentaires. On utilise alors le méme algorithme
mais en ['appliquant & des valeurs numériques au lieu de I’appliquer a des indéterminées. Voici sur exemple
I’exemple précédent :

(4) ->specialiseParElem(a,[3,-1,2])$d
(4) 484
Type: Fraction Integer

On a remplacé (F1, Ea, F3) par (3,—1,2) et calculé la valeur que prend @ pour cette spécialisation.
Bien évidemment, on a spécialisé d’abord et effectué les calculs ensuite ; par exemple les formules de
Newton (4 un ordre majoré par 14 = deg(a)) ont été calculées directement sur les valeurs (3,—1,2)
et non génériquement ; et la Proposition 2.4 elle-méme a été appliquée (plusieurs fois, par récurrence)
directement sur les valeurs spécialisées.

Une autre fonction, specialiseParPui, permet aussi de spécialiser p en se donnant la spécialisation
de (Py, Py, Ps) au lieu de celle de (Eq, Ea, F3).

Le domaine PolynomesSymetriques contient nombreuses autres fonctions: formules de Newton,
conversions dans tous les sens possibles entre polynomes symétrique développé, ou exprimé dans la base
(Mg)aeq, ou en fonction des polyndmes symétriques élémentaires ou des polynémes de Newton, pro-
jection de Reynolds de k[X] sur k[X]®~=, etc. Il est disponible sur demande par courrier électronique &

colin@gage.polytechnique.fr
ou directement par ftp a 1’adresse
ftp://medicis.polytechnique.fr/pub/publications/colin/axiom

2.4 Remarque sur 'implantation dans le cas général

Commenous I’avons fait remarquer plus haut, I'implantation du cas général (L sous-groupe quelconque
de &,) butte sur le calcul effectif de Q, E(a, 8) et Pq, que ne permet pas facilement AXTIOM pour le
moment. On peut cependant, en attendant, contourner le probléme en testant 1’égalité M, = M, non
directement par ’appartenance de « et o' & la méme orbite sous L, mais indirectement grace a la
proposition suivante :

Proposition 2.5 Soit (Iy,...,I.) une famille génératrice firée de la k-algébre k[X]L. Soit deuz n-uplets
d’entiers naturels @ = (a1, ..., an) € N et o' = (af,...,al) € IN". Alors o appartient d Uorbite L.«
st et seulement si I;(a) = I;(@') (évaluations de I; en o et o' ) pour tout i tel que 1 < i< r.

Preuve — Si I;(a) = I;(«') pour tout 7 tel que 1 < i < r, alors le polynéme
p=[] D (Xi— )’
o€eL i=1
appartient a k[X]L donc s’exprime en fonction de Iy,...,I., d’ott p(a’) = p(a). Or, p(a) = 0, donc

p(a’) = 0 et il existe donc o € L tel que o' = .. La réciproque est triviale. O

Le test d’égalité entre M, et M, est donc ramené aux r tests d’égalité I;(a) = Li(e'), 1 < i < r.
Notons qu’une telle famille génératrice finie existe toujours (Th. 1.4), et qu’une famille assez réduite est
donnée par la propriété de Cohen-Macaulay (voir Th. 4.4).
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Chapitre 3

Théorie des corps et invariants
fractionnaires

Dans tout ce chapitre, k est un corps commutatif quelconque (pas d’hypothése sur sa caractéristique).
Ce chapitre établit une description des invariants qui est paralléle a celle du chapitre 4. Ici, nous engen-
drons D’algébre des invariants k(X)¥ | ot H est un sous-groupe finie de GL,(k), tandis qu’au chapitre 4
nous engendrons 1’algebre k[X]¥. Dans les deux cas, la famille génératrice est constituée d’une base de
transcendance et d’une base de module libre sur la partie transcendante. L’outil est la théorie des corps
dans ce chapitre et la propriété de Cohen-Macaulay dans le chapitre 4. Et dans les deux cas, nous nous
intéressons aux algorithmes permettant d’une part de trouver une telle famille génératrice, d’autre part
d’exprimer ensuite un invariant donné en fonction des éléments de cette famille.

3.1 Un invariant primitif est un élément primitif
Le résultat suivant est bien connu, en tout cas pour les groupes de permutations (voir [68]):

Théoréme 3.1 Ici, k est un corps commutatif quelconque. Soit H et L deuz sous-groupes finis du groupe
linéaire GLy(k), tels que H C L. Soit © un invariant primitif de H relativement a L (cf. Définition 1.1).
Alors, on a E(X)? = E(X)L[0], et (1,0,...,0°71) est une base du k(X)L -espace vectoriel k(X)H, ou
e=[L:H].

Preuve — D’aprés [13, A V.64 Théoréme 3.a], comme L est fini et opére sur k(X) fidélement et par
automorphismes de corps, k(X) : k(X)© est une extension galoisienne et a pour groupe de Galois L.
La sous-extension k(X) : k(X)L[O] est donc aussi galoisienne, et son groupe de Galois est constitué des
automorphismes de k(X) qui laissent invariants non seulement tous les points de k(X)% mais aussi ©. Ce
groupe est donc Stabr(©), qui est H par hypothése, et qui est aussi le groupe de Galois de I’extension
k(X) : k(X)H. D’aprés le théoréme de dualité de Galois, on en déduit que k(X)L[0] = k(X)) . Le résultat
sur la base en résulte, car O est alors un élément primitif de 'extension k(X)) : k(X)L qui est de degré
[L:H]. O

Exemple 3.2 Soitn =3, 0 = X; + X5 € k[X1, Xy, X3] et ¥ = X, X5 € k[X1, Xo, X3]. On constate que
Stabs,(0) = Stabe,(¥) = {Id, (1 2)} ~ &,. D’aprés le Théoréme 3.1, on en conclut que ¥ appartient
d k(X)®3[O] et que © appartient d k(X)S3[W]. Et en effet, on peut vérifier que ¥ = ©2 — £10 + E, et
que © = ﬂ%l, ou Fi, Fy et F3 désignent les polynomes syméiriques élémentaires en X1, Xo, X3.
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Le but de ce chapitre est de donner une version effective du théoreme 3.1, c’est-a-dire de fournir des
algorithmes permettant d’exprimer effectivement un invariant en fonction d’un élément primitif, comme
dans ’exemple ci-dessus.

Remarquons qu'un H-invariant primitif L-relatif existe toujours car k(X)¥ : k(X)L est séparable
comme sous-extension de I’extension galoisienne k(X) : k(X)%. De plus, quand L C &,,, un H-invariant
primitif L-relatif @ simple peut étre calculé, grace a un algorithme de K. Girstmair (voir [29]), qui a été
implanté en AXIOM (voir [37]) par I. Abdeljaouad.

*

Remarquons que lorsque k(X)~ est une extension pure de k, c’est-a-dire quand on peut écrire k(X)L =

k(Tly,...,I,), on a alors une décomposition analogue & la décomposition de Hironaka du chapitre 4 :
e—1
EX)" = Pk, ..., 1,6 . (3.1)
=0

Probléme de Noether: Etant donné un sous-groupe fini L de GL,(k), la question «le corps des
invariants k(X)L est-il une extension transcendante pure de k» est connue sous le nom de probléme de
Noether. C’est & partir du probléme inverse de la théorie de Galois qu’Emmy Noether s’est posée le
probléme auquel son nom est resté attaché. En effet, un groupe de permutations qui satisfait le probléme
de Noether peut s’écrire d’une infinité de maniéres comme groupe de Galois d’un polynome sur @, et
méme de fagon paramétrisable (c’est le critére de Noether, voir [51, page 5]).

Le probléeme de Noether a été étudié récemment dans [38]. Nous revenons sur un cas particulier de ce
probléme dans le chapitre 5.

On ne connait pas de condition simple au probléeme de Noether qui soit analogue au théoréme de Che-
valley pour les invariants polynomiaux (voir Théoréme 4.2 et [16]). Bien sir, les conditions du théoréme
de Chevalley impliquent une réponse affirmative au probléeme de Noether, mais la réciproque est trés loin
d’étre vrai. Les contrexemples ne manquent pas; en voici un:

Proposition 3.3 On a k(X1, Xa, X3, X4)P4 = k(E1, E3, B4, I), o1 ©4 désigne le sous-groupe diédral de
G4 engendré par (1 2) et (1 324), ot I = X1Xo 4+ X3X4 et ot Ey,...,Ey désignent les polynomes
symétriques élémentaires en Xq,..., Xy4.

Preuve — D’aprés le Théoreme 3.1, k(X)P+ = k(X)®4(I) = k(E1, E2, E3, E4)(I). 1l suffit donc de
prouver que Fy € k(E1, F3, E4,T). Or, si 1'on calcule le polynéme minimal de T sur k(X)®4, on obtient
I® — EoI? 4 (By B3 — AEg)] + ALy Ey — B} — E2Ey = 0, d'ott By = [ + H2E2 BB e autre base
pure de k(X)P+ est donnée aussi dans [38, Paragraphe 2.4.2]. O

Ainsi, k(X)®* est engendré par 4 polynomes homogénes algébriquement indépendants mais ce n’est
pas le cas de k[X]®*, car D4 ne satisfait pas les hypothéses du Théoréme 4.2,

3.2 Un résultat de Lagrange

Le résultat suivant est dit & Lagrange, qui le démontra dans [44], et fut repris et formalisé comme suit
dans [7, Théoréme 4.3]. 1l précise le théoréme 3.1 dans le cas ou L = &,,. Nous en donnons une preuve
plus simple et dans un cadre plus général a la Remarque 3.11.

Théoréme 3.4 (de Lagrange) Soit H un sous-groupe de &,, © € k[X]? un invariant primitif de H,
et =01.0 =0,0; =03.0,...,0, =0..0 ot (61 = Id,09,...,0.) est une transversale de H dans
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S, ete =[6, : H] (c’est-d-dire que {©1,0a,...,0.} est Uorbite &,.0 de © sous laction de &,,). Alors

on a:
1

20

kKIX]T € —k[X]®"[O]

0t Ae = []icicj<c(©i — 0;)° € k[X]®".

Remarquons que Ag est le discriminant de la résolvante de Lagrange Lg (voir Définition 6.1).

Preuve — (d’aprés [44] et [7]). Soit P € k[X]#, et P, = 0;.P; pour 1 <i < e (P, = P). Alors pour
tout i € {0,...,e — 1}, le polynéome Q; = E;:1 PjG)j- appartient & k[X]®» et (Py,..., P,) est solution
du systéme linéaire suivant (sur le corps k£(X)):

Vie{0,...,e—1}, ©'Pi+... 4+ 0P, =Q;

qui est un systéme de Cramer car son déterminant est 6o = H1<i<j<e(@i — 0;) (déterminant de Van-

dermonde), non nul. Comme Ag = 63, on a donc P = %, ol
Qo 1 1
> Q1 0, ... 06,
Qe—l 65_1 @2_1

On remarque que §oD peut s’écrire R(Os,...,0.) avec R € (k[X]®=[O])[T,...,T.]%=-1. Or, les poly-
nomes symétriques élémentaires en ©s, ..., O, appartiennent tous a k[X]®"[0]: en effet, ce sont au signe
pres les coefficients du polynome H;:Q(T —©;), qui est le quotient pour la division euclidienne dans I’an-
neau (k[X]®"[0O])[T] de Lo = [[;_,(T — ©;) € k[X]®" par T — ©. Or, d’apres le théoréme fondamental
sur les polynomes symétriques, R(Os, ..., 0,) s’exprime comme polynome & coefficients dans k[X]®»[©)]
en ces polynomes symétriques élémentaires, donc appartient lui-méme a k[X]®=[©], d’ou le résultat. O

L’inconvénient de la preuve de Lagrange — qui est cependant constructive — est qu’elle permet
relativement difficilement d’exprimer en pratique un invariant P de H en fonction de ©. De plus, si ’on
veut spécialiser les polynomes symétriques qui apparaissent, on est obligé de calculer d’abord 1’expression
générique
. Co+CiO+ ...+ Ce_lé)e‘l

P Ao

puis de spécialiser apres coup seulement les polynomes symétriques Ag et C; qui apparaissent.
Nous allons voir dans le paragraphe suivant une méthode permettant d’éviter ces lourds calculs géné-
riques.

3.3 Une version effective des théoremes 3.1 et 3.4
Nous voulons calculer les coordonnées d’un invariant P € k(X)# dans une k(X)%-base (1,0,...,0°71)

formée des puissances dun élément primitif ©. Pour cela, I’idée consiste & mettre une structure de k(X)L-
espace quadratique sur k(X)H.

3.3.1 Structure d’espace quadratique sur k(X)”
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Proposition 3.5 Ici, k est un corps commutatif quelconque. Si I et H sont deux sous-groupes finis de
GL, (k) tels que H C L, alors la k(X)E-forme bilinéaire symétrique < .,. > définie sur k(X)¥ par:

V(P,Q) e k(X)")?,  <PQ> = >  o(PQ
o€(L//H)g
1

= ] Z 0.(PQ) si caract(k) ne divise pas |H|
ceL

est non-dégénérée.

Nous donnons de ce résultat une preuve effective, dans le cas particulier ot L est un groupe de permu-
tations, et une preuve non effective dans le cas général.

Premiére preuve (Cas ou L C &,) — Cette preuve relativement technique consiste, une fraction F' €
k(X)H# étant donnée, & trouver un n-uplet # € IN" tel que le polynéme p =3 .5 X7 € k[X]# ne soit
pas orthogonal & F'.

Pour commencer, nous réduisons le cas général F' € k(X)¥ au cas d’un polynome P € k[X]H.
Ecrivons F = Py / P, sous la forme d’une fraction irréductible. Nous voyons alors facilement que P; et Py
doivent appartenir a k[X]¥ ; le polynome Q = Hae(L//H)g o.P, appartient donc a k[X]", et P = QP,/ P,
appartient & k[X]# . Aussi, si nous supposons le résultat vérifié pour les polynomes nous pouvons trouver
un n-uplet 3 € IN" tel que < P, ># 0. Et on aura alors < F,pu >= (1/Q) < P, ># 0.

Prouvons maintenant le résultat quand F' est un polynome P € k[X]*. Nous utiliserons les notations
et conventions suivantes :

- L’ordre sur IN" sera par défaut ’ordre lexicographique, noté <.

- Si o € IN", o* € IN" désigne le plus grand élément de l'orbite L.ov de a sous l'action de L. Par
exemple, si L = &,, o* est calculé en rangeant les éléments de o dans ’ordre décroissant.

-Sig=aX{.X3?... X2 est un monéme non nul, on note ¢(g) = «.

Soit & = (a1, ..., ap) le plus grand ¢(g)* quand g décrit I’ensemble des monomes de P, et m un mo-
noéme correspondant a ¢(g)*. A une renumérotation prés des indéterminées X1, ..., X,,, on peut supposer
que m = @.X* pour un certain scalaire non nul a € k. On peut alors écrire :

P=Ya,X;7W X7 4> T my
oceE iel

oll I/ est un systéeme de représentants des classes & gauche de Stabr(«) dans L tel que Id € E, ol les a,
appartiennent a k (ayq = a), et oli les m; (i € ) sont des monoémes tels que ¢(m;)* < ¢(m)* = a.
Soit B € N", et u=3" .y X?. Alors < P, p > est la somme des polynémes s.(Pu) pour s € (L//H),,

ou
P/'L — Z aaxa.oe+rﬂ + Z miX‘rﬂ
oel ,TeEH iel,TeH

Soit d le degré total de P. Nous supposons que Vi € IN;,_,, 3i+1 > ; + d. Nous allons montrer que c’est
une condition suffisante pour que mX? = aX**t# ne soit pas détruit par les autres monéme quand on
additionne tous les s.(Pp). Cela prouvera bien que < P,y ># 0.

— Commencons par les monomes m; X™-?. Soit i € I et 7 € H. Soit v = ¢(m;). Comme a > v* =
(r7 Y et B = B,ona+ B> (r7ly)  + 85 > (7 y + B8 = (v + 7.B)%, ie. d(mXP)* >
¢(m; X7P)*. Aussi, aucun des s.(m;X™?) (i€ I, 7€ H, s € (L//H),) n’a le méme multidegré que
mX?P.

— Traitons maintenant le cas des monomes a, X% **7-# . Soit (¢, 7) € E x H. Nous avons (o.a+7.8)* =
(B + (t710).a)*. De deux choses I'une: soit 7=1o & Stabp(«), et alors o + 3 > (0.a + 7.8)* (car



3.3. UNE VERSION EFFECTIVE 31

Biy1 > Bi+d), si bien qu’alors aucun des s.(a, X7 *t7#) (s € L) n’a le méme multidegré que mX? ;
soit 7710 € Stabr(«). Dans ce dernier cas, le seul s.(a, X7 **7#) (s € L) qui ait pour multidegré
a+ B est a, X779 2+8 Mais comme 770 € E N Stabp(a) = {Id}, on a alors ¢ = 7 € H. Par
conséquent, a, = a, car P € k[X]#.

Nous avons prouvé que les seuls monomes de multidegré oo+ 3 qui apparaissent dans le développement
de < P, i > ont pour coefficient a, et qu’il y a au moins un tel monome: mX? ; leur somme est donc non
nulle. Par suite, < P,u ># 0. O

Autre preuve (Cas général) — L extension k(X) : k(X)L est galoisienne (voir la démonstration du Théo-
réme 3.1) donc sa sous-extension k(X)# : k(X)% est séparable. La forme bilinéaire trace associée a cette
extension, qui n’est autre que < .,. >, est donc non-dégénérée d’apres [13, A V.47 Proposition 1.c)]. O

Remarque 3.6 Quand la caractéristique de k est zéro ou ne divise pas |L|, Uapplication de k[X] sur
E[X]F définie par P — ﬁ Y scr 0-P est parfois appelée le projecteur de Reynolds Reyy,. Alors, < P,Q >
est égal a [ : H.Reyr.(PQ).

Remarque 3.7 La forme < .,. > est non-dégénérée mais par contre, elle n’est pas en général définie.
Par exemple, pour n = 4, L = &4, H = {Id} et P = (X1 — X2) + (X3 — X4), on a < PP >=
20664 U.((Xl — X2)2 — (Xg - X4)2 + QZ(X]_ - XQ)(Xg - X4)) =0.

Sous des hypothéses supplémentaires, la forme < .,. > est cependant définie:

Proposition 3.8 Sik est un sous-corps de C invariant par conjugaison (l;: =k ; ce n’est pas automatique :
penser @ Q(m + 1)), et L un sous-groupe fini de GLn(k), alors la k(X)X -forme sesquilinéaire a symétrie
hermitienne (.,.) définie sur k(X) par:

V(P,Q)EkX), (P,Q) =<P,Q>= > 0(PQ)

c€eL
est définie positive. Elle induit donc, pour tout sous-groupe H de L, une forme définie positive sur k(X))

Preuve — Soit P € k(X) tel que (P, P) = 0. Soit W I’hypersurface algébrique de (k N IR)" définie
par le dénominateur de [], ., o.(PP). Alors pour tout a appartenant a4 (kN IR)™ \ W, (P, P)(a) =
Yower(@(PP)) () =3 o1 |(0.P)(a)|% appartient & IR et |P(a)|? < (P, P)(a) = 0; donc P.P(a) = 0.
Or, PP appartient & (k NIR)(X) (car k = k) et kN IR, comme sous-corps de IR, doit contenir Q et étre
infini. Par conséquent, d’aprés le théoréme de prolongement des identités algébriques (voir [13, A TV.17]),
PP=0;et donc P=0. O

Corollaire 3.9 Si k C IR, alors la forme bilinéaire syméirique < .,. > définie dans la Proposition 3.5
est définue.

3.3.2 Application

Nous appliquons maintenant le résultat précédent au probléme que nous nous étions fixés au début:
exprimer P € k(X)# comme polynéme en © & coefficients dans k(X)L.

Nous apprenons que Jean-Marie Arnaudiés avait déja utilisé cette méthode, que nous avons publiée
dans [17], pour exprimer des invariants les uns en fonction d’autres, dans le cadre de la recherche du
groupe de Galois d’un polynéme de degré 5 (voir [4]).
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Proposition 3.10 Ici encore, k est un corps commutatif quelconque. Soit H et I deur sous-groupes finis
de GL, (k) tels que H C L. Soit © un invariant primitif de H relatif a L, et P € k(X)?. Soit < .,. >
la k(X)L -forme bilinéaire symétrique sur k(X)) définie dans la Proposition 3.5. Alors les coordonnées
(Ag, ..., Ac_1) de P dans la k(X)L -base (1,0,...,0°71) de k(X)H sont l'unique solution du systéme de
Cramer sur le corps k(X)L suivant:

Vie{0,...,e—1}, <O 1> A+ <0 0> A4 +..+<0,0 >4, =<0 P> (3.2)

Preuve — En effet, (Ag, A1,..., Ac—1) doit satisfaire P = Zj;é A;07, donc pour tout i € {1,...,e—1}, en
projetant par < .,. > sur @, on obtient: < @', P >= E;;é Aj < ©1,07 >. Le systéme (3.2) est alors de
Cramer car (1,0, ...,0°"1) est une k(X)L-base de I'espace k(X)? | sur lequel < .,. > est non-dégénérée
d’aprés la Proposition 3.5. O

Cette proposition donne donc un algorithme pour exprimer P € k(X)# en fonction des puissances
d’un invariant primitif ©. Toutefois, quand on a plusieurs polynomes P a exprimer de la sorte, plutot que
de résoudre a chaque fois un systéme linéaire, on a intérét a orthogonaliser une fois pour toutes la base
(1,0,...,0°71) en une base (Uy,...,U._1), par 'algorithme de Gram-Schmidt par exemple. On obtient
alors la décomposition de P simplement par la formule suivante :

P < PU>
—~ < Ui, Ui >
et il ne reste plus qu’a réexprimer P dans la base (1,0, ...,0°1). Notons que ’hypothése requise sur
< .,. > pour orthogonaliser (1,0,...,0°"1) par 'algorithme de Gram-Schmidt (que ses restrictions &

chacun des sous-espaces @;:0 E(X)L.©7, pour 0 < i < e — 1, soient non-dégénérées) est plus forte que
celle de la Proposition 3.10. Elle est vérifié par exemple sous les hypothéses de la Proposition 3.8.

Le gros avantage de la Proposition 3.10 est qu’elle permet, contrairement & la preuve de Lagrange, de
spécialiser au fur et & mesure des calculs (voir le paragraphe 3.5).

Remarque 3.11 La Proposition 3.10 nous donne une seconde preuve du Théoréme 3.4, plus simple et
sous des hypothéses plus faibles, c’est-a-dire en remplagant &, par un sous-groupe fini quelconque L de
GL, (k). Plus précisément, si H C L sont deuz sous-groupes finis de GLy, (k) et © un invariant primitif
de H relatif a L alors

Aiek[X]L[@], ot Ag = 11 e -0").

(@I}@II:)E(L'®)2’®I¢®H

kX"

Preuve — Le systéme (3.2) montre que les coordonnées A; d’un P € k[X]# dans la base (1,0,...,0°71)
peuvent s’écrire A; = B;/C avec B; € E[X])F et C = det(Meo) € E[X]F, on

<1,1> <1,60> ... <l,6¢l>
<0,1> <0,0> ... <0,0¢1l>
Me = ) ) )
<O 11> < te> ... <ol el

Or, on remarque que Mg = V(01,...,0,)'V(01,...,0,) ot V(O4,...,0,) désigne la matrice de Van-
dermonde de (01, ...,0,). Par conséquent, C' = det(Mg) = det(V(01,...,0,))? est égal & Ag, d’ou le

résultat. O
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3.4 Implantation

Nous avons implanté P’algorithme de la Proposition 3.10, ainsi que sa variante qui remplace la réso-
lution d’un systéme linéaire par une orthogonalisation une fois pour toutes de la base (1,0,...,0°71),
en AXIOM, dans le cas ot L est un groupe de permutations (mais ce n’est pas plus compliqué quand
L est un groupe fini de matrices). Le paquetage a pour nom ElementPrimitif. Nous nous limiterons &
présenter le cas L = &,, ol nous pouvons exprimer les éléments de k[X]®» en fonction des polynomes
symétriques élémentaires.

La forme bilinéaire symétrique < .,. > définie a la Proposition 3.5 est extrémement simple a implanter
et rapide a évaluer: en effet, si 1’on utilise la représentation des polynomes symétriques du chapitre 2,
alors < P, () > s’obtient en remplacant chaque monome X% du produit PQ par la forme monomiale M,
multipliée par Dentier |Stabs, («)|. Il n’y a donc rien a calculer, hormis |Stabg, («)|, mais seulement &
changer le type des objets (a ne représente plus X® mais My,).

Voici un exemple d’application, avec n = 4, k = Q, L = &4, H =< (1 3 2 4),(1 2) >~ Dy,
e=[L:H]=3,0=X;X,+ X3Xy, et différents polynomes P € k[X]".

(1) ->prim := ElementPrimitif(4,Fraction Integer, [E1,E2,E3,E4], [X1,X2,X3,X4])
(1) ElementPrimitif(4,Fraction Integer, [E1,E2,E3,E4], [X1,X2,X3,X4])
Type: Domain

(2) ->theta := X1 * X2 + X3 * X4
(2) X2 X1 + X4 X3
Type: MultivariatePolynomial([X1,X2,X3,X4],Fraction Integer)

(3) —>psi := X1*%2 * X3 + X3**2 * X2 + X2#%2 * X4 + X4**2 * X1
2 2 2 2
(3) X3 X1 + X4 X1 + X4 X2 + X3 X2
Type: MultivariatePolynomial([X1,X2,X3,X4],Fraction Integer)

(4) ->psiprime : mp := X1%*%2 * X4 + X3%*2 * X1 + X2%*2 % X3 + X4%*2 * X2
2 2 2 2
(4) X4 X1 + X3 X1 + X3 X2 + X4 X2
Type: MultivariatePolynomial([X1,X2,X3,X4],Fraction Integer)

(5) —->systemeGeneriqueElem(theta,psi+psiprime,2)$prim
(5) [E2 E1 - 2E3,- E1,0]
Type: List Fraction MultivariatePolynomial([E1,E2,E3,E4],Fraction Integer)

(6) ->systemeGeneriqueElem(theta,psi*psiprime,2)$prim
(6)
3 2 3 2
[E3 E1 - E4 E1 - B5E3 E2 E1 + E2 + 4E4 E2 + 4E3 ,
2 2 2
- E2 E1 + 2E3 E1 + E2 - 4E4, E1 - 2E2]
Type: List Fraction MultivariatePolynomial([E1,E2,E3,E4],Fraction Integer)

La fonction systemeGeneriqueElem appliquée aux arguments theta, psi+psiprime, 2 (ce dernier
argument étant le degré e — 1 du polynéme en © qui permet d’exprimer P) a permis d’exprimer ¥ + ¥/
et WU’ en fonction de © = X7 X5 + X3X, et des polynomes symétriques élémentaires, ot ¥ = XZ X, +
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X2X34+ X2X4+ X2X et U = X2X4 + X2X1 + X2X2 + X2 X3. Le résultat obtenu signifie que:
‘I’—f-\I/I :E2E1 —2E3—E1@ et

UV = F3E? — E4E? —5E3E2F) + B3 + 4E4Ey + 4E3 + (—E2E? + 2E3E, + E2)0 + (E? — 2E,)0? .

Comme Stabg, (V) ~ €4 est inclus dans Stabg,(0) ~ D4, on pourrait a I'inverse exprimer O en
fonction de ¥ :

(7) ->systemeGeneriqueElem(psi,theta,2)$prim

mais nous n’écrivons pas le résultat, qui prendrait une page entiére.

3.5 Application a la spécialisation des invariants

Nous allons appliquer ce qui précéde au probléme suivant :

Probléme: Soit L et H deux sous-groupes finis de GL, (k) tels que H C L. On spécialise les indétermi-
nées X1,...,X, en des valeurs z1, ..., z, respectivement, qui appartiennent & une extension algébrique
k de k, et qui sont inconnues. Par contre on dispose d’un moyen de connaitre les valeurs prises lors de
cette spécialisation par les éléments de k[X]”, ainsi que le spécialisé # d’un invariant primitif © de H
relatif 4 L. On cherche alors a spécialiser un élément quelconque de k(X).

Remarque 3.12 Remarquons que © est racine du polynéme [[7 € (L//H),(T — 7.0) € k[X]|E[T], poly-
nome dont on sait spécialiser les coefficients car ils appartiennent ¢ k[X]". Sip € l%[T] est le spécialisé
de ce polynéme, alors p(0) =0, donc 0 est Uune des [L : H] racines de p. Si l’on se «trompe» de racine,
on aura simplement spécialisé un conjugué 7.0 de ©, qui est un invariant primitif de 7.H.7~' relatif a

L.

Voici une situation concréte ou ce probleme se pose :

EXEMPLE : Soit L = &,, et H un sous-groupe de &,. On considére un polynome f € k[T], unitaire de
degré n, qui s’écrit f=T" +> " (=1)'e;T"~". Soit (21,...,z,) ses racines dans une cloture algébrique
k de k. On ne connait pas ces racines, mails on sait par contre spécialiser les polynomes symétriques
élémentaires E; en ces racines: E; se spécialise en e;; et donc, par le théoréme fondamental sur les
polynémes symétriques, on sait spécialiser tous les éléments de k[X]®~. Supposons qu’on connaisse la
spécialisation § = ©(z1,...,2,) d’un invariant primitif ® de H (on peut par exemple connaitre § par la
factorisation de la résolvante Lg ,, voir le Paragraphe 6.2). On cherche & utiliser © pour spécialiser un
élément quelconque de k[X]H.

Revenons au probléme général. Soit donc P € k(X)H que I'on cherche & spécialiser. On notera Ale
spécialisé A(x) d’un élément A de k[X]F en x, § = O(x) le spécialisé de O.

Premiére méthode: D’aprés la Proposition 3.10 et la remarque qui suit, on sait que 1’on peut écrire
d’une maniére unique

. Co+Ci1®0+ ...+ 06_1@‘9_1

P v

avec C; € k[X]", pour 0<i<e—1



3.5. APPLICATION A LA SPECIALISATION 35

et que (A%g—, el CAe;l) est solution du systéme linéaire (3.2). En spécialisant ce systéme, on obtient donc

le systéme linéaire suivant :

—— ——

Vie{0,....,e—1}, <O, 1>a0+< 0,0 >a;+...+< 0,01 >a,_y = <O, P> (3.3)

On sait calculer les coefficients de ce systéme car par hypothése on sait spécialiser les éléments de k[X]”.
Le déterminant de ce systéme est Ag. S’il est non nul, alors sa solution (ag, ..., a.—1) vérifie

ﬁ = agp -|—a167-|—...+ae_196_1

et I’on saura donc spécialiser P.

Seconde méthode: On suppose cette fois non seulement que EE est non nul, mais qu’en outre pour

tout k € {0,...,e— 1}, le déterminant m de la matrice (< ©¢, ©J >)o<i<k,0<j<k est non nul. On peut
alors appliquer I’algorithme d’orthogonalisation de Gram-Schmidt apres spécialisation, c’est-a-dire que
P’on définit les familles (Up, ..., U.—1) et (Up,...,U.—1) par récurrence de la maniére suivante :
e > N L
Vie{0, ..e—1}, Ui=0 =Y =220 et U;=0 =) ——2-T;.
j=0<Uj,Uj> j=0<Ujan>
Cela permet ensuite de calculer
6_1 N
~ <P U >~
P=) —ZL—7Tj
j=0 < Uj, Uj >
Remarquons que I’on n’a pas eu besoin de réexprimer P dans la base (1,0,...,0°71) on a directement

calculé les flz en appliquant ’algorithme de Gram-Schmidt avec valeurs spécialisées paralléelement & son
application aux valeurs génériques.

Remarque 3.13 (Dégénérescence par spécialisation) Au cas ou le déterminant Ae s’annulerait

par spécialisation (cas de la premiére méthode) ou bien ot l'un des Z/:(; serait nul (cas de la seconde
méthode), le systéme linéaire, ou la normalisation de Gram-Schmidt, dégénére. Dans les applications
auz seconde et troisiéme parties, on régle ce probléme respectivement grace a la Proposition 8.4 et a la
méthode indiquée dans le Paragraphe 10.7.4.

Implantation Ces deux méthodes sont implantées en AXIOM, dans le cas ou L = &,,. La spécialisation
des éléments de k[X]®» connaissant les valeurs spécialisées des polynomes symétriques élémentaires utilise
alors le domaine PolynomesSymetriques présenté au chapitre 2.
Montrons le résultat obtenu sur ’exemple précédent :n =4, k = Q, L = &4, H =< (13 24),(12) >~
—i 1-i —14i 144

D4, 0 = X1 Xo+X3X4. On cherche a spécialiser en les valeurs 1 = %, ¥y = 5 ¥3= =50 Ta = ﬁ,

que l’on n’est pas supposé connaitre, sinon par le fait qu’elles sont racines du polynéome T% + 1 et que

0 = O(z1,29,23,24) = —2 (la valeur de § peut étre calculée par exemple en factorisant Lg Tig1 =
T(T —2)(T +2), voir le Paragraphe 6.2). On sait donc spécialiser les polynémes symétriques élémentaires
Eq, ..., Ey4, respectivement en 0,0,0 et 1, et ©, en 0. Nous allons en déduire les valeurs spécialisées de

U+ W et de WU/ ot W = X2 X5+ X2X3+ X2X4+ X2X; et W = X2X, + X2X; + X2X, + X2 X5

(8) ->specialise(theta,psi+psiprime,[0,0,0,1],-2,2)$prim
(8) o0
Type: Fraction Integer
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(9) ->specialise(theta,psi*psiprime,[0,0,0,1],-2,2)$prim
(9) 8
Type: Fraction Integer

donc m' = 0et UU = 8. Cest la premiere méthode qui a été utilisée ici. Les arguments de la
fonction specialise sont respectivement ©, P, (Fy, Fq, E3, Ey), et e — 1 =[6, : H] — 1.
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Chapitre 4

Algebres de Cohen-Macaulay et
invariants polynomiaux

Dans tout ce chapitre, k est un corps commutatif de caractéristique nulle.

4.1 Le théoreme de Chevalley

Rappelons la définition d’un groupe de réflexions et le théoreme de Chevalley.

Définition 4.1 Une mairice A € GL, (k) est appelée une réflexion si et seulement si elle est diagonali-
sable et une et une seule de ses n valeurs propres n’est pas égale a 1. Un sous-groupe fini H de GLy (k)
est appelé un groupe de réflexions si et seulement s’il est engendré par des réflexions.

Remarque.— Le fait d’étre un groupe de réflexions n’est pas une propriété du groupe abstrait sous-
tendant H. Cela dépend de sa représentation fidéle I C GL, (k).

Théoréme 4.2 (Chevalley) L’anneau k[X]¥ des invariants d’'un groupe fini H C GL,(k) est engen-
dré par n invariants homogénes et algébriguement indépendants si et seulement si H est un groupe de
réflexions.

Preuve — Voir [16] pour la partie directe, et [62, Th. 2.4.1] pour la réciproque. O

Corollaire 4.3 I ’anneau k[X]¥ des invariants d’un groupe fini de permutations H C &, est engendré
par n invariants homogénes algébriquement indépendants si et seulement si H est un produit S,, X ... X
&,,, de groupes symétriques avec 2;21 n; = n et agit sur k[X] de sorte que chaque &,, agisse par
permutations sur un ensemble de n; indéterminées, ces ensemble étant deur 4 deuz disjoints.

Preuve — Pour la partie «si», voir Exemple 1.2 ou [34]. Pour la partie «seulement si», nous remarquons
tout d’abord que la matrice A, associée & une permutation 7 € &,, est toujours diagonalisable, et que son
polynome caractéristique est H;:1(1 — 2y o l(t) = (I1,...,1,) est la famille des longueurs des cycles
de 7. (cela se voit facilement & partir de la décomposition par blocs de A, associée & la décomposition en
cycles de 7). Aussi, une telle permutation 7 agit comme une réflexion si et seulement si I(7) = (1,...,1,2),
ou en d’autres termes, si et seulement si 7 est une transposition. D’aprés le Théoréeme 4.2, H est alors
engendré par des transpositions. C’est donc un produit de groupes symétriques agissant comme indiqué
dans ’énoncé. 0O
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4.2 La propriété de Cohen-Macaulay

La propriété de Cohen-Macaulay permet d’obtenir, de maniére effective, une normalisation de Noe-
ther d’une algébre d’invariants. Marc Giusti et Joos Heintz ont montré dans des travaux initiés par [30]
et résumés dans [33] que d’une maniére générale (hors du cadre de la théorie des invariants), une telle
décomposition fournit une bonne structure de données pour une représentation par programmes d’éva-
luations. Nous verrons aux chapitres 9 et 10 et aux annexes A, B et C, bien que nous nous situions au
long de cette thése dans une philosophie classique de réécriture et non dans une philosophie d’évaluation
(voir [30] pour ces notions), que I"utilisation de cette normalisation de Noether simplifie considérablement
les calculs. De plus, dans ce cadre particulier de théorie des invariants, la normalisation de Noether ne
dépend que d’une action de groupe, et peut donc étre calculée une fois pour toutes pour chacune des
actions utilisées, et étre réutilisée pour tous les problémes invariants sous la méme action de groupe. Ce
genre de situation — précalcul cotteux permettant des calculs ultérieurs tres rapides — est classique
dans le cadre des méthodes d’évaluation (voir [30]).

Théoréme 4.4 (Hochster-Eagon) Soit H un sous-groupe fini de GLy (k) (k étant supposé de carac-
téristique nulle). Alors k[X]H est une algébre de Cohen-Macaulay sur k, de dimension de Krull n. Cela
signifie que l'on peut trouver une famille (IIy,... 1) € (k[X]H#)" de polynémes homogénes telle que
E[X]H soit un module de type fini sur k[Ily,... 1,]; et que pour n’importe quel tel choiz (I, ..., 10,),
k[X]H est un module libre sur k[Iy,...,1,]. Sa dimension est alors ([[;=, deg(Il;))/|H|. De plus, on
peut trouver une k[II]-base de ce module formée de polyndmes homogénes, dont l'un d’enire euz est 1.

Preuve — L’existence d’une famille IT = (IIy, ..., II,,) telle que k[X]# soit de type fini sur k[Ily,. .., II,]
résulte du théoréme de normalisation de Noether et ne dépend donc pas du fait qu’on ait une algebre
d’invariants. Pour le reste, voir [60], ou [62, Th. 2.3.1 and 2.3.5]. O

Les polynomes II; sont appelés invariants primaires de H. Une base (X1,...,%,) de k[X]? comme
module sur k[IIy, ... II,] est appelée famille d’invarianis secondaires de H.On dit qu’ils forment ensemble
un famille d’invariants fondamentauzr de H. En pratique, on choisit en général les invariants secondaires
¥; homogénes et ¥y = 1.

On peut donc écrire :

EX]T = @ k[, ... )5,
i=1

ou les ¥; sont linéairement indépendants sur k[Iy,...,TI,] et les TI; sont algébriquement indépendants
sur k: c’est la description de k[X]¥ la plus précise dont on pouvait réver! On I'appelle décomposition
d’Hironaka de k[X]H. Signalons le résultat suivant, qui caractérise les familles d’invariants primaires :

Proposition 4.5 Soit (My,...,l,) une famille d’invariants homogénes du sous-groupe fini H C GL, (k).
Le k[My, ..., ,]-module k[X]H est de type fini (et donc alors libre d’aprés le Théoréme 4.4) si et seule-
ment si la sous-variété affine de k™ définie par ces polynomes est réduite au singleton {0} (c’est-a-dire
st et seulement si la variété projective est vide).

Preuve — Voir [40]. O

Remarque 4.6 Le fait que (IIy,...,11,,) soit une base de transcendance pure de k(X)¥ n’implique pas
qu’elle soit une famille d’invariants primaires de H. Par exemple, malgré le résultat de la Proposition
3.9, k[X]P4 n'est pas un module de type fini sur Uanneau R = k[, E3, E4, 1], ot I = X1 X0 + X3X,.
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Preuve — En effet, R est un anneau de polynémes (car d’aprés les Prop. 3.3 et 1.3, les éléments Ey, 3, Fy, T
sont algébriquement indépendants sur k). Donc R est intégralement clos. Or, Fs n’appartient pas & R, car
R, (partie homogéne de degré 2 de R) est de dimension 2 d’aprés sa série de Hilbert (1_3)(1_22)(11_23)(1_24)

et admet donc la famille libre (I, EZ) pour k-base ; et E5 n’est pas combinaison linéaire de I et E?. Mais
on a vu a la Prop. 3.3 qu’il appartient & son corps des fractions k(F1, F3, E4,I). Donc Ey n’est pas
entier sur R; et R[F5] n’est donc pas de type fini sur R. Or, R[E5] C k[X]P4, et R est noethérien ; par
conséquent, k[X]P* n’est pas non plus de type fini sur R. O

La proposition qui suit permet de relier le Théoréme 4.4 au point de vue de théorie des corps du
chapitre 3.

Proposition 4.7 Si L C GL, (k) est un groupe fini de réflezions, alors pour tout sous-groupe H de L,
E[X]H est un module libre sur k[X]*, de dimension [L : H].

Preuve — L’anneau k[X]¥ est entier sur k[X]L car tout P € k[X] est racine du polynome unitaire
[ger p(T-Q) € E[X]E[T]; et k[X]H est une k[X]*-algébre finie. Elle est donc de type fini comme k[X]-
module. Or, d’aprés le Théoréme 4.2, k[X]” est engendré comme k-algébre par n polynémes homogénes

algébriquement indépendants. Par conséquent, d’aprés le Théoréme 4.4, k[X]¥ est un k[X]*-module libre.
Sa dimension est celle de k(X)? sur k(X)L, c’est-a-dire [L : H] d’apreés le Théoréme 3.1. O

Sous les hypothéses de la Proposition 4.7, nous pouvons donc, d’aprés le Théoréme 4.2, trouver une
famille (TTy, ..., M,, ¥, ..., X,) d’invariants fondamentaux telle que

E[X]E = k[ITy, ... 10,] et k[X]? = ék[x]’@i,
i=1

décomposition & comparer avec (3.1), qui est donnée par le Théoréme 3.1 dans le cas ot H satisfait le
probléme de Noether.
Voici quelques exemples qui nous seront utiles par la suite :

Exemple 4.8 On sait (voir par exzemple [13, A IV.58 Théoréme 1]) que

kX1 = P kXXX
vie{l,..,n},0<i;<j—1

c’est-d-dire que k[X] est un k[X]®"-module libre de dimension n!, et admet pour base la famille des
H?:l XJZ-J tels que pour tout j, 0 <i4; <i—1.

Exemple 4.9 St H C &, alors d’aprés la Proposition 4.7 et le Corollaire 4.3, nous pouvons choisir
Il; = E; pour tout i € {1,...,n} (polynémes symétriques élémentaires); et k[X]¥ est alors un module
libre sur k[X]®» = k[E], de dimension e = [, : H].

Exemple 4.10 Pour les mémes raisons, si H C S,, x ... x &,,, alors k[X]* est un module libre sur
E[X]®n1 % xGns = L[E() ... E®)] (notations de U'Exemple 1.2) de dimension [T;=1ns!/|HI.
4.3 Version effective

Nous n’expliquerons pas dans le détail comment peuvent étre calculées des familles d’invariants fon-
damentaux. Signalons les travaux de G. Kemper, (voir [40]) qui permettent de trouver des invariants
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primaires qui minimisent «souvent» le nombre d’invariants secondaires. Cet algorithme est implanté en
Maple (voir [39]) et en MAGMA [1].

La formule de Molien (Théoréme 1.5) permet d’avoir une idée a priori des degrés possibles des
invariants primaires: en effet, la série de Hilbert, que ’'on peut connaitre a I’avance par cette formule,
devra étre le développement de la fraction rationnelle

251 44 2%
(1=2zPr). . (1 —2Pn)

ol les s; (resp. les p;) sont les degrés des invariants secondaires ¥; (respectivement des invariants primaires
II;). De plus, le nombre d’invariants secondaires est

o= PPz -Pn
|H]|

donc il est utile de minimiser le produit des degrés des invariants primaires. On peut aussi vouloir
minimiser la somme de ces degrés, dont dépend le degré maximal des invariants secondaires (puisque la
différence des deux est le degré de la série de Hilbert vue comme fraction rationnelle, qui est fixé).

C’est possible algorithmiquement: en effet, la condition sur les coefficients des polynomes II; pour
que (IIy,...,II,) soit une famille d’invariants primaires est Zariski-ouverte d’aprés la Proposition 4.5
(car les TI; conviennent si et seulement si leurs coefficients n’annulent pas le n-résultant des II; ; sur les
résultants, on pourra consulter [26]), et trouver un point hors d’une variété de degré d en dimension m
est algorithmique: cela cotite au plus d™ essais. On peut alors chercher les familles d’invariants primaires
possibles en partant de ceux dont le produit des degrés est le plus bas (parmi les valeurs permises par
la série de Hilbert), et monter de degré en degré jusqu’a trouver une famille qui convienne. De cette
maniére c¢’est trés couteux, mais cela prouve que 'on peut toujours trouver en un nombre fini d’étapes
une famille d’invariants primaires qui minimise le nombre d’invariants secondaires. Les algorithmes im-
plantés actuellement en Maple et MAGMA sont plus rapides, et minimisent dans la plupart des cas le
nombre d’invariants secondaires. De plus, [41] présente maintenant une méthode qui permet d’allier 'idée
déterministe (mais impraticable en pratique) que nous avons exprimée ci-dessus (le fait que la condition
qui caractérise des invariants primaires est Zariski-ouverte) & un critére efficace (voir [41, Théoréeme 2])
pour obtenir un algorithme & la fois rapide (au moins autant que [39]) et qui donne & coup sir la meilleure
famille d’invariants primaires, pour le critére que ’on choisit, par exemple minimiser le produit de leurs

degrés.

Une fois les invariants fondamentaux calculés, on peut exprimer un invariant P donné en fonction
d’eux par des calculs de bases standard. Ces calculs sont coliteux, et surtout ne permettent pas de
spécialiser a priori: on est obligé de calculer complétement 1’expression générique de P en fonction des
invariants fondamentaux, et on ne peut spécialiser qu’apres.

Dans le cas de figure de la Proposition 4.7, nous montrons que ’on a un algorithme d’algebre linéaire,
donc simple, qui permet en outre de spécialiser avant les calculs :

Proposition 4.11 (Décomposition d’Hironaka effective) Awvec les hypothéses de la Prop. 4.7 et les
notations précédents, les coordonnées (Ay,..., A.) € (k[X])L)® d’un invariant P € k[X]? dans la base
(L1,...,8.) de k[X]F-module sont la solution du systéme linéaire de Cramer suivant :

ViE{l,...,e}, <Y, X1 > A+ <8, Yo > A1+ <Y1 > A1 =<8, P> (41)

5\

dont les coefficients appartiennent a k[X]*, ot < .,. > est la forme bilinéaire définie @ la Proposition 3.5.
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Preuve — On cherche la famille (Ay, ..., A.) € (k[X])® qui vérifie P = Ele A;X;. Par bilinéarité de
< .,. >, elle doit vérifier aussi: Vi € IN;, < ¥;, P >= Z;Il A; < 3,85 >. Ce systéme est de Cramer
pour les mémes raisons qu’a la Proposition 3.10 (on plonge les algebres k[X]# et k[X]L dans leur corps
des fractions; (X1,...,X.) est alors une base de k(X)¥ comme k(X)%-espace vectoriel). Par conséquent,
(A1,...,A.) est la seule solution de ce systeme. O

Dans le cas général, I'algorithme qui permet d’exprimer un invariant en fonction d’une famille d’in-
variants fondamentaux utilise des bases standard au lieu de 1’algébre linéaire, ce qui est beaucoup plus
couteux du point de vue de la complexité.

Notons que sous I’hypothése £[X]Nk(IT) = k[IT], il résulte de [56, p. 50, Prop. 1] qu’il suffit de calculer
une base standard de I'idéal (T1;(X) — TI;(Y))1<i<e pour un ordre éliminant en X, ot Y = (V7,...,Y},).
En réduisant un invariant P € k[X]” dans cette base standard, on obtiendra alors & la fois une famille
¥ d’invariants secondaires Y; et la décomposition de P dans X.

4.4 Spécialisation

4.4.1 Caractérisation par les syzygies

Nous prouvons maintenant les deux résultats suivants qui montrent, I'un en générique et ’autre sur
les spécialisations, dans le cas de figure agréable ot k[II] = k[X]*, L étant un groupe de réflexions, que
les invariants secondaires sont, a ’action prés du groupe L, déterminés par leurs relations syzygies.

Ces deux résultats seront utiles pour permettre la spécialisation : voir le paragraphe 4.4.2.

Théoréme 4.12 Soit L C GL, (k) un groupe fini de réflexions et H un sous-groupe de L. Soit II =
(My,...,,) € (k[X]*)¢ une famille de polynémes homogénes telle que k[X]* = k[II] (donnée par
le Théoréme 4.2) et (X1,...,%.) € k[X]? une famille d’invariants secondaires, c’est-d-dire telle que
k[X)H = @;_, k[X]LY;. Soit 3 C k[I[Y4,...,Y.], ot les Y; sont des indéterminées sur k[X], l'idéal des
relations algébriques (syzygies) sur Uanneau k[II] entre Xy, ..., X.. Soil

V(3) ={(P,...,P.) € (k[X]")* / ¥S€T,S(P,...,P.) =0}
la variété définie par Uidéal k[X]7 Qprx)r I dans (k[X]H)e. Alors V(J) est égal a:

Vi={(r%1,...,7.8.) / T€L}.

Preuve — 1l est clair que V(J) contient V| car il contient le point (X4, ...,%,) par définition de J et les
éléments de J sont invariants sous 'action de L. Réciproquement, soit (Py, ..., P.) € V(J). Tout d’abord,
pour tout i € {1,...,e}, le polynome Hre(L//H)g(Yi — 7.%;) appartient & J, ce qui prouve que X; est

entier sur k[X]F et surtout, comme (Py, ..., P,) appartient a V(J), qu'il existe 7; € L tel que P; = 1,.%;.
Il reste & montrer que les 7; peuvent étre choisis tous égaux. Soit alors Uy, ..., U, des indéterminées sur
k[X,Y]. Le polynome Hre(L//H)g (Y1 =7.X)Ui 4 ...+ (Ye—1.5.)U.)) appartient a k[IT][U] @xmJ (en
effet, il s’annule sur ¥ = (1,...,%.) et ses coefficients en U, Y appartiennent a k[X]Z). Ce polynome
s’annule donc sur (Py, ..., P.). Cela prouve qu’il existe 7 € L tel que Y ;_,(P; — 7.%;)U; = 0. Donc, pour
tout i € {1,...,¢e}, B, =71.%5;. O

Nous allons maintenant définir quelques générateurs de 1'idéal J des syzygies entre les X;.

Le lemme qui suit est valable sans I’hypothése k[IT] = k[X]L (donc I = (IIy,...,II,) est ici une
famille quelconque d’invariants primaires de H).

Francois Ollivier, que je tiens & remercier ici pour sa contribution, a eu I’idée d’utiliser ce lemme pour
démontrer le Théoréme 4.14: il semble en effet que, bien que I’énoncé de ce théoréme ne suppose pas la
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spécification d’un ordre sur les indéterminées, on simplifie grandement sa démonstration (& supposer qu’il
y en elit une autre) en utilisant des bases standard, qui spécifient un ordre particulier ; telle est 1’idée que
F. Ollivier m’a communiquée. _

Pour tout (4,7) € {1,...,e}?, ¥;%; appartient a k[X]# donc il existe (Ai’J, .., ALTY € (k[IO])® tel que
Y =3, Ai’jEk ; nous définissons alors S;; = V;V; — > i _, A;’ij € k[I][Y]. De méme, il existe
(Bi,...,B.) € (kK[X]F)® tel que 1 = > vy BrXk, et nous posons Sy = Y ;| By Yy —1 (remarquons qu’en
pratique, on choisit souvent les ¥; homogénes et ¥ = 1, donc Sp = Y7 — 1).

Lemme 4.13 La famulle B constituée des 1+ @ polynémes Sy et S;;, 1 <1< j<e forme une base
standard de 3, considéré comme idéal de anneau de polynémes k[II|[Y] sur Uanneau de base k[II], pour
n’importe quel ordre admissible sur les monomes en Y1,...,Y, qui compare les degrés totaur d’abord.

Preuve — Sur les bases standard, nous nous référons a [20, chap. 2] et aux travaux de Buchberger et
d’Hironaka.

Déja, les éléments de B engendrent J: en effet, ils appartiennent tous & J par définition, et si 1'on
appelle J C J I'idéal qu’ils engendrent alors tout polyndome S € J est congru modulo J & un polynome de
degré 1 (c’est évident par récurrence puisqu’on peut réduire & des termes linéaires tous les produits Y;Yj).
Il existe donc S’ € J de degré 1 tel que S— 5’ € J. Mais alors S"+ C Sy € 3, out C € k[II] désigne le terme
constant de S’, est une relation linéaire sur k[II] entre les ¥; qui forment une famille libre sur £[IT], donc
S"+CSy=0,dou & € Jet S €J. On adonc montré que J = J, donc les Sy et S;;, 1 <i<j<e
engendrent bien J.

On rappelle (voir [20]) que pour montrer qu’ils en forment une base standard, il suffit de montrer
que tous les S-polynomes des paires d’éléments de B dont les monomes dominants ne sont pas étrangers
sont réduits & zéro par division par les éléments de B rangés dans un ordre quelconque. Le monome
dominant d’un S; ; est Y;Yj, donc le S-polynéme d’un Sj j et d’un S; 1, (avec k # j) est Y35 ; —Y;Si 1 =
- Zle(Af’ijYl — A?’ijY]), et la division d’un tel polynéome par la famille B donne un polynome de
degré 1 qui appartient & J. Par le méme raisonnement que plus haut, ce polynome est alors de la forme
—CSp, ou C € k[II] désigne son terme constant, et il est donc réduit & zéro par division par Sy. En ce
qui concerne le S-polynome de deux polynomes Sy et S;; avec i # ko # j, ou By,Yy, est le monome
dominant de Sy, il s’écrit Y;Y;So — By, Y%,5i; et se réduit aussi & 0 par division par B pour la méme
raison. On a donc montré que B constitue une base standard de J. O

Théoréme 4.14 Avec les hypothéses du Théoréme 4.12 (en particulier k[IT] = k[X]L, soit k une cléture
algébrique de k et x = (21,...,2,) € k™. On note A = A(z1,...,2pn) la spécialisation en x d’un élément
A€ k[X], et si S € k[X][Ya,...,Y], on note S le polynéme de k[Y] dont les coefficients sont les
spécialisés A des coefficients A de S. Soit 3 C k[Y] Uidéal {S | S € k @1 3} de k[Y]. Alors la variété

V() ={(p1,....pc) €L | Vs €T, s(p1,...,pe.) =0} Ck°

[

définie dans ke par Uidéal 3 est égale

Vi={(rXy,...,7.5,) | T€L}.

Preuve — Montrons déja qu’on peut se ramener au cas ou les invariants secondaires ¥; sont homogénes et
Y1 = 1. En effet, on sait (Théoréme 4.4) qu’il existe une base (3,..., %) du k[IT]-module k[X]¥ telle
que les 3 soient homogénes et £} = 1. Soit M € M(n, k[II]) la matrice de passage de la base (X1, ...,%,)
a la base (X,...,3.). Elle est inversible, donc son déterminant, a priori dans k[II], appartient en fait
a k '\ {0}. Donc, la matrice M e M(n, k) obtenue en spécialisant les coefficients de M a le méme
déterminant, et est elle aussi inversible. Or, 'idéal 3’ des syzygies sur k[II] entre les X se déduit de J
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par ’automorphisme de k[II][Y] défini par ’action & gauche de la matrice M. Comme M est inversible,
son action a gauche sur E[Y] défini aussi un automorphisme, qui envoie 3 sur 5’; donc si le résultat est
vrai pour (X4,...,X!) alors il I’est encore pour (X1,...,%,).

Nous pouvons donc supposer que les X; sont homogénes et que ¥; = 1. Choisissons alors un ordre
monomial admissible sur les monomes en les Y; qui compare les degrés totaux d’abord. On sait d’aprés
le Lemme 4.13 que B est une base standard de J pour un tel ordre. Or, les monomes dominants des
polynémes S; ; et Sp sont tous unitaires (car Sy = Y7 — 1 et S;; = Y;Y;+ termes linéaires). Donc
par spécialisation, aucun des monémes dominants des éléments de B ne s’annule. Par conséquent, B =
{So} U{Si; / 1 <i<j<e} est aussi une base standard de J sur k. Par suite, les points de V(J) dans

k¢ sont exactement les spécialisés des points de V(J) dans (k[II])¢, d’ot V(3) = V' O

Remarquons que dans le théoréme précédent, Vi peut avoir des points multiples, si par exemple
(11.81,...,11.8:) et (12.X1,...,72.X.) se spécialisent en le méme pomt de k.

Remarquons aussi que 'on a donné au passage une base standard B de J qui nous sera utile par la
suite.

4.4.2 Conséquences pratiques

Supposons que I’on soit dans la situation

E[X]H = ék[ﬂ]zi avec k[I] = k[X]E

i=1

ou H C L C GL, (k) et L est un groupe fini de réflexions. Nous nous proposons de résoudre un probléme
analogue & celui du Paragraphe 3.5: on cherche & spécialiser les éléments de k[X]# & partir de la donnée
des valeurs spécialisées des éléments de k[X]* = k[II] (donc les valeurs spécialisées des II; suffisent) et
ici, au lieu d’un élément primitif comme au Par. 3.5, on se donne aussi les valeurs spécialisées de tous
les invariants secondaires ¥;. La Proposition 4.11 permet alors, par la résolution d’un systéme linéaire de
Cramer, d’exprimer I'invariant & spécialiser en fonction des II; et X;, et donc de le spécialiser aussi. On
peut méme, quand le déterminant du systéme en question ne s’annule pas par spécialisation, résoudre ce
systeme apres la spécialisation : c’est moins couteux. Jusqu’ici, les théorémes 4.12 et 4.14 n’ont pas servi.

Mais c’est a la détermination des valeurs spécialisées des invariants secondaires ¥; que vont servir les
théorémes 4.12 et 4.14. En effet, dans le cadre du Paragraphe 3.5, ou l'on utilisait un élément primitif ©
de k(X)H sur k(X)L les choses étaient simples (voir la Remarque 3.12) : on pouvait calculer le spécialisé

(X)TAHAT_I

de O, ou de I'un de ses conjugués 7.0 (auquel cas on spécialisait les éléments de k au lieu de

ceux de k(X)H).

Ici, on peut aussi calculer le polynome minimal Hre(L//H)g(T — 1.%;) de chaque X;, le spécialiser
(puisque tous ses coefficients appartiennent a k[II]), et calculer ses racines qui seront les valeurs spécialisées
des conjugués de 7;.%; de X;. Le probléme est que pour s’en servir ensuite pour spécialiser les éléments
d’un k[X ]THT_I, il faut respecter une certaine cohérence : 1l faut que les X; soient tous modifiés par
un méme 7 € L. En effet, si P € k[X]"H" sécrit P = Ayn.¥1 + ...+ A7 X e Xe, il est vrai que

P = Alr Y144+ A T. E mais on ne pourra rien tirer de la connaissance des 7;. EZ- avec des 1; € L
quelconques sans lien entre eux.
Le Théoréme 4.14 nous permet d’assurer cette cohérence : il montre que si I’on utilise non seulement
les polynomes minimaux de chacun des ¥;, mais aussi toutes les syzygies entre eux, alors on est assuré
2 )
que les valeurs spécialisées o1, ..., 0. que ’on obtient s’écrivent toutes o; = 7.X; avec le méme 7 € L.
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Pour cette raison, le Théoréme 4.14 sera essentiel pour 'application des résultats de théorie des
invariants de ce chapitre aux seconde et troisiéeme parties.

Remarque 4.15 FEn pratique, résoudre les systémes des syzygies est trés simple : on calcule d’abord le
polynome minimal de chaque X; (c’est une syzygie), on le spécialise et on détermine ses e racines. Cela
donne donc e® solutions potentielles pour (X1,...,%.). On teste alors pour chacune d’entre elles si elle

annule les polynomes S; ; définis dans la démonstration du Théoréme 4.14, et Uon sait que seules les e
vraies solutions résisteront a ce test.
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Chapitre 5

Une preuve constructive d’un
théoreme de Mattuck

Dans ce chapitre, k est un corps commutatif de caractéristique quelconque. Nous nous proposons
d’apporter une contribution au probléme de Noether, & savoir (voir [38]):

PROBLEME DE NOETHER: Un sous-groupe fini G du groupe linéaire GL, (k) étant donné, le corps
E(X1,...,X,)¢ des invariants fractionnaires de G est-il une extension pure de k.

Cette contribution consiste en la donnée d’une preuve trés élémentaire et constructive au résultat bien
connu suivant: la réponse au probléme de Noether pour un groupe de permutations G C &, agissant
diagonalement sur p paquets de n indéterminées est affirmative dés lors qu’elle est affirmative quand
le méme groupe G agit simplement sur n indéterminées. Ce qui est nouveau ici est que la preuve que
nous donnons fournit explicitement une base de transcendance pure et résout donc constructivement le
probléme de Noether.

Soit np indéterminées indépendantes (X; j)1<i<p1<j<n SUr un corps commutatif k. Soit G C &,
un sous-groupe du groupe symétrique &,. On le munit de son action & gauche naturelle sur K =
k(Xi1,...,X1,n) définie par ¢.X1; = X 9(i)s g € (G,1 <1< netpar sa compatibilité avec les structures
de corps et de k-algebre de K. Nous notons K 1’ algébre des invariants de G dans K pour cette action. On
définit aussi I'action par blocs de G sur L = k((X;j)1<i<p,1<j<n) Par Vg € G,Vi,Vj,9.X;; = X; 9 et
par sa compatibilité avec les structures de corps et de k-algébre de L. On note L(' I’algébre des invariants
de G dans L pour cette action (on parle parfois dans la littérature d’invariants vectoriels en désignant
les invariants pour cette action par blocs de G).

Le théoréme qui suit a d’abord été prouvé par A. Mattuck dans [50] dans le cas ou G est le groupe
symétrique &,, tout entier. Dans le cas général, ce théoréme est une conséquence d’un théoréme de Miyata
(voir [53] ou [38, p. 68, Proposition 3.18]).

Théoréme 5.1 Si K9 est une extension transcendante pure de k, alors LY aussi.

Le but de ce chapitre est de donner une preuve constructive du Théoréme 5.1, en exhibant une base
de transcendance pure de L¢ en fonction des éléments d’une base de transcendance pure de K¢

*
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Soit T une indéterminée sur L. Nous définissons pour tout 7 € {2,...,p} le polynéme suivant :

- T-X ;
P = ZXZ-J- H — 2Lk ¢ LT (polynéme interpolateur de Lagrange).

i=1 k£j X1j — Xig
1l satisfait P;(X1 ;) = X, ; pour tout i € {2,...,p} et tout j € {1,...,n}.
Soit (©1,1,...,01,,) une base de transcendance pure de KL sur k. Nous définissons alors la famille

(©ij)2<i<p,1<j<n € (LE)*=1) de la facon suivante:
n
PZ-:Z@Z-VJ-TJ_l, pour 2 <17 < p.
j=1

Alors on a:
Théoréme 5.2 (0; ;)i1<i<p,1<j<n €5t une base de transcendance pure de LG sur le corps k.

Proof — En effet, les polynémes ©; ; appartiennent &4 LY, et si f appartient & LY, alors grace aux égalités
Xij = Pi(X1;) pour 2 < i < petl < j < n, nous pouvons trouver un polynéme g tel que f =
9(X11,...,X1,), avec g € F(Y1,...,Y,)% ol F = k((©i)2<i<p,i<j<n). Or, on a F(Xy1,.. G X1a)9 =
Fopk(Xi1, . X10)% = F®p k(O11,...,01,) = F(O11,...,01,). Par suite, le corps LG est égal
a k((0;;)1<i<p,1<j<n)- Mais comme G est fini, le degré de transcendance de LE sur k est précisément
np d’aprés la Proposition 1.3, ¢’est-a-dire le cardinal de la famille (0; j)1<i<p,1<j<n. Cette famille forme
donc une base pure de LY sur k. O

Remarque: La preuve du Théoréme 5.2 donnée ci-dessus fournit méme un algorithme permettant d’ex-
primer un élément donné de f € LY comme fraction rationnelle & coefficients dans k en les éléments 0©;;
de la base pure de L%, pour peu que I'on ait déja un algorithme permettant d’exprimer les éléments de
K& en fonction de sa base pure (011,...,01,).

Exemple: Soit n = 4 et p = 2. Le groupe diédral G =< (12),(1324) >~ D4, G C &4, agit naturelle-
ment sur k(X) = k(X1, Xo, X3, X4) et agit diagonalement sur k(X,Y) = k(X1, Xo, X3, X4,Y1,Y2,Y3,Ys)
en permutant les colonnes de la matrice

X, Xy X; Xy
Yi Yo Yz Yy )

On sait (voir la Prop. 3.3) que k(X)% = k(©1,07,03,04) avec ©1 = X1 + X2 + X3 + X4, O3 =
X]_XQ + X3X4, @3 = Xl(Xz(Xg, + X4) + X3X4) + X2X3X4 et @4 = X1X2X3X4. Alors le résultat du
Théoréme 5.2 prouve que k(X,Y)% = k(©1,03,03,0,, U1, ¥y, U3 Wy) avec

Ay = [lpp(Xi — X)), et Wy = b4 24 75 4 38

_ Yi( X4+ X3+X4) Yo( X3+ X4+X1) Y3(Xa+X:14+X2) Ya(X14+X24X3)

\1/2 — AL + Ao + A, + AL )
Ua — Yi(XoXs+X3Xa+X4X0) Yo(Xa X4+ XeX:14X:X5) Ys(Xa X4+ X1 X2+ X0X4) Y X1 Xo+Xo X34+ X5X1)
3= 1 + Ay + As + Ay ’

VXXX, | VaXoXaXy | YaXuXoXs | YaX, XX,
B e . v . VE

Remerciements.- Je tiens particuliérement & remercier B. Sturmfels, qui m’a appris entre autres choses
I’existence du théoréeme de Mattuck, et G. Kemper qui m’a indiqué le théoréeme de Miyata.
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Chapitre 6
Généralités

Nous nous proposons d’étudier dans cette partie le probléme direct de la théorie de Galois, c’est-a-dire
la détermination du groupe de Galois d’un polynome f € k[T] et de la fagon dont ce groupe opére sur
I’ensemble des racines de f.

Dans toute cette partie, k& sera un corps commutatif effectif (c’est-a-dire qu’on peut effectuer algo-
rithmiquement les calculs algébriques et les tests de nullité sur k), et tel qu’il existe des algorithmes de
factorisation pour les polynomes a une indéterminée a coefficients dans k.

Par exemple, Q, IFpa, Q(U), Q(U)/(P) oit P € k[U] est irréductible sur @, IFpo (U, ..., Uy) sont de
tels corps.

Le présent chapitre donne une vue générale des méthodes existant pour déterminer le groupe de Galois
d’un polynome, ainsi que les résultats qu’elles utilisent, en insistant sur ceux dont nous aurons besoin
par la suite. Les propositions présentées dans ce chapitre sont donc déja connues pour l’essentiel, méme
si elles sont parfois reformulées.

6.1 Représentation par permutations du groupe de Galois

Soit f € k[T] un polyndme unitaire et séparable, n son degré, x = (21, ..., 2,) la famille de ses racines
dans une extension algébriquement close k de k (cela suppose la donnée d’une numérotation particuliére
des racines), de sorte que f =[] (T — ;).

Rappelons que le groupe de Galois de f sur le corps k, noté Galg(f), est par définition le groupe des
automorphismes de la k-algebre k(x), ou encore le groupe des automorphismes du corps k(x) qui laissent
invariants tous les points de k. Rappelons aussi que les éléments de Galg(f) laissent globalement invariant
I’ensemble de racines de f (puisqu’ils laissent invariantes les expressions polynomiales symétriques en ces
racines car elles appartiennent a k), et qu’il opére fidélement sur I’ensemble de ces racines (en effet, un
élément de Galg(f) qui fixe chaque racine z; laisse k(x) invariant point par point et est donc I'identité).

La numérotation particuliére x = (21, ..., 2,) définit donc une opération fidéle de Galy(f) sur ’en-
semble {1,...,n} des indices des racines. En d’autres termes, Galy(f) est isomorphe & un sous-groupe T
de &, ol l'isomorphisme ¢ : Gal(f) — T vérifie

Vie{l,...,n},Vg € Galp(f), ¢(9)(7) = g(x;).

Le groupe I et I'isomorphisme ¢ ne sont absolument pas canoniques, ils dépendent de la numérotation
x des racines.

Par contre, la classe d’équivalence de T' dans &,,, que nous noterons [['], est canonique: en effet, une
autre numérotation des racines de f conduit & un sous-groupe IV C &,, conjugué de T dans &,,.
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De facon générale, nous noterons [H|, la classe de conjugaison dans L d’un sous-groupe H de I C &,
et nous omettrons l'indice quand I = &,,.

C’est donc cette classe de conjugaison [T'] que nous nous proposons d’identifier, & partir de la connais-
sance des coefficients de f. C’est bien siir plus précis que déterminer Gal,(f) & isomorphisme prés. La
donnée de la classe de conjugaison [['] renseigne en effet non seulement sur le groupe abstrait (ce qui est
suffisant pour savoir s’il est résoluble par exemple) mais aussi, et de maniére canonique, sur la facon dont
ce groupe opeére sur I’ensemble {z1,...,z,} des racines de f.

6.2 Résolvantes de Lagrange

Les résolvantes furent introduites par Lagrange (voir [44], [45],[46]) dans le but de calculer les relations
entre les racines d’un polynéme et d’étudier (dans le langage du XVIII® siécle) I’extension de corps
engendrée par ces racines. Cela permit & Lagrange d’unifier les méthodes (Cardan, Ferrari) qui étaient
utilisées pour résoudre les équations algébriques de degré inférieur ou égal & 4. Cela lui permit méme
de présentir, en attendant que Galois le montre rigoureusement, qu’il ne pouvait exister de solution par
radicaux de ’équation générique de degré 5 ou qu’en tout cas des méthodes du type de celles utilisées
pour les degrés inférieurs ne pouvaient plus s’appliquer: en effet, jusqu’au degré 4, on pouvait trouver
des résolvantes de degré inférieur & celui du polynome de départ : résolvante de degré 2 pour le degré
3 (méthode de Cardan) et résolvante de degré 3 pour le degré 4 (méthode de Ferrari), et on pouvait
procéder par étapes, c’est-a-dire calculer les racines de la résolvante (par radicaux) et en déduire celles de
I’équation. Pour un degré n > 5 au contraire, les résolvantes intéressantes sont toutes de degré supérieur
a n, et elles raménent donc & un probléme plus compliqué que le probléeme de départ.

Pour nous, les résolvantes seront un outil pour la détermination du groupe de Galois: Nous ne trai-
terons pas ici le probléme de la résolution par radicaux.

Les notations que nous utilisons sont celles de [7], introduites par Arnaudiés et Valibouze.

Définition 6.1 Soit L un sous-groupe de &, et H un sous-groupe de L. Soit ¥ un invariant primitif de
H relatif a L (voir la Définition 1.1). On appelle résolvante générique de W relative & L le polynéme

Ly= [I T—(e9)(X1,...,Xn)) € kIX]*[T],
o€(L//H)q

ot (L//H), désigne un ensemble de représentants des classes & gauche de H dans L.
Quand L = &,, on parle de résolvante absolue au lieu de résolvante relative, et on note Ly pour
LS.

Proposition 6.2 Sous les hypothéses qui précédent, Eé, est le polynome minimal de ¥ sur le corps

k(X)L

Preuve — Par définition, £L appartient & k(X)F| est unitaire et admet ¥ pour racine. En outre, son degré
est aussi d’aprés le Théoreme 3.1 le degré de I'extension k(X)) : k(X)L ; d’on le résultat. O

*

Soit f un polynome comme au paragraphe 6.1, et I' la représentation de son groupe de Galois dans
&S, définie par la numérotation x = (z1,...,2,) des racines de f.

Si L contient ', alors tout coefficient P de E&,, qui est par définition un invariant de L, appartient &
k[X]'. Donc P(x) = P(zy,...,,) appartient a k(x) et est invariant sous I’action de Gal(f) = Gal(k(x) :
k) donc appartient a k.
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On peut donc poser la définition suivante :

Définition 6.3 Si ' C L, alors on définit la résolvante de W relative & L spécialisée en la famille
x = (21,...,&p) des racines de f comme étant:

o= J] (T—=(c9)(21,...,2,)) € K[T]
oe(L//H)q

c’est-a-dire Uévaluation de LL sur x = (z1,...,2,). Elle appartient bien & k[T] d’aprés ce qui précéde.
Quand L = &, on parle de résolvante absolue au lieu de résolvanie relative, et on note Ly o pour

S
Ly

Remarque 6.4 Remarquons que E&,}x dépend explicitement de la numérotation x choisie pour les racines

de f, sauf quand L = &, (résolvante absolue) car alors les coefficients de Ly appartiennent & k[X]®".
Pour les résolvantes absolues uniquement, on pourra donc noter Ly ; au lieu de Ly .

Exemple 6.5 (Méthode de Cardan) Pour n =3 et k = Q(j), ot j = e, le polynome ¥ = (X1 +
X2 + j2X3)3 est un invariant primitif du groupe alterné As. Son seul conjugué sous &3 est W' =
(X1+352X2+35X3)3. La résolvante associée, que nous calculons grace au domaine PolynomesSymetriques
du chapitre 2, est alors

Lo=(T =T -V)=T*—(2F —9E>,F, + 2TE3)T + ES — 9E.E} + 2TEZE? — 2TE3 € k[E][T]

5 A T 277 . . P . ) .
ou les E; sont les polynomes symétriques élémentaires, qui se spécialisent, au signe prés, en les coefficients
de f. La méthode de Cardan consiste a résoudre par radicauz l'équation du second degré Ly ; = 0 pour

:
trouver les valeurs ¥ = W(zy,x9,23) et ' = V(21 22,23), et d en déduire 1, x4 et 3.

Exemple 6.6 (Méthode de Ferrari) Ici n = 4. On pose ¥ = X1 X5 + X3X4, invariant primitif du
groupe H =< (1324),(12) >~ D4. Il admet les conjugués ¥ = X1 X3 + Xo X4 et ¥/ = X1 Xy + X2 X3
sous Uaction de &4. La résolvante associée, calculée elle aussi grace au domaine PolynomesSymetriques,
est

Loy =(T—U)NT - V)NT—-9")=T3— E,T% + (E3E, — 4E4)T — EsE? 4+ 4 E4E+ — E2 € k[E][T].

La méthode de Ferrari consiste a résoudre par radicauz Uéquation du troisieme degré Lg ; = 0 pour
calculer v = ¥(x), ' = W'(x), "’ = ¥'(x), et a en déduire la valeur x = (21, &, 23, 24) des racines de

f.

Définition 6.7 Un invariant primitif U relatif @ un groupe L (resp. la résolvante L% ) sera dit x-séparable
st et seulement si Eéx est séparable.

Remarquons que comme le polynéme f, et donc 'extension k(x) : k, sont séparables par hypothése,
les facteurs irréductibles de Eé, » sont aussi tous séparables. La non-séparabilité de Eé, x ne peut donc

venir que de Papparition de facteurs multiples lors de la spécialisation de £%, qui elle est séparable sur
k(X)L

Signalons le résultat [7, Théoréme 6.5] qui montre que si Eé,x admet un facteur multiple h” (h
irréductible sur k) et si ¥’ est un autre H-invariant primitif L-relatif tel que ﬁﬁ,,pc soit séparable, alors

le facteur «paralléle» a h” dans E{f,,7x (c’est-a-dire le facteur dont les racines dans k sont obtenues en
spécialisant les mémes éléments de k(X)) est un produit de polynomes irréductibles de degrés multiples

de celui de h.
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Signalons aussi que 1’on peut toujours se ramener & une résolvante séparable quitte a effectuer une
transformation sur le polynéme f, qui laisse inchangé son corps de décomposition, donc son groupe de
Galois, et méme I’action de ce groupe sur ’ensemble des racines: voir la Proposition 8.5, ot est donnée
une borne sur le nombre d’essais & effectuer avant d’étre certain d’obtenir une résolvante séparable.

La résolvante Eéhx a donc pour degré 'indice [L : H] du groupe H dans le groupe L. Sa factorisation
sur le corps k renseignera sur le groupe de Galois de f sur k.

6.3 Résolvante et groupe de Galois

Dans cette section nous mettons en évidence 1’utilité des résolvantes pour la détermination du groupe
de Galois d’un polynome, et nous présentons les résultats qui sont a la base de toutes les méthodes qui
utilisent des résolvantes. Commencons par des considérations sur les groupes.

Définition 6.8 Soit L un sous-groupe de &, , et G et H deuz sous-groupes de L. On fait agir G sur
Uensemble (L/H), des classes ¢ gauche de H dans L. Soit {Oy,...,0,} la partition de (L/H), en les
orbites pour cette action. Nous noterons wl (G, H) la famille (ny,...,n,) € IN", supposée ordonnée de
fagon décroissante, des cardinauz des orbites O; (n; = Card(0;)). Elle vérifie ny + ...+ n, = [L : H].
Pour tout i € {1,...,r}, on note S; = Stab(O;). Alors S; agit par restriction sur O;, ensemble de
cardinal n;, ce qui définit a conjugaison prés une représentation, pas forcément fidéle en général, de S;
dans &,,. Soit Gy C &, limage de S; par celte représentation, qui est donc isomorphe a4 un quotient de
S;. Alors G; dépend de la numérotation des éléments de O;, mais sa classe de conjugaison [Gi]gnl n’en

dépend plus. On note @' (G, H) = ([Gi]s,,, - -, [Gr]s,,) la famille de ces classes de conjugaison.

Proposition 6.9 Les familles @™ (G, H) et w'(G, H) ne dépendent de G et H que par leur classe de
conjugaison respective, [G]r et [H]L, sous Uaction de L.

Preuve — Pour wh(G, H), voir [7, Par. 3.2]. Le cas de @'E(G, H) est laissé en exercice. O

Le calcul des familles w” (G, H) et @'X(G, H) a été implanté dans le langage GAP [58] par A. Vali-
bouze.

Théoréme 6.10 (Groupe de Galois des résolvantes) Soit H C L deuzr sous-groupes finis de &,
et W un H-invariant primitif L-relatif tel que E&,}x soit séparable. Soit e = [L : H] le degré de cetle
résolvante. Le groupe T C L (qui a été défini au Paragraphe 6.1} agit par produit & gauche sur (L/H),,
ce qui définit, si Uon a numéroté les e éléments de (L/H),, une représentation de I' dans &,. Soit
I C &, Uimage de T par cette représentation (T' est donc isomorphe a un quotient de T ). La classe de
conjugaison [I']s, de T dans S, ne dépend plus du choiz de la numérotation des éléments de (L/H), :
elle ne dépend que de L, [H|r et [T]L.

D’autre part, Galk(ﬁé,jx) opére fidélement sur 'ensemble des e racines de Eé,yx, ce qui définit, pour
une numérotation donnée (arbitraire) de ces racines, un sous-groupe M de &, isomorphe d Galk([,é,’x).
Le théoréme affirme alors que: [I']s, = [M]es, (les groupes T' et M sont conjugués dans S, ).

e

Preuve — Voir [70, Theorem 3], oli le résultat est montré pour les groupes abstraits, et [28] ot il est montré
pour les opérations de groupes. O

Ce théoréme peut étre utilisé de la facon suivante: on calcule a priori les différentes classes [I']s,
correspondant aux diverses possibilités pour les classes [T']p et [H]L. On calcule ensuite pour certains
[H]p des résolvantes et la représentation dans &, de leur groupe de Galois, et on utilise le résultat du
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théoreme pour exclure des candidats & étre représentation du groupe de Galois de f, jusqu’a ce qu’il n’en
reste plus qu’un seul.

Le théoréme cependant n’est pas trés intéressant par lui-méme en pratique, car les résolvantes sont
le plus souvent de degré plus élevé que le polynome f de départ, et calculer leur groupe de Galois est
donc plus compliqué en général que calculer celui de f. Par contre, on peut s’intéresser aux facteurs
irréductibles sur k des résolvantes, ce que permettent les corollaires qui suivent.

Corollaire 6.11 (Groupe de Galois des facteurs irréductibles des résolvantes) En gardant les
hypothéses du Théoréme 6.10 (toujours en supposant Lk _ séparable), soit (hy, ..., hy) la famille des fac-

teurs irréductibles sur k de Eé, < €t m; le degré de h;. Soit M; la représentation de Galg(h;) dans &y, défi-
nie par une certaine numérotation (arbitraire) des racines de h;. Alors, la famille ([Mi]s,, ..., [M]s,.,)

est égale, a Uordre prés de ses éléments, a w'L(T, H).
Preuve — Voir [70, Theorem 4], et ’adapter aux actions de groupes (exercice).

Corollaire 6.12 (Degrés des facteurs irréductibles des résolvantes) Sous les hypothéses précé-
dentes, on a en particulier r = s et (my,...,m,) est égale, & Uordre prés de ses éléments, 4 la famille
= (T, H).

Preuve — Cela résulte du Corollaire 6.11. Voir aussi [7, Théoréme 6.6], qui traite le cas ol les résolvantes
ne sont pas nécessairement séparables. Notons que dans [7], @ (T, H) désigne la suite duale (au sens de
[6]) de celle que nous considérons ici. O

Corollaire 6.13 (Racine de la résolvante) Awvec les hypothéses qui précédent, H contient un conju-
gué dans L de T si et seulement si E&,}x a une racine dans k.

Le Corollaire 6.13 peut s’écrire d’ailleurs avec les hypothéses plus faibles que voici (ot Eéx n’est plus
nécessairement séparable) :

Proposition 6.14 Soit W un H-invariant L-relatif (ot H C L C &,) et v = ¥(x) sa spécialisation en
les racines de f. Alors

i. SiT' C H alors ¢ € k.
1. St €k et est racine simple de ,Cé,w alorsT' C H.

Preuve — Voir [61] et [7, Th. 5.2]. O
Arnaudiés et Valibouze on montré la généralisation suivante de cette proposition:

Proposition 6.15 Soit ¥ un H-invariant L-relatif (o0 H C L C &, et T C L). Posons ¢ = ¥(x).
Notons Uy, ..., ¥, les conjugués de W = Wy dans Uertension k(X)? de k(X)L. Soit C; = {s€ L /| s.¥ =
W;}. Soit h le facteur unitaire irréductible dans k[T] de E&,}x qui s’annule en . Supposons la numérotation
(;) choisie de sorte que h(T) = (T=V1(x))...(T—¥,(x)), | <r <e. Notons S = Stabp({¥1,...,¥,}).
Alors :

i. L'orbite de U sous Uaction de T est T.W = {¥y,... ¥, }.
. OnalcCcScli_,C;, et[S:T]=[SNH:TNH]

Preuve — Voir [7, Th. 5.3]. O
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6.4 Revue des méthodes

Nous présentons ici les différentes méthodes utilisées pour résoudre le probléme direct de la théorie
de Galois, c’est-a-dire identifier le groupe de Galois d’un polynome f € k[T] donné par ses coefficients.

6.4.1 Méthodes numériques

Nous rangeons dans la catégorie méthodes numériques toutes les méthodes qui utilisent des approxi-
mations des racines du polynéme f. Cela suppose que f est a coefficients dans Q, voire Q(Uy,...,Upn)
(cf. [21, Par. 1.2.4]). Quitte & appliquer une transformation affine aux racines, ce qui laisse invariant le
groupe de Galois, on peut méme supposer f € Z[T]. On se donne donc alors des approximations des
racines dans €, par exemple

z1 = —12.0159713 4 0.2798203 2, =z, = 0.0001345 — 3.1648291 4, ...

A cause de cela, les méthodes numériques se distinguent essentiellement des autres: en effet, se donner
des valeurs approchées des racines fixe une numérotation de ces racines, ce que ne fait pas la seule
donnée des coefficients. Par conséquent, les méthodes numériques peuvent permettre d’identifier le sous-
groupe I' C &,, précis, quand les autres méthodes ne permettent par essence que d’identifier sa classe de
conjugaison [I'] dans &,, (voir le Paragraphe 6.1).

Méthode de Stauduhar: Les méthodes numériques furent introduites par Stauduhar (voir [61]), qui
utilise la Proposition 6.14 pour déterminer I'. Le principe est le suivant. On construit le graphe d’inclusion
de tous les sous-groupes de &,, (en se limitant aux groupes transitifs quand f est irréductible), et on part
de sa racine, &,,. On prend L = &,,, H un sous-groupe maximal (pour 'inclusion) de &,,, ¥ un invariant
primitif de H relatif & L (donc absolu pour cette premiére étape oit L = &, ). On calcule la résolvante Eé, x
grace a des approximations suffisamment précises des racines de f, sachant que les coefficients de cette
résolvante sont des entiers (un calcul d’erreur permet alors de déterminer avec certitude ces coefficients
entiers). Si E&/,x est séparable, la Proposition 6.14 permet alors de tester si I' est inclus dans un conjugué
dans L de H : ce sera vrai si et seulement si E&/,x admet une racine dans k, ce que l’on peut tester par
un algorithme de factorisation. On peut méme tester précisément quelle racine de Eé, « appartient & k,
et identifier ainsi le conjugué précis de H qui contient T'. 7

Aussi, si T est inclus dans un conjugué H' de H, on poursuit I’algorithme en remplacant L par H'
dans ce qui précéde. Si au contraire I n’est pas inclus dans un conjugué de H, on poursuit avec le méme
groupe L, mais en remplacant H par un autre sous-groupe maximal de L qui ne soit pas conjugué de H.

L’algorithme s’arréte quand on a obtenu un groupe L, qui contient donc I' d’aprés I’algorithme, et
dont aucun sous-groupe maximal ne contient I': on sait alors que I' = L.

Améliorations La méthode de Stauduhar a été poursuivie notamment par Olivier, Eichenlaub (voir
[21, 22]) et Geyer (voir [27]).

Eichenlaub donne dans [21, Par. 2.1.3] une évaluation de la précision qu’il faut se donner sur les
racines des résolvantes pour pouvoir tester leur appartenance a Z. On peut ainsi se passer du calcul
de la résolvante compléte et tester directement si une racine dans € d’une résolvante, dont on a calculé
une approximation, appartient ou non en fait & Z (ce qui équivaut a ce qu’elle appartienne & @ car les
résolvantes sont unitaires & coefficients entiers).

Les autres améliorations consistent en I’association des méthodes du Paragraphe 6.4.2 (factorisation
compléte des résolvantes, avec utilisation des corollaires 6.11 et 6.12) aux techniques numériques: les
résolvantes utilisées sont calculées en utilisant des approximations des racines au lieu d’étre calculées &
I’aide des seuls coefficients de f.
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Comparaison avec les autres méthodes Les méthodes numériques présentent I'avantage de pouvoir
fournir rapidement un résultat non garanti. En effet, méme quand on ne respecte pas la précision sur les
racines qui serait nécessaire, on a de trés bonnes chances de trouver le bon groupe de Galois (maisil y a
des contrexemples). Un autre avantage est qu’elles ne nécessitent pas de stocker la formule générique des
résolvantes.

Elles ont par contre pour inconvénient d’étre trés cotteuses lorsqu’on leur demande un résultat certifié
(c’est-a-dire quand on respecte la précision indiquée par le calcul d’erreur de [21, Par. 2.1.3]). On peut
cependant commencer par «élaguer» le graphe avec une mauvaise précision, pour pouvoir ensuite optimiser
la recherche du groupe de Galois avec une bonne précision en prenant tout de suite le chemin le plus
direct dans le graphe.

Un autre inconvénient est qu’elles ne permettent pas de travailler & conjugaison prés dans &, : pour
calculer une résolvante relative ﬁéhx, on est obligé de savoir & I’avance que T' (représentation de Galg(f))
est précisément inclus dans L, et non dans un de ses conjugués; et c’est couteux: en effet, pour savoir
qu’un conjugué de L contient I, il suffit de vérifier qu’une résolvante d’un invariant de L admet une racine
simple dans k, ce qu’un algorithme de factorisation donne facilement. Mais pour identifier précisément
quel conjugué de L contient I', il faut tester, & partir des valeurs approchées de z1,..., z,, quelle racine
de cette résolvante appartient & k. La méthode formelle du chapitre 8 permettra de s’affranchir de ces
deux inconvénients des méthodes numériques.

6.4.2 Factorisation compleéete des résolvantes

Les méthodes par factorisation compléte des résolvantes furent utilisées par Berwick [10, 11] pour
une résolution compléte du cas transitif en degré 6, avec les corollaires 6.11 et 6.12. Ces travaux furent
poursuivis par Foulkes (1931) en degré 7, puis plus récemment par McKay et Soicher [52, 59], qui utilisent
uniquement des résolvantes associées & des invariants linéaires (i.e. polynomiaux de degré un).

En 1993, Arnaudiés et Valibouze montrent que le Corollaire 6.12 permet dans tous les cas d’identifier
la classe de conjugaison [['] du groupe de Galois, et ils donnent la définition 6.8 des familles w* (G, H),
qui permet de les calculer a priori par des algorithmes portant uniquement sur les groupes, alors qu’elles
étaient auparavant calculées de fagon heuristique.

En 1995, Valibouze donne une optimisation, jusqu'au degré 10, de cette méthode en utilisant le
Corollaire 6.11, c’est-a-dire en testant non seulement les degrés des facteurs irréductibles (sur k) des
résolvantes, mais encore les groupes de Galois de ceux de ces facteurs dont le degré est inférieur a celui de f
(on peut aussi tester la parité du groupe, qui s’obtient par un simple calcul de discriminant, quand le degré
de ce facteur est plus élevé). L’utilisation du Corollaire 6.11 lui permet ainsi d’améliorer un algorithme
qui était pourtant déja déterministe sans cela. Cette optimisation par le calcul du groupe de Galois des
facteurs irréductibles a été indépendamment développée, dans le cadre des méthodes numériques, par
Eichenlaub (voir [21]).

Sur le calcul méme des résolvantes, signalons les travaux de Lehobey, Rennert et Valibouze [49, 57],
qui permettent de calculer les résolvantes a I’aide de résultants et en éliminant les facteurs et puissances
parasites que ceux-ci introduisent ordinairement: leur idée est fondée sur 'utilisation des polynomes
d’Ampére (modules de Cauchy).

Enfin, Arnaudiés et Valibouze ont montré dans [7] que tout ce qu’ils faisaient avec des résolvantes
absolues se transposait avec des résolvantes relatives. Arnaudiés a appliqué cela au degré 4 dans [6, page
437]. Tl préconise aussi avec Valibouze dans [7] d’utiliser la démonstration du Théoréme 3.4 de Lagrange
pour spécialiser les résolvantes relatives, mais cela ne donne pas encore un algorithme efficace pour traiter
les degrés plus élevés que 4. Aussi, les résolvantes relatives sont-elles restées 1’apanage des numériciens.
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6.4.3 Présentation des méthodes des chapitres 8 et 9

Les chapitres 8 et 9 présentent deux méthodes, dont la seconde est une généralisation de la premiére,
qui permettent d’introduire efficacement des résolvantes relatives dans le cadre des méthodes formelles
par factorisation de résolvantes absolues qui utilisent le Corollaire 6.11. Le chapitre 8 reprend 1’article
[17], avec quelques modifications tandis que le chapitre 9 reprend [18].

Soit ¥ un H-invariant primitif L-relatif, ot H C L C &, et ou I' C L. On cherche a calculer E{f, o
qui appartient bien & k[T] d’aprés I’hypothése T' C L. 1l s’agit pour cela de spécialiser les coefficients de
LE . qui appartiennent & k[X]E.

On voit immédiatement le probléme qui se pose : la seule donnée que ’on ait est les coefficients ¢; de
f. Cela permet certes de spécialiser les polynomes symétriques élémentaires: E; = (—1)c;, et donc tous
les polynomes symétriques, mais certainement pas tous les invariants de L. L.’idée commune aux chapitres
8 et 9 consiste & connaitre la valeur spécialisée d’un petit nombre d’invariants de L par la factorisation
d’autres résolvantes: d’un invariant primitif de L au chapitre 8 et d’un invariant d’un autre groupe qui
n’a qu’un rapport plus lointain avec L au chapitre 9.

La descente directe

I.’idée du chapitre 8 consiste a spécialiser un invariant primitif © du groupe L par le calcul d’une
résolvante spécialisée de © et par sa factorisation, et a l'utiliser pour spécialiser tous les invariants de L.
En effet, une racine # d’une résolvante Eg’[x de O sera alors la valeur spécialisée § = 7.0 d’un conjugué
7.0 de O. ’

Bien siir, on ne connait pas 7. Mais nous montrons que ce n’est pas un probléme: en effet, on sait
(d’apres la Proposition 6.14) que 7.L7~! contient I si 6 appartient & k et est racine simple de la résolvante
— cas auquel on peut toujours se ramener, voir la Prop. 8.5. Comme on travaille & conjugaison prés, peu
importe le 7 inconnu: on est en tout cas sir que c’est le méme 7 pour lequel 7.L.77 D> T et § = 7.0
(et on prouve ainsi, par la factorisation sur k£ de la résolvante spécialisée de ©, que T est inclus dans un
conjugué de L, en méme temps qu’on détermine la valeur spécialisée de 7.9).

On peut donc, grace a @, spécialiser les éléments, sinon de L du moins de 7.L.7~! pour un certain
7 inconnu en utilisant le chapitre 3 et ’algorithme 3.10, en écrivant k(X)"‘L"'_1 = k(X)®»[r.0] au cas
ou © est un invariant absolu de L. On peut d’ailleurs itérer le processus: Si © n’est qu'un invariant
relatif & un groupe M D L, on peut chercher tout d’abord a spécialiser les invariants de 7.M.7—1 puis
grace a4 © et & ’algorithme de la Prop. 3.10, en déduire la spécialisation des invariants de 7.L.7~1 (car
k(X)-rAL:r—l — k(X)rAMAr—l[T.@])_

Le probléme de ’annulation des dénominateurs par spécialisation peut toujours étre évité grace a la
Prop. 8.4.

La méthode de «descente directe» consiste alors a parcourir le graphe des classes de conjugaison de
sous-groupes de &,,, & partir de sa racine [&,], en descendant par inclusions successives & conjugaison
prés dans des sous-groupes maximaux, comme dans la méthode de Stauduhar (cf. § 6.4.1). Comme nous
I’avons montré plus haut, les tests d’inclusion (I' C 7.L.771) et les calculs de résolvantes relatives (en
calculant la valeur spécialisée 6 = :é) sont alors imbriqués I'un dans 1’autre.

Le nom «descente directe» vient de ce que I’on n’effectue que des tests d’inclusion par I’existence de
facteurs linéaires de la résolvante (Prop.6.14). On peut aussi I’appeler «Méthode de Stauduhar formelle».

*

L’article [17], que reprend le chapitre 8, a été écrit avant que nous prouvions le Théoréme 4.14. C’est
pourquoi nous n’y utilisons que le point de vue du chapitre 3 et non le point de vue dual du chapitre
4. Mais le Théoréme 4.14 montre qu’on peut trés bien utiliser une décomposition d’Hironaka (voir le
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chap. 4) au lien d’éléments primitifs pour spécialiser les invariants de L, sous I’hypothése que k soit de
caractéristique nulle bien siir, comme chaque fois que 'on utilise le point de vue polynomial au lieu du
point de vue fractionnaire.

Voici comment cela fonctionnerait (voir aussi un exemple illustratif 4 1’Annexe A). On cherche toujours
a calculer une résolvante spécialisée d’un H-invariant ¥ relatif & un groupe L. Le probléme est donc de
savoir spécialiser les éléments de k[X]*.

Pour cela, on utilise une décomposition de Cohen-Macaulay de k[X]", du type
€
EXJE = PR avec  k[T] = k[X]™
i=1

ol M est un groupe de réflexions (donc un produit de groupes symétriques, voir le Cor. 4.3) qui contient
L. Si on sait spécialiser Iy, ..., II, et 3q,...,X,, alors on saura spécialiser tous les invariants de L.

Ici, spécialiser les éléments de M ne pose pas de probléme: en effet, s1 f est irréductible on a forcément
M = 6, et il s’agit alors de spécialiser les polynémes symétriques élémentaires grace aux coefficients de
f, et si f n’est pas irréductible, ce sont les coefficients des facteurs irréductibles de f qu’on utilise.

Pour les invariants secondaires Y;, on peut aussi, comme © plus haut, les spécialiser en calculant une
résolvante ﬁ%{_ x de chaque X; et en la factorisant sur k. Si o; est une racine de ﬁ%{_ x dans k&, alors il existe
: :

7 €M tel que T’ C 7'2-.1‘3.7'2._1 et o; = 77\2/2 Mais contrairement & la méthode utilisant un élément primitif
©, ot 'on pouvait travailler & conjugaison pres, ici, s’il I'on peut certes toujours travailler & conjugaison
prés il faut cependant que l'on ait o; = 7.%; avec le méme élément 7 pour tout i. Le probléme se pose
quand certaines des résolvantes Ejz‘:{,x ont plusieurs racines dans k : quelle racine choisir alors?

Le Théoréme 4.14 nous donne un algorithme pour choisir la «bonne» racine des résolvantes : il suffit
pour cela de vérifier que (o4, ..., 0.) satisfait les syzygies entre ¥y, ..., ¥, sur 'anneau k[X]¥, dont on
a spécialisé les coefficients. Et on peut se limiter & des générateurs de 1'idéal des syzygies : par exemple la
base standard qui est donnée au Lemme 4.13. On peut en général se limiter encore plus, car le nombre
de racines dans k des résolvantes est souvent réduit ; une seule syzygie peut alors suffire a identifier les
bonnes racines, ou méme zéro quand les résolvantes n’ont qu’une racine dans k : c’est le cas dans I’exemple
donné a I’Annexe A.

La descente diagonale

L’article [18], dont est tiré le chapitre 9, généralise la «descente directe» en utilisant tous les facteurs des
résolvantes pour spécialiser les invariants, alors que la «descente directe» ne tire parti pour la spécialisation
que des facteurs linéaires (c’est-a-dire des racines appartenant & k) de ces résolvantes — mais elle utilise
aussi la factorisation compléte pour identifier le groupe de Galois.

D’autre part, I'outil de théorie des invariants utilisé est indifféremment le chapitre 3 ou 4: les deux
descriptions duales des invariants conviennent 1’'une comme ’autre.

L’idée du chapitre 9 consiste a calculer un invariant d’un groupe L, et a le spécialiser, a partir des
invariants d’un autre groupe. Par exemple, si © est un H-invariant primitif L-relatif et si la résolvante
E(La,x admet un facteur h € k[T tel que les racines de h sont les spécialisés 7;.0 = (7;.0)(x) de conjugués
77.0de ©, 1 <i<r, alors 1.0+ ...4 7,..0 est un invariant d’un autre groupe G, et sa valeur spécialisée

n’est autre que (71.0)(x) + ...+ (7.0)(x), c’est-a-dire le coefficient sous-dominant de h.

Ainsi, le calcul d’une résolvante d’un invariant de H permet de spécialiser des invariants de G. C’est
cette idée que nous exploitons et qui est & la base de ’algorithme du chapitre 9 (voir le Théoréme 9.7).
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6.4.4 Autres méthodes

Rappelons pour commencer le théoréme de densité de Tchebotarev :

Théoréme 6.16 Soit f € Z[T] de degré n et # = (a1,...,a,) € IN" tel que a1 + ...+ a, = n. Alors
quand p, nombre premier, tend vers Uinfini, les degrés des facteurs irréductibles de f modulo p (c’est-a-
dire qu’on factorise Uimage de f dans IF,[T]) sont les éléments de ® dans une proportion qui tend vers
la proportion des permutations de Galg(f) dont les tailles des cycles sont données par =.

Preuve — Voir [43]. O

Ce résultat n’est pas en général suffisant pour identifier le groupe de Galois, mais il peut donner une
indication. Dedekind, Van der Waerden et Brauer montrent aussi que le groupe de Galois de f modulo p,
quand ce polynome est séparable, est un sous-groupe du groupe de Galois de f et lui est isomorphe quand
f est galoisien. On trouvera une démonstration de ce résultat dans [7, Théoréme 7.2] ou dans [13, AC V.38,
Théoréme 2]. Dans cet article, les auteurs donnent un résultat nouveau qui I’étend considérablement :

Théoréme 6.17 Soit A un anneau intégralement clos, k son corps des fractions, P un idéal premier de
A, ¢ la surjection canonique de A sur A* = AP et ¢ de A[T] sur (A/P)[T]. Soit f € A[T)]. Si ¢(f) est
séparable, alors son groupe de Galois sur le corps des fractions k* de A/P s’identifie & un sous-groupe
de Galg(f), et f est alors aussi séparable.

Soit (Hy,...,H,) une famille de sous-groupes de &, telle que les vecteurs (w(G, H;))1<i<r Soient
deuz ¢ deuz distincts quand G parcourt Uensemble des classes de conjugaisons de sous-groupes de S,
et ©; un invariant primitif de H;, pour tout i (c’est-d-dire que Uon choisit une famille d’invariants qui
permette d’identifier le groupe de Galois de n’tmporte quel polynome a Uaide du Corollaire 6.12 appliqué
avec L = &, ). Supposons que, pour touti € {1,...,r}, ¢(f) soit séparable ainsi que ¢(Lg, ;), et que pour
tout facteur P de Lg, ; normalisé et irréductible dans k[T, le polynome &(P) soit irréductible dans k*[T).
Alors les groupes de Galois de f surk et de ¢(f) sur k® sont isomorphes, et ont la méme représentation
dans &, pour une numérotation donnée des racines de f.

Preuve — Voir [7, Théoréme 7.3]. O

*

Signalons aussi la méthode de Yokoyama (voir [73]) qui consiste a remplacer un calcul numérique
approchés des racines par des calculs p-adiques. Cela lui permet ainsi de déterminer le groupe de Galois
d’un polynome sans calculer de résolvantes, de méme que les méthodes numériques, qui peuvent tester si
une racine de la résolvante appartient au corps de base sans calculer cette résolvante.
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Chapitre 7

Idéal des relations

Dans ce chapitre, k est un corps commutatif (de caractéristique quelconque).

7.1 1déal des relations et groupe de Galois

Dans tout ce paragraphe, nous définissons 1’idéal des relations entre les racines d’'un polynome et
nous présentons des résultats bien connus concernant les liens entre cet idéal et le groupe de Galois du
polynome.

Définition 7.1 Soit f = []'_,(T — z;) € k[T un polynéme séparable de degré n i coefficients dans un
corps k (les racines x; appartenant d une cloture algébrique k de k). On appelle idéal des relations entre
les racines de f et on note I(f) Uidéal de k[X1, ..., Xy] défini de la fagon suivante :

I(f) = {r € k[ X1, ..., Xp]/ r(21, ..., 20) = 0}.

I’idéal I(f) dépend donc de la numérotation x = {21, ..., 2,} choisie sur les racines de f.
Le résultat suivant est alors bien connu:

Proposition 7.2 Soit f € k[T] séparable de degré n. Définissons le groupe
G = {(7 € Gn/ Vre I(f), T’(Xg(l), ...,Xg(n)) € ](f)},

c’est @ dire G = Stabs, (I(f)) pour Uaction de &, sur k[X1,...,X,] définie par o.r(Xy,...,Xp) =
T(Xa(l): :Xa(n)) )

Alors G est isomorphe ¢ Galg(f), ot Uisomorphisme est induit par Uaction de Galg(f) sur les racines
de f.

Preuve — Soit

Galy(f) — 6,
d:|yg — ®(g)=¢
ot ¢ est défini par Vi € IN},, g(2;) = 2,(;).

Alors ® est un morphisme injectif de groupes car Galy(f) opére fidélement sur {1, ...,2,}. Reste donc &
montrer que Im ® = G.

e Déja, Im @ C G en effet, V g € Galp(f),V r € I(f),
B(g).r(z1..,xn) = r(g(z1),...,9(2n))
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car g appartient & Galg(f) donc est un endomorphisme de k-algebre de k[z1, ..., 2,];
d’otr: ®(g).r(z1...,2,) = g(0) = 0.

e En outre, G C Im ®; en effet, soit o € G; alors ¥V r € I(f),o.r € I(f). On va construire un
antécédent g de o par ® a. Montrons que l’on peut définir un morphisme de k-algébre g de
k(zy,...,x,) dans lui-méme par: V i € IN;,, g(2;) = 2,0;). En effet, si 2 € k(z1,...,2,), on peut
crire & = P(21,...,2,)/Q(21, ..., 25) avec (P, Q) € (k[X1, ..., Xp])?. On définit alors

9(x) = P(Z5(1), - Zo(n)] Q(To(1)s s To(n) ;

c¢’est indépendant du choix de la fraction rationnelle P/@Q, vu que si = Py(21, ..., 25)/Q1(21, ..., Zp)
avec (P, Q1) € (k[X])? alors on a (P/Q — P1/Q1)(z1,...,2,) = 0 donc (PQ1— P1Q)(z1,...,2,) =0
donec PQ1 — PiQ € I(f) donc, comme ¢ € G, 0.(PQ1 — PiQ) = 0 d'ott (P/Q)(%s(1), - To(n)) =
(Pl/Ql)(xo-(lj); ceey xa(n))

Alors g est par définition un endomorphisme de k-algebre de k(z1, ..., #,), donc un endomorphisme
de corps de k(z1, ..., z,) qui fixe les points de k. Il est clair que g est injectif (si g(P(z1,...,2,)) =0
alors o.P € I(f) donc P € I(f) et P(z1,...,2,) = 0). Or, k(z1, ..., 2,) est de dimension finie comme
espace vectoriel sur k£ donc g est aussi surjectif, d’oli ¢ € Galg(f). Or, ®(g) = o d’aprés la définition
de g, d’ou le résultat. O

Corollaire 7.3 L’idéal J(f) = k(x) @ I(f), ot k(x) = k(z1,...,2,), définit dans le k-espace affine
(k(x))" un ensemble algébrique affine de dimension 0 et de cardinal |Galg(f)|. Plus précisément, cet
ensemble s’écrit :

V() ={(@s1), s 2o(n))/ o € G}

Preuve — Déja, il est clair que VY o € G, (25(1), ..., Lo(n)) € V(J(f)) par définition de G.
Réciproquement, soit (y1, ..., yn) € V(J(f)). Ona:¥r € J(f),7(y1, ..., yn) = 0. En particulier, comme
VieIN;,, E;—a; € J(f), ol

ATY=T"+ > (=)'a T, et Ei= 3 I Xos.
i=1 1<a1<...<a;<n k=1
onaVi€IN:, Ei(yr, ... yn) = a;; done [y (T—yi) = X+ 50 (—1)ia; T = f(T) = [[5=1 (T — ;)
donc 30 € &,/ Vi€INy, y =x,); et commeV r € J(f),r(xs01), .-, Lo(n)) = 0, ¢ appartient bien a
G. O

7.2 1Idéal d’un produit de polynémes

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’exprimer 1’idéal des relations d’un produit f.g de po-
lynémes en fonction de I(f) et I(g) lorsque c’est possible, et d’étudier les conditions de validité de la
relation trouvée.

On se donne donc deux polynomes unitaires (f,g) € k[T]? (ol T' est une indéterminée sur k) qui
s’écrivent f=[[_(T—xz;) et g = gzl(T—yj) dans une extension k de k. On note kE[X] = k[X4, ..., X))
et k[Y] = k[Y1,...,Y,], et on définit de méme k[x] = k[21, ..., 2p] C k et k[y] = kw1, ..., y,] C k. On note
I(f) C k[X], I(g) C k[Y], I(f.9) C k[X,Y] les idéaux respectifs de f, g, f.g. Remarquons que k(x) = k[x]
car les z; sont algébriques sur k. Avec ces notations, rappelons le lemme suivant (voir [13, A V.13]):

Lemme 7.4 - [k(x,y) : k(x)] < [k(y) : k]
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- [k(x,y) : k] < [k(x) : k][k(y) : k]
— Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i k[x,y] ~ k[x] @ kly]

i [k(x,y) : k(x)] = [k(y) : k]
i, [k(x,y) : k] = [k(x) : k][k(y) : k]
w. |Galp(f.9)] = |Galk(f)].|Galx(g)]-

Lorsqu’elles sont vérifiées, on dit que les sous-extensions k(x) et k(y) de k linéairement disjointes
sur k. Cela implique en particulier que k(x) Nk(y) = k.

Preuve —
| kX x k] — kix,y]
| (PQ) — P.Q

est une application bilinéaire de k-algébres. Donc il existe une unique application linéaire ¢ : k[x] @
kly] — k[x,y] qui factorise ¢. En outre, ¢ est toujours surjective car tout R € k[x,y] s’écrit sous la
forme R = EielN; Ri(x)y' donc R = (37 Ri(x) @k y').

Soit (bj)1¢j<n une base du k-espace vectoriel de dimension finie k[y]. Alors (b;)1¢j<n est une famille
génératrice du k(x)-espace vectoriel k[x,y], d’on les deux premiers points de la proposition.

Enfin, [k(x,y) : k(x)] = [k(y) : k] veut donc dire exactement que (b;)1¢jg<n est une famille libre
de k[x,y] sur k(x), ce qui équivaut bien sir & I'injectivité de ¢ (en effet tout élément de k[x] @y kly]
se met sous la forme Zi’j a; @ bj avec des «; € k(x), donc ‘P(Zi,j a; ®p bj) = Zi’j a;b; est nul si
et seulement si tous les a; sont nuls, & la condition (nécessaire et suffisante) que (b;)1¢j<n soit libre
sur k(x)); d’ot I’équivalence de (i) et (ii). L’équivalence avec (iii) résulte simplement de la relation
k(x,y) : k] = [k(x,y) : k(x)][k(x) : k], et ’équivalence avec (iv) de ce que les extensions sont galoisiennes.
O

Nous prouvons la proposition suivante, qui établit un lien entre I’existence de relations algébriques
entre les racines de f et celles de g et le fait que l'ordre du groupe Galg(f.g) soit égal au produit des
ordres de Galg(f) et Galg(g).

Proposition 7.5 Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i. k(x) et k(y) sont linéairement disjointes surk (ce qui veut dire que |Galg(f.g)| = |Galgp(f)|.|Galx(g)|
d’aprés le lemme précédent).

ii. I(f.9) = v(k[X]@k I(g)+ I(f) @ k[Y]), ot ¢ désigne Uisomorphisme canonique entre k[X] @y k[Y]
el k[X,Y].

(ii) s’écrit encore :

I(f.9) = EB X'I(g) + EB YI(f) (somme directe de k-espaces vectoriels).
ieIN ielN

Autrement dit, cela signifie que les relations entre les racines de f.g s’expriment toutes en fonction de
relations entre les racines de f d’une part, et celles de ¢ d’autre part.
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Preuve — On a le diagramme commutatif suivant:

kX, Y] k[x,y] > kX, Y]/I(f.g)

B

k[X] @ k[Y] k[x] @ kly]

ou « et ( sont les surjections canoniques, et ou ¢ a été définie dans la démonstration du lemme
précédent.

Commencons par montrer que (i) = (ii).

On suppose donc (i) vérifiée. Alors ¢ est un isomorphisme d’aprés le lemme précédent, et ¢ aussi
d’aprés ce méme lemme appliqué avec I(f) = 0 et I(g) = 0.

L’idéal I(f.g) = ker a est donc égal & ¢(ker 3). On est donc conduit & calculer ker 3. Tl est déja clair
qu’il contient k[X] ®x I(g) + I(f) @ k[Y].

Etudions Iinclusion inverse. On a la suite exacte
0 — I(f) — k[X] — k[x] — 0

donc en tensorisant par des k-espaces vectoriels on obtient encore des suites exactes; d’ou le diagramme
commutatif suivant, dont les lignes et les colonnes sont exactes:

0 0 0
0 1) 5 1(0) KX @5 1(9) kix] @ 1(g) ——— 0
0 1(f) @x HY]— = k[X] @3 £[Y] k{x] @ kY] 0
\ 5
0 I(f) @ kly] k[X] @ kly] k[x] @ kly] ———— 0
0 0 0

On part alors a la chasse dans le diagramme.

Un élément u de ker § a pour image u € ker 6 = Im k par 7, donc u peut étre tiré en arriére par &
puis par € en un v. Alors y(u — v) = y(u) — €(v) = 0 donc u — v peut étre tiré en arriére en un w par ¢.
On en déduit que u = v + w avec v € k[X] ® I(g) et w € k[Y] @ I(f).
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En fin de compte, on a bien montré que
ker 8 = k[X] @ I(g) + I(f) @ k[Y] @x I(f)

et donc:
I(f.9) = Y(k[X] @k I(g) + I(f) @x k[Y]).

Montrons maintenant que (ii) — (i).

Supposons donc (ii) vérifiée. Comme ¢ est déja surjective, il nous suffit de montrer qu’elle est injective.
Soit donc u € ker ¢. L’application [ étant surjective, u admet un antécédent v par 5. Alors d’apres la
commutativité du diagramme, a(¢(v)) = 0 donc ¥(v) appartient & ker «, c’est & dire & I(f.g); or, on
vient de voir que I(f.g9) = ¢(k[X] @ I(g9) + I(f) @& k[Y] @1 I(f)) par hypothése, qui est égal & ¢(ker 3)
d’aprés la démonstration faite dans la partie ((i) = (ii)). Donc v appartient & ker  car i est injective,
et donc u = f(v) =0. O

La proposition suivante est bien connue:

Proposition 7.6 Les deuz propriétés suivantes sont équivalentes:

i. k(x)Nk(y) =4k (notons que cette propriété est impliquée par les propriéiés (i) et (ii) de la proposition
précédente).

ii. Galp(f.9) = Gal(k(x,y) : k) est produit interne de ses sous-groupes distingués Gal(k(x,y) : k(x))
et Gal(k(x,y) : k(y)); ou, en d’autres termes, il est isomorphe au groupe produit Gal,(f)x Galg(g).

Preuve — (démonstration d’apres [13])

Gal(k(x,y) : k) produit direct de Gal(k(x,y) : k(x)) et de Gal(k(x,y) : k(y)) veut dire deux choses:
- premiérement que Gal(k(x,y) : k(x)) N Gal(k(x,y) : k(y)) = {1}
- deuxiémement que Gal(k(x,y) : k) = Gal(k(x,y) : k(x)).Gal(k(x,y) : k(y)).

Le premier point est toujours vérifié par définition du groupe de Galois (et parce que k(k(x)Uk(y)) =
k(x,y)).

Gal(k(x,y) : k(x)).Gal(k(x,y) : k(y)) est le plus petit sous-groupe de Gal(k(x,y) : k) qui contienne
a la fois Gal(k(x,y) : k(x)) et Gal(k(x,y) : k(y)). D’aprés le théoréme de dualité de Galois, le sous-corps
des points qu’il laisse invariant est donc le plus grand corps qui soit inclus & la fois dans k(x) et k(y),
c’est & dire k(x) N k(y). Donc le second point équivaut a ce que k(x) N k(y) soit égal & k(x,y)G2x(F)
cest adirea k. O

Les propositions 7.5 et 7.6 prises ensemble montrent le corollaire suivant :

Corollaire 7.7 Soit k(x) et k(y) les corps de décomposition respectifs dans une extension algébriquement
close k de k de deux polynémes f,g € k[T]. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i. Galg(f.9) = Galg(f) x Galg(g)
it. |Galx(f.9) = |Galx(f)|.|Galk(g)]
iii. Gal(k(x,y) : k) est produit direct de ses sous-groupes distingués Gal(k(x,y) : k(x)) et Gal(k(x,y) :

k(y))

iv. k(x) et k(y) sont linéairement disjointes sur k
v. k(x)Nk(y) =k
(

vi. 1(f.9) = @ien X' 1(9) + Dien Y'I(S)



64 CHAPITRE 7. IDEAL DES RELATIONS

7.3 Compléments

L’idéal I(f) est bien sur un idéal maximal de k[X] car k[X]/I(f) est un corps, puisqu’il est isomorphe
a k[x] = k(x). Nous avons vu précédemment que 'idéal I(f) contient les n polynémes symétriques £; —a;,
oll les E; sont les polynomes symétriques élémentaires et out f(T) = T" + 3 ., (—1)'a;T"~". Bien siir, en
général, il ne contient pas que des relations symétriques, mais le théoréme suivant, énoncé et démontré
dans [7], montre qu’il suffit d’ajouter un polynéme aux n polynémes symétriques E; — a; pour engendrer

I(f)-

Théoréme 7.8 Soit © € k[Xy,...,X,] un invariant primitif de H, sous-groupe de &,, tel que H
contienne la représentation T de Galy(f) dans &, et que § = O(x1,...,z,) € k soil racine simple de

Lo 5. Alors on a:
I(f)y=(E1—ai,...,Bpn—a,,0—0) < H=T.

Preuve — Voir [7, Théorémes 5.1 et 5.2]. O

Plus généralement, on a méme:

Théoréme 7.9 Soit © € k[X] un invariant primitif du sous-groupe H de &,. On suppose que 6 =
O(x) est racine simple dans k de E@,j- Soit h le facteur irréductible de E@,j qui @ 0 pour racine. Soit
O1,...,0, € k[X]®" tel que h = [Ti- (T — ©4(x)) et S = Stabgs,(01,...,0,). On a alors:

I(f) :(E1—(11,...,En—an,h(@)) <— H=02S.

Preuve — Voir [7, Théoréme 5.3]. Voir aussi un résultat plus précis dans [64]. O
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Chapitre 8

Calcul du groupe de Galois par
descente directe dans le graphe des
classes de conjugaison de
sous-groupes

Résumé

We propound a systematic and formal method to compute the Galois group of a non-necessarily
irreducible polynomial: we proceed by successive inclusions, using mostly computations on scalars
(and very few on polynomials). It is based on a formal method of specialization of relative resolvents:
it consists in expressing the generic coefficients of the resolvent using the powers of a primitive
element, thanks to a quadratic space structure; this reduces the problem to that of specializing a
primitive element, which we are able to do in the case of the descending by successive inclusions. We
incidentally supply a way to make separable a resolvent.

8.1 Introduction

Let f € k[T] be a monic polynomial — which need not be irreducible —, with degree n > 2, where
k is a field of characteristic zero. Let x = (1,...,2,) the family of the roots of f in a splitting field
of f over k. The Galois group Galg(f) = Gal(k(x) : k) — that is, by definition, the group of k-algebra
automorphismes of k(x) — acts faithfully on the set of the roots of f; so, the chosen numbering x of the
roots defines a faithfully action of Galg(f) on the set IN} = {1,2,...,n}, i.e. a representation ' of the
group Galg(f) in the symmetric group &,,. The aim of this article is to give a formal method to compute
the conjugacy class [T] of T' in &,, i.e. T up to a permutation of the roots.

Up to now, two different types of methods grounded on resolvents are used to compute the Galois group
of a polynomial — saying nothing of methods grounded on factorization in successive field-extensions (for
these methods, introduced by Tchebotarev, see a practical realization in [3]).

The first ones are formal methods. Grounded on the factorization of absolute Lagrange resolvents
— they are polynomials obtained from f by a transformation linked to an invariant of a subgroup of
S, (see Paragraph 8.3.1) —, they were introduced by Lagrange, used by Berwick (see [10], [11]), McKay
and Soicher (see [52] and [59]), then by Arnaudiés and Valibouze (see the chasse auz résolvantes in
[7], and [70], [69]). These methods used to be non-deterministic; Arnaudiés and Valibouze made them
deterministic by a systematic a prior: construction of tables of partitions related to the subgroups of



66 CHAPITRE 8. DESCENTE DIRECTE

the symmetric group. Besides, they showed that relative resolvents — which used to be used only in
numerical methods — can be used also in the chasse auz résolvantes.

The second ones are numerical, i.e. they use approximated values of the roots of f. If we give ap-
proximated values of the roots that are accurate enough to enable to distinguish them one another, then
we can define T effectively (as long as we cannot distinguish the roots, only its conjugacy class has a
sense, from an effective point of view). Innovated by Stauduhar (see [61]) and continued by Eichenlaub
and Olivier (see [22]), these methods work by descending in the oriented graph of subgroups of &, by
successive inclusions, till meeting T' (for the details, see Paragraph 8.4.2). The inclusion tests use relative
resolvents (i.e. resolvents where the role of &, is played by one of its subgroups).

The dichotomy between these two types of methods (formal methods for absolute resolvents, numerical
methods for relative ones) was justified because one did not know how to compute relative resolvents
but numerically. The goal of this article is to show that we can compute formally relative resolvents. On
the one hand, it enables to make formal Stauduhar’s method; on the other hand, to introduce relative
resolvents (it is interesting because their degree is lower, hence their factorization faster) in the methods
using absolute resolvents, as Arnaudiés and Valibouze suggested.

The Results

Section 8.4 presents the “formal Stauduhar method”. It is exposed in Lemma 8.9.

For this aim, Section 8.3 introduces a formal method to specialize relative resolvents by the roots x
of f (“specialize by x” means to replace each indeterminate X; by the root ;).

We stress the Proposition 8.5, which gives an algorithm to make separable an invariant thanks to an
easy transformation.

Section 8.2 explains how we can reduce the specialization of a resolvent to that of a single primitive
element (it will be applied to Section 8.4, where the specialized value of this primitive element will be
known).

In Section 8.5, we explain the current state and the prospects of implementation, and conclude by the
expectable field of application of our method.

Remark 8.1 Talking of a formal way to specialize relative resolvents can seem paradozxical, because
formal methods don’t allow to label the roots of f; so, as it prevented us of defining I' but up to conjugation
(see supra), it prevents us of defining a specialized relative resolvent. This paradox will be solved later,
in fact in the proof of Lemma 8.9: we shall show that we can do all the middle computations without
knowing ezactly which relative resolvents we are computing, while the final result (i.e. [T']) doesn’t depend
on these uncertain middle results.

Notations

If a group G acts on a set F, we note Stabg(A) the stabilizer in G of an element or a subset A4 of
E.If H is a subgroup of a group G, we note (G/H), the set of left classes modulo H and (G//H), a
representing family for these classes. If K is a field and G a group of automorphismes of K, we note
K¢ the subfield of the elements of K unmoved by all G. Let X = (X1,...,X,), where the X; are in-
determinates on k. The symmetric group &, acts on k[X1,..., X,] with 0.X; = X,¢;),1 € IN: o€ &y;
and on IN" with o.(a1,...,an) = (@s(1), - -, Ao(n)) (s0, 0.X% = X“_l'“). Let E = (F4,..., Ey), where
F; = Eje(ll\';)’,j1<m<ji H;-:l X, for all i € IN}, (elementary symmetric polynomials). By the fundamen-
tal theorem on symmetric polynomials, k[E] = k[Ey,..., E,] is the ring of symmetric polynomials in
X, .., X,

In the following, f shall be supposed separable. Anyway, if f were not, we could replace it by the
associated square-free polynomial, i.e. f/PGceD(f, f'): it wouldn’t change k(x), neither Gal(k(x) : k).
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We suppose given for the whole article a numbering x = (21, ..., 2,) of the roots of f; let’s recall that
this numbering is non-effective, as we don’t give any approximated value of the roots.

8.2 Expression of the k(X)! Elements Thanks to a Primitive
Element

For this problem, we refer to chapter 3. We just remind that it proves that if L ¢ M C &, and if ©
is a primitive M-relative L-invariant, i.e. if Staby(©) = L, then

k(X)E = kXM e where e =[M : L].

i=0

Besides, chapter 3 (see Prop. 3.10) gives an efficient algorithm to express an invariant of L in terms of ©
and invariants of M.

8.3 Specialization of a Relative Resolvent Polynomial

We show in this section how the method expounded in Paragraph 8.2 enables to specialize an L-
relative resolvent, where L is a subgroup of &,,, provided the specialized value of a primitive element of
the field-extension k(X)% : k(E) is known.

In the rest of the article, for a P € k(X), P will denote P(z1,...,2y), t.e. P specialized in the roots
of f.

8.3.1 Lagrange Resolvents

Resolvents were introduced by Lagrange (see [44], [45], [46]) in order to compute the relations between
the roots of a polynomial and to study (in his own language) the field-extensions associated to these roots.
It enabled him to unify in a way the former methods (Cardan, Ferrari) used to solve algebraic equations
up to degree 4, and to understand why should not exist such methods beyond degree 4.

The presentation we use was introduced in [7] by Arnaudiés and Valibouze.

Definition 8.2 Let L a subgroup of &, and H a subgroup of L. We call L-relative H-invariant in
degree n a polynomial ¥ € k[X] such that Stabr(¥) = H, i.e. a primitive element of the field-extension
k(X)H : k(X)E. We call generic L-relative resolvent of such a ¥ the minimal polynomial of ¥ over k(X),
t.e. the polynomial

ci= JI T-ow(xy,... X)) € k(X) 1]
o€(L//H)g

When L contains I', we define the specialized form of Eé, by the roots x = (z1,...,2,) of f as the
polynomial Eé,yx computed by substituting the root z; to each X;. It belongs to k[T], as the elements of
T leave its coefficients unaltered (because T C L).
_We call absolute resolvent (resp. invariant) an &,-relative resolvent (resp. invariant). We note Ly for
Ly and Ly x for L7
An L-relative invariant U (resp. a generic relative resolvent £%) is said x-separable if and only if Eé,yx
is square-free.
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8.3.2 Specialization in the Generic Case

Let L be a subgroup of &, that contains I', H a subgroup of L, © an absolute L-invariant and ¥ an
L-relative H-invariant. It is easy to compute the generic relative resolvent £% € k(X)L[T]. We shall give
in this paragraph a method to specialize its coefficients, in order to compute E&,jx, provided we know the
value = © = O(z1,...,2,) € k that © takes on the roots x of f — which we shall suppose granted in
the rest of Section 8.3.

Each coefficient P of E{f, belongs to k(X)L so either method of Prop. 3.10 applies, and enables us to
express P in © and the symmetric polynomials. By hypothesis, © is known; and the E; are — up to the
sign — the coefficients of f. Thus, we know the value of P. Of course, all the computations (solvation of a
linear system or Gram-Schmidt orthogonalization) are to be done after specializing, in order to compute
only on scalars.

But we passed over a very important point: denominators may become zero through specialization...

In fact, it happens if and only if A® = 0 for the method using a linear system (resp. iff 3l € Ne_l/glg =0,
for the method using Gram-Schmidt orthogonalization), where A® = det((< ©;, ©; >)(i,j)€(Ney)?) (TESD.
AP = det((< 0;,0; >)(Z-’j)€1le) denotes the Gram determinant of < .,. > (resp. of the form induced by
<..>on @;:0 k.©7) in the basis (1,0,...,0°"1) (resp. (1,0,...,0").

We shall deal in Paragraph 8.3.3 with the cases when 3l € IN._; / Zlg =

8.3.3 Case of Cancellation of the Denominators

We now deal with the cases when the k-form <,/—\_/> (< .,. > composed with specialization) or the
form that it induces on a space @;:0 k.©" is degenerated; i.e. when one of the symmetric polynomials
AP takes the value 0 on (21,...,2,).

The principle consists in coming down to the generic case (Paragraph 8.3.2) by using an other x-
separable L-invariant ©’ such that VI € IN._1, Af)' # 0. We will exhibit an algorithm that yields such a
©'. We require x-separability because of the use in the following (see Proposition 8.7).

Propositions 8.3, 8.4 and 8.5 will reduce the problem to that of finding a point out of a given algebraic
variety.

Proposition 8.3 Let p € k[T] a non-constant polynomial. Then © = O(p(X1),...,p(Xn)) € k[X] is
still an absolute L-invariant.

Proof — Let 0 € &,. Then (¢.0)(p(X1),...,p(Xn)) = O(p(X1),...,p(Xy)) if and only if 0.0 = ©,
because (p(X1),...,p(Xn)) is algebraically free over k. O

In the following, © o p shall denote the polynomial O(p(X1),...,p(Xn)).

Proposition 8.4 Let f € k[T] a separable polynomial whose expression in a splitting field is []'_, (T—z;).
Then for all non-zero symmetrical polynomial A € k[X1,..., X,], there exists a polynomial p € k[Y]
such that A(p(z1),...,p(zn)) # 0. More accurately, there exists an algebraic hypersurface V. of k™, with
deg(V) = deg(A), such that for all (Mo,...,An=1) € k", the polynomial p= Ao+ A1.Y +...+ X1V 7!
suits the problem if and only if (Ag,..., Ap—1) € V.

Proof — Let Ag,...,A,_1 indeterminates on k(x)(Y,T). Let F' be the polynomial belonging to
k(x)[Ao, ..., Ap—1] defined by:

F:A(A0+$1.A1+...—‘r;l‘rll_l.An_l, ,Ao—i—l’n.Al—i—...—I—;L‘Z_l.An_l).

Then F belongs to k[Ao, ..., A,—1], as its coefficients, symmetricalin 1, . .., 2, because A is symmetrical,

are left unmoved by Gal(k(x) : k).



8.3. SPECIALIZATION OF A RELATIVE RESOLVENT POLYNOMIAL 69

Let us now prove that F' is non-zero. There exists (y1,...,yn) € k™ such that A(yi,...,yn) # 0,
because A # 0 and k infinite. Now, there exists (Ag,...,Ap—1) in k(x)™ such that Vi € IN}, y; =
Ao+ Mz 4+ ..+ /\n_l;t?_l, because the A; are solutions of a linear system on the field k(x), whose

determinant is the Vandermonde determinant of (z1,...,2,), i.c. H1<i<j<n(mj — &;); which is not zero
because f is supposed square-free. Therefore F'(Ag,...,An—1) = A(y1,...,yn) # 0,80 F' # 0 as an
element of k(x)[Ag, ..., An_1], hence also as a member of k[Ag, ..., Ap_1].

Therefore, the set V.= {(Xo, ..., A1) € K" /F(Xo,...,An—1) = 0} is an algebraic hypersurface of k7;
and V # 0 because k is infinite and F' # 0. The elements of k™ \ V' are exactly the n-tuples (Aq, ..., An—1)
such that the scalar F/(Xg,...,An—1) = A(p(21),...,p(2y)) is non-zero. O

Proposition 8.5 is written here because its proof looks like Proposition 8.4’s; but it has a more general
interest. Thus, it completes [7, théoréeme 4.5], that proved theoretically the existence of an x-separable
invariant of a given group.

Proposition 8.5 Let f € k[T] a separable polynomial whose expression in a splitting field is []—, (T—;).
Let © an absolute L-invariant, where L is a subgroup of &,. Then the set of the n-tuples (Ao, ..., Ap—1) €
k™ such that ©@op = O(p(X1), ...,p(Xy)) is x-separable, where p denotes E;l:_ol A Y is not empty. More
accurately, this set can be written k™ \ W where W is an algebraic hypersurface of k™ with deg(W) <
dh(h — 1), where d = deg(©) and h = [&, : L].

Proof — By definition, © o p is x-separable if and only if the discriminant of Leop x 18 not zero. Let
Ao, ..., Am_1 be indeterminates over k(x)(X,Y,T). Let P = Ag + AiY + ...+ A, V™71 € E[A][Y].
We know that Leopx belongs to k[Ag,...,An_1][T], and has degree h in T'; and this resolvent can be
written E?:o A;T" where Ay, = 1 and A; € k[Ao,...,An_1] is homogeneous with deg(4;) < d(h —
i), for all i € IN,. Now, let us compute its discriminant, F'; it is the following resultant in T F' =
Rest(Loorx; I Loorx)/0T) € k[Aq, ..., An_1]. Writing the Sylvester determinant form of this resultant,
we notice that each of its monomial terms can be written H?:o A" where the a; are non-negative integers
such that hag + (h — )ag + ...+ ap—1 = h(h — 1). Therefore, F' is an homogeneous polynomial and
deg(F) < dh(h — 1). So if F' # 0, then it defines an algebraic hypersurface W of k", with deg(F) <
dh(h — 1), such that for all (Ag,...,A,_1) € k" \ W, the discriminant F'(Ag,..., An_1) of Leopx € k[T
is not zero, i.e. Loop x is separable (where p still denotes 27:_01 Y.

There remains to prove that F' € k[Ag,...,Ap_1] is non-zero. Let F = Resy(Lo,dLe/0T) €
k[X1,..., X,] (discriminant in T of Lg). We notice that F' = F(P(z1), ..., P(z,)); it can be seen e.g. by
writing the Sylvester determinant form of the resultant. Now, F # 0, because Lg is separable (it is the mi-
nimal polynomial of © on k(E)). As k is infinite, there exists (y1,...,yn) € k™ such that F(y1,...,yn) # 0.
For the same reason as in the proof of Proposition 8.4, f’s square-freeness implies that there exists scalars
A0,--sAn—1 € k(x) such that for all i € IN},, y; = 27:_01 Mzb. Hence, F(Xo, ..., 1) = F(y1, -, yn) # 0;
thus FF £ 0. O

Let W be the variety defined by Proposition 8.5, and for all 1 € IN._1, V; the variety defined by
Proposition 8.4 applied to A = AP. Propositions 8.3 and 8.4 show that for any point (Ao, ..., An-1) €
P\ (WUl UVpU...UV,_1), the polynomial @ = © o p, where p = E;L:_ol A;.T7 is an absolute
x-separable L-invariant such that V¢ € IN,_y, A?' #0.

We have reduced the problem to finding a point (Ag, . . ., Ap) out of the hypersurface V.= WUV,uV U
...UV._1. Let D € k[Xo,...,Xn-1] be a polynomial defining V, e.g. the l.c.m. of polynomials defining
W, Vo, ...,Ve—1. We needn’t to compute D (it would be to expensive). We just need a bound d for its
degree (it is yielded by Propositions 8.5 and 8.4), and to be able to test the nullity of D(Ag, ..., An_1)
for a given (Ag,...,Ap—1) € k" (and we are able, thanks to the generic case algorithm, provided %k is an

effective field).
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A classical algorithm to find a (Ag,..., Ay) out of V' consists in choosing, for all i € IN,,_1, a finite
subset A; of k, with cardinal d; + 1 where d; is the partial degree of D in X;. We can prove by induction
on n that there exists (Ag,...,An_1) € H?:_Ol A; such that A(Ag, ..., An—1) # 0. It enables us to find a
(Ao, .-y An—1) € K"\ 'V with at most (d + 1)™ evaluation tests.

Let’s notice that this algorithm enables to compute p with the lowest possible degree: we chose
A1, ..., An_1 so that they all contain 0, and we begin with testing the points (Ag, A1,0,...,0), (Ao, A1) €
Ag x Aq. If all of them belong to V, then V contains the whole plan k2 x {0,_»}; so no polynomial p of
degree 1 suits our conditions. Then we test all the (Ag, A1, A2,0,...,0), and if all of them belong to V,

no polynomial p of degree 2 is suitable; and so on.

8.4 Formal Stauduhar Method

8.4.1 The Graph of all Conjugacy Classes of Subgroups of &,

Stauduhar computes T' by descending in the Directed Acyclic Graph (D.A.G.) of subgroups of &,.
We shall follow this scheme to compute [['], and define the D.A.G. of all conjugacy classes of subgroups
of &,, thanks to the following proposition:

Proposition 8.6 Let L a finite group. The relation < defined on the set C(L) of all the L-conjugacy
classes of subgroups of L by:

VHeC(L),VKeC(L)yH <K<=3IHeH,IKeK HCK
is an order relation.

Proof — Reflexivity and antisymmetry result of the fact that, as L is finite, the only conjugate of a
subgroup H of L that contains H is H. O

BEWARE: (C(L), <) is not always a lattice; e.g. (C(S,), <) is a lattice for n < 4, but not for n = 5 (for
example, in C(&3), {[&2 x {Id3}], [2s x {Id2}]} has no supremum).

If H is a subgroup of L, L C &,,, we shall note [H], the L-conjugacy class of H. When L = &,,, we
shall note it [H].

Let us note G, the D.A.G. of all &,-conjugacy classes of subgroups of &,, defined by < on C(&,);
i.e. the children of an H € C(&,) are the maximal elements of {K € C(&,)/K X H}. This graph is
of course connected. But it is not generally a tree, as a not may have several parents, e.g. [Hs] in the
following graph Gg,:

[H1] = {84}
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8.4.2 Method of Descending in the Graph

The method consists in descending in the branches of the graph Gs, , by testing inclusions, until we
find the conjugacy class [T] of T.

More accurately: let us assume for the moment that we know how to test, for a given [H] € C(&,,), if
[T] < [H]. The method consists in beginning with [L] = [&,] and the initial graph G, , and testing for
all children (i.e. maximal descendants) [H] of [L] if [['] < [H]. If no child [H] matches, then we know that
[T] = [L]. Otherwise, let [Hg] be a child such that [['] < [Hg]. Then we take it as new [L], the branch it
carries as new graph — after having cut off every descendant whose other father has already been ruled
out (e.g. in the latter example, if we have tested that [T'] A4 [Hs] and that [['] < [H3], then we know that
[T] £ [Hs], and we can cut [Hg] off the branch carried by [H3]) — and we go on with this new graph and
this new [L]. The algorithm must terminate, because Gg, is finite.

8.4.3 A few Preliminary Results

e The following property, used by Stauduhar, enables to test if [I'] < [H] provided we know a
resolvent of H:

Proposition 8.7 Let L and H two subgroups of &, such that T' C L and H C L. Let ¥ an x-separable
L-relative H-invariant. Then we have [[];, < [H]y, if and only if L% _ has a root in k.

Proof — See [61] or [7]. D
Testing if Eéhx has a root in k (i.e. a linear factor) can be done thanks to a factorizing algorithm.

Remark 8.8 Proposition 8.7 stresses a central problem: its hypothesis is I C L, whereas such an inclu-
sion has no sense for us but up to conjugation (see Remark 8.1). We explain how to solve this problem
wn the proof of Lemma 8.9.

e If H and L are subgroups of &, such that H C L, then there exists an x-separable L-relative H-
invariant ¥; Arnaudiés and Valibouze prove it constructively in [7, théoréme 4.5]. But the invariant their
algorithm yields has usually a very high degree. On the other hand, Girstmair gives in [29] an algorithm
that computes the lowest degree absolute H-invariant. And Proposition 8.5 of this article enables to make
x-separable Girstmair’s invariant.

e Softwares as G.A.P. (cf. [58]) are able to do all the group computations that we need to descend in
the graph Gg,: find all conjugacy classes of subgroups of a given group, test inclusions, etc.

8.4.4 A Formal “Stauduhar Method”

We are now able to present the algorithm: we saw in Section 8.3 how to compute an L-relative
resolvent, provided we know the specialized value of an L-invariant. We presented in the beginning of this
section the method of descent in the graph Gs, . It remains to prove that during the descent, we can by
the way, at each step, get the specialized value of an invariant of the group relatively to which we work.
We also have to show how we manage to use a relative resolvent although we don’t know using which
order of the roots of f it is defined (see Remarks 8.8 and 8.1).

The algorithm is presented recursively by the proof of Lemma 8.9.

Let N € IN* be the greatest index [H : K] for all subgroups H of &,, and for all maximal subgroup
K of H.

For all v € IN, let HR(v) the following induction hypothesis:
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HR(v): We know how to compute formally, using only factorizations of polynomials with degree less
than f\f,

i. A strictly decreasing (for inclusion) sequence (Lo = &y, L1,..., L,) of subgroups of &,, such that
] < [Ly].

w. If v > 1, an absolute L,-invariant ©, such that A®. # 0, and the value 6, € k of 7?(57, for an
unknown T € &, (but of course T must satisfy T C 7.L,.771).

By “unknown 7 € &,”, we mean a T whose existence we can assess but that we cannot specify, as
the roots of f haven’t been identified (see the Introduction).

Lemm 8.9 If HR(v) is true, then either HR(v + 1) is true, either we know [T].

Proof — Indeed, let’s assume HR(v). Let L = L,, © = O, and # = 0,. Let M be the set of maximal
elements for < of C(L) \ {L} (in practice, we can first cut off some vertices of the branch carried by
L, hence some elements of M, as explained in Paragraph 8.4.2). We know that I' C 7.L.7=! for some
unknown 7 € &,. Now, either [I'] = [L], or [I[] 3 [L]. The second assertion is equivalent to: 3H €
M,3H e H,T Cr.H.r! Thus, we shall test if it is true, as follows:

Let H € M. We chose at random an H € H (so, [H]r = M), we compute an absolute x-separable
H-invariant ¥ (see Paragraph 8.4.3) such that A¥(x) be non-zero (see Paragraph 8.3.3), and we compute
the generic resolvent £%. But what we want to compute is E::é,‘;_l. We notice that E::é,"'_l =r.LL:
indeed, 7

r.LL = H (T —r1.0.%) = H (T —o' 7)) =I5 ;
o€(L//H), o'€(r.L.rmY//T.H7171)g
& Ay .

But we are able to compute Eé,mx by the algorithm of Paragraph 8.3.2 applied to Eé,: indeed, L

so, if we specialize: £

contains 771.T.7, which is the representation in &, of Gal(f) with the numbering 7.x of the roots of
f; we know the specialized value of © by 7.x (it is the specialized value of 7.0 by x, which is #), and ©

is an absolute L-invariant, such that A®(7.x) = A®(x) be non-zero. Therefore, we are able to compute

7Lt
‘CTA\Il,x

(although we don’t know 7).

Then, we test if E::é;_l has a linear factor, using a suitable factorization algorithm. If there are

some, we take one at random, let it be T'— 1. Then there exists ¢ € 7.L such that ¥ = £.0; and we take
L,y1 = H, ©y41 = ¥ and 0,41 = ¢ they satisfy HR(v + 1). On the contrary, if EI:&,;;_ has no root
in k, then we do again all what we did above with the other H € M till we get a resolvent that has a
linear factor. If none has for any H € M, it means (from Proposition 8.7) that T' — which, as we know,
is included in 7.L.77! — isn’t included in any maximal subgroup of 7.L.77!; hence I' = 7.L.771, so we

then know [[] = [L]. O

Now, HR(0) is trivially true, and as the sequence (Lg, L1, ..., L,) cannot decrease indefinitely, Lemma
8.9 proves that we can compute [I'] by formal computation, requiring only factorizations of polynomials

in k[T] whose degree is bounded by N.

Remark 8.10 We can notice that although globally the method consists in a descent in the graph G,
(conjugacy classes relative to &, ), locally (i.e. at a given step v of the induction), we have to consider
conjugacy classes relative to a subgroup L — but then, L itself is defined up to conjugacy in &,, which
is quite normal, as conjugacy classes have no sense for us, because we cannot identify the roots (see
the Introduction). Besides, contrary to the numerical methods, we never need to guess in which accurate
conjugate T' is included.
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Remark 8.11 If f is irreducible, we should of course replace the graph G of all conjugacy classes by that
of classes of transitive subgroups — because when f is irreducible, Galy(f) acts transitively on the roots

of f.

8.5 Implementation of the Algorithm

The algorithm is in process of implementation into the computer algebra system AXIOM (see [37]).
Currently, the Section 8.3 is implemented, and also a domain that handles symmetric polynomials and
“pseudo-symmetric polynomials” (elements of k[X]%, where L is a subgroup of &,,), with a representation
that keeps only one monomial for each orbit.

There remains to implement an algorithm based on [29], to compute invariants; and the “formal
Stauduhar algorithm” (Section 8.4). For the latter, we shall use G.A.P. (see [58]) for all calculations on
groups. We should also implement a procedure that yields all the maximal elements of C(L) for a given
group L C &, (there exists already one that computes all the elements of C(L) but it is of course very
slow; we cannot go further than subgroups of &15): it would enable to compute dynamically the graph
G, of Paragraph 8.4.1, i.e. to build only the branches that we need, as one descends along Gg, by
successive inclusions.

As for the prospects: this method should have a rather low complexity because all the degrees of any
polynomial that we factorize are bounded by N (see Paragraph 8.4.4); and the “average” value of a bound
should look like (n!)'/3(") where §(n) is an “average depth” of the graph, provided we can define such
notions (the different branches of the graph haven’t all the same length...) Yet, it seems to be difficult to
find a bound ¢(n) for N, i.e. for the worst cases instead of the average cases. Such a bound may be very
bad (some groups have a maximal subgroup of very high index...)

But we haven’t yet undertaken any serious study of complexity. For that, we should also take into
account the size of the coefficients of the polynomials that we factorize, which grows with n.
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Chapitre 9

Calcul du groupe de Galois par
descente diagonale dans le graphe
des classes de conjugaisons de
sous-groupes

Résumé

This article deals with the direct problem of Galois theory (identify the Galois group of a poly-
nomial). It starts from a classical method: factorization of Lagrange resolvents over the ground field
— the factorizing type of which enables to identify the Galois group. The aim of the article is to
lower the degrees of the resolvents to factorize over the ground field. For instance, the degrees of the
resolvents to factorize in order to identify the Galois group of an irreducible polynomial of degree 10
can be reduced from 420 with the former methods to 45 with that of the article when this Galois
group is imprimitive (but the method applies to primitive groups too). This method is based on a
new result of invariant theory, that enables to get down diagonally (:.e. from an uncle to a nephew) in
the graph of subgroups of the symmetric group, whereas the traditional Stauduhar method required
to get down directly (i.e. from a father to its sons) in this graph.

9.1 Introduction

Let k& be a field of characteristic zero, such that there be a factorization algorithm for polynomials
over k, and f = T" + 5. (—1)'¢;T"~" € k[T] a monic polynomial — which does not need to be
irreducible — with degree n > 2. If we note x = (21, ...,2,) the set of its roots in an algebraic closure k
of k, this numbering of the roots defines a faithful representation I' C &, of the Galois group Gal(f) =
Gal(k(x) : k) of f in the symmetric group &,, (where Gal(k(x) : k) is by definition the group of k-algebra
automorphisms of k(x)). The aim of this article is to give a new formal method to compute the conjugacy
class [T] of T in &,, i.e. T up to a permutation of the roots. In fact, this new method improves that of
[17], which is itself a formal version of Stauduhar’s method (see [61] and [17]), and that of [7]. We will
call it diagonal method, because its principle is to get through the graph of subgroups diagonally, i.e.
from an uncle to a nephew for instance, and not only from a father to a son (we call a son of a group G
a maximal subgroup of G, a father of G a group of whom G is a son, and a nephew of G a subgroup of a
father of G). That is why it enables to reduce the degrees of the resolvents that we had to factorize over
the ground field k£ with the method of [17] (see the tables of Section 9.4).
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We now remind a few useful definitions (which can be found e.g. in [7]).

Definition 9.1 Let H and L be two subgroups of the symmetric group &,, with H C L, and © € k[X] =
k[X1,...,Xn]. We say that © is a primitive invariant of H relative to L if and only if Stabr(©) = H.
Then we call generic resolvent by © relative to L the polynomial L& = [Leym(T—7.0) € E[X]ET),
where LJJH is a set of left coset representatives of H in L. When L = &,,, we simply note Lq instead of
Eg", and we call it an absolute resolvent.

Assume ' C L. Let k[X]% be the invariants’ algebra of L. Then for every P € k[X]L, P(zy,..., z,)
belongs to k because k(x)!' = k. Hence the polynomial Eé,x defined from Eé by specializing the family
X =(X1,...,Xp) in x = (21,...,2,) belongs k[T]. We call it resolvent of f by © relative to L. In fact,
it depends not only on f but on the chosen numbering (21, ..., 2,) of its roots (except if L = &,).

The already existing methods that use factorization of resolvents over the ground field: The
method grounded on the factorization of several absolute resolvents over the ground field was introduced
by McKay and Soicher (see [52]), with results up to degree 8, and then carried on by Arnaudiés and
Valibouze (see [7]) who proved that the method is deterministic and that the factorization types over k of
the resolvents (i.e. the list of degrees of their irreducible factors over k) can be associated to a partition
depending only of groups (see Theorem 9.5). We can improve this method (see [70]) by looking not only
at the factorization types of the resolvents Lg ., but also at the Galois groups of the irreducible factors g
of Lg , when deg(g) < n or when deg(g) = n and Galy(g) can be identified easier than Gali(f); and by
looking at the parity of Gali(g) when deg(g) > n (by testing whether discr(g) is a square). This method
— with the improvement using the Galois groups of the factors of the resolvents — shall be called the
absolute formal method in the rest of this article.

A second method uses resolvents Elc:),x with various groups L (not only &,) to test inclusions: indeed,
if we know that I' C L, if H is a subgroup of L and if © is a primitive invariant of H relative to L such
that Egjf be square-free, then I' is a subgroup of a conjugate of L if and only if E’éyf has a root in k
(see [61] and [17]). We can then get down the graph of conjugacy classes of subgroups of &,, — the order
relation between these classes being the inclusion of elements of the classes — until we find [['] (see [61]
or [17]). This method involves either a numerical computation of the resolvents involving approximated
values of the roots of f (see [61, 21, 22]) — in which case it is necessary to know precisely in which
conjugate of L the group T is included — or a formal computation of the resolvents (see [17]) — then
we can work simply up to conjugation, we do not need to specify which conjugate of L contains I'. The
method of [17] shall be called formal Stauduhar method. We will call relative formal method the method
that uses, according to the group, either the formal Stauduhar method or the absolute formal method
(the one that needs the factorizations of lower degree).

About the numerical methods (based on Stauduhar’s algorithm [61]), for which we refer to [21], we
just mention that they are implemented up to degree 11 in the system PARI (see [9]) and that they are
usually fast, but may yield a false result on tricky examples (if a root is near to an integer for example)
— except if we ask them to work with the precision that is theoretically necessary, in which case the
computations become too big.

Other methods: First, we must mention Tschebotareff’s theorem (1925) on the modular factorization
of f giving the cycle type of an element of the Galois group of f (see [63]). Anai, Noro and Yokoyama
(1994) give in [3] a method based on the factorization over successive extension fields, to find both the
Galois group and the splitting field. Another method by Yokoyama (1996, see [73]) consists in applying
modular techniques to Stauduhar’s method, where numerical approximation of the roots is replaced by
computation in p-adic fields; this method needs not any computation of a resolvent.
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Computation of the resolvents with the formal Stauduhar method: The coefficients of the
generic resolvent L5, where © is a primitive invariant of a subgroup H of L relative to L, belong to
E[X]F. When L = &,,, these coefficients are symmetric, so that the coefficients of ﬁé 5 are symmetric
polynomials in the z;, hence can be expressed in terms of the ¢; (coefficients of f up to the sign) which
are known. When L is not equal to &, but contains I', we have to find another way to specialize the
elements of k[X]X. The method proposed in [17], to which we refer for the details, consists in writing
E(X)E = k(X)M(¥), where L C M C &, and ¥ is a primitive invariant of L relative to M. If we know how
to specialize the elements of k(X)) and ¥, then we can specialize all the elements of k(X)%; so that we
can reduce recursively the problem to specializing the elements of k(X )®» (which we can do, thanks to the
coefficients of f) and a few primitive elements defined by a chain of inclusion L C My C My C ... C &,.
And to specialize these primitive elements, we just need to factorize their resolvent; thus, the specialized
value of ¢ = ¥(zy,...,2,) of ¥ is a root of E%’{x. Of course, everything is done up to conjugation (but
it does not matter, since we use primitive elements).

Remark 9.2 We can instead of primitive elements use a Noether normalization of k[X]*. Indeed, we
can write

k[X]L = @k[ﬂla - :Hn]Ez
i=1

where (Ily,...,T,) (primary invariants) is a pure transcendence basis of k(X)L over k, and where
(X1,...,%.) (secondary invariants) are linearly independent over k[Ily,... I,] (see [40] and chapier
4). We can specialize these fundamenial invariants thanks to resolvents, as for the primitive element.
The calculations are then smaller, and do not involve fractions, but we must be careful when L contains
several conjugates of I': then the resolvents used to specialize the fundamental invariants will have several
roots. We must then be sure that the choice of the roots taken for the different fundamental invariants
are coherent; indeed, the choice of one of the roots for the specialized value of a fundamental invariant
implies a numbering of the roots; and the choice of the root for the specialized value of another fundamen-
tal invariant must imply the same numbering of the roots of f (we cannot number the roots of f in two
different ways at the same time). A way to assure this coherence is to check that the candidates for the
specialized values of the fundamental invariants satisfy all the syzygy relations between these invariants:
see Théoréme 4.14, where we prove that it is a (necessary and) sufficient condition. This problem could
not appear with primitive elements, where we could choose any of the roots of the resolvent.

Remark 9.3 This article answers a wish of Arnaudiés and Valibouze (see [7, page 26]) to use the tables
of partitions with relative resolvents. Indeed, in [7] they state the theorems involving the relative case
L C &,, but they do not give an efficient algorithm to specialize the invariants of L.

In Section 9.2, we show how the degrees of the factorizations involved in the formal Stauduhar method
(see above) can be lowered. Section 9.3 is devoted to an example, whereas Section 9.4 deals with the
bounds we get with the diagonal method in degrees 8, 9 and 10.

9.2 The theory

In this section we show how the degrees of the factorizations involved in the formal Stauduhar method
(see above) can be lowered. Stauduhar method uses only linear factors of the resolvents to test inclusions,
and get down directly (from a father to a son) in the graph of subgroups of &,,. The diagonal method uses
the whole factorization of resolvents with Theorem 9.5 (like the absolute method, but also with relative
resolvents) to get down in the graph.
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The following definition and its use in connection with the absolute formal method are due to Arnau-

diés and Valibouze (see [7]).

Definition 9.4 Let L be a subgroup of the symmeiric group &,, G and H two subgroups of L and
e = [L : H]. We consider the left action of G on the set (L/H), = {l;.H,...,l..H} of left-cosets of H
by translations (i.e. g.(l.H) = (gl).H for every g € G and l.H € (L/H),). We call partition associated
to (G, H) relative to L and we note w™ (G, H) the increasing sequence (e, ..., e,) such that ey, ..., e, be
the lengths of the orbits in (L/H), under the action of G (so thate1 +...+e, = [L: H]). When L = &,
we simply write w(G, H) = w®(G, H).

The following theorem is due to Arnaudiés and Valibouze. When L = &, it is the keystone of the
absolute formal method.

Theorem 9.5 Let G and H be to subgroups of L C &,,. Then w™ (G, H) depends only on the conjugacy
classes of G and H in L, and if G is in the same conjugacy class as T ([T] = [G]) and © is a primitive
mvariant of H relative to L such that Eéx be square-free, then the factorization type of ’Cé,x s equal to

=l (G, H) (ifﬁéx is not square-free, then its factorization type is a subpartition of wl (G, H)).
Proof — It stems from [7, Lemme 2 and Théoréme 6.10] O

The following lemma proves that L acts identically on (L/H), and on the orbit of a primitive invariant
of H; hence, it gives an easy way to compute a partition @(G, H).

Lemm 9.6 Let © be a primitive invariant of a subgroup H of L relative to L. Let L.O® ={l.© /l € L}
be the orbit of © under the action of L. Then, the following application

| (L), — L.©
lm — 1O

is well defined, is a bijection from (L/H), onto L.© and commutes with the action of L by left translation
(ie. &(g.H')=g.&(H') for every g€ L and H' € (L/H),).

Proof — Exercise 0O

Theorem 9.7 Let H C L C &,,. Let Go C L acting by left translation on the set (L/H), = {l1.H, ...,
l..H} of left cosets of H in L, O = Go.H = {91.H,...,9,.H} the orbit of H under Gy and G =
Stabp(0) C L the stabilizer of O in L (then G D Gy, and O is also the orbit of H under G). The
theorem says that k(X)) is generated as a field and k(X)E-algebra by the polynomials g;.P + ...+ g,.P
where P runs along k[X]H (in fact, it is sufficient that P runs along the r first powers O,...,0" of a
primitive invariant © of H relative to L).

Proof — Let © be a primitive invariant of H relative to L (i.e. such that Stabr(0) = H). Since G =
Stabr({¢1.H,...,g,.H}) we conclude from Lemma 9.6 that G = Stabr({91.9,...,9,.©}); and hence we
also have Stabr([T;—,(T — ¢-.0©)) = G, where T is an indeterminate over k(X). As k is infinite and L
is finite, we see that there must exist a ¢ € k such that Stabr([[;_,(t — ¢-.©)) = G (indeed, if we set
U, = []'_,(t — g-.©), then each equation ¥; = [.¥;, with [ € L, is either satisfied for every ¢ — when
I € G — either for a finite number of ¢ € k). Now, let 5, = Y7, ¢;.0" for k € {L,...,7}. They are
the power sums in g1.9,...,¢9,.0. Also, from Newton’s formulae, the elementary symmetric polynomials
in g1.0,...,9,.0, and hence the polynomial ¥ = []/_, (¢ — ¢,.©) which is a linear combination of them,
belong to k[E] = k[Zy,...,=,]. Then, Stab,(©) = H entails that k(X)¢ = k(X)L[¥] (see Th. 3.1).
Therefore, k(X)% = k(X)E[Zy,...,E,] with Zx = S°1_, 9,0% and ©% € k[X]# for every k € {1,...,r}.
O
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Example: We take n =9, © = X; X2 X35, Go = Tos =< (1,8,4,7,9,2,6,3),(1,3,9,4,5,8)(2,6) >, and
H = Stabgg(@) ~ 63 X 66. We compute the orbit Tz@.@ = {X1X2X3, X4X5X6, X7X8X9, X3X5X7,
XngXl, X9X2X4, X1X4X7, X2X5X8, X3X6X9, X3X4X8, X6X7X2, X9X1X5}, and then the stabi-
lizer of this orbit: G = Stabs,(T26.0) = Ta6 (from Lemma 9.6, we can use the action on polynomials
to compute G). So, in this case, G = Go. We define ¥ = "o, 5 ©O'. We can verify that it is then a
primitive invariant of Thg relative to &g (here we are lucky, we do not have to use the powers of © like
in the theorem; it is often the case).

General principle of the method: We can now explain how the method works. It is recursive.

Recurrence hypothesis: We suppose that we know that a conjugate of T' (representation of Galy(f)
in &,) is included in a group L. Up to a renumbering of the roots of f, we can assume that T' C L. We
also suppose that we know how to specialize all the elements of k[X]”.

At the beginning, L = &,, of course: it is then true that we know how to specialize all the elements
of k[X]”. Therefore, the recurrence hypothesis is then satisfied. We want to reproduce this recurrence
hypotheses with an other, smaller, group L, called G, in order to find recursively the conjugacy class [T].
We choose a subgroup H of L, a primitive invariant © of H relative to L, and we compute a resolvent
Eéx. It is possible because the coefficients of £5 belong to k[X]X, so that by hypothesis we know how
to specialize them. We factorize this resolvent, and look at the tables of partitions (given in [69] when
L = &,, and by a program ([69] and [70, Section 7]) in GAP [58] in the general case) to see what T
can be (up to conjugacy). Indeed, from [7, Théoréme 6.6], the factorizing type of Eéx is bounded by
=l (T, H), and equal to it if Eéx is square-free (for more accurate conclusions, we also can look at the
Galois group of the irreducible factors of ﬁé « When they are easy to compute). The tables of partitions
give then a set of possibilities for ', up to coﬁjugacy. Let G be a subgroup of L greater (for the inclusion
up to conjugacy) than all these possibilities for T'. Then, certainly, a conjugate of I' — let say T', up to a
new renumbering of the roots by an element of I — is a subgroup of Gy. We then compute the stabilizer
G of the orbit Go.H = {g1.H,...,g,.H}, as in Theorem 9.7. Then T ¢ Go C G C L.

|

Of course if G = L, then we have made a bad choice for I (see Remark 9.9), we must try another
one. So, we can assume (G to be a proper subgroup of L. There remains to be able to specialize the
elements of k[X]“, and then the recurrence hypothesis will be satisfied with G playing the role of L.
From Theorem 9.7, it is enough to compute the specialized values of the polynomials ¢;.0% + ... 4 ¢,.0F
for k € {1,...,7} (indeed, from the recurrence hypothesis, we know how to specialize the elements of
k(X)L; therefore, we will then be able to specialize all the elements of k(X)%). From Newton’s formu-
lae, the specialized values of g1.©% + ...+ ¢,.©% for k € {1,...,r} can be deduced from these of the r
polynomials Egr)(gl.e), e r©) =10+ ... 49,0, ..., ,gr)(gl.@, ey 9r0) = (91.9) .. .(9-.0) (ele-
mentary symmetric polynomials in ¢1.09,...,¢9,.0). Now, these r polynomials are the coefficients — up
to the sign — of [[;_,(T — ¢;.©), which is a factor of £&. Therefore, after specialization, with get the
specialized values of the polynomials (—l)iEZ(r)(gl.G), .oy 9r.0) for k € {1,...,r}. But the specialized
value of ['_, (T — ¢;.0) is exactly a (not necessarily irreducible) factor of the resolvent Eé,r Therefore,

we get it thanks to the factorized form of ’Cé,x; the only problem is to identify it among the other factors
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of this resolvent. If the degree was not enough, we could also use its Galois group when r < n or when it
is simple to identify (with a discriminant for instance). Indeed, both the degree and the Galois group of
the factor got by specializing []._, (7 — ¢;.©) are known from computations on groups only (its degree is
already known: it is r, length of the orbit of H under the left translation by G; its Galois group is given
by [70, Theorem 4]). But we cannot exclude that on some examples the factor could not be identified
thanks to its degree and Galois group. Then we would have to try another group H (we can forecast it,

see Remark 9.9).

Remark 9.8 The algorithm will end because the number of subgroups is finite — but this is not the
problem, it was already the case with the formal Stauduhar method. The problem here is efficiency. Indeed,
if we take Go = H (when Lk x is square- -free and has a root in k, which means from [61] that H contains
a conjugate of I' by an element of L), we have G = Gy = H, and then we are reduced o the formal
Stauduhar method. Therefore, the algorithm of this article contains strictly the formal Stauduhar method

of [17].

Remark 9.9 We can precompute tables of groups G associated to the different possible groups H, for all
possible Galois groups I'. The results in degrees 8, 9 and 10 given in Section 9.4 were obtained from such
precomputations, that I did thanks to the tables of [21, Annexe 3]. It allows to choose a good group H,
i.e. one that will lead to “good” group G (such that G # L, and that [L : G| be rather small).

Remark 9.10 Theorem 9.7 involves fractions (k(X)€ is generated as a field). If we replace it by k[X]¢
and leave unchanged the rest of the theorem, it becomes false. Indeed, the following counterexample was
found by Yves Eichenlaub, whom I would like to thank here for it: n = 8, H = Tug, G = Gy = Tys.
Nonetheless, in all the examples I needed in the frame of the diagonal method, k[X] was generated by
polynomials g..P+ ...+ g..P with P € k[X]". In Section 9.3, we illustrate this fact by generating k[X]¢
(without fractions) instead of k(X)%

9.3 Example: odd imprimitive transitive degree 8

In this paragraph, we explain how we can improve the formal Stauduhar method on the example of
the odd imprimitive transitive degree 8, by applying the general method described in Section 9.2. So, we
assume f to be an irreducible polynomial of degree n = 8 (therefore, T' is a transitive subgroup of Sg).
Let H be the usual representation of &3 x &g in &g and © be a primitive invariant of H (for instance
© = X1 X3) such that the resolvent Lg , be square-free (such a © always exists from [7, Théoreme 4.5]
or [17, Proposition 9]). We also compute the discriminant discr(f) of f. We can see from the tables given
in [69] or [21, Annexe 3] that [ is a primitive subgroup of &g if and only if Lg , is irreducible.

Let us suppose that I' is odd and imprimitive, i.e. that Lg x is reducible and discr(f) is not a square
in k. Then, if we try to apply the absolute formal method (see Section 9.1) with polynomials of degree
bounded by 28, we see from the tables given in [21, Annexe 3] or [70] that [['] can be identified except
for the 3 following sets, where we use the names of the groups given in [14]:

{Tsa,Tao, To3}, {I55, T30, To6, T17, Th5, Tz} and {T1¢, T7}.

(the only polynomials to factorize are Lg x» of degree 28, the same resolvent with f replaced by an
irreducible factor of degree 8 of Lg 4, and a few resolvents of degrees 2 or 3 needed to identify the Galois
groups of irreducible factors of degree 4)

More precisely, the absolute formal method with resolvents of degrees at most 28 enables to guess to
which of these 3 sets T' belongs (and if it belongs to none of them then we can identify it), but we cannot
identify it among one of the 3 sets.

With the absolute formal method, we would need to factorize resolvents of degree up to 56 if we
wanted to identify [I'] among one of these sets.
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Here is the inclusion diagram (up to conjugacy) of the groups of these 3 sets; it is reproduced from
the complete diagram given in [21, Annexe 1]. An arrow 7; — 7; means that T} is a maximal subgroup
of a conjugate of T; (it is an order relation between the conjugacy classes of subgroups). The thick arrows
mark the 3 problematic sets.

Order
Taq 384
/
Tyo 192
Tss 128
/N
Tse Tso 64
Tss 48
Tis Tz Tis 32
NN
Ts T; 16

Let us suppose for instance that the factorization type of Lg y Is (4,24), and that the discriminant
of the factor of degree 4 is not a square in k. Then, from the tables given in [70] or [21, Annexe 3], we
know that a conjugate of T belongs to the set {743, Tao, Taa}. So, T is included in a conjugate L of Ty4.
From the graph above, we have to test if a conjugate of Tyy is included in Ty, i.e. to factorize a resolvent
Eéno where Op,, is a primitive invariant relative to L of a conjugate H of Ty such that 4 C L.

The coefficients of £§_ . belong to k[X]*. We notice that Tso, and hence its conjugate L, is a maximal
40

7x’

subgroup of &g. Therefore, to specialize an element P € k[X]* — for instance a primitive element —, we
have to factorize the resolvent £p ., whose degree is [&s : L] = 105. It is very bad, because the absolute
formal method enables to identify the Galois group by factorizing polynomials of degrees at most 56 only!
so on this example the absolute formal method would be better than the formal Stauduhar one.

Let us now explain how the new diagonal method applies here. We take I = &g and H = &3 x Sg.
As T is a subgroup of a conjugate of Tys, we can take Gy = Ty4. Then, the orbit of H under Go in (L/H),
is {g1.H,92.H,93.H,g4.H} where g1 = Id, g2 = (1,3)(2,4), g5 = (1,5)(2,6) and g4 = (1,7)(2, 8).

The algorithm of [40], implemented into maple by Kemper, yields:

k[X] T = ék[ﬂl, N | PR (9.1)

i=1

(the direct sum is over k[Ily, ..., g]), where: II; = Sy, Iy = Sy, Iz = X1 Xs + X3X4 + X5 X6 + X7 X5,
I, = 53, II5 = X%Xz + X1X% + X§X4 + X3X42 + XgXG + X5X62 + X%Xs + X7X82, IIg = 54, II; = Se,
Mg = Ss, Oy = 1, X = XXy + X1 X3 + X3X4+ X3 X3 + X3 Xg+ X5 X3 + X3Xs+ Xr X3, g = X2X2 +
X2X2+X2X2+X2X2, 54 = S5, V5 = X9 Xo+ X X2+ X3 X4+ X5 X2+ X2 Xo+ X5 X2+ X2 X5+ X7 X2,
Y= X7 Xo+ X1 X5 + X5 X4+ X3 X3 4+ X2 Xe + X5 Xg + X7 Xg + X7 X§, U7 = S7, Bg = X3, Tg = Xy X3,
Yo = Yoy, Y1 = ¥a¥s, Nip = Mo¥g, Yz = Yodg, Nyg = Mg, ¥y = Y5de, Yy = Mgy,
Y7 = B2%,, Yig = By¥eX; and where Sy, = Z?Il XF (power sums).
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Amongst these primary invariants II; and secondaries ¥;, some are symmetric, and some are expressed
in terms of others; so that the only ones whose specialization is not obvious are II3, II5, X9, X3, X5, Xg.
But there holds: H3 = P(Xle), H5 = P(XlXQ(Xl + Xz)), 22 = ’P(Xle(X% + Xg)), 23 = ’P(X%Xg),
25 = P(XlXQ(X:f + XZS)), 26 = P(Xle(Xf + Xg)) where

E[X]®2%Gs o p[X]Ta
P — PP)=¢g1.P+g2.P+g3.P+ gs4.P

Now, by looking at the tables of partitions given in [69] or [21], we see that the factorization type of
Lg x is either (4,24) (when a conjugate of I' belongs to the first set {744,740, T23}), either (4,8,16)
(when it belongs to one of the 2 other problematic sets). Therefore, E(_)’x has always a single factor of
degree 4. Therefore, if we compute the factor of degree 4 of ’C('D,x’ let it be T% + aT2 + bT? + ¢T + d,
then —a is the specialized value of P(©). Also, by applying this successively to @ = X1 Xa, X1 Xa(X; +
Xo), X2X2, X1 Xo( X2 + X2), X1 Xo(X32 + X3) and X1 X2(X{ + X3), we get the specialized values of
respectively I3, II5, 3o, Y3, X5 and Yg. So, it results from 9.1 that we can now specialize all the elements
of k[X]T4 (indeed, the decomposition (9.1) is algorithmic, and implemented in the package Invar of Maple
[2] and in MAGMA [1]. Therefore, we can now compute the resolvents of invariants of T55 and Tyg relative
to Tua (their generic coefficients belong to k[X]%44), and thus go on with the classical formal Stauduhar
method in the graph of subgroups. All the resolvents to factorize will be of degrees 2, 3 or 4. In fact, in all
cases, the following resolvents are enough: Egi:x, Eg‘*a‘;x, Eg“?‘;x, Egﬁ,,xa Egi";,m Egﬁ‘fﬁx, Egﬁ‘;x, where
each ©; is a primitive invariant of T; (relative to the group in exponent).

Therefore, we have proved here that when the Galois group of an irreducible polynomial of
degree 8 is odd and imprimitive, it can be identified thanks to symbolic computation and
factorizations of resolvents of degrees at most 28.

9.4 Results in degrees 8, 9 and 10

In this section, we give the bounds on the degrees of the factorizations needed to identify the Galois
groups of irreducible polynomials of degrees 8 to 10 with the diagonal method, and we compare them with
those needed with the absolute formal method and with the relative formal method (see the definitions of
these methods in Section 9.1). We do not treat the case of intransitive groups, which involves factorizations
of lower degrees (see [65]) but a large number of possible groups. The names (7;) given to the conjugacy
classes of transitive subgroups of &,, are those of [14].

We begin with the results, and we then explain, in subsections 9.4.1,9.4.2 and 9.4.3, how we got them.
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Primitive Imprimitive
0Odd Even 0Odd Even
Degree 8: Absolute | 30 30 35 56
Relative 30 15 35 56
Diagonal | 30 15 28 28
Primitive Imprimitive
0Odd Even Odd Even
Degree 9: Absolute | 126 280 168 168
Relative | 126 126 168 168
Diagonal | 84 120 36 36
Primitive Imprimitive
0Odd Even Odd Even
Degree 10: Absolute | 126 126 420 420
Relative | 126 126 420 126
Diagonal | 126 126 45 45

In the line “Absolute” are the maximal degrees of the polynomials we have to factorize (or at least of
which we have to find a root) using the absolute formal method (including the use of the Galois groups
of the factors, see Section 9.1).

In the line “Relative”, are the maximal degrees with the relative formal method (i.e. union of the
absolute method and Stauduhar’s method, see Section 9.1).

In the line “Diagonal”, are the maximal degrees with the method of this article, using relative Lagrange
resolvents and diagonal inclusion, without using the Galois groups of the factors (we do not need them,
using them would not decrease any degree of a factorization).

Of course, the degrees written in the tables include the tests to decide whether the group is primitive
or imprimitive (that is to say, we are not supposed to know a priori whether the group is primitive or
not). Yet, there exists methods to exhibit imprimitivity (see [15, 36, 42]).

9.4.1 Degree 8

We already treated the odd imprimitive case in Section 9.3. The even imprimitive case is works
similarly: indeed, with factorizations of degrees up to 28, we can identify all the Galois groups but these
of the 4 following sets:

{Tas, Tas, Tar, T34, Taz}, {To2, Th1}, {T24, T1a} and {732, T12}.

For all these groups, we can choose for H the usual representation of &3 x &g in &g. For G, we
can take Ty5 for the first of these sets, and T3¢9 for the 3 last ones. From Lemma 9.6, we can com-
pute the orbits on primitive invariants, instead of left cosets. The orbit of the primitive invariant
X1Xs of H is then T50.X1Xs = {X1X2, X3X4, X5X6, X7Xg} under Ts9, and corresponds to the ir-
reducible factor of degree 4 of the resolvent (there is only one from the tables); and Ty5.X1 X2 =
{Xle, X1X3, X1X4, X2X3, X2X4, X3X4, XsXG, X5X7, X5Xg, X6X7, XGXS, X7Xg}, and COI‘I’eSpOl’ldS to
the irreducible factor of degree 12 of the resolvent (there is only one). In these cases, there is an improve-
ment of the formal Stauduhar method, which was rather efficient here for the subgroups of Ty5 because
[Tao : Tus] = 35, which is better than 56 (the degree needed with the absolute formal method), but not
efficient at all for the subgroups of Ty which are not subgroups of Tsg (indeed, Tys5 is a maximal subgroup
of Tye ~ g of index 105, which is worse than the degree (56) needed with the absolute formal method.
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As for the primitive case, the diagonal method does not improve the degrees: we need a resolvent of
degree 30 (associated to a primitive invariant of Tug) to separate Ty3 from Tsg, and for all the other ones,
the formal Stauduhar methods works with resolvents of degrees at most 15.

9.4.2 Degree 9

In degree 9, the resolvent of a primitive invariant of G5 x &7 (for example ’CX1+X2,x) enables to know
whether the group is primitive or not: it is primitive if and only if the factorizing type of this resolvent
is either (36) or (18, 18) (when it is square-free).

When T is primitive: we set L = &g and H equal to the usual representation of &3 x &g in Gg. We
compute a resolvent (of degree [&g : [I] = 84) of a primitive invariant of [, for instance Lx, x,x, x- We
see from the tables that this resolvent splits if and only if 75 contains a conjugate of I'. In this case, it
has a single factor of degree 12 (not necessarily irreducible), which enables to specialize all the elements
of k[X]?=¢ (the orbit of H under the action of Ty is given in the example following Theorem 9.7). And we
can then go on with a formal Stauduhar method amidst the sons of Tyg, involving resolvents of degrees
2 or 3. The improvement of the diagonal method is obvious here, because as Thg is a maximal subgroup
of T34 ~ &g of index 840, we would have with Stauduhar’s method to begin with the factorization of a
resolvent of degree 840.

When Ths does not contain a conjugate of T' (i.e. when the resolvent Lx,x,%5x 18 irreducible), the
diagonal method allows no improvement, we have to use the formal Stauduhar method with a factorization
of degree 120 to separate 732 from T33.

When I is imprimitive: then, up to conjugation, it is included in H = Tj3;. But as T3; is a maximal
subgroup of index 280 of &gy, Stauduhar’s method requires a factorization of this degree. With the
diagonal method, we can take H = &5 x &7. The orbit of © = X; X5 (primitive invariant of ) under
T31 is T31.® = {X1X2, X1X3, X2X3, X4X5, X4X6, X5X6,X7X8,X7X9, Xng}, whose stabilizer in T31 1s
G = T31. Therefore, a factor of degree 9 of Lg , enables to specialize all the elements of k[X]Tst. The
degree of this resolvent is 36, and we can finish with a formal Stauduhar method starting from 734,
involving resolvents of degrees 2, 3 and 4.

9.4.3 Degree 10

In degree 10, the principle is the same. Let © be a primitive invariant of invariant of &y x &g (for
instance ® = X; 4+ X3). Then, I' is primitive if and only if the factorization type of Lg . (supposed
square-free) is either (45) or (30, 15).

In the primitive case: no improvement is entailed by the diagonal method; indeed, we can identify
all the groups with 2 absolute resolvents, of degrees 45 and 126 (associated to &5 x &g and to Tyz); as
the index of T35 in &1¢ is 2520, the relative method doesn’t improve anything, and we notice that the
diagonal method doesn’t either.

Whereas in the imprimitive case: T is, up to conjugation, included either in Tys or in 739, which
are maximal subgroups of &g of respective indexes 126 and 945. Therefore, Stauduhar’s method is not so
good (subgroups of Ty3) or prohibited (the others); whereas the diagonal method enables to specialize the
elements of k[X]“, thanks to a factor of degree 5 of Lg . (case G = Tsg) or of degree 20 (case G = Ty3).
Therefore, factorizations of degree at most 45 (the degi‘ee of E@)’x) are enough in the imprimitive case.
With the absolute method, we had to factorize a resolvent of degree at least 420 (for example, we could
identify all the groups with absolute resolvents associated to &g x &g, (&3 x Gg)NAjg, &2, Tyy, G4 x A,
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S x U4, whose indexes are respectively 45, 90, 252, 252, 420 and 420) as we can see from the tables
given in [21], so 420 was the best.

9.4.4 Higher degrees

From the examples of degrees 8 to 10, we can induce that in the case of an imprimitive group G, the
improvement given by the diagonal method is usually good. The reason for this fact is that in Theorem
9.7, we can then choose for ® an invariant depending only on the variables belonging to a block of
imprimitivity of G. Therefore, in the imprimitive case, the method will generalize to higher degrees. But
with primitive groups, it is more difficult to guess. We showed that in degree 9 there is an improvement
for primitive groups too; but in degrees 10 and 11, it is not the case.
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Chapitre 10

Résolution d’un systeme d’équations
algébriques présentant des symétries

Résumé

We propose a method to solve some polynomial systems whose equations are invariant by the
action of a finite matrix multiplicative group G. It consists in expressing the polynomial equations
in terms of some primary invariants Iy, ..., II,, (e.g. the elementary symmetric polynomials), and
either one single “primitive” invariant, or a familly of secondary invariants. The primary invariants
are a transcendence basis of the algebra of the invariants of the group G over the ground field &,
and the powers of the primitive invariant, or the secondary invariants, give a basis of the algebra of
invariants considered as a module over over k[II] or k(II). The solutions of the system are given as
roots of polynomials whose coefficients themselves are given as roots of some other polynomials: the
representation of the solutions (z1,...,z,) breaks the field extension k(z1,...,z,) : k in two parts
(or more).

10.1 Introduction

Let (F) be asystem of p polynomial equations F; (X1, ..., X,) € k[X1,..., X,] where k is a commuta-
tive field. Solving (F) can mean many different things. For the numericians it means to find approximated
values of the isolated points of the variety defined by (F). Our point of view is computer algebra and
we shall not here deal with the numericians’ point of view; we just quote [71], where is shown how the
symmetries can be taken into account in the numerical methods using homotopies.

In computer algebra, by solving (F), it is usually meant to find a “convenient” system of generators
of the ideal T = (F4, ..., F}), or of any ideal that has the same radical as 7 (and hence defines the same
sub-variety of lAc", where k is an algebraic closure of k). By a “convenient” system of generators, it is
usually understood a triangular system with degrees as low as possible. The standard basis (see [20, chap.
2]) are such systems, but they break the symmetries of the system. Yet, Karin Gatermann is working on
decreasing the complexity of standard basis by using the symmetries (see [24] and [25]).

Here, we shall not try to give generators of the ideal Z. We shall try to express the points of the
variety defined by 7 in k" in successive steps, by introducing some intermediate field extensions between
k and the extension of k generated by the coordinates of the solutions of (F).

For this, we shall use the symmetries of (F) and express the polynomials F; of our system (F) as
algebraic elements over a transcendental extension of k. The way we express the F; in terms of other
polynomials using the symmetries of (F) can be seen as an application of a more general problem: how to
express the invariants of a group in terms of a small number of them, in fact thanks to a primitive element.
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This idea was developed in [17], where it was used to compute relative resolvents, in computational Galois
theory.

Invariant theory is what we begin with, in § 10.3. In § 10.4 and § 10.5, we apply invariant theory
to solve algebraic systems with symmetries: in § 10.4 we use the field theory point of view of §10.3.2,
whereas in § 10.5, we use the Cohen-Macaulay algebra point of view of § 10.3.1.

Then in § 10.7, we compute a few examples using different variants of the method.

10.2 Preliminaries

10.2.1 A few Definitions

Let k be a commutative field. Let n € IN* be a positive integer, X1, ..., X,, some indeterminates on
k,and X = (X1,..., Xy).

The general linear group GLy (k) acts faithfully on the left on k[X] (and k(X)) as follows: if 4 =
(aij)ijen: € GLy(k) and P € k[X] (or P € k(X)) are given, we define A.P(X) = P(a11 X1+ ...+
a1 nXn, .o tn1 X1+ ...+ an 2 Xn). We denote by Stabr(P) the stabilizer of an element P in a subgroup
L of GL,(k), and by L.P the L-orbit of P.

In particular, the symmetric group &, can be identified to a subgroup of GL, (k) by associating the matrix
A7 = (i 7(j))(i.j)e(e )2 (where 6 is Kronecker’s symbol) to a permutation 7 € &,. By the induced action,
6, acts on k[X] and on k(X) with 7.X; = X;¢5),i € IN, ={1,...,n}, 7€ &,.

Definition 10.1 Let G be a subgroup of GLy (k). We say that a polynomial P € k[X] (resp. a fraction
P € k(X)) is an invariant of G if and only if for all A € G, we have A.P = P. We denote by k[X]%
(resp. k(X)) the algebra of polynomial (resp. fractional) invariants of G.

If L is another subgroup of GLy (k) such that G C L, P is called a primitive invariant of G relative to L
if and only if Staby (P) = G (see Th. 3.1 for the explanation of this terminology).

10.2.2 What is a System with Symmetries?

Let k be an algebraic closure of k. Let us consider a system of p, p € IN*, polynomial equations
(F): ViE]N;, Fi(X1,...,Xp)=0

with F; € k[X], for all i € IN;. Let us define the ideal Z(F) = (Fy,..., F},) of k[X], its radical J(F), the
ideal f(]—') =k ®p I(F) of /%[X] generated by the polynomials 1 ® F;, and the manifold V(F) defined in
k™ by T(F).

Definition 10.2 We define the following subgroups of GL,(k):
e The symmetry group of the system: G(r) = Ni_, StabGLn(k)(Fi)

e The vector space symmetry group of (F) as the group associated to the vector space L(F) =
DB kFi: Gy = Stabgy,, 1,y (£(F))

o The ideal symmetry group of (F) as the group associated to the ideal T(F):
Griry = StabGLn(k.)(I(]:)) ={AeGL,(k) /YPEI(F),APeI(F)}

e The manifold symmetry group Gyry of (F) as the group associated to the radical ideal J(F) of
I(F): Gy(r) = Stabgy, (1) (T (F)).
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For each of the different groups G above, we can define the associated permutation group as &, G.
The following obviously holds:
G(}') C Gg(}') C GI(]—') C Gv(}-) .

Instead of solving (F), we could solve any system (F’) such that V(F') = V(F) (or Z(F) = Z(F') if we
pay attention to the multiplicities). And we may choose (F’) such that G(z/) be bigger than Gz (the
more symmetries we have is the best: see Th. 3.1). The best we could hope would be G(z/) = Gy(F).

We shall not deal here with the problem of finding such a system (F’). We just mention the notion of
equivariant, more general than that of invariants (see [25] or [72]); equivariants can take into account some
group action on the image space £". In all the following, the system (F) is given; and as symmetries,
we shall consider the only permutations belonging to a fixed finite subgroup G of G(#).

10.3 Description of the invariants of a group

Here we describe the algebra of the invariants of the finite group G that leaves invariant the equations
of (F), i.e. we study how to express these invariants in terms of a small number of them.

10.3.1 The Cohen-Macaulay algebra point of view

We refer to chapter 4, where this point of view was already studied, and we assume caract(k) = 0.
In all this chapter, we shall bound ourselves to the case when the ring k[Ily, ..., II,] generated by the
primary invariants of the finite group G C GLn (k) is the invariant ring k[X]L of a finite reflexion group
L D G. Therefore, we have:

k[X]¢ = é k[II)%; (direct sum overk[II]) and k[II] = k[X]E, e=[L:@G].

Therefore, we can use the algorithm of Prop. 4.11, as well as Theorem 4.12 and Theorem 4.14.

This point of view gives a very accurate description of polynomial invariants. It is in some way similar
to the description of fractional invariants in Th. 3.1. But it involves usually more fundamental invariants
than the description of Th. 3.1 does, except for groups of index 2.

Remark 10.3 Yet, there are some other exceptions. For instance,
k[X]®+ = k[E] @ k[E]® & k[E]®’ (direct sum over k[E])

where © = X1 X5 + X3X4, D4 = Stabs,(0O) is the dihedral group, and E is the familly of elementary

symmetric polynomials.

On this example, we have the advantages of a single primitive element, as in § 3.1, without the
inconvenients (we have no denominators). But it happens very seldom.

10.3.2 The Field theory point of view

Here, k is a commutative field (no hypothesis on its characteristic). We refer to chapter 3, where
this point of view was developped. In all this chapter, we shall bound ourselves to the case when L
satisfies Noether’s problem. We then have G C L C GL, (k) (finite subgroups), © an L-relative primitive
G-invariant and Iy, ..., I, € k[X] such that

k(X)E = EeB k(0" (direct sum over k(II)) and k(TI) = k(X)*, e=[L:G].
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Besides, we refer to the algorithms of chapter 3 to express an invariant of G in terms of the II; and ©.

Tterating the Th. 3.1 and Prop. 3.10, we get the following propositions that we will need later (see §
10.7.5):

Proposition 10.4 Let (L = Gy,...,G, = G) be a family of finite subgroups of GLy(k) such that
L=GyDG1D...0G, =G, and for alli € N}, ©; an invariant of G; relative to G;_1. Then we have
EX)L[O1,...,0,] = k(X)9; and if we let ¢; = [Gi—1 : Gi], then (H;zl @;ij:)lgijgej,VjEIN: is a basis of
k(X)¢ as a vector space over k(X)L. Its dimension ise = [L:G] = H;zl €.

Proposition 10.5 With the hypothesis of Prop. 10.4, we have an algqi_"ithm, based on linear algebra, to
compute the coordinates of an I € k(X)“ in the k(X)*-basis ([T;_, @;J)gijgejyjemy

Proof — We iterate r times the algorithm of Prop. 3.10. More accurately, at the level r, if we look for
the decomposition F' = E;’:_Ol A;01 of an F € k(X)%, with 4; € k(X)L[O1,...,0,_1], we just need to
write the linear system:

er—1
VieIN, _q, < FOl>, = ZA]- < 0,0 >,
i=0

where < .,. >, denotes the function bilinear symmetric k(X)%r-1-form on k(X)%" defined in Prop. 3.5, i.e.
< P,Q >,= Tr,(PQ) where Tr, is the trace function associated to the field extension k(X)%r : k(X)%r-1
and before solving this system, to use the algorithm at level r — 1 to express its coefficients < OL, ©1 >,
(with 0 < i4j < e; it’s enough because the coefficients Tr,(©F) with e < k < 2¢ —2 can be deduced from
the Tr,(©%) with 1 < k < e thanks to Newton’s formulae) and < F.©¢ > as polynomialsin ©1,...,0,_1
with coefficients in k(X)*. By induction, we are reduced to r = 1, in which case we apply Prop. 3.10. O

10.4 Principle of the method with a primitive element

Let us consider the system (F) defined in § 10.2.2. As we said in that section, the equations F; = 0 in
(F) satisfy A.F; = F; for every A € G. Let L be a subgroup of GL, (k) such that G C L and that k(X)%
be a purely transcendental extension of k, Iy, . .., I, polynomials such that k(X)L = k(IIy,...,10,), and
O € k[X]% a primitive polynomial invariant of G relatively to L. When it is possible, it is convenient to
choose © among the polynomials F; of the system.

Then thanks to the algorithm of Prop. 3.10, we can express each polynomial F; as an algebraic fraction
in II,...,II,, and ©, polynomial in ©:

VieN;,  Fi(X)=Hy(Il,... 1,,0).
]L

Now, let £ be the minimal polynomial of © over k[X]*; we have:

L(X,T)= H (T — ") € k[X]*[T]
®'eL.®

(When L C &,, L is the generic Lagrange resolvent of O, see Def. 6.1).
As k(ITq, ..., I1,) = k(X)L we can write:

L(X,T)= Hy(y,... M, T)
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where Hg is some rational fraction. The equation Ho(Tly,...,T,,©) = 0 is always satisfied because © is
a root of £. Then, we solve the system of (p + 1) algebraic equations Vi € IN,, H;(II, ..., II,,0) = 0, in
Iy, ..., 1I,, © seen as indeterminates.

The following theorem is then obvious:

Theorem 10.6 Let D € k[II, ..., II,] be the L.C. M. of the denominators of all the fractions H;, i € IN,,
and let H! = DH;. For every solution (x1,...,&,) of the system (F) : Vi € ]N;, F;(X) = 0, there exists
a solution (w1, ...,my,0) of the system (H') : Vi € N, H{(Il1, ..., I,,0) = 0 such that (z1,...,2,) be
a solution of the system (Pz): Vi € N, I1;(X) = m; and of the equation ©(X) = 0. Conversely, for any
solution (w1, ...,mn,0) of the system (H') such that D(my,...,m,) # 0, if x = (21,...,2,) is a solution
of the system (Pr) relative to (w1,...,m,), then there exists some A € L such that ©(A.x) = 0, and then
for all B € G, BA.x is a solution of the system (F).

Proof —If x = (x1,...,2,) is a solution of (F), then let m; = II;(x) for all : € IN;, and § = O(x).
For all i € IN}, Fy(x) = 0 implies: D(my,...,m,)Fi(x) = 0, and as D(II1(X),..., (X)) F;(X) =
HI(Ty,...,T,,0) in k[X], we have H'(71,...,m,0) = 0. And for i = 0, Ho(m1,...,mn,0) = L(x,0) =
[lorer.o(@ —©'(x)) = 0. So, x is solution of (Pr) and (71, ..., 7y, ) is a solution of (H').

Conversely, if (71, ..., ™, 0) is a solution of (H') and x is a solution of (Pr), then
[I (0-0'(x)=L(x,0) = Ho(my, ..., mn,0) = 0.
©'€cL.®

So, there exists © € L.O such that ©'(x) = . There exists A € GL,(k) such that ©® = O; then,
O(Ax) = 0. Now, for all i € IN; and for all B € G, we have:

D(ﬂ'l, .. ,’:Tn)FZ(BAX) = D(’:Tl, .. .,ﬂ'n)Hi('/Tl; .. -aﬂ-n:e) = Hz{(ﬂ-la .. ')ﬂ-nag) =0 ;
so if we assume that D(my,...,7,) # 0, then F;(BAx) =0. O

Remark 10.7 If we choose for © one of the F; (when it is possible), then we can substitute © = 0 in
the H; and get a system in the only indeterminates Iy, ... I,. Then, the polynomial Hyo(lq, ... II,,0)
is reduced to [[gicy 0 ©' € k[X]E, i.e. the norm of © over k(X)L in terms of Iy, ..., II,,.

Using Proposition 10.4 instead of Theorem 3.1

Theorem 10.6 is based on Th. 3.1, where we use a primitive element of k(X)¢ : k(X)L. We can break this

extension of fields, as in Prop. 10.4, whose notations we keep, and modify consequently Theorem 10.6.
So, we define fractions F; that are polynomial in ©4, ..., 0, such that

Vie N:,  FyX)= Hi(,...,11,,01,...,0,).

We define, for all j € IN}, the polynomial £;(X,T) = H@'eGj_lA(aJ (T — ©'). Tt belongs to k[X]%-1[T] C
k(I ..., 10,)[O1,...,0;_1][T]. Let N; be defined by: £;(X,T) = N;(IL4,...,I,,01,...,0;_1,T), po-
lynomial in ©1,...,0,,7T and fractional in the II;. Then, we get the following variant of Theorem 10.6:

Theorem 10.8 Let D € k[Ily,...,I,] be the L.C. M. of the denominators of all the fractions H;, i € ]N;,
and N;, j € Ny. Let H] = DH; for alli and Nj = DN;j forallj. For every solutionx = (z1,...,2n) of the
system (F) : (Vi € ]N;, Fi(X) = 0), there exists a solution (w1, ..., 7, 01,...,0,) of the system (H',N'):
(Vi e INp, Hi(Ty, ..., 1,,01,...,0,) =0 and Vj € IN;, N;(Ily,...,M,,01,...,0;) = 0) such that x
be a solution of the system (Pr): Vi € IN; , I1;(X) = m; and of the equations ©1(X) = 60y,...,0,(X) = 6,.
Conversely, for any solution (wy,..., 7y, 01,...,0,) of the system (H', N') such that D(my,...,7,) # 0,
if x is a solution of the system (Pp) relative to (w1, ..., m,), then there exists A € GLy(k) such that
Vj € IN:,0;(A.x) =0;, and then for every B € G, BA.x is a solution of the system (F).

Proof — 1t is roughly the same as that of Theorem 10.6. O
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10.5 Principle with a Hironaka decomposition

When caract(k) = 0 and when L is a reflexion group, we can translate all the § 10.4 in the language of
polynomials, by using the Cohen-Macaulay algebra point of view and Hironaka decomposition of § 10.3.1
and chap. 4 instead of the field theory point of view and primitive element decomposition of § 10.3.2 and
chap. 3.

So, we compute fundamental invariants (IT, ) = (TTy,...,,, X, ..., X.) such that

k[X]¢ = ék[H]Ei.

Then, whe write
Vie{l,...,p}, Fi(X) = H/(IL, X) with H; € k[V1,...,Y, Z1, ..., Z.].

Now, we consider generators Sp,...,Ss of the ideal of syzygies over k[II] between Xy,..., X, (for
instance, the elements of the standard basis given in § 4.4.1). So, translating Theorem 10.6 in the language
of polynomials, we get the following theorems:

Theorem 10.9 For every solution x = (21, ...,2,) of the system
(F): Vie{l,...,p}, Fi(X) =0,
there exists a solution (w,0) = (71,...,7n,01,...,0) of the systems
(H) : Vie{l,...,n}, Hi(x,0)=0
and (8): Vied{l,...,s}, Sj(m,o)=0

such that x be a solution of the system
(Pro): Vie{l,...,n}, Vje{l,...,e}, I;(Xq,....,Xp)=m and I;(Xy1,...,Xn) = 0j.

Conversely, for any solution (w1,...,7n,01,...,0.) of (H) and for any solution x = (21, ...,2,) of
the system (Pr ,) defined by this solution (w,0) of (H), x is a solution of (F).

Proof —If x = (z1,...,2,) is a solution of (F), we let m; = II;(x) and o; = ¥;(x) for all 7 € {1,...,n}
and j € {1,...,e}. Then x is a solution of (P ), and for all i € {1,...,p}, 0 = Fi(x) = H;(w, o) so that
x is a solution of (H); and S;(II, X) = 0 implies Sj(7,0) = 0 for all j € {1,...,s} so that (7,0) is a
solution of (8).

Conversely, if (7, ¢) is a solution of (H) and x is a solution of (Pr ), then F;(x) = H;(w,0) = 0 for
all i € {1,...,p} so that x is a solution of (F). O

If now we assume that there exists a reflexion group L C GLy(k) such that k[IT] = k[X]%, then we
can be more specific:

Theorem 10.10 Here we assume k[II] = k[X]*. Then for every solution x = (z1,...,&,) of the system
(F): Vie{l,...,p}, F;(X) =0,
there exists a solution (w,0) = (71,...,®n,01,...,0.) of the system

(H,S) : Vie{l,...,n}, Vje{l,...,s}, Hi(m,o0)=0 and Sj(m,0)=0
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such that x be a solution of the system
(Pro): Vie{l,...,n}, Vije{l,...,e}, Ii(Xy1,...,.Xn)=m and I;(X1,...,Xn) = 0j.

Conversely, for any solution (71, ..., mn,01,...,0.) of (H,S) and for any solution x = (21,...,2y)
of the system

(Px) : Vie{l,...,n}, Ii(X1,....Xp)=m

defined by this solution (w, o) of (H), there exisis A € L such that A.x be a solution of (F).

Proof — The direct part results from Theorem 10.9. As for the converse, the syzygies S; cancel on x,
therefore from Theorem 4.14 there exists an element A € L such that ¥;(A.x) = 0 for all i. The result
follows then from Theorem 10.9. O

Of course, Remark 10.7 still applies here: it is convenient to choose (when it is possible) some of the
F;’s as fundamental invariants.

10.6 The algorithm

Here, we recall the different steps of the general algorithm, either by using the Cohen-Macaulay algebra
point of view (denoted infra by (CMA)) or by using field theory (denoted infra by (FT)). With the aim
to simplify, we consider here Th. 10.6, not Th. 10.8 (see in § 10.7.5 an example with Th. 10.8).

Input: a system (F): Vi€ ]N;, Fi(X1,...,Xn) = 0, and a finite subgroup G of GLy (k) such that
Vi e Ny, F; € k[X]%.

Successive Steps:

i. Choose to use the Cohen-Macaulay algebra point of view (CMA), which works only if caract(k) = 0,
or the Field theory point of view (FT), which always works.

ii. Find (if possible) a finite subgroup L of GL, (k) such that G C L and that either L be a reflexion
group (case (CMA), see Definition 4.1) either L satisfy Noether’s problem, (case (FT), see Noether’s
problem in § 3.1).

iii. Compute a pure transcendent basis (Ily, ..., II,) of k[X]X (case (CMA)) or of k(X)E (case (FT)),
and then the whole Hironaka decomposition @;_, k[II1, ..., I1,]%; of k[X]¥ (case (CMA), see the
algorithms in chapter 4) or @f:_ol k(I ..., 10,)0! of k(X) (case (FT), see chapter 3).

iv. Express the polynomials F;, 1 < i < p, in terms of the fundamental invariants (ITy,...,T,) and
(21,...,%.) thanks to Prop. 4.11 (case (CMA)), resp. (I, ..., M,,1,0,...,0°"1) thanks to Prop.
3.10 (case (FT)).

v. Compute the minimal polynomial of © over k[X]¥ (case (FT)) or a family of generators of the ideal
of syzygies over k[II] between the X; (case (CMA))

vi. Solve the system (H') (see Theorem 10.6) in the variables Iy, ..., I, 0 in the case (FT), or the
system (M) in the variables Iy, ..., I, Xq,..., 3, (see Theorem 10.10) in the case (FT).
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vii. For each solution (7, ..., m,,0) of (H'), in the case (FT) (resp. (m1,...,7n,01,...,0¢) of (H) in
the case (CMA)), solve the corresponding system (Pr) : Vi € {1,...,n}, ;(X) = m;, and in each
(finite) orbit under L in the set of the solutions of (Pr), keep one solution x = (1, ..., 2,) such
that ©(x) = 6 in the case (FT) (resp. such that Vi € {1,... e}, ¥;(x) = o; in the case (CMA)): it
costs at most [L : G] tries for each orbit. Let S be the set of all these solutions x.

Remark 10.11 Solving (Pr) when L is a product of symmetric groups is particuliarly easy. For
instance, when I = &,, we can choose 1I; = E; for every i € N}, so that the solutions of (Px) are

eractly the families of roots, taken in some order, of the polynomial T" + Z?:l(—l)imT"_i.

viii. In the case (CMA), we take &’ = 8§ and the algorithm is finished. In the case (FT): for every x in
S, check whether D cancells on x. If it doesn’t, we can keep x; if it does, we have to check that x
satisfies (F), and we throw it if it doesn’t. Let 8’ be the set of all the x we have kept.

Output: The set of all solutions of (F)is {Ax/ A€ G, xe8'}.

Implementation The algorithm is implemented in the AXIOM computer algebra language (see [37]),
when L = &,, and the principal invariants are the elementary symmetric polynomials E1, ..., E,. We
implemented a domain that computes on symmetric polynomials, represented either as polynomials in

the F;, or as linear combinations of the polynomials A; = ETEG,, H;l:1 X;T(j). Then, we implemented
the algorithms of Propositions 3.10 and 10.5. Besides, computation in k[X]®=1 % *&=: is implemented
in SYM (see [67]), with many operations on symmetric polynomials.

10.7 Examples

10.7.1 A very simple example

Let us consider the system:

Xi+Xo+Xs+ Xy =
X1 Xo 4+ Xo X34+ X3 Xy + X3y Xy

X1 Xo X34+ XoX3 Xy + X3 Xy Xy + Xy X1 X
X1 X9 X3Xs—1 =

(S4)

oo oo

We notice that G = D4y =< (1234), (13) >. We take L = 84, II; = E;, and © = (X1 + X3)(X2 + X4).
Then the system can be written: (Fy = 0, F5 = 0, F4, = 1, © = 0); and O satisfies ©0'0" = 0,
where @' = (X1 + X3)(X3 + X4) and ©" = (X1 + X4)(X2 + X3). We can compute that ©0'0" =
E3BsFy — EyE? — E2.

The equation F3FyF, — E4Ef — Eg = 0 is always satisfied, when F; = F3 = 0. So, from theorem
10.6, the solutions of S; are the famillies (21, 22, 3, z4) of roots of the equation T* + o972 + 1, for
any scalar o9 € k, with the z; well numbered. For each value of o3 € k, we have 8 solutions, i.e.
{(x7(1), ®7(2), 7(3), Tr(4))/T € D4} where the z;’s are the roots of T* + 097? + 1 numbered so that
(Il + ;133)(1‘2 + ;134) =0.

Of course, this example could be solved easier: the two first equations are equivalent to (X5 = —X; and
X4 = —X3); then the third equation is satisfied, and the fourth equation can be written: (X;X3)? = 1.
Yet, if we compute a standard basis of the ideal defined by this system, it will not factorize anything and
will be complicated.

We notice on this easy example that the representation of the solutions that we get is not at all the
same than the usual one (see the introduction).
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10.7.2 1If (G is a Reflexion Group

Here, we shall use the representation of the invariants of a reflexion group GG given by Chevalley’s
theorem (see Th. 4.2) to solve an algebraic system whose equations are invariant by the action of G. We
apply here in fact the general algorithm of § 10.6 to a particular case. The following system is quoted by
K. Gatermann from [55]:

PL = 1-Xi(a+X2+X2) = 0
(Noo)d Py = 1—Xo(a+X2+X2) = 0
Ps = 1-Xsla+X2+X2) = 0

where « is an independent parameter. The system (Noo) is equivalent to the following:

Q1 = Pi+Py+Ps =0
(NOO/) Q2 = P Po+P,Ps+ PP = 0
Qs = PiPPs = 0

Each equation of this new system is invariant by the action of the symmetric group &3, hence can be
expressed in terms of E3 = X1 X9 X3, Fs = X1 X5 + X5 X3+ X3X; and E; = X1 + Xy + X3: we get

Q1 =3E3—(E2+ )P +3=0

which gives F3 in terms of E; and E2. We use this equation to eliminate E3 in (2 and Q3: we get respec-
tively polynomials Rs(F1, E2) and Rs(E1, E5). We then eliminate E5 between Ry and Rs by computing
a resultant; we get the following 3 families of solutions:

E = 0 0 = 2B} 4+9ak; — 27
(Nool)¢ Fy = « (Noo2) Ey = (1/3)E%
Eg = -1 Eg = (1/2)—(0[/6)E1
0 = 2aE}— 2E? + 9a2E? — 36aF, + 4a® + 27

(Noo3){ (980 —54)Ey = (4203 —18)E? + 930 E; + 70a* — 243a
Eg (1/3)(E2—|—O[)E1 -1

For each solution (o1, 02,03) of one of the systems (Nool), (Noo2) or (Noo3), we get corresponding
solutions (z1, g, z3) of (Noo): z1, #2 and z3 are the 3 roots, sorted in any order, of the polynomial
T3 —01T? 4+ 05T — 3. And by this process, we get all the solutions of (Noo) (it follows from Th. 10.6).

10.7.3 With a Group of Matrices, Using the CMA Point of View

Let us consider the following system:

0
0

Pi= Xt XEo1
(Rot) { Py = XPX3(X$ — X§) — 2

If we try to eliminate X5 between the two equations thanks to a resultant, we get the big following
irreducible polynomial in X; of degree 48, which depends only on Xi:

4 X8 —24 X 469 X710 — 125 X3¢ + 156 X% — 138 X7® + 70 X7* + 12 X7° — 39 X[+ 15 X[? + 16

so, we have to find the roots of an irreducible polynomial of degree 12 and then to extract their fourth
roots. Using the symmetries, we will show that we are reduced to a polynomial of degree 6 and extracting
fourth roots.
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0 -1
10
the cyclic group G = {Id, A, —Id, — A} generated by A. Now, GG is a subgroup of the following finite
reflexion group of order 8: L =< < (1) (1) ) , < _(1) (1) ) >, which satisfies the conditions of Chevalley’s
theorem. We compute the following pure basis of k[X]F: I} = X2 4+ X2 and I, = (X1 X3)?, so that
k[X]L = k[ITy, I5]. Then, (II;, II5) is a familly of primary invariants of G, and we have the corresponding
single secondary invariant ¥ = X; X5(X? — X2) (they are given in [62, Example 2.2.4]), so that k[X]¢ =
k[, II5] @ k[, 5], Then, we express the system in terms of the fundamental invariants, thanks to
the algorithm of Prop. 4.11. We get: P; = 17 —2Il5 — 1 and Py = (1?11 — I12)X — 2. Besides, we compute
©2 — 2105 + 4112 = 0 (minimal polynomial of 3 over k[II1, IT5]). So, (Rot) is equivalent to:

Each equation of the system is invariant by the matrix A = ), hence by the action of

(12 — L)X, —2 =
2 — 20, — 1

%2 — NI, 4 4112
Y- Xy Xo(X2-X3) =

(Rot")

I
cooco

We eliminate II; in the first and the third equations thanks to the second one, and then we eliminate II,
getting:
20 4+384 488 -6 +16=0.

For each solution s of this equation of degree 6, we compute the values w1 and w3 of II; and IIy s.t.
(s, w1, m2) satisfy (Rot’). Then, the solutions (z1,22) of (Rot) must satisfy (22 — 22)? = % So, we know
z? — 23 up to the sign and 27 + 2% = 71, from which we deduce all the solutions (z1, z3) of (Rot).

Therefore, we have reduced the problem from degree 12 to degree 6.

10.7.4 Using (FT) with a simple extension of k(X)®»

Cyclic roots systems come from the problem of finding bi-equimodular vectors (see [8] and [12], where
these systems are solved for n = 4,5,6,7).
5th

In this paragraph, we apply Theorem 10.6 to the following 5*"*-cyclic roots system, with L = &5, II; =

E;, Vi€ IN%, and G =Ds =< (12345),(25)(34) >:

X1+ Xo+ X3+ Xy + X5 =
X1 X9+ Xo X3+ X3Xyg + Xy X5+ X5X,4

(Ss) X1 X2 X3+ XoX3Xs + X3 Xu X5+ Xs X5 X1 + X5X1 X0
X1 XoX3Xg + Xo X3 Xy X5 + X3 Xy X5 Xy + Xy Xs X1 Xo + X5 X1 X0 X3 =
X1 X9 X3X3 X5 -1 =

I
coocoo

Let © = X1 Xo 4+ XoX3 + X3X4 + X3 X5 + X5X;. Then (Ss) is equivalent to
(S%) : (F1=0,06=0,P=0,F,=0,F5—-1=0)

where P = X1 XoX3 + XoX3X4 + X3 X3 X5 + Xy X5X1 + X5X1 Xs.

Let us use Remark 10.7: as © = 0 is one of the equations of (S5), we can compute, instead of the
polynomial £, the norm C(Fy, ..., F5) of © over k(E), i.e. the product of the 12 elements of &5.0.
Now, thanks to the algorithm of § 10.3.2, we find the polynomials A; and B; with ged(4;, B;) = 1,
0 <1 <11, such that:

p— i Ai(Ey, Bo, B3, By, Es)el-
&< Bi(E1, Ba, E3, By, Is)
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Let D(E) = []/2, B;(E). Replacing E and E4 by 0 and E5 by 1, we get Ag(FEs, E3) = Ag(0, Ea, E3,0,1),
Bo(FEs, F3) = Bo(0, B, E3,0,1), C(Es, E3) = C(0, By, F3,0,1) and D(Es, E3) = D(0, B, F3,0,1). We
compute:

Ay = 2FZEI +89F.ES + 125E3 +41E4E4S 4+ 550E3E3 — 55 E2E2 + (189ES — 6250E,)E5 — 1125E3

By QE3ES + 58ELES + 31E4E3 + 325 E3E3 — 625E3Es + 108ES + 5°E,y

c —27TES — AESES — 150E3E4 + (—12F5 4 5°)E3 — 125E43F, + E3

Resp, (Ao, C) = —E19(ES +5°)°(24(6E,)® — 5°)(2TEL 4+ T974E3 — 5°)°.

From Theorem 10.6, we know that a necessary condition satisfied by a solution x of (S5) is that
AogD(03,03) = C(02,03) = 0, where 03 = Es(x) and o3 = E3(x), which implies that o5 be a root
of Resp,(AgD,C) = Resg,(Ap, C)Resg, (D, C). Now, this condition is not sufficient, because the solu-
tions cancel the denominator D, as shows the following resultant:

Resp, (Bo, C) = —ES(ES + 5%)°(24(6 E,)® — 5%)(2TEL0 4 T9T4ES — 5°)°

In fact, the roots of Respg,(D,C) give no solution of (S%) that be not already a solution coming from
Resg, (Ao, C); and in Resg,(Ag,C), the only factors that lead to solutions of (S§) are E, and B3 + 5%
we could prove this by an argument of multiplicity (see a forthcoming paper), but we can also simply
verify it by computing all those candidate-solutions and see that they do not satisfy (S%). So, the only
solutions are given by Ey = 0 or E3 = (—5)°.

Case Number 1: E5 = (=5)5.—

The solutions for s are: 03 = —5w?, where w is a fifth root of unity. To each solution oo for Es
corresponds a single solution for Es3: 03 = —5w?; and we know that the only values for Ey, By, Es
are 01 = 0, 04 = 0 and o5 = 1. The corresponding values z; for the X; are the solutions of the

system: E;(X1, Xo, X3, X4, X5) = 0, for i = 1,2,3,4,5 (which are of course the roots of the polynomial
T — 5w?T? + 5w3T? — 1), ie. w, w, w, w_?’ﬁ&, w_—?"zb&, ordered so that ©(z1, s, z3, x4, 25) = 0. For
each of the 5 values of w, 10 different orders are allowed. It leads to the following 50 solutions:

o]

=3=5 =3

2

where w is one of the five fifth roots of unity, and the vertices of the pentagon denote the roots, in
the order z1, o, 23, 24, 5, beginning with any vertex and going along either clockwise or anticlockwise.

Case Number 2: £y = 0.—

If we replace Ey by 02 = 0 in C(E2, E3), we get Fs = 0. The corresponding values z; for the X;
are the roots of 7% — 1, i.e. the fifth roots of unity, ordered so that ©(z1, 22, z3, 24, z5) = 0; we get the
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following 20 solutions:

21w 4im 8im 6im

where w is either ¢ 5 or e s (the values e s and e’s of w would lead to the same solutions up to
a symmetry).
Hence, we proved that (S5) has exactly the 50 + 20 = 70 solutions written above.

10.7.5 Breaking the simple extension of k(X)®"

Here, we look for an improvement of the method of § 10.7.4, whose notations we keep: we study the
same system (S5). But we use Theorem 10.8 instead of Theorem 10.6.
We notice that the alternating group G1 = As =< (123),(124),(125) > satisfies:

G C Gy CGy=6s5.
From Prop. 10.4, to this groups corresponds the following field extension:
K(X)®* = k(E) C k(X)** = k(E)[V] C K(X)¢ = k(E)[0] = k(E)[V][€]

where V is the following (primitive) invariant of As: V = Hi<j (X; — Xi).
Then we do as in § 10.7.4; the only difference is the way we express P. Here, we use the algorithm of
Prop. 10.5 to express P as:

P 25: Ai(E1, Es, E3, Es, E5)V + AL(E4, Es, E3, E4, Es)@i
Bi(E4, Ey, B3, E4, Es) '

where the A;, A and B; are polynomials. Let Ao(Ea, F3), AY(E2, E3) and Bo(FE2, E3) be the evaluations
of respectively Ag, Ay and By on (0, Fa, E3,0,1). We compute:

Ao = 210E,E% +6000ES + 30E5ES + 2375E5 E3 + 25000E3 E3 + (270E% + 250000E2) E3 + (—1125E5 — 390625) E5 + 140625 E7
Ay = 216ELY +86ESES + T590EZES + (8ES — 48000E;) EY + (1990E35 + 175000) E + 42075 E3 ES + (144E§ — T1875E3) ES

+(8730E7 — 3531250E2) E3 + (138375ES + 12890625E,) E3 + (486E4° — 140625055 — 9765625) E5 + 121505 + 703125E%
By, = 1458E3° + 216E5E5 + 24300E3E7 + 8ESES + (3168E3 + 1856250) £ + 120000E5E4 + (L18ES + 450000E3) £3

+(11400E + 3750000E2) B2 + 187500E8 Fy + 43230 + 3500005 — 19531250,
Now, we apply Theorem 10.8. We compute (notations of Theorem 10.8) the polynomials Ny (E, V)
and No(E,V,0). Let Cy and Cy denote the residues of these polynomials modulo (E; =0, Fy =0, E5 =
B 0y = V?_108E — 16E3E2 — 825E2E2 + 3750E,F5 — 108E5 — 3125
L, ©=0) Wefind: o p 2E4 — 15E2F5 + 125E, '
Then, we compute:

Resp, (Resy (AgV + Ay, Ca), Resy (C1,Cs)) = E3°(ES + 55)7f1f22f3f4

Rese, (Bo, Resv (C1,Ca)) = (E5 + 5% f1 2 ffa

where f, = 27ES — 1, f, = 2TE10 + T974E5 — 3125, f = 256515 + 21089952510 + 158789062555 + 30517578125,
fa = 5038848 E20 + 1941472800000 E1° + 81696996562500000£41° + 910077209472656250000E35 — 298023223876953125.
We conclude like in § 10.7.4: E5 =0 or E3 = (=5)5.
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BEWARE.—The polynomial C5 in § 10.7.5 is the norm of © over k(X)Af’, whereas in § 10.7.4 we used the
norm C of © over k(X)®s. If we had used here the norm over k(X)®s, a big irreducible parasite factor of
degree 60 would have appeared in the resultant Resg, (Resy (AgV + Af, C1), C). Indeed, the polynomials
Ey, ..., E5,V,0 are not algebraically independent; if we want to lift the solutions in Ey,..., E5,V,0
back to solutions in X1, ..., X,,, we need to check that they satisfy the algebraic relations between these
polynomials. It is sufficient that they satisfy (C} and C4), but (C} and C') is not enough. This is implicit
in Theorem 10.8. I would like to thank Marc Giusti here for pointing out to me this difficulty.

10.7.6 Using (CMA) with L=6,, x... x &,

A) Cyclic 5th_Roots System

In this approach, the system is transformed, which destroys some of its symmetries but yet simplifies
its resolution. This idea and the following computation are due to Daniel Lazard [48], whom I would like
to thank for his help.

The solutions of (S5) can be deduced by homogenization from those of the following system:

Xi+Xo+ X3+ X441 = 0

(5) X1Xo+ Xo X3+ X3 Xy + Xy + X,y
) X1 Xo X3+ XoX3Xa + X3Xa + Xu Xy + X1 Xo
X1 XoX3Xg+ Xo X3 Xy + X3 Xy Xy + Xy X1 Xo + X1 X X3 =

0
0
0

A 5-tuple (21, 2, 23, 24, x5) is a solution of (S5) if and only if (x5 # 0, (z1/25, 22/25, 23/ 25, 4/ 25)
is a solution of (S%) and z2(x1/x5)(x2/x5)(x3/25) (2a/25) = 1).

The permutation group corresponding to (S§) is G = {Id, (1 4)(2 3)}. Let L be the following subgroup
of &4: L = {Id, (1 4),(2 3),(1 4)(2 3)}. We have G C L and L ~ &3 x &3. So, from Example 1.2, we
know that k[X]L = k[S, T, P, Q] where

S=X1+ Xy, T =X, + X3, P =X Xy, Q= X2 X;.
and from Th. 3.1 that k&(X)¢ = k(S,T, P,Q)[©] where © = X; X5 + X3X4. In fact, we even have:

k[X]9 = k[S, T, P,Q][6)].
So, we can rewrite the system (S§) in terms of S, T, P,@ and ©:

S+T+1 = 0 (1)
(S“) QRQ+S+6 =0 (2)
7] QS+P+06 = 0 (3) -
PRQ+PT+QS = 0 (4)
We have: L.© = {0,0'}, where ' = X1 X3+ XX, = (23).0 = (14).0. So, as we have 04+ 0’ = ST

and OO0’ = S2Q + T?P — 4P(Q, we know that
0?-STO+S*’Q+T?P—-4PQ =0 (5).

As there is no denominator, we know from Theorem 10.6 that the solutions of (S¥) and (5) will give
us exactly the solutions of (S%). So, let us solve (S¥).
Thanks to (1), (2) and (3), we eliminate 7', ©® and P in (4) and (5). We get:

(@-1(Q+5*-5Q+5)=0 (4)

QP+ (2-Q)S?+(4Q*—2Q+1)S+Q —3Q*>=0 (5.

As the equation (4') has two factors, we can simplify the elimination of Q:
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Case Number 1: @ — 1 = 0.—
By eliminating @, (5') becomes: (S —2)(S? + S —1) = 0.

Case Number 1la: Q — 1 =0 and S—2=0.— We get the following roots of (S{):

-3+v5 -3-5

2 ’ 2 b

rp=ay =1, {zh a5} ={

As ziahrbe) =1, (2w, rhw, rhw, ¥)jw,w) is a corresponding solution of (Ss) if and only if w® = 1.

So, we get the 10 x 5 = 50 solutions of (S5) that are written in paragraph 10.7.4, case number 1.
Remark.— Permuting the z;, we get other values for s and ¢. For example, (21,22, 23, 24,25) =
(%ﬁ, %ﬁ, 1,1,1) is another solution of (S5); and it leads to ¢ = zhaf = %\/5 and s =z} + 2, =
%\/g. They satisfy s2 +s—1 and ¢ + s> — s¢ + s = 0. An other solution of (S5) is (21, 22, 23, T4, 25) =
(_3;‘/5, 1,1,1, _3'5‘/5). The associated solution of (SL) is (2,2}, 25, 24) = (7+3\/g)_3+2\/g’_3+2\/g’

—32&) We compute the corresponding s and ¢: they satisfy s> —4s—1=10and (1 —s)g+s(s+1) = 0.

Case Number 1b: Q — 1 = 0 and S? + S — 1 = 0.— If w denotes a primitive fifth root of unity,
then @ = w4 w* and f = w? + w? satisfy: @ + 3 = af = —1. So, we must have {s,1} = {a, #};
and p = ¢ = 1. Now, we have zjz} + 24z} = 0, with § = —¢ — s = —1 — s. The only solution is:
(2}, 2h, zh, ) = (w2 w3 W) with ¢ = +1. As z{zh24z) = 1, the corresponding solutions of (Ss)
satisfy 22 = 1; and we get the 10 x 2 = 20 solutions of (S5) written in paragraph 10.7.4, case number 2.

Case Number 2: Q + 5?2 —-SQ + S =0.—

By eliminating @, (5') becomes: S?(S? + S — 1)(S? —45 — 1) = 0. Now, S = 0 leads to @ = 0, which
gives no solution of (S5) (we must have PQ # 0); and the cases S? +S5 —1 =0 and S? —45—1 =0 lead

to the same solutions as the case number la (S —2 =10, Q@ — 1 = 0): see the Remark in case la.

B) Cyclic 6th.Roots System

Here, we solve the following system (Sg) with the same method:

Xi+Xo+Xs+Xa+ X5+ X6
X1 X+ Xo X3+ X3 Xy + Xy X5 + X5X6 + X6 X1
(56) X1 Xo X34+ X X3 Xy 4+ XXy X5 + Xy X5 X6 + X5 X6 X1 + X X1 X
X1 XoX3 Xy + Xo X3 Xa X5 + X3 Xy X5 Xe + Xa X5 X6 X1 + X5 X6 X1 Xo + X X1 X2 X3
X1 X X3Xg X5 + Xo X3 Xy X5 X + Xz Xy X5 XX + Xy X5 X6 X1 Xg + X5 X6 X1 X X3 + X X1 X X3Xy
X1 Xo X3 X3 X5 X6 — 1

OO OO OO

By deshomogenizing through the variable X4, (Sg) becomes:

Xi+Xo+ X34+ X5+ Xe+1

X1 Xo+ Xo X3+ Xz + X5+ X5 X6+ X6 X1

(S§) X1X9X3+ XoX3 4+ X3 X5 + X5X6 + X5 X6 X1 + X6 X1 X3

X1 X9 X3+ X X3 X5 + X3X5X6 + X5X6X1 + X5 XeX1.Xo + X X1 X0X3

X1 X2 X3 X5 + X2 X3X5X6 + X3 X5 X6 X1 + X5 X6 X1Xg + X5 Xe X1 X2X3 + X X1 X2X3

[l
cococoo

The permutation group corresponding to (S§) is G = {Id, (2 6)(3 5)}. We choose L = {Id, (2 6), (3 5),
(26)(35)}. Then G C L, and a system of principal invariants of L is:

S=Xo+ Xg, T=X3+ X5, P=X3Xs, Q@ = X3X5, X = Xy.
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Then, k[X]* = k[S, T, P,Q, X]. The polynomial ©® = X5 X3 + X5 X is a primitive invariant of G relative
to L. Its orbit under L is L.© = {©,0'}, where @' = X5 X5 + X3X5. So, the equation “Hy” of Theorem
10.6 is ©2 — (© + ©")0 + OO’ = 0, where

O +0' =5T, 00 = Q(S* —2P) + P(T? — 2Q).

So, we compute easily the system (H') of Theorem 10.6:

S+T+X+1 =0
XS+T+6
(S1) Q+XP+(X+1)0
6 QS+ X0 + XPT =
(X +1)PQ+ X(QS+ PT) =
02— STO + QS? + PT? —4PQ =

e B e B e B an )

As there is no denominator, Theorem 10.6 proves that solving (S§) will give us exactly the solutions
of (S§). Now, the 3 first equations in (SY) give T, © and @ in terms of P, S and X. So, (S§) is equivalent
to:

-S—-X-1

S+X+1-XS

S(X?=-1)-XP-X?-2X-1

(=2XS = X2 = X)P+(X?=1)S? = 2X’+ X +1)S+ X2+ X

(X+D(X2=-X)S?+ (X2 =X =-1)P=-X?=X)S—XP?—(X?+3X +1)P)

(X2=X)SB3 4+ (1=X)P=X?=3X+2)S?+ (6 +2X —4X*)P = X? +2X +3)S + 4XP%?+ (5P + 1)(X + 1)?

1 | I T

The fifth equation has two factors; it leads to two different cases. In each one, we eliminate thanks to
resultants the remaining variable. We get the following 5 solutions:

. T=1,0=-2Q=1,P=1,S=-1, X=-1
ii.T=-5 0=25 Q=1,P=1,82+25-2=0, X = —1
iii. ’T=-9-20=2Q=-S-3 P=S—-1,524+25-2=0, X =1

iv. T=-X-S-1,0=(1-5)X+5S+1,Q=(1-295X-5, P=SX+2S+1,
S24+(3-X)S+2X+2=0, X24+4X+1=0

v. T=X3+5X2-3X—3,20=X2+1, 4Q=—-X3—5X2+3X)—1, 4P = X3 +3X2—3X — 1,
45 = —X3 —5X2— X —1, X*+4X3 —6X2+4X +1

Now, we study successively these 5 cases.

im
6

Case Number (i).— We find the following 12 solutions, where o = ¢
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Case Number (ii).— We find 72 solutions partitioned in 2 families:

—Qw

o = LHVB+IV2V3 —14+v3-i\/2V3
2 aw 2

e ﬁ_; e W% V2V3

W
— QW
o =12 VBHV2V3 o =12 VB=V2V3
2 2
_ 1+v/3+1/2v3
1+v/3-4/2V3 W=
aw -5
[870%)

where we let still o = @, and where w is one of the elements 1, —j2 = a2, j = a*. We do not let w run

along all the sixth roots of 1, because the 3 other values correspond to the 3 given ones up to a symmetry
on the z;.

Besides, we notice that by permuting circularly the z;, we find the values of S, T, P, @, X, © corres-
ponding to the case number (v). So, case number (v) yields no other solution.

Case Number (iii).— We find these 12 x 6 = 72 solutions, where w runs along the six sixth roots of
unity:

w (=2 + V3w

(~2 - V3w

w

Besides, we notice that by permuting circularly the z;, we find the values of S, T, P, @, X, © corres-
ponding to the case number (iv).

So, we have found all the solutions of (Sg): we proved that (Ss) has exactly 156 solutions,
written supra.

Acknowledgements. The notions of invariant theory that T use here were partially developed in [17].
After the congress AAECC’95, Francois Ollivier suggested to me that they could be applied to solve
systems like the “cyclic roots systems”. Besides, this paper has benefited from fruitful conversations with
Marc Chardin, Vincent Cossart, Marc Giusti, Daniel Lazard, Olivier Piltant and Annick Valibouze. This
paper was also enriched thanks to detailed comments, questions and references from the anonymous
referees. The author thanks all of them.
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Conclusion

La méthode de résolution des systémes algébriques ayant des symétries que nous avons présentée au
chapitre 10 présente certaines analogies avec la résolution par radicaux d’une équation algébrique dont
le groupe est résoluble. En effet, la méthode du chapitre 10 consiste aussi en un scindage de ’extension
de corps dans laquelle vivent les solutions du systéme d’équations, et c¢’est aussi une considération sur un
groupe de symétries qui permet ce scindage. Cependant le rapprochement s’arréte 14 pour le moment;
nous sommes en effet trés loin d’avoir trouvé un analogue du théoréme de dualité de Galois pour les
systémes d’équations algébriques. Par exemple, les deux approches présentées (théorie des corps, avec
un seul invariant primitif donc une seule inconnue et une seule équation supplémentaire — son poly-
nome minimal — mais des dénominateurs; ou propriété de Cohen-Macaulay, avec plusieurs invariants
secondaires, donc plusieurs inconnues et plusieurs équations — les syzygies — supplémentaires, mais
sans dénominateurs) nécessitent des hypothéses bien distinctes (dans le premier cas, le groupe G doit
étre inclus dans un groupe fini L qui satisfait le probleme de Noether ; dans le second, k doit étre de
caractéristique nulle et L étre un groupe de réflexions). Nous avons donc des techniques permettant dans
certains cas de résoudre par radicaux les systémes (voir par exemple le § 10.7.6), mais certainement pas
une condition nécessaire et suffisante de résolubilité par radicaux.

Notons d’ailleurs que le groupe G considéré au chapitre 10 (groupe qui laisse invariantes les équations)
peut étre déterminé directement & partir du systéme (F) d’équations & résoudre, contrairement au groupe
de Galois d’un polynome, dont le calcul nécessite une compréhension des relations entre les racines de ce
polynome, ce qui est mesuré par exemple par des factorisations de résolvantes.

*

Les méthodes développées aussi bien dans la seconde partie (théorie de Galois effective) que dans la
troisiéme (résolutions de systémes algébriques) ont en commun d’effectuer une fois pour toutes un pré-
calcul cotliteux qui ne dépend que d’un groupe, ou plutét d’une action de groupe (calcul des invariants
fondamentaux, et des syzygies entre les invariants secondaires), et d’étre ensuite trés rapides une fois ce
pré-calcul fait. Les annexes A et B en font la démonstration pour ce qui concerne la théorie de Galois: elles
donnent en effet des formules explicites de résolution compléte des degrés b et 6 transitifs, formules qui
ont été obtenues par un pré-calcul plus cotiteux. L’Annexe C en apporte I'illustration pour les systémes
symétriques : un pré-calcul cotuteux des invariants fondamentaux et de leurs syzygies permet ensuite de
résoudre trés vite des systémes symétriques — et qui plus est de présenter leurs solutions sous une forme
réduite (résolution par radicaux par exemple).
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Annexe A

Résolution du degré 5 (descente
directe)

Nous illustrons dans cette annexe la méthode du chapitre 8 sur I’exemple du degré 5, dans la variante
suivante : au lieu d’utiliser un élément primitif comme au chapitre 8, avec les techniques du chapitre 3,
on utilise ici les techniques du chapitre 4, comme indiqué au § 6.4.3.

Le plus colteux en degré 5 est de différencier les groupes D5 et €5 : tous les autres groupes peuvent
étre identifiés facilement en factorisant des résolvantes absolues de degré inférieur a 6, et en se contentant
de regarder les degrés de leurs facteurs irréductibles (un algorithme est donné dans [69]).

Par contre, I’algorithme de [69] utilise des factorisations de polynémes de degré 20 pour distinguer €
de ®5. Nous nous proposons ici de montrer qu’on peut en fait distinguer €5 de D5 par des factorisations
de degré au plus 6.

Tous les sous-groupes de &5 isomorphes & €5 (resp. & D5) sont conjugués, donc il revient au méme
ici de déterminer la représentation du groupe de Galois & conjugaison prés ou a isomorphisme prés.

*

Soit f € k[T], ol k est supposé de caractéristique nulle. On peut éliminer le coefficient sous-dominant
s de f en remplacant f par f(T —s/5), ce qui ne change pas son groupe de Galois. Supposons donc f de
la forme

F=T54aT? - bT? + T —d.

Soit T la représentation de Galg(f) dans &5 définie par une numérotation (arbitraire) des racines de f,
et [T] sa classe de conjugaison.
Les polynomes symétriques élémentaires E, ..., E'5 se spécialisent alors comme suit :

ﬁ:o, a:E;, b:Eo,, c:ﬁ, d:E;.

Soit V' l'invariant primitif suivant du groupe alterné 2 :

v= [ &5 - Xx).

1<i<j<5

Calculons la résolvante associée, grace au domaine Polynomessymetriques du chapitre 2. On obtient:

Ly, = T?—(3125d* — 3750abd> + (2000ac” + (2250b? — 900a°)c + 825ab* + 108a” ) d”
+(—1600bc3 + 560a2bc? + (—630ab® — 72(14b)6 + 108b° + 16a3b3)d + 256¢°
—128a%¢* + (144(11)2 + 16a%)c® + (—271)4 — 4a3b2)c2)

)
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Si T C Us, cette résolvante se factorise sur k ce qui permet de calculer la valeur spécialisée v = V.En
fait, on a le choix entre deux racines: v et —v, mais peu importe laquelle on choisit puisqu’on calcule T’
a conjugaison preés.

Calculons maintenant une famille d’invariants fondamentaux de ©5 a 'aide du paquetage INVAR

[39]. On obtient :

k[X]®s = EB k[T X; avec

I, = F
I, X2+ X2+ X2+ X7+ X2
I3 = XiXo+ XoXs+ XaXa+ XuXs + X5X4

My, = XP+X3+X3+X3+X2

s = X7+X5+X5+X3+X2

¥, = 1

Yo = X1X3(X;+ X3)+ XaX5(X3 + Xs5) + X5 Xo( X5 4+ Xa) + X Xa(Xo + Xy) + X X1 (X + Xy)
Y5 = X+ X5+ X5+ X)+X3

Be = X Xa(XT 4 X3) 4 XaX5(X3 + XZ) + X5 Xo(XZ + X5) + XoXa(X5 + X7) + Xa X1(XF + X7)
Y = X212X§(X1 + X3) 4+ X2X2(X3+ Xs5) + X2X2(X5 4+ Xo) + X2X2(Xo + X4) + XZX2(X4 + X)
Yo = X3

Parmi ces polynomes, nous savons spécialiser ceux qui sont symétriques: on calcule

m = 0
ﬁ; = —2a
o, = 3b
O; = 5d—5ab
i; = 2a%—4e¢

Enfin, pour spécialiser les autres, il suffit de calculer une résolvantes relative a s de chacun de ces
invariants. On utilise & nouveau le domaine Polynomessymetriques et ’algorithme de la Proposition
4.11 et on obtient :

L, = T°-3aT+(3a?—5¢) T+ (—a®+10ca) T3+ (-8 ca’+b2 a—25d b+15 c?) I?
+(—v+3ca®—b*a®+ (25db—15¢c?) a) T+ 2 av+ (=L db+c?) a®+ (L b+ 1B d®) a—-b*-25dcb+5c°

L3 = TC4+9bT°+ (2ca+330%) T*+ (12cba+635%) T+ ((db+c?) a®+ (26 cb?—25d%) a+66 b* +15dcb—4 %) T?
+(-dv+(3db>+3c2b) a?+ (24cb®—T5d*b) a+36 6> +45dcb?—12c3b) T—3dbv—d?a*+dcbad
+(2d P +2c2b02+10d%c)a?+ (8cb* — L3 a2 b2 —3dc?b) a+8 b5+ L deb®— 93 b2 4 125 43 b — 25 d? 2

L3, = T°+ (6a% = 120)7° + (12a* — 54ca? — 106%a + 10db + 52¢%) T4 + (—av + 8a® — T2ca* — 406%a® + (40db + 160¢c?)a® + 80cb®a — 80deb — 96¢3) 13
+((=34® + 6ca)v — 36ca® — 36b%a® + (=97db + 169¢%) a* + (217cb? + 187d?)a® + (276* — 102dch — 184c®) a® + (—56db® — 196¢*b? — 60d%c)a + 2cb* + 35d%b? + 184dc?b + 64c*)1?
+((—6a° + 11ca® + 3b%a® + (—4db — 8c?)a + cb? + d*)v — 24ca® + 8b2a” + (—274db + 162¢%)a® + (98cb? + 374d%)a® + (54b* + 664dch — 276¢%)a* + (—112db° — 300c2b? — 868d%c) a®
+(—104cb* + 70d%6? — 184de?b + 96¢*) a? + (224deb® + 14463 + 240d%¢?) a — 8?b* — 140d%ch? — 96dc®b) T
+(—4a” + 11ca® + 3b%a* + (—4db — 6c?)a® + (=5cb® + d?)a® + 8dcba — 22b* — 2d%c)v — 108dba® + (84cb? + 207d?)a” + (—24b* + 271deb + 20¢%) a® + (229db3 — 208¢%b? — 580d2c)a®
+(=109cb* — 575d%b? — 96dcb — 60c?)a* + (= 14b° + TTdcb® + 64c3b? + 451d%b + 504dc?)a® + (54db° + 62c7b* + 487d%ch? — 152dc®b + 64c® — 100d*) a?
+(—3cb® — 41d%b* — 282dc?b® + 32¢*b? — 530d°ch — 32d%c®)a — b® — 14dcb® + 13¢3b* + 10d°b® + 126d%c2b? — 64dc*h + 125d*c

Nous avons fait I’économie du calcul de E%: , car, comme on pourra le constater, X5 n’intervient pas
,
dans la suite.

Remarque A.1 Silon avait choisi —v au lieu de v comme valeur de 1 (voir plus haut), on aurait obtenu
des résultats différents pour les résolvantes relatives ci-dessus, qui dépendent de v. Fn fait, chacune de ces
résolvantes divise la résolvante absolue correspondante (par exemple E%z}x divise ’Cﬂa,x)’ et le polynome
que l'on aurait obtenu a la place de E%‘Z}x en utilisant —v au lieu de v est simplement le quotient de [’Ha,x
par E%‘; «- Cela ne changerait rien a la suite (¢ condition d’utiliser aussi —v dans le calcul des autres
résolvantes) puisqu’on cherche T' 4 conjugaison prés.
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On calcule @w%s5 (D5, Ds5) = w¥5 (D5, €5) = (5,1) (avec le programme d’A. Valibouze en GAP). Sup-
posons les résolvantes ci-dessus séparables. Alors quand T' est isomorphe & ©5 ou & €5 (et seulement dans
ce cas d’ailleurs, comme on peut le constater sur la table des  donnée dans [69]) les résolvantes ont un
facteur irréductible de degré 5 et un facteur linéaire sur k. Ces facteurs linéaires nous donnent donc les
valeurs spécialisées w3, o et o4 de conjugués respectifs de I3, Xy et X4y. Normalement (voir Théoreme
4.14), nous devrions tester que les valeurs qu’on obtient satisfont bien des syzygies, mais ici ce n’est pas
la peine car on n’a pas le choix: chaque résolvante n’a qu’une racine. On est donc bien certain qu’il existe
un méme élément 7 € Sy tel que o9 = 7.39, 04 = .84 et w3 = 7.113.

Passons maintenant & 1’étape finale : on sait que [['] est soit la classe de conjugaison d’un groupe diédral
soit d’un groupe cyclique. Pour identifier [T'], calculons donc une résolvante d’un invariant primitif ¥ de
C5 relatif & ©5. En voici un:

U= X2Xo4+ X2X54+ X2X, 4+ X2 X5 + X2 X
Il admet un unique conjugué sous ’action de D5 :
U= X1 X3+ Xo X3 + X3 X3 + XaXZ + X5X7.

Nous calculons maintenant ¥ +W’ et ¥. ¥/, qui appartiennent & k[X]®2, et nous les exprimons en fonction
des invariants fondamentaux X; et II; 4 ’aide du paquetage INVAR. On en déduit la valeur de E?I,D“" =
(T — ) (T —¥'), puis

L'gfx = T2+(02+3b)T—%7T:33+%G7I'§+(—% a4+%c—5az) m3+2bos+2acs—9ac+Tb0>+4d?

Quand cette résolvante est séparable (rappelons que I'on peut toujours se ramener a des résolvantes
séparables : voir la Prop. 8.5), il suffit donc de tester si elle se factorise sur k, c’est-a-dire si son discriminant
est un carré. Si oui, I' est un groupe cyclique, sinon c’est un groupe diédral.

Nous avons donc donné ici un algorithme entierement formel pour identifier le groupe de Galois d’un
polynome de degré 5 par des factorisations de polynomes de degré inférieur ou égal & 6. Les algorithmes
existants jusqu’ici en degré 5 factorisaient des résolvantes absolues de degré 20, ou bien calculaient les
résolvantes relatives de facon numérique.
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Annexe B

Résolution du degré 6 (descente
diagonale)

Nous présentons dans cette annexe un algorithme de résolution du probléme direct en degré 6 transitif
sur un corps k de caractéristique nulle, en ne factorisant que des polynomes de degré au plus 10.

La méthode utilisée est la «descente diagonale» du chapitre 9.

On peut aussi, par la méthode de descente directe, résoudre le degré 6 en ne factorisant que des
polynomes de degré au plus 10, mais on est alors obligé d’utiliser le Corollaire 6.11, c’est-a-dire de
calculer le groupe de Galois des facteurs de bas degré des résolvantes.

Nous montrons ici que la méthode de descente diagonale permet d’éviter de calculer le groupe de
Galois des facteurs de résolvantes.

Nous nous limiterons & distinguer les classes de conjugaison de [T5] et [T11]: en effet, les autres classes
sont faciles & distinguer par la méthode de descente directe ou par des résolvantes absolues.

Soit done f =T+ aT*—b T3+ c¢T?—d T+ e € k[T] un polynéme irréductible. Calculons des
invariants fondamentaux de 711 a I’aide du paquetage INVAR : on a

6
KX) T = PRy, mEn] of
i=1
avec

o7 = Py, I = XXy 4+ X3Xs + X5 Xg, 20 = Py, T2 = Py, i = Py, T = P
et
o= wiv = PPy — Py — X Xo (X 4 Xo) — X3X4(X3 + X4) — X5 Xe(X5 4+ Xo),
v = PPy — Py — Xy Xo(X? 4+ X2) — X3 Xa(X2 4 X3) — X5 Xe(X2 4 X2,
E'iu — PS; E'é'u — (222['11)2’ 2261'11 = Py Egll
en posant P; = Z?Il X]Z: (polynémes de Newton).
On a Ty C Ty;. Pour séparer [Ty] de [T11], nous allons calculer une résolvante dun invariant ©7¢ de
Ts relative & T11. Un tel invariant est :
S (X1 X3 — X3X4)(X3Xy — X5X6) (X5 Xs — X1 X3).
On a

Lot =T (07)
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avec (calcul donné par le paquetage INVAR) :
(@Ts)2 = _27(2511)2 _ 361_[;1;112511 _ 12(1’1;{11)2 + (1/2)(11?;11)3 + 31‘[%"11(1‘[%“11)2 + 6(1‘['511)211?;11 +4(Hgn)3 (mod HT“)

Il ne nous reste donc plus qu’a spécialiser les invariants Hg“ et Eg“ (les autres invariants fondamen-
taux sont symétriques). Nous allons le faire grace au calcul de résolvantes du groupe 713, qui est d’indice
10: c’est la méthode de «descente diagonale».

Soit T la représentation de Galg(f) dans G¢ pour une numérotation fixée arbitraire des racines de f.

Si T € [Ts] ou [T11] alors les degrés des facteurs irréductibles des résolvantes Lgrys ; sont 6 et 4 (voir
les tables de partitions dans [69]).

On a les invariants primitifs suivants de T3

07" = X1 X3 X3 + XaX5X6
0D = X1 X0 + XoXs + X3 X1 + XaXs + X5 X6 + X6 Xa.

On remarque que le polynome suivant :

1M = (2354).01"° + (143256).07* + (1365).01"° + (163452).01** € k[X] (B.1)

est un invariant de 77;. On peut, grace au paquetage INVAR, le décomposer en fonction des invariants
fondamentaux; on obtient :

1 = —2/3M5" + 1/20{ I3 — I I + 1/6(7 ) — £ (B.2)
De méme pour
@11 = (2354).03"° + (143256).05™ + (1365).03"° + (163452).05*° € k[X]™ (B.3)
qui s’écrit :
ol — _plu _onfe 4 (nTy2, (B.4)

I suffit alors de calculer les spécialisés de ®1** et @11 : d’aprés (B.1) et (B.3), ce sont respectivement

le coefficient sous-dominant du facteur de degré 4 des résolvantes [’@Tm ; et £®T13 ;-
1 ) 2 )

On déduit alors des équations (B.2) et (B.4) les valeurs spécialisées de Hg“ et Eg“. Le probléme est
alors résolu puisqu’on peut maintenant spécialiser Engls : on distingue alors [T5] de [T11] en testant si son
discriminant est un carré dans k (quand elle est séparable, c’est-a-dire quand ce discriminant est non
nul).
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Annexe C

Autres exemples de systemes
symétriques

Dans cette annexe, nous présentons de bonnes illustrations du Théoreme 10.10, que les exemples du
Chapitre 10 n’exploitaient pas complétement.

C.1 Systeme aux racines cycliques cinquiemes

C’est le systéme suivant, déja étudié aux paragraphes 10.7.4, 10.7.5 et 10.7.6:

P=Xi +Xo+ X3+ X4+ X5 =
Py = X1 X0+ XoX3+ X3 Xy + XuXs + X5X,

(Ss) Py = X1 XoX34+ XoX3X4 + X3 X3 X5 4+ Xy X5X1 + X5 X1 X5
Py = X1 XoX3Xy + XoX3Xg X5 + Xz Xy X5 X1 + Xy X5 X1 X5 + X5 X1 X0X3 =
Py = X1 XoX3X3 X5 -1 =

I
coococo

Nous nous proposons ici de le résoudre par une méthode qui utilise 'invariance des équations de
ce systéme par le groupe diédral Ds, et qui ne fasse pas intervenir de fractions. On s’appuie sur le
Théoréme 10.10.

On a la décomposition d’Hironaka suivante (donnée par MAGMA [1]) de ’algébre des invariants de

@52

k[X] e = P ks

ou Il; = F; (polynémes symétriques élémentaires) pour 1 <i <5 et

¥y = 1

Yo = XiXo+XiXs5+ XoXs+ X3Xs + Xy X5

Y3 = XiXo(X1+ Xo) + XoX3(Xo 4+ X3) + XaXa(X3 + Xu) + XaXs5(Xa+ X5) + X5 X1 (X5 + X4)
Y, = X2

Vs = XiXo(XP4 X))+ XoXa(X2 4+ X3) 4+ XaXg( X2+ X2) + Xy X5 (X7 + X2) + Xs X1 (X2 + XD)
Yo = XY

Yo o= XiXo(X7P 4 X3) 4 XoXa( X3 4 X3) 4+ XaXa(X3 4+ X3) + Xa X5 (X3 + X2) + Xs X1 (X3 + X7)

Yg = Y,Ys
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Yo = X3

Y0 = Xokr
Y1 = M3¥s
Yo = YgXsXs.

On calcule en outre les relations entre les invariants secondaires de la forme ¥;3; = Azl,le + ...+

AYI %y, avec ALY € k[II]: on sait (Lemme 4.13) qu’elles engendrent 1'idéal des syzygies entre ces invariants
secondaires. En fait, vu les relations du type ¥4 = X2, X5 = ¥5X3, ... il suffit de décomposer les polynomes
suivants: X2, ¥385, B2, 57, B2 B2%5 B2V N2%, Y2 dans la base (¥1,...,X12); & elles seules, ces
relations engendrent en effet toutes les autres. Ce calcul est effectué en MAGMA [1].

Jusqu’ici, tous les calculs faits ne dépendent que de ’action du groupe D5, pas du systéeme particulier
a résoudre. On peut donc effectuer ces pré-calculs une seule fois pour tous les systémes invariants par
cette action de groupe.

Revenons au systéme (Ss). On exprime ses équations en fonction des invariants fondamentaux II; et
¥;, ce qui donne:

P = 1
Py, = 35
Ps = Yy —13-X3
Py = T4
Ps = My-—1
Calculons maintenant une base standard de 1’idéal engendré par Py, ..., Ps et par les syzygies précalcu-

lées plus haut. Nous prenons par exemple ['ordre lexicographique, avec Y15 > ... > X > II5 > ... > 14,
de maniére & éliminer les invariants secondaires (mais on pourrait utiliser ’ordre de Bayer et Stillman,
cela suffirait pour éliminer les ¥; & moindre cotit). On obtient, par Maple [2]:

S = (D19, 2581 — 6115, Y19, o, Ug, 12582 4+ 62557 4 411015 — 3125, MyX7 — 30T, T,
5%5 + 212, N4, 12585 — 113, o, M5 — 1, T4, 125005 + 115, TS 4 3125115, 1I,).

Considérons le systéme formé par les 5 derniers éléments de cette base standard : il s’écrit

I, =
I1§ + 312511,
(S) 125113 + 113 =
I,
I —1 =

oo o oo

Sa résolution est immédiate, et conduit aux deux familles de solutions suivantes :

(m1=0,m3=0,713=0,m4 =0,75 = 1) et (m = 0,7 = —5w?, 73 = —Hw? 74 = 0,75 = 1), olt w désigne
I'une des 5 racines cinquiémes de 'unité.

Commelly, ..., II5 sont les polynomes symétriques élémentaires, les X; sont les 5 racines du polynome
T5 — M T* 4+ MyT3 — M3T? + 4T — 5. Donc les solutions (z1,...,z5) de (S5) sont telles que les z;
sont les 5 racines d’un polynome T° — mT* + 7573 — 73T? + m4T — 75 ot (mq,...,7™5) est solution de
(S%). La réciproque est vraie d’aprés le Théoréme 10.10 & condition d’ajouter & (S%) les autres éléments
de la base standard (8), et, en appelant alors (o9, ..., 012) les solutions pour X, ..., ¥1a, de vérifier que
(21, ..., z5) satisfait bien les équations X; = o;. En fait, il suffit de rajouter I’équation £y = 0, c’est-a-dire
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X1 Xo + Xq X5 + Xo X3+ X3X4 + X4 X5 = 0, car elle implique toutes les autres. On est donc ramené
au méme stade qu’a la fin du paragraphe 10.7.4, et ’on obtient les mémes solutions. Ici, contrairement
au §10.7.4, on n’a pas eu le probléme des dénominateurs qui induisaient des solutions parasites: on a au
contraire pu déterminer directement I’ensemble exact des solutions de (S5), comme nous le garantit le

Théoreme 10.10.

Comparaison avec un calcul de base standard: Calculons la base standard lexicographique, ici
donnée par GB [23], de I'idéal engendré par les polynomes du systéme (Ss):

sugar(cyclic(5,DMP([X1,X2,X3,X4,X5],INT)))

[X1 + X2 + X3 + X4 + X5,275*X2**2 + 825%X2*X5 + B50*X4**6*xX5 +
1650%X4**x5*%X5%*2 + 275%X4**4*X5%%3 —550%X4**3*xX5**4 + 275xX4**2
—-566%X4*xX5*%*11 —69003*%X4*X5%*%6 + 69019%X4*X5 —-1467*X5x*12 —178981*X5*%*7
+ 179073%X5%%2,275%X2%X3 —-275*%X2*%X5 + 275%X3**2 + L550*%X3*X5
—330%X4**%6*%X5 —1045%X4**5%X5%*%2 —275%X4**%4*X5%*%3 + 275%X4**3*%X5**4
—-550%X4**2 + 334%X4*X5x*%11 + 40722%X4*X5%x*6 -40726*%X4*X5 + 867*X5**x12 +
105776*X5%*7 —105873%X5%*2,275%X2*%X4 —-275+%X2*%X5 —-110%X4**6*X5
—440%X4**5%xX5%%2 —275%X4%*4*xX5%*3 + 275xX4**3*%X5**x4 + 124*%X4*XE**kx11 +
15092%X4*xX5*%*%6 —15106*X4*X5 + 346%X5x*12 + 42218%X5%*7

-42124%X5%%2  55%xX2*%X5%*%5 —-55%X2 + Xb**11 + 143*%X5*%6 —-144%X5,275%X3%*3 +
550%X3%*2%X5 —-550*%X3*X5**2 + 275%X4**6*%X5%%2 + 550*%X4**5*xX5%%3
-550%X4**4*X5%%4 + L50%X4**2%X5 —232*%X4*X5**12 —-28336%X4*X5**7 +
28018*X4*X5**2 —568*X5*%*13 —-69289*X5**8 + 69307*X5**3,275%X3%X4
-275%X3*%X5 + 440%X4**6%X5 + 1210%X4**5*X5**2 —275%X4**3*%X5**4 +
275%X4%*2 —442%X4%X5%*11 -53911*%X4*X5%%6 + 53913*X4*X5 —-1121%X5%*12
-136763*X5%*7 + 136674%X5*%*2 55%X3%X5%*x5 —-55*%X3 + Xb**11 + 143%X5*%*6
—144%X5,55%X4**7 + 165*%X4**6%X5 + B55*X4**5xX5*%*2 —55xX4%*2
—398%X4*xX5*x*11 —48554*X4*X5%*%6 + 48787*X4*X5 —1042%X5**12 —127116%X5*%*7
+ 128103%X5%%2 /55%X4%*2xX5%%5 —b5b5*%X4%*2 —2%X4*xXb*%11 -231%X4*X5%*6 +
233%X4*X5 —-8*X5%*%x12 -979%X5**7 + 987*X5*x*2 6 X5**15 + 122%X5%*10
-122%X5%%5 —1]

et ’ensemble triangulaire correspondant, aussi donné par GB:

triangSets(lextri(sugar(cyclic(5,DMP([X1,X2,X3,X4,X5],INT)))))

[[55%X1 + 55%X4 -2%X5*%6 -233%X5,55%X2 + X5**6 + 144*X5,55%X3 + X5**6 +
144*X5,55%X4%*2 —2%X4*X5%*6 -233%X4*X5 -8*X5**7 -987*X5**2 X5**10 +
123%X5%*5 + 1], [5%X1 -6%X4%*5%X5 —20*X4**4*X5%*2 —15*X4**3*X5%*3
—15%X4**%2%X5**%4 —15%X4 —9%X5,5%X2 —2%X4**5+%X5 —10%X4**4*X5**2
—15*%X4**3%X5**3 —10%X4**x2xX5%*x4 —10%X4 —8*X5,5+%X3 + 8*X4**5xX5 +
30%X4**4*xXE**2 + 30%X4**3*xX5+*3 + 25*%X4**2+X5**4 + 30%X4 + 22%X5,X4%*6 +
4xX4%*x5%X5 + B*kX4**k4*X5**2 + BkX4**x3kxX5+*3 + L*xX4**2+X5**4 + 4%X4 +
X5,X5%%5 -1],[X1 - X5,X2 + X3 + 3%X5,X3%%2 + 3*%X3*X5 + X5#*2,X4 -
X5,X5%%5 —1],[X1 + X2 + 3%X5,X2%*2 + 3*X2*X5 + X5**2,X3 - X5,X4 -
X5,X5%x5 —1]]

La différence avec la méthode développée au Chapitre 10 et illustrée dans cette annexe n’est pas tant
dans le temps de calcul que dans la forme du résultat obtenu, du moins sur cet exemple: nous y obtenons
en effet directement une résolution par radicaux du systéme (voir les solutions décrites au § 10.7.4), ce
que ne donnent ni la base standard lexicographique ni méme ’ensemble triangulaire.
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C.2 Systeme aux racines cycliques sixiemes

C’est le systéme suivant, déja étudié au paragraphe 10.7.6:

Xi+ X0+ X34+ Xy 4+ X5+ X
XiXo 4+ XpXg + XXy + Xy X5 + X5 X + X6 Xy
(SG) X1 Xo X34+ XoX3Xq + X3 Xg X5 + Xy X5 X + X5 X X1 + X6 X1 X2
X1 Xp X3 Xg + Xp X3 Xy X5 + X3 Xg X5 X + Xg X5 X Xy + X5 X X0 Xy + X X1 X X3
X1 XoX3 Xy X5+ Xo X3 Xg X5 X6 + Xz Xa X5 X6 X1 + Xy X5 X6 X1 Xo + X5 X X1 Xo X3 + X6 X1 X2 X3 Xy
X1 X X3X4X5Xe— 1

O OO O OO

(1 | | A

Nous nous proposons ici de le résoudre en utilisant 'invariance des équations de ce systéme par le
groupe diédral Dg, en nous appuyant sur le Théoréeme 10.9.

On a la décomposition d’Hironaka suivante (donnée par MAGMA [1]) de I’algébre des invariants de
96 .

k[X]Pe = éék[n]zi

I, = Xi+Xo+Xs+Xa+ X5+ Xs
X244 X2+ X2+ X2+ X2+ X2

5
I

I3 = X1 X9+ XoX34 X3Xy 4+ XyX5 4+ X5Xe + X6 X4

My, = X1 X34+ XoXy+4 X3X5 4+ XyXs 4+ X5 X1 + X6 X0

Iy = X2+ X34+ X34+ X3 +X3+X3

Mg = X4+ X5+ X5+ X5+ X8+ X8

¥ o= 1

Yo = X{(Xo+ Xe) 4+ X5(Xs+ X1) + X3(Xa 4+ Xo) + XF(Xs + X3) + X3 (Xe + Xa) + X3 (X1 + X5)
Y3 = X7(Xs+ X5)+ X5(Xa+ Xe)+ X3(Xs + X1) + X7 (Xe + Xo) + X2(X1 + X3) + XF(Xo + Xy)
Y, o= XP4+X94+ X34+ X5+ X+ X,

Y5 = X{(Xo+ Xe) + X3(Xz+ X1) + X3(Xy + Xo) + XF(Xs5 + X3) + X2(Xe + Xa) + X2(X1 + X5)
Y = XIXI4XIXZ4+XIXI+ XIXZ+X2XZ4+X2X?

Y o= X4+ XS4+ XS4+ X4+ X2+ X]

Yy = X2

Yo = NNy

Y10 = XaXs

Y1 = XXy

Yy = X%

On calcule en outre les relations entre les invariants secondaires de la forme ¥;3; = Ai’jEl + ...+
ALY, avec Ai’j € k[II], en MAGMA [1].

Jusqu’ici, tous les calculs faits ne dépendent que de ’action du groupe Dsg, pas du systéeme particulier
a résoudre. On peut donc effectuer ces pré-calculs une seule fois pour tous les systémes invariants par
cette action de groupe.

Revenons au systéme (Sg). On exprime (calcul fait en MAGMA) ses équations en fonction des inva-
riants fondamentaux II; et ¥;, ce qui donne:
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P = 1II;

Py, = 13

Py = —(1/H3 + (3/H1 My + T M3 + (1/2) 14 — (1/2)15 — (1/2)85 — X9

Py = —(1/12)I01 + (1/2)I3105 + (1/2)[13105 — (2/3) 105 — 11 X5 — (1/4)T12 — (1/2)115113
+X6 + X5 + (1/2)24

Ps = (1/120)I15 — (1/12)II5105 + (1/6)1%105 + (1/8)I11 112 — (1/4)[1; X4 — (1/6)2105
+(1/5)%7

Ps = (1/720)I1§ — (1/48)I{II5 + (1/18)II5105 + (1/16)I1712 — (1/8)I12X4 — (1/6)I1, 11115
+(1/5)I11 57 — (1/48)I13 + (1/8)I2X4 + (1/18)I12 — (1/6)I1s — 1

Calculons maintenant une base standard de 1’idéal engendré par Py, ..., Ps et par les syzygies précal-

culées plus haut. Nous prenons un ordre qui élimine les sommes de Newton, c’est-a-dire Iy, II5, II5, X4,
Y7 et Mg (par exemple un ordre lexicographique). On obtient par GB une base standard puis 1” ensemble
triangulaire suivant (ol ti désigne II;, et si désigne %;):

[[s12, si1, s10, s9, s8, 624%s6 + t2%*5 + 2016%t2%*2, 936%s5 — t2%*5 - 2016%t2%%2,
$3, S2, 624%td + t2%*k4 + 2328%t2, 1248%t6 - t2%*6 — 2328%t2**3 + 7488, s7,
036%s4 - t2%%5 —2484%t2%%2, t5, t2%*7 + 2160%t2%*4 —1728%t2, t3, t1],
[s12 -2070%t5, s11 + 480%t2, 36%s10 - t5*t2%*2, 72%sO + 11kt5kt2%*2,
S8 -144, 18%s6 - t2%%2, O*s5 + t2%%2, 2%s3 + t5, 4%s2 + t5, 3%t4 + t2,
t6 —2706, 6%s7 —5*t5*t2, 18%s4 —11%t2%*2, t5**2 -2304, t2%*3 -5832, t3, t1]].

On obtient ainsi différentes valeurs possibles pour les sommes de Newton II;, I, 5, 34, X7 et
Ilg, d’ou par les formules de Newton différentes valeurs pour les polynomes symétriques élémentaires.
L’application du Théoréme 10.9 nous donne alors immédiatement les 156 solutions du systéme (Sg), qui
ont déja été indiquées au paragraphe 10.7.6.

La résolution du systéme (Sg) avec cette méthode a pris 29 secondes, en utilisant GB pour calculer
la base standard du systéme intermédiaire, sur la machine Jules (PC bi-Pentium Pro 200 Mhz) du GDR
MEDICIS. A titre de comparaison, GB appliqué directement sur le systéme initial (Sg) (sans utiliser les
symétries) met 5 h 20 min sur Jules de MEDICIS. Mais le précalcul des invariants fondamentaux de Dg
et de leurs syzygies, dont on a besoin pour la premiére méthode mais qui est fait une seule fois pour
toutes, aura pris auparavant 3 h 50 min en MAGMA sur la machine Anne de MEDICIS (Dec Alpha EV5
400 MHz).

Pour ce qui concerne le systéme aux racines cycliques septiémes, MAGMA sur Anne de MEDICIS
n’est pas encore parvenu a calculer les syzygies de plus haut degré entre les 48 invariants secondaires de
D7, et nous ne pouvons donc pas encore commencer la résolution rapide de ce systéme.
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Groupe | Ordre Nom Description Famille génératrice dans &,
S, n! groupe groupe des permutations de 'en- | {(1,2),(1,2,...,n)}

symé- semble N} = {1,...,n}

trique

sur n

éléments
A n!/2 groupe sous-groupe de &, composé des | {(1,2,i)/i € {3,...,n}}
(n>2) alterné permutations paires

sur n

éléments
D, 2n groupe sous-groupe de &, constitué | {(1,2,.. .,n),HEZ/f](i,n +1-

diédral des permutations des n som- | i)}

sur n | mets d'un polygone régulier qui

éléments | peuvent se prolonger en une iso-

métrie du plan

¢, n groupe sous-groupe de &, constitué | {(1,2,...,n)}

cyclique des permutations des n som-

sur n | mets d’un polygone régulier qui

éléments | peuvent se prolonger en une ro-

tation du plan

m, n(n —1) | groupe Groupe des similitudes [z — | {(1,2,...,n),(a1,...,an_1)}
n  pre- métacy- az+b],(a,b) € F;, xF,, du corps | oll a; — 1 est le reste modulo n
mier clique IF,,. 1 est produit semi-direct du | de 2°
impair principal | sous-groupe des rotations par ce-

sur n | lui des translations. Plus généra-

éléments | lement, un groupe métacyclique

est un groupe fini G admettant
un sous-groupe distingué C' tel
que C et G/C soient cycliques
(voir [7]).

Les permutations seront notées par leur décomposition en cycles a supports deux & deux disjoints. On
désigne un sous-groupe de &,, par ses générateurs entre crochets. Ainsi, G =< (1 4)(2 3), (1 2) > désigne
le sous-groupe de &4 engendré par les permutations (1 4)(2 3) et (1 2) (on a G ~ Dy).
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ANNEXE D. NOTATIONS
Notation Définition Référ.
Fy,..., B, polynomes symétriques élémentaires en X1,..., X,
GL, (k) groupe général linéaire sur le corps k
[K : k] degré de I’extension de corps K : k
Gal(K : k) groupe de Galois de ’extension de corps K : k § 1.1
Galg (f) groupe de Galois du polynoéme f sur le corps k §6.1
Stabg(z) stabilisateur de z dans le groupe G § 1.1
Orbg(z) = G.z | orbite de z sous I'action de G § 1.1
Res(P, Q) résultant des polynomes P et @ a une indéterminée
Resx (P, Q) résultant des polynomes P et ) par rapport a 'indéterminée X
(quand P et @ sont des polynémes & plusieurs indéterminées).
Cela veut dire que l’on considére que les autres indéterminées
appartiennent a ’anneau des coefficients de P et . Autrement
dit, c’est X qui est éliminée.
Ly résolvante absolue générique de ¥ Déf. 6.1
Eﬁ, résolvante générique de W relative a L Déf. 6.1
E\I,yf résolvante absolue de W spécialisée en f Re. 6.4
é,yx résolvante de W relative & L spécialisée en la famille x des racines | Déf. 6.3
d’un polynome
(L/H), ensemble des classes & gauche dans le groupe L de son sous-groupe
H
(L//H), transversale gauche, ou famille de représentants des classes &
gauche de H dans L ; i.e. ensemble de cardinal [L : H] qui contient
un et un seul élément de chaque classe & gauche
[L: H) indice dans le groupe L de son sous-groupe H
|H| = Card(H) | cardinal de I’ensemble H, ou ordre du groupe fini H
[H]L classe de conjugaison dans le groupe L de son sous-groupe H §6.1
IN ensemble des entiers naturels
IN* ensemble des entiers naturels non-nuls
N, ensemble {0,1,... n}
N, ensemble {1,2,..., n}
y/A ensemble des entiers
Q ensemble des rationnels
R ensemble des réels
C ensemble des complexes
IF,« corps fini & p® éléments, p nombre premier
P valeur spécialisée P(z1,...,2,) du polynéme P € k[X1,..., X,]

en les scalaires z1,...,2, (absents dans la notation, ils doivent
étre évidents dans le contexte)
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