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Chapitre 1Introdu
tionDans 
ette thèse, nous traitons de problèmes intervenant en théorie de Galois e�e
tivepour lesquels nous apportons des solutions de nature algorithmique. Plus pré
isément,notre obje
tif est de fournir des outils logi
iels e�
a
es fondés sur des algorithmes dontnous maîtrisons la 
omplexité pour permettre le 
al
ul symbolique ave
 les ra
ines d'unpolyn�me univarié : étant donné un polyn�me univarié f de degré n à 
oe�
ients dansun 
orps K, nous 
her
hons à 
al
uler une représentation du 
orps de dé
ompositionde f , 
'est-à-dire de l'extension algébrique K(α1, . . . , αn) de K 
ontenant les ra
ines
α1, . . . , αn de f . Une représentation du 
orps de dé
omposition de f a l'avantage depermettre la détermination de l'a
tion d'une représentation du groupe de Galois de f surses ra
ines, abordant ainsi l'un des problèmes 
entraux de la théorie de Galois e�e
tive.Dans 
ette thèse, nous apportons des algorithmes de 
al
ul d'une représentation du 
orpsde dé
omposition et de détermination du groupe de Galois de 
e polyn�me.Pré
isons 
e que nous entendons par représenter le 
orps de dé
omposition d'unpolyn�me. Considérons, par exemple, le polyn�me de degré 4 à 
oe�
ients rationnelsdé�ni par

f(x) = x4 − x3 − 3x2 + x + 1 .Les formules de Cardan ou de Ferrari montrent qu'un 4-uplet (α1, α2, α3, α4) de ra
inesde f annule les polyn�mes :
f1(x1) = x4

1 − x3
1 − 3x2

1 + x1 + 1,
f2(x1, x2) = x2 − x3

1 + x2
1 + 3x1 − 1,

f3(x1, x2, x3) = x2
3 + x3x

3
1 − x3x

2
1 − 2x3x1 − 1,

f4(x1, x2, x3, x4) = x4 + x3 + x3
1 − x2

1 − 2x1.La donnée de 
et ensemble triangulaire de polyn�mes permet de dé�nir un 
orps de dé-
omposition de f : il s'agit de l'algèbre quotient de l'anneau des polyn�mesK[x1, x2, x3, x4]par l'idéal engendré par l'ensemble triangulaire {f1, f2, f3, f4} qui, nous le verrons plustard, est maximal. 1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONNotre obje
tif est d'obtenir pour un polyn�me de degré n un tel ensemble trian-gulaire : il peut être vu 
omme l'ensemble des règles de réé
riture dans K[x1, . . . , xn]permettant une représentation symbolique du 
orps K(α1, . . . , αn).Les deux questions essentielles qui se posent pour le 
al
ul d'un 
orps de dé
omposi-tion sont :� Quelle représentation de 
e 
orps est la plus utile ?� Quelle appro
he algorithmique faut-il privilégier pour aboutir à une telle représen-tation ?Dans la suite de 
e do
ument, nous dressons un panorama des réponses apportéesà la première question et des outils algorithmiques développés pour le 
al
ul des repré-sentations étudiées. Nous déduirons de 
es di�érentes appro
hes qu'une représentationutile et exploitable 
onsiste en la donnée d'un ensemble triangulaire tel que mentionné
i-dessus. Nous verrons que 
ette représentation est a

essible via des algorithmes fondéssur la fa
torisation de polyn�mes dans des extensions algébriques ou des algorithmesmanipulant des résolvantes de Lagrange. Dans le paragraphe 1.2, nous exposons les ré-sultats prin
ipaux de 
ette thèse. Il s'agit dans un premier temps d'un algorithme mixantles algorithmes de 
al
ul de 
orps de dé
omposition fondés sur la fa
torisation et 
euxfondés sur la manipulation de résolvantes de Lagrange. Mixer 
es algorithmes n'est pos-sible qu'en ayant a

ès à des informations de nature groupistique sur des idéaux dits deGalois intervenant dans nos algorithmes. Nous avons alors été amené à nous intéresserau 
al
ul du groupe de dé
omposition d'un idéal (
'est-à-dire le sous-groupe des per-mutations dont l'a
tion sur l'idéal laisse invariant 
et idéal) ainsi qu'à la 
ara
térisationdes parties du groupe symétrique in
luses dans l'inje
teur d'un idéal de Galois. Dans leparagraphe 1.3, nous résumons 
ha
un des 
hapitres de 
ette thèse.1.1 Représentations du 
orps de dé
ompositionHistoriquement, le problème du 
al
ul de 
orps de dé
omposition fut abordé par la
ommunauté mathématique via la re
her
he de formules 
loses pour exprimer les ra
inesd'un polyn�me univarié en fon
tion des valeurs de ses 
oe�
ients. Les résultats d'Abelet Galois ont montré que 
ette voie aboutissait à une impasse pour des degrés supé-rieurs ou égaux à 5. Des appro
hes relevant de l'algèbre 
ommutative et de la géométriealgébrique e�e
tives pour les degrés n > 5 ont alors été développées pour représenterle 
orps de dé
omposition d'un polyn�me univarié : il s'agit de dé�nir 
e 
orps 
ommel'algèbre quotient de l'anneau des polyn�mes en n variables par l'idéal engendré par lesrelations algébriques véri�ées par les ra
ines de f . Obtenir un tel idéal peut se faire soitpar des 
al
uls de fa
torisations dans des extensions algébriques soit par des 
al
uls derésolvantes. D'autres méthodes exploitent 
ertaines informations sur le groupe de Galois



1.1. REPRÉSENTATIONS DU CORPS DE DÉCOMPOSITION 3du polyn�me pour fa
iliter le 
al
ul de son 
orps de dé
omposition. Nous détaillons 
ethistorique 
i-dessous.Formules 
loses. Exprimer les ra
ines d'un polyn�me à l'aide des opérations élémen-taires +, −, ×, / et de l'extra
tion de ra
ines est un problème an
ien. M. al Khwārizmῑfut le premier à se donner expli
itement 
et obje
tif ; obje
tif repris ave
 su

ès pour ledegré 3 (Cardan, S
ipione del Ferro, Tartaglia) et pour le degré 4 (Cardan, Ferrari). Lanon-résolubilité des équations polynomiales génériques de degré 5 fut prouvée par Abelen 1826. Galois étendit 
e résultat au degré n > 5 en donnant la 
ondition né
essaire etsu�sante qui, reformulée en termes modernes, s'é
ritUn polyn�me est résoluble par radi
aux si et seulement si son groupe deGalois est résoluble.Les possibilités o�ertes par le 
al
ul formel permirent à D. Lazard d'exprimer lesra
ines d'un polyn�me de groupe de Galois résoluble à l'aide de formules 
loses pour ledegré 5 (voir [40℄). Cette appro
he di�ère de 
elle de [21℄ de par les bran
hements quiinterviennent au 
ours des 
al
uls des expressions radi
ales.Même si de telles formules existent en théorie pour n > 6, leurs 
al
uls seraientparti
ulièrement 
oûteux (voir [40℄) et resteraient limités aux 
as des polyn�mes degroupe de Galois résoluble. C'est pourquoi, dans 
ette thèse, nous privilégions l'étude deméthodes plus généralistes que nous présentons 
i-dessous.Fa
torisations su

essives. En s'appuyant sur la 
onstru
tion de L. Krone
ker d'uneextension algébrique de 
orps (voir [34℄) mais aussi sur les travaux de F. Mertens (voir [44℄),N. T
hebotarev 
onstruit un 
orps de dé
omposition de f ∈ K[X] sous forme d'une al-gèbre quotient (voir [59℄) :
K ≃ k[x1, x2, . . . , xn]/M ,où M est un idéal maximal de l'anneau K[x1, . . . , xn] des polyn�mes en les variables

x1, . . . , xn. Un tel idéal M, appelé idéal des relations de f , dé
rit l'ensemble des rela-tions algébriques véri�ées par un n-uplet (α1, . . . , αn) de ra
ines de f . Pour 
e faire,on représente d'abord K(α1) par K[X]/f puis on fa
torise le polyn�me étudié f dans
K(α1) 
e qui permet de représenter K(α1, α2) par K(α1)[X] quotienté par un des fa
teurs
al
ulés et ainsi de suite jusqu'à obtenir K(α1, . . . , αn).Ce type d'appro
he répond au problème de la 
onstru
tion de 
orps de dé
omposi-tion d'un polyn�me de groupe de Galois quel
onque par le 
al
ul d'un idéal des relations.



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONÀ partir d'algorithmes de fa
torisation dans des extensions algébriques, X. F. Roblotdans [52℄ et H. Anai, M. Noro, and K. Yokoyama dans [3℄ ont réalisé des implantationsde 
ette 
onstru
tion.En pratique, 
es algorithmes peuvent s'avérer très 
oûteux en temps et en espa
e 
arils n'exploitent pas le fait que la fa
torisation d'un polyn�me sur un 
orps de rupturedépend fortement du groupe de Galois de 
e polyn�me. Ce
i entraîne, dans 
ertains 
as,des fa
torisations inutiles dans des extensions de degré potentiellement être très élevé.De plus, à l'issue de 
es 
al
uls, l'a
tion du groupe de Galois de f sur ses ra
ines restein
onnue et son 
al
ul doit en
ore être réalisé.Cal
uls de résolvantes. Pour 
ara
tériser les équations polynomiales résolubles dedegré n > 5, Galois utilise des polyn�mes auxiliaires qui furent ensuite étudiés par La-grange : 
e sont les résolvantes. Il s'agit de l'un des outils de base en théorie de Galoise�e
tive jusqu'alors prin
ipalement utilisé pour le 
al
ul du groupe de Galois d'un po-lyn�me et qui a fait l'objet de nombreuses améliorations (voir [5℄, [7℄, [26℄, [41℄, [50℄,[55℄, [57℄). Les résolvantes peuvent permettre d'obtenir deux types d'information : uneinformation galoisienne et une relation algébrique entre les ra
ines du polyn�me.À partir de l'idéal des relations symétriques S engendrés par l'ensemble triangulairede polyn�mes des modules de Cau
hy de f (voir [17℄ ou [59℄), il est théoriquementpossible de 
al
uler un idéal des relationsM en 
onsidérant l'idéal engendré par S et unpolyn�me obtenu par un 
al
ul de résolvantes (voir [5℄). Cette méthode est similaire à
elles fondées sur des 
al
uls d'éléments primitifs. Lorsque le degré de f est trop élevé,
ette méthode devient imprati
able : le degré des extensions se retrouve en e�et dans ledegré du polyn�me obtenu par 
e biais.L'algorithme GaloisIdeal d'A. Valibouze (voir [61℄) diminue la di�
ulté du pro-blème en le dé
omposant en plusieurs étapes (L. Du
os propose une appro
he similairedans [20℄). Cet algorithme fait appel à des 
al
uls de résolvantes pour 
onstruire une
haîne as
endante d'idéaux appelés idéaux de Galois :
I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Is =M,où I1 est, par défaut, l'idéal des relations symétriques S. Le 
al
ul de l'idéal Ii+1 à partirde l'idéal Ii né
essite de 
onnaître un ensemble de polyn�mes engendrant Ii et un groupe

Li de Sn appelé inje
teur de Ii.Dans [62℄, A. Valibouze propose une généralisation de 
et algorithme en traitant le
as où les inje
teurs ne sont pas né
essairement des groupes.Lorsque 
et algorithme est appliqué, les premières étapes sont les plus 
oûteuses depar les 
al
uls de résolvantes qu'elles né
essitent : 
'est en e�et au début de la 
haîned'idéaux de Galois, que le nombre de sous groupes maximaux 
ontenus dans l'inje
teur
L et don
 de 
al
ul de résolvante est le plus élevé.



1.1. REPRÉSENTATIONS DU CORPS DE DÉCOMPOSITION 5Exploitation d'informations sur le groupe de Galois. Les implantations des al-gorithmes de 
al
ul du groupe de Galois d'un polyn�me permettent d'atteindre le degré
23 (voir [11℄) alors que le 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition peut s'avérer di�
ile, voireinfaisable, pour des polyn�mes de degré inférieur à 10 (par exemple, les algorithmes a
-tuels ne permettent pas, dans des temps raisonnables, de 
al
uler l'idéal des relationsd'un polyn�me admettant pour groupe de Galois le groupe alterné de degré n > 7).Il est don
 naturel de 
her
her à tirer pro�t d'informations sur le groupe de Galois dupolyn�me, pour fa
iliter le 
al
ul de son 
orps de dé
omposition.La première des informations sur le groupe de Galois que l'on peut tenter d'exploi-ter est sa résolubilité. Celle-
i est utilisée dans les arti
les [35℄, [37℄ [38℄, [4℄, [30℄. Cesdi�érents travaux permettent d'obtenir une expression radi
ale de 
ha
une des ra
inesd'un polyn�me résoluble par radi
aux mais les 
oûts en pla
e de 
es expressions sont telsqu'ils s'avèrent inexploitables (voir [40℄).Lorsque le 
entre du groupe de Galois d'un polyn�me est non trivial, M. A. GómezMolleda propose d'exploiter 
ette propriété pour obtenir une représentation des ra
inesde f (voir [28℄).Le 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition d'un idéal de Galois d'un polyn�me de groupede Galois diédral D5 fait l'objet d'un travail de B. K. Spearman et de K. S. Williams(voir [56℄). Le 
as du groupe diédral Dn a été traité par G. Renault (voir [29℄).De manière plus générale, lorsque le groupe de Galois G d'un polyn�me est 
onnu,la théorie de Galois 
lassique ou les résultats de [7℄ assurent que tout idéal des relationsest engendré par un ensemble triangulaire de polyn�mes f1(x1), . . . , fn(x1, . . . , xn) etpermet de 
onnaître le degré du polyn�me fi en la variable xi uniquement à partir de G.Déterminer un idéal de relations se ramène alors au 
al
ul des 
oe�
ients des polyn�mes
f1, . . . , fn.À partir d'approximations des ra
ines et en supposant 
onnue l'a
tion d'une représen-tation symétrique du groupe de Galois sur 
elles-
i, K. Yokoyama 
al
ule 
es 
oe�
ients(voir [65℄). Cette appro
he s'avère rapidement inappli
able lorsque le nombre de 
oe�-
ients devant être 
al
ulé est trop élevé.Ré
emment, G. Renault et K. Yokoyama ont amélioré 
ette te
hnique en diminuantle nombre de 
oe�
ients devant être 
al
ulé (voir [29℄). Cette amélioration est basée enpartie sur une généralisation des te
hniques utilisées dans le 
hapitre 5 et aboutit à unalgorithme e�
a
e de 
al
ul de 
orps de dé
omposition.Con
lusions partielles. Que 
e soit par des 
al
uls de fa
torisation dans des exten-sions algébriques ou via des 
al
uls de résolvantes, la représentation du 
orps de dé-
omposition d'un polyn�me univarié par un ensemble triangulaire engendrant l'idéal desrelations algébriques satisfaites par les ra
ines du polyn�me 
onsidéré est la plus utile.



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONEn e�et, 
elle-
i permet de 
al
uler modulo l'idéal des relations ainsi en
odé et son 
al
ulpeut être atteint et optimisé dès que des informations de nature galoisienne sont 
onnues.Nos prin
ipales 
ontributions portent don
 sur le 
al
ul d'une telle représentation trian-gulaire du 
orps de dé
omposition en mixant les appro
hes à base de fa
torisation ave

elles fondées sur la manipulation algébrique de résolvantes. Pour mener à bien 
etteappro
he, il est né
essaire de savoir extraire des informations de nature groupistique àpartir des idéaux de Galois. C'est 
e qui motive un deuxième aspe
t des 
ontributionsque nous exposons 
i-dessous.1.2 ContributionsL'appro
he que nous avons adoptée pour le 
al
ul d'un idéal des relations de f utilisela notion d'idéal de Galois, idéaux qui dé�nissent des ensembles de relations algébriquesentre les ra
ines de f , ainsi que les te
hniques à base de fa
torisation dans des extensionsalgébriques. Comme nous le verrons 
i-après, 
e
i ne peut se faire qu'en extrayant desinformations de nature galoisienne (groupe de dé
omposition, notion d'inje
teur généra-lisant la notion de �xateur, et
.) à partir d'un idéal de Galois.En 
ollaboration ave
 G. Renault et A. Valibouze, nous avons été amenés à dé�nirla notion d'inje
teur d'un idéal de Galois ; un inje
teur d'un idéal de Galois est unensemble de permutations permettant de dé
rire toute la variété de 
ette idéal à partird'un point de 
elle-
i. Cette notion prolonge 
elle de �xateur dé�nie dans [61℄∗. Cettenotion joue un r�le fondamental dans nos travaux en fournissant un 
adre naturel pourdé
rire le treillis des idéaux de Galois d'un polyn�me, pour établir des pré
al
uls ainsique pour exprimer la 
omplexité de nos algorithmes. Déterminer et faire appel à 
esensembles de permutations a�n de limiter les 
oûts des 
al
uls algébriques 
onstitue l'undes prin
ipaux axes des résultats que nous présentons. Dans [47℄, nous avons étendu auxidéaux de Galois, à l'aide de la notion d'inje
teur, un théorème établi par A. Colin dans[18℄ pour les idéaux de relations. Ce résultat permet d'obtenir un idéal de Galois d'unpolyn�me rédu
tible et séparable ainsi qu'un inje
teur de 
et idéal à partir d'idéaux deGalois et d'inje
teurs de 
es fa
teurs irrédu
tibles. Ce
i permet d'utiliser ré
ursivement lanotion d'inje
teur dans les algorithmes de 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition pro
édantpar fa
torisation su

essives mais aussi d'utiliser l'algorithme FEGI de [46℄ au 
ours de
es fa
torisations.Ave
 G. Renault et A. Valibouze, nous avons étudié les relations entre les groupes deGalois d'un polyn�me et 
eux de ses fa
teurs sur un 
orps de rupture. I
i en
ore, l'unde nos obje
tifs est de mixer les te
hniques à base de résolvantes et 
elles fondées surla fa
torisation dans les extensions algébriques. Cette étude 
omplète 
elle de L. Soi
her
∗Dans le 
as des idéaux utilisés dans [61℄, les notions d'inje
teur et de groupe de dé
omposition
oïn
ident ; on parle alors du �xateur d'un idéal et d'idéaux de Galois purs.



1.2. CONTRIBUTIONS 7et J. M
Kay (voir [55℄) en pré
isant non seulement les degrés des fa
teurs de ruptured'un polyn�me mais aussi leurs groupes de Galois. Cette étude se présente sous forme detable appelée tables de rupture. Ces tables sont utiles en théorie de Galois dire
te : ellepermettent d'obtenir des informations sur le groupe de Galois d'un polyn�me à partirde ses fa
teurs de rupture, de 
onnaître les degrés possibles des fa
teurs de rupture d'unpolyn�me de degré donné et fournit des informations sur les degrés pour le 
al
ul de
orps de dé
omposition. En théorie de Galois inverse, 
es tables donne un moyen simplepour produire des polyn�mes de groupe de Galois donné à 
oe�
ients dans une extensionsimple d'un 
orps K à partir de polyn�mes à 
oe�
ients dans K de groupe de Galois
onnu.Le groupe de dé
omposition d'un idéal I de k[x1, . . . , xn] est l'ensemble des permu-tations qui laissent globalement invariant 
et idéal :
Dec(I) = {σ ∈ Sn | ∀f ∈ I, σ.f ∈ I} .Les algorithmes de 
al
ul du groupe de dé
omposition d'un idéal triangulaire que nousavons élaborés, interviennent naturellement en théorie de Galois mais ne sont pas spé
i-�ques à 
e 
adre. Le 
al
ul de 
e groupe intervient après le 
al
ul d'un 
orps de dé
ompo-sition dans le 
as des algorithmes pro
édant par fa
torisations su

essives (il s'agit alorsde déterminer la représentation du groupe de Galois asso
ié à 
e 
orps) mais aussi dans ladétermination d'un inje
teur d'un idéal de Galois (voir [46℄). Ces algorithmes font appelà la notion d'ensemble fort de générateurs d'un groupe (voir, par exemple, [54℄, [53℄, [15℄).L'étude de la 
omplexité de 
es algorithmes appliqués aux idéaux de Galois passe par unegénéralisation d'un théorème de prolongement dû à H. Anai, N. Noro et K. Yokoyama(voir [3℄) qui permet d'interpréter les par
ours d'arbre e�e
tués par nos algorithmes. Lepremier de 
es algorithmes, nommé Generateurs a été réalisé en 
ollaboration ave
 I.Adeljaoued, G. Renault et A. Valibouze et améliore l'algorithme Strong_Generators de[3℄ en terme de 
omplexité et de temps de 
al
ul. Le se
ond algorithme, appelé EFG et issud'un travail personnel, améliore les deux algorithmes pré
édents. Le tableau 
omparatif
i-dessous re
ense les 
omplexités de 
es trois algorithmes en terme de tests d'apparte-nan
e à l'idéal I (dans 
e tableau, φ(L) désigne un entier pouvant être 
al
ulé à partirde tout inje
teur L de I).Algorithme Strong_Generators Generateurs EFGIdéaux de relations O(n4) O(n3) O(n2)Idéaux de Galois purs Non appli
able O(n3) O(n2)Idéaux de Galois Non appli
able Fa
torielle O

(

n2φ(L)
)À l'aide des 
ontributions 
i-dessus, il est possible de 
ompenser les faiblesses desalgorithmes de 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition par fa
torisations su

essives et l'al-gorithme GaloisIdeal (voir [61℄) dont 
ertaines étapes peuvent s'avérer parti
ulièrement



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
oûteuses. En 
ollaboration ave
 G. Renault et A. Valibouze, nous avons élaboré un al-gorithme mixte de 
al
ul de 
orps de dé
omposition. La première étape de 
et algorithme
onsiste à fa
toriser le polyn�me sur l'un de 
es 
orps de rupture et la se
onde à utili-ser l'algorithme GaloisIdeal pour obtenir un idéal des relations. Nous évitons ainsi lespremières étapes de l'algorithme GaloisIdeal. La prin
ipale di�
ulté est de fournir à
e dernier algorithme la deuxième entrée qui lui est né
essaire, 
'est à dire un inje
teurde 
et idéal. D'un point de vue expérimental, l'implantation de 
et algorithme en degré8 montre qu'il améliore de beau
oup les algorithmes pro
édant par fa
torisations su

es-sives 
ar nous tenons 
ompte et exploitons les informations galoisiennes fournies par lesfa
torisations.La 
ara
térisation, issue d'un travail personnel, des parties d'un inje
teur d'un idéalde Galois montre qu'il est toujours possible de déterminer l'un des inje
teurs d'un telidéal. Nous montrons 
omment, dans 
ertaines situations, la donnée d'un inje
teur d'unidéal de Galois I permet d'obtenir sans 
al
ul une base de Gröbner d'un idéal de Galois
ontenant stri
tement I. Ce
i généralise et simpli�e une te
hnique obtenue en 
ollabo-ration ave
 G. Renault et A. Valibouze (voir [46℄). Ce type de résultat est prometteuren théorie de Galois e�e
tive même s'il reste en
ore des optimisations à e�e
tuer lorsqueles 
al
uls de base de Gröbner ne peuvent être évités.1.3 Des
ription des 
hapitresUne des
ription plus détaillée du 
ontenu et des 
ontributions de 
ha
un des 
ha-pitres �gure dans les introdu
tions de 
ha
un d'entre eux. Les polyn�mes utilisés à titred'illustration tout au long de 
ette thèse sont extraits de la base de données de G. Malleet J. Klüners (voir [33℄ et [32℄), disponible sur internet à l'adressehttp ://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/
ompalg/minimum/.Les implantations de nos di�érents algorithmes ont été réalisées enMagma (voir [11℄).Le 
hoix de 
e logi
iel de 
al
ul symbolique a été motivé, d'une part, par
equ'il réunitl'ensemble des algorithmes né
essaires à toutes nos implantations (bases de Gröbner,bases de données et algorithmes groupistiques, polyn�mes de groupe de Galois donné. . .)et, d'autre part, par
eque 
e logi
iel est a
tuellement le seul qui permette le 
al
ul degroupes de Galois sur des extensions algébriques.Le 
hapitre 2 est une synthèse de résultats théoriques qui seront utilisés dans les
hapitres 4, 5, 6 et 7. Ces résultats proviennent de di�érents arti
les (voir [2℄, [7℄, [17℄,[59℄, [61℄) mais aussi de travaux 
ollaboratifs réalisés ave
 G. Renault et A. Valibouze(voir [46℄). La première partie de 
e 
hapitre rassemble des résultats d'algèbre 
lassiquesportant sur les idéaux d'un anneau de polyn�mes (bases de Gröbner et idéaux trian-gulaires). Nous nous intéressons ensuite à deux types d'idéaux de Galois parti
uliers,les idéaux des relations symétriques et les idéaux des relations, avant de porter notre



1.3. DESCRIPTION DES CHAPITRES 9attention sur les idéaux de Galois généraux. Parallèlement aux idéaux de Galois, nousabordons la notion d'inje
teur d'un idéal de Galois a�n de dé
rire la variété d'un idéalde Galois et le treillis des idéaux de Galois d'un polyn�me. Cette notion permet d'établirdes pré
al
uls aux 
hapitres 5 et 6 mais aussi d'exprimer la 
omplexité des algorithmesdu 
hapitre 4.Le 
hapitre 3 est 
onsa
ré aux tables de rupture permettant l'étude du lien existantentre le groupe de Galois d'un polyn�me irrédu
tible et 
eux de ses fa
teurs irrédu
tiblessur un 
orps de rupture. Les tables de rupture jusqu'au degré 10 sont jointes en an-nexe (voir Annexe A). L'information galoisienne obtenue par l'intermédiaire des fa
teursde rupture d'un polyn�me ainsi que les informations portant sur les bases de Gröbnerd'idéaux de relations seront exploitées au 
hapitre 5. Di�érentes appli
ations possiblesde 
es tables sont abordées dans 
e 
hapitre.Au 
hapitre 4, nous présentons les algorithmes Generateurs et EFG pour le 
al
uldu groupe de dé
omposition d'un idéal triangulaire ainsi que leurs études de 
omplexité.Ces algorithmes ne sont pas spé
i�ques à la théorie de Galois e�e
tive et peuvent êtreappliqués à tout idéal triangulaire 
ontrairement à leur étude de 
omplexité qui né
essitel'emploi de la notion d'inje
teur. Ces algorithmes nous seront utiles au 
hapitre 5 pourdes 
al
uls d'inje
teurs d'idéaux de Galois. Ce 
hapitre s'a
hève sur des 
omparaisons entemps entre eux mais aussi ave
 l'algorithme Strong_Generators de [3℄. Une implanta-tion de 
et algorithme est jointe en annexe (voir Annexe B).Le 
hapitre 5 porte sur un algorithme mixte de 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition.Nous y exploitons les informations galoisiennes et polynomiales obtenues au 
hapitre 3pour fournir à l'algorithme GaloisIdeal les deux entrées qui lui sont né
essaires : unidéal de Galois et l'un de ses inje
teurs. Au premier paragraphe de 
e 
hapitre, nous
onstruisons un idéal de Galois à partir des fa
teurs de rupture de 
e polyn�me. Pourdes raisons de lisibilité et a�n de permettre une généralisation, nous nous restreignons au
as de fa
torisation d'un polyn�me irrédu
tible sur l'un de ses 
orps de rupture tout enveillant à 
e que nos résultats soient su�samment généraux pour être étendus à d'autresextensions de 
orps. La prin
ipale di�
ulté est alors d'obtenir l'un des inje
teurs de 
etidéal 
e qui fait l'objet des paragraphes 5.2 et 5.3. Dans 
ertaines situations, seule uneliste d'ensembles de permutations dont l'un est un inje
teur de l'idéal est obtenue. Ladétermination de 
et inje
teur se fait alors par élimination en utilisant, en parti
ulier,les algorithmes du 
hapitre 4. Le paragraphe 5.4 utilise l'a
tion des groupes de Galoispossibles pour obtenir, sans 
al
ul, de nouvelles relations algébriques. La prin
ipale dif-�
ulté sera là aussi d'obtenir un inje
teur de l'idéal obtenu. Nous dé
rivons ensuite lesdi�érents outils dégagés pour élaborer un algorithme de 
al
ul de 
orps de dé
ompositionpour un degré donné. Ces outils sont alors mis en ÷uvre dans le dernier paragraphe pourle degré 8. Les temps de 
al
ul de l'algorithme obtenu sont ensuite 
omparés ave
 
eux



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONde l'algorithme pro
édant par fa
torisations su

essives exposé dans [3℄Au 
hapitre 6, nous 
ara
térisons les parties de Sn in
luses dans un inje
teur L de
I. Cette 
ara
térisation assure, en parti
ulier, qu'il est toujours possible de déterminerl'un des inje
teurs d'un idéal de Galois obtenu au 
hapitre 5. Lorsque L est un groupe,à partir de L et de I, nous montrons 
omment dé�nir un idéal de Galois I ′ 
ontenantstri
tement I d'inje
teur 
onnu. Dans 
ertaines situations, une base de Gröbner de l'idéal
I ′ peut être obtenu sans 
al
ul uniquement à partir de L et d'une base de Gröbner de I.Ce
i 
omplète et simpli�e l'étude faite au paragraphe 5.4.Le 
hapitre 7 porte sur le 
al
ul d'un idéal des relations d'un polyn�me rédu
tibleséparable f . À partir d'idéaux de Galois de 
es fa
teurs irrédu
tibles et d'inje
teurs de
es idéaux, nous montrons 
omment obtenir un idéal de Galois de f et un inje
teur de
et idéal. Le dernier paragraphe de 
e 
hapitre présente des exemples d'appli
ations de
e résultat pour le 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition d'un polyn�me.



Chapitre 2Idéaux de GaloisDans 
e 
hapitre, sont dé
rits les prin
ipaux objets mathématiques que nous sommesamenés à 
onsidérer dans nos algorithmes. La notion d'idéal de Galois, qui est la notion
entrale de 
e 
hapitre, est due à A. Valibouze (voir [61℄). Elle fournit un 
adre théoriqueen théorie de Galois e�e
tive.Un idéal de Galois d'un polyn�me dé
rit un ensemble de relations algébriques véri�éespar les ra
ines de 
e polyn�me. Un premier exemple d'idéal de Galois est l'idéal des rela-tions symétriques entre les ra
ines d'un polyn�me (voir [17℄). Un deuxième exemple estfourni par les idéaux des relations entre les ra
ines d'un polyn�me, lesquels permettentd'obtenir des 
orps de dé
omposition. Dans [59℄, T
hebotarev dé
rit une 
onstru
tionthéorique d'un 
orps de dé
omposition d'un polyn�me par fa
torisations su

essives enutilisant des résultats de Krone
ker (voir [34℄). Une telle 
onstru
tion est mathématique-ment équivalente à 
elle d'une suite 
roissante d'idéaux de Galois dont le dernier termeest un idéal des relations.A. Valibouze, dans [61℄, ratta
he à la notion d'idéal de Galois la notion géométriquede �xateur de 
et idéal : il s'agit de dé
rire la variété d'un idéal de Galois à l'aide d'unensemble de permutations. Dans 
e 
hapitre, nous allons prolonger 
ette notion en dé-�nissant 
elle, plus algébrique, d'inje
teur d'un idéal de Galois. Dans les 
hapitres 4, 5,6 et 7 ainsi que dans 
elui-
i, nous utiliserons 
ette notion pour dé
rire le treillis desidéaux de Galois d'un polyn�me, pour établir des pré
al
uls ainsi que pour exprimer la
omplexité de 
ertains algorithmes.Les dé�nitions et les résultats indépendants de la théorie de Galois e�e
tive, auxquelsnous ferons appel, sont introduits dans le premier paragraphe de 
e 
hapitre.Le paragraphe 2.2 est 
onsa
ré aux idéaux des relations symétriques ; il s'agit du 
as leplus simple d'idéaux de Galois.Au paragraphe 2.3, est dé�nie la notion d'idéal des relations entre les ra
ines d'un po-lyn�me. Nous ferons le lien entre 
e type d'idéal et la théorie de Galois 
lassique (
orps11



12 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISde dé
omposition et groupe de Galois). Nous nous intéresserons ensuite à l'a
tion dugroupe symétrique sur l'ensemble des idéaux des relations d'un polyn�me a�n d'é
lairerle rapport entre 
es idéaux.Le paragraphe 2.4 de 
e 
hapitre porte sur les idéaux de Galois. Nous y dé�nissons lanotion d'inje
teurs d'un idéal de Galois pour ensuite faire le lien entre inje
teur, variétéet groupe de dé
omposition. Nous établirons pour �nir une 
orrespondan
e entre idéauxde Galois et parties de Sn qui regroupe di�érents résultats de 
e 
hapitre.Cette synthèse provient de di�érents arti
les (voir [2℄, [7℄, [17℄, [59℄, [61℄) auxquelsont été adjoints de nouveaux résultats obtenus en 
ollaboration ave
 G. Renault et A.Valibouze (voir [46℄).



2.1. ANNEAUX DE POLYNÔMES - IDÉAUX 13Dans tout 
e 
hapitre, nous utiliserons les notations suivantes :� K désigne un 
orps parfait et K̄ une 
l�ture algébrique de K ;� K[x1, . . . , xn] est l'anneau des polyn�mes en les n variables algébriquement indé-pendantes x1, . . . , xn ;� X désigne le n-uplet (x1, . . . , xn) ;� le groupe symétrique de degré n est noté Sn.Toutes les extensions algébriques que nous serons amenés à 
onsidérer seront supposéesêtre 
ontenues dans K̄.2.1 Anneaux de polyn�mes - idéauxDans 
e paragraphe, nous abordons les bases de Gröbner d'idéaux polyn�miaux. Cesensembles de polyn�mes interviennent naturellement en théorie de Galois e�e
tive (parexemple, dans le 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition d'un polyn�me).2.1.1 Base de GröbnerDé�nition 2.1.1. Un mon�me en les n variables (ou indéterminées) x1, . . . , xn est unproduit xd1
1 . . . xdn

n où (d1 . . . , dn) ∈ Nn. Le mon�me xd1
1 . . . xdn

n est aussi noté Xd.L'ensemble des mon�mes muni de la multipli
ation est un monoide d'élément neutre
1 = x0

1 . . . x0
n.Un terme est le produit d'un mon�me par un élément non nul de K.Tout polyn�me est une somme �nie de termes.Dé�nitions 2.1.2. Un ordre admissible ≺ est un ordre total sur l'ensemble des mon�mesqui satisfait les axiomes :� 1 ≺ m1 ;� si m1, m2 et m3 sont trois mon�mes alors

m1 ≺ m2 ⇒ m1m3 ≺ m2m3 .Soit f un polyn�me non nul et ≺ un ordre admissible sur l'ensemble des mon�mes.Le mon�me initial de f , noté init(f), est le plus grand mon�me qui apparaît dans f.Pour n > 1, il existe plusieurs manières d'ordonner les mon�mes en x1, . . . , xn.Pour nos implantations d'algorithme, deux ordres admissibles parti
uliers vont nous êtreutiles. Le premier est l'ordre lexi
ographique : 
et ordre interviendra naturellement lorsde la détermination de bases de Gröbner d'idéaux de Galois. Le se
ond, plus adapté aux
al
uls, est l'ordre grevlex.



14 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISDé�nitions 2.1.3. L'ordre lexi
ographique induit par x1 < x2 < · · · < xn est dé�ni par :
xd1

1 . . . xdn

n ≺ x
d′1
1 . . . xd′n

n ssi il existe s ∈ [[1, n]] tel que 




dj = d′
j pour j < set

ds < d′
s .L'ordre grevlex (graded lexi
ographi
 order) est dé�ni par :

xd1
1 . . . xdn

n ≺ x
d′1
1 . . . xd′n

n ssi 




∑n
i=1 dj <

∑n
i=1 d′

jou, en 
as d'égalité,
∃s ∈ [[1, n]], dj = d′

j pour j < s et ds < d′
s .Donnons nous un ordre admissible ≺ sur K[x1, . . . , xn]. Un tel ordre permet de gé-néraliser l'algorithme de division eu
lidienne des polyn�mes en une variable aux 
as despolyn�mes en plusieurs variables. Des polyn�mes f1, . . . , fs et g de K[x1, . . . , xn] étantdonnés, il s'agit de 
al
uler des polyn�mes q1, . . . , qs et h tels que g = q1f1+· · ·+qsfs+h.Cette généralisation de l'algorithme de division eu
lidienne peut s'é
rire :Algorithme 2.1.4.Fon
tion NF (f1, . . . , fs, g) ;/* Entrées : . Les polyn�mes f1, . . . , fs et g ;Sortie : . des polyn�mes q1, . . . , qs et h tels que g = q1f1 + · · · + qsfs + h. */Pour i ∈ [[1, n]] Faire. qi = 0 ;Fin Pour ;

h = 0 ;Tant Que g 6= 0 Faire. E := {i ∈ [[1, n]] | init(fi) divise init(g)} ;. Si E 6= ∅ Alors. . i := Min(E) ;. . qi := qi + init(g)
init(fi)

;. . g := g − init(g)
init(fi)

fi ;. Sinon. . g := g − init(g) ;. . h := h + init(g) ;. Fin Si ;Fin Tant Que ;Retourner q1, . . . , qn, h ;Fin Fon
tion



2.1. ANNEAUX DE POLYNÔMES - IDÉAUX 15La suite des mon�mes initiaux de la variable g est stri
tement dé
roissante dans labou
le Tant Que. Lorsque le nombre de mon�mes inférieurs à un mon�me donné et su-périeurs à tous les mon�mes initiaux init(f1), . . . , init(fs) est �ni, la bou
le Tant Queest exé
utée un nombre �ni de fois et la terminaison de l'algorithme est assurée.Le problème fondamental de 
et algorithme est la non-uni
ité du reste obtenu : 
ereste dépend de l'ordre des polyn�mes f1, . . . , fs fournis en arguments. En e�et, 
onsidé-rons les polyn�mes g(x1, x2) = x2
1x2 + 1, f1(x1, x2) = x1 x2− x1 et f2(x1, x2) = x2

1− 1 de
K[x1, x2] et munissons l'anneau K[x1, x2] de l'ordre lexi
ographique ; l'appel NF(f1, f2, g)retourne le reste nul alors que l'appel NF(f2, f1, g) retourne le reste −x2 + 1. En parti
u-lier, si au
une autre 
ontrainte n'est imposée aux polyn�mes f1, . . . , fs, l'algorithme nepermet pas de tester l'appartennan
e d'un polyn�me g à l'idéal engendré par f1, . . . , fs.Les bases de Gröbner, dé�nies 
i-après, apportent une solution à 
e problème d'uni
ité.Dé�nition 2.1.5. Soient I un idéal non nul de l'anneauK[x1, . . . , xn] et B = {f1, . . . , fs}un ensemble de s polyn�mes non nuls de I.On appelle idéal initial de I l'idéal engendré par l'ensemble des mon�mes {init(f) |
f ∈ I}.L'ensemble B est une base de Gröbner de l'idéal I si l'idéal initial de I est engendrépar l'ensemble {init(f1), . . . , init(fn)}.Le théorème suivant, reformulé en termes de base de Gröbner, est dû à D. Hilbert.Théorème 2.1.6. (voir [8℄ ou [19℄) Tout idéal I non nul de K[x1, . . . , xn] admet unebase de Gröbner et est engendré par 
ette base.Le premier algorithme permettant le 
al
ul d'une base de Gröbner d'un idéal à partird'un système de générateurs de 
et idéal est dû à B. Bu
hberger (voir [13℄). De nom-breuses améliorations de 
et algorithme ont été réalisées (par exemple, voir [14℄ et [23℄).A
tuellement, la plus e�
a
e est l'algorithme F5 de Jean-Charles Faugère (voir [24℄).Théorème 2.1.7. (voir [8℄ ou [19℄) Soient I un idéal de K[X] et B = {f1, . . . , fs} unensemble de s polyn�mes de I.L'ensemble B est une base de Gröbner de I si et seulement si pour tout polyn�me g de
K[X], il existe un unique polyn�me h de K[X] tel que











g − h ∈ Iet
∀i ∈ [[1, n]], init(h) < init(fi).Le théorème 2.1.7 permet d'assurer l'uni
ité du reste h retourné par l'algorithme 2.1.4et permet, en parti
ulier, de tester l'appartenan
e d'un polyn�me à un idéal. Ce résultatjusti�e la dé�nition suivante.



16 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISDé�nition 2.1.8. Le polyn�me h de la proposition pré
édente s'appelle la forme nor-male de f modulo {f1, . . . , fs} et se note NF (f).Dé�nition 2.1.9. Une base de Gröbner {f1, . . . , fs} d'un idéal I est dite réduite si,pour tout i ∈ [[1, n]], fi est égal à sa forme normale modulo {f1, . . . , fs} \ {fi}.Proposition 2.1.10. (voir [8℄ ou [19℄) Pour un ordre admissible donné, un idéal de
K[x1, . . . , xn] admet une unique base de Gröbner réduite.2.1.2 Idéaux triangulairesIdéaux triangulaires et bases de GröbnerLes ensembles triangulaires de polyn�mes 
onstituent un domaine de re
her
he im-portant de par les appli
ations qu'ils o�rent (par exemple, voir [1℄, [7℄, [6℄, [48℄ et [64℄).Dans le 
adre parti
ulier des idéaux de Galois, une dé�nition moins générale des idéauxtriangulaires nous sera utile. Nous utiliserons les dé�nitions suivantes qui sont dues à D.Lazard.Dé�nition 2.1.11. (voir [39℄) Un idéal de K[X ] est dit triangulaire s'il est engendrépar un ensemble triangulaire de polyn�mes

{f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} ,tel que, pour tout i ∈ [[1, n]], il existe di ∈ N∗ tel que init(fi) = xdi

i .Un ensemble triangulaire est dit séparable si l'idéal qu'il engendre est radi
al.Proposition 2.1.12. Soit I un idéal triangulaire de K[X] engendré par un ensembletriangulaire séparable de polyn�mes
{f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} .L'ensemble {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} est une base de Gröbner de l'idéal Irelativement à l'ordre lexi
ographique.Démonstration. Soit f ∈ I. Il existe n polyn�mes q1, . . . , qn de K[X] tels que f =

∑n
i=1 qi fi. Le mon�me init(f) est don
 égal à init(qi fi) = init(qi) init(fi). Ainsi, toutmon�me de l'ensemble {init(f) | f ∈ I} appartient à l'idéal engendré par l'ensemble

{f1, . . . , fn}. La proposition dé
oule alors de la dé�nition d'une base de Gröbner.Le 
al
ul d'une forme normale modulo un ensemble triangulaire
{f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)}



2.1. ANNEAUX DE POLYNÔMES - IDÉAUX 17relativement à l'ordre lexi
ographique peut se réaliser à l'aide de pseudo-divisions eu
li-diennes. Un polyn�me P de K[x1, . . . , xn] étant donnés, la pseudo-division eu
lidiennede P par fi relativement à la variable xi 
onsiste à e�e
tuer la division eu
lidienne de
P par fi 
onsidérés 
omme polyn�mes à 
oe�
ients dans K[x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn]en la variable xi. La forme normale de P modulo {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)}s'obtient alors en e�e
tuant les pseudo-divisions eu
lidiennesProposition 2.1.13. Soit P ∈ K[x1, . . . , xn]. Notons (ri)i∈{1,...,n} la suite de K[x1, . . . , xn]dé�nie indu
tivement 
omme suit : rn = P et , pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1}, ri−1 est lereste de la pseudo-division eu
lidienne de ri par fi relativement à la variable xi.Le polyn�me r1 est la forme normale de P modulo I.En parti
ulier, nous avons l'équivalen
e :

(P ∈ I) ssi (r1 = 0).L'algorithme 2.1.4, appliqué à l'ensemble triangulaire {f1, f2, . . . , fn} et dans lequella fon
tion auxiliaire init retourne le mon�me initial d'un polyn�me pour l'ordre lexi
o-graphique, 
orrespond à une implantation de 
ette proposition.Variété d'un idéal triangulaireNotations 2.1.14. Soit I un idéal de K[X]. La K-variété asso
iée à l'idéal I est notée
V (I) :

V (I) = {α ∈ K̄n | ∀g ∈ I, g(α) = 0} .Dé�nition 2.1.15. Un idéal I de K[X] est dit de dimension nulle si V (I) est un ensemble�ni.Un idéal de dimension nulle n'est pas né
essairement triangulaire mais peut toujourss'é
rire 
omme interse
tion d'idéaux triangulaires (voir [48℄ et [39℄).Dé�nition 2.1.16. Soit V une partie de K̄n. Notons πi la proje
tion de K̄n sur K̄i quia tout n-uplet asso
ie ses i premières 
oordonnées et Vi la proje
tion πi(V ).La partie V est dite équiproje
table si, pour tout i ∈ [[1, n]] et tout β ∈ Vi, le 
ar-dinal ci = Card(π−1
i (β)) ne dépend que de i. Ce
i revient à dire que le nombre ci deprolongements d'un i-uplet β ∈ Vi en un élément de V ne dépend que de i.Pour tout i ∈ [[1, n]], nous noterons di l'entier ci+1 /ci. l'entier di 
orrespond au nombrede prolongements de tout élément de Vi en un élément de Vi+1.Le théorème suivant, dû à P. Aubry et A. Valibouze, 
ara
térise les idéaux trian-gulaires de dimension nulle. Il montre que la liste des degrés (degx1

(f1), . . . , degxn
(fn))d'une base de Gröbner d'un idéal triangulaire I ne dépend que de la variété de 
et idéal.Ce théorème justi�e la dé�nition 2.1.18.



18 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISThéorème 2.1.17. (voir [7℄) Soit V une K-variété de dimension nulle de K̄n. Les
onditions suivantes sont équivalentes :1. il existe un ensemble triangulaire séparable {f1, f2, . . . , fn} de K[X] tel que V =
V (〈f1, f2, . . . , fn〉) ;2. V est équiproje
table.De plus, lorsque 
es 
onditions sont réalisées, nous avons, ave
 les notations pré
édentes,

∀i ∈ [[1, n]], di = degxi
(fi).Ce théorème permet de poser la dé�nition suivante.Dé�nition 2.1.18. Soit I un idéal triangulaire de dimension nulle. Le n-uplet L(I)dé�ni par

L(I) = (degx1
(f1), . . . , degxn

(fn))est appelé liste des degrés initiaux de I. Nous noterons degxi
(I) le ie élément de la liste

L(I).Le théorème 2.1.17 a pour 
orollaire immédiat.Corollaire 2.1.19. Soit I un idéal triangulaire. Nous avons,
Card(V (I)) =

n
∏

i=1

degxi
(I). (2.1.1)Le 
ardinal de la variété d'un idéal engendré par un ensemble triangulaire séparablede polyn�mes s'obtient don
 par une simple le
ture des degrés des mon�mes initiaux de
es générateurs.2.1.3 A
tion de Sn sur les idéauxDans toute la suite, nous allons 
onsidérer l'a
tion naturelle du groupe symétrique

Sn sur l'algèbre K[X] :
Sn ×K[x1, x2, . . . , xn] −−−→ K[x1, x2, . . . , xn]

(σ, P (x1, . . . , xn)) −−−→ σ.P = P (xσ(1), . . . , xσ(n)) .Toute permutation σ ∈ Sn dé�nit ainsi un automorphisme d'algèbre de K[X]. Enparti
ulier, nous avons la propriété immédiate suivante.Proposition 2.1.20. L'automorphisme induit par σ ∈ Sn sur K[x1, . . . , xn] 
onservela radi
alité (respe
tivement, la maximalité) des idéaux de K[X].



2.1. ANNEAUX DE POLYNÔMES - IDÉAUX 19Dé�nition 2.1.21. (voir [12, Dé�nition 2, page 36℄) Soit I un idéal de K[X]. Le groupede dé
omposition de l'idéal I, noté Dec(I), est le stabilisateur de I sous l'a
tion de Sn ;
'est à dire l'ensemble des permutations de Sn laissant globalement invariant 
et idéal :
Dec(I) = {σ ∈ Sn | σ.I = I}.Le groupe de dé
omposition d'un idéal I peut être 
al
ulé à partir d'une base deGröbner de I (le 
al
ul de 
e groupe dans le 
as d'un idéal triangulaire est l'objet du
hapitre 4). Le théorème 2.3.7 montre que le groupe de dé
omposition d'un idéal desrelations d'un polyn�me (voir Dé�nition 2.3.1) est une représentation symétrique degroupe de Galois de 
e polyn�me.Notations 2.1.22. Dans toute la suite, les notations suivantes sont utilisées.� Pour toute permutation σ ∈ Sn et tout sous-groupe G de Sn, le 
onjugué σGσ−1de G est noté Gσ.� Soit E un ensemble. Le groupe Sn agit sur l'ensemble des n-uplets d'éléments de

E en posant, pour tout σ ∈ Sn et tout (e1, e2, . . . , en) ∈ En,
σ.(e1, e2, . . . , en) = (eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) .Remarque 2.1.23. L'a
tion de Sn sur les n-uplets d'éléments de E est une a
tion à droite.En e�et, si σ1 et σ2 deux permutations de Sn et (e1, e2, . . . , en) ∈ En, nous avons l'égalité

σ1. (σ2.(e1, e2, . . . , en)) = (σ2σ1)(e1, e2, . . . , en) .L'usage en théorie de Galois e�e
tive est de noter 
ette a
tion à gau
he.Proposition 2.1.24. Pour tout idéal I de K[X] et toute permutation σ ∈ Sn, nousavons les égalités :1. Dec(σ.I) = Dec(I)σ ;2. V (σ.I) = σ−1.V (I) = {(ασ(1), . . . , ασ(n)) | (α1, α2, . . . , αn) ∈ V (I)}.Démonstration. La première assertion provient de la suite d'égalité
Dec(σ.I) = {τ ∈ Sn | (τσ).I = σ.I} = {τ ∈ Sn | σ

−1τσ ∈ Dec(I)} = Dec(I)σ .La se
onde assertion provient des égalités su

essives :
V (σ.I) = {β ∈ K̄n | ∀h ∈ I, (σh)(β) = 0}

= {β ∈ K̄n | ∀h ∈ I, h(σ.β) = 0}

= {σ.α ∈ K̄n | ∀h ∈ I, h(α) = 0}

= σ.V (I).



20 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISLa dé�nition 
i-dessous, de l'inje
teur d'un idéal dans un autre, prolonge 
elle du�xateur d'un idéal dé�nie dans [61℄. Dans le paragraphe 2.4 et les 
hapitres 4, 5, 6 et 7,nous verrons que 
ette notion fournit un 
adre théorique adapté aux idéaux de Galois :elle permet d'interpréter des 
al
uls, de déterminer la 
omplexité de 
ertains algorithmesmais aussi d'e�e
tuer des pré
al
uls.Dé�nition 2.1.25. Soient I et J deux idéaux de K[X]. L'inje
teur de I dans J estl'ensemble des permutations de Sn dé�ni par :
Inj(I, J) = {σ ∈ Sn | σ.I ⊂ J} .Proposition 2.1.26. (Voir [61℄) Si I est un idéal de K[X ] alors

Dec(I) = Inj(I, I) .Démonstration. Par dé�nition de Dec(I) et de Inj(I, I), nous avons l'in
lusion Dec(I) ⊂
Inj(I, I).Montrons l'in
lusion ré
iproque. L'ensemble Inj(I, I) est un groupe puisque 
e sous-ensemble de Sn est stable pour le produit. Soit σ ∈ Inj(I, I). Nous avons σ−1 ∈ Inj(I, I)et don
 simultanément les in
lusions σ.I ⊂ I et σ−1.I ⊂ I, d'où l'égalité σ.I = I. Ainsi,nous avons Inj(I, I) ⊂ Dec(I).Le groupe de dé
omposition d'un idéal I est don
 le stabilisateur de 
et idéal pourl'a
tion naturelle de Sn sur K[X]. Dans [61℄, les groupes de dé
omposition des idéauxintervenants dans les 
al
uls de 
orps de dé
omposition sont su�sants pour dé
rire lavariété d'un idéal de Galois ; d'où le terme de �xateur dé�ni dans 
et arti
le.2.2 Idéal des relations symétriques d'un polyn�meDans toute la suite de 
e 
hapitre, f désigne un polyn�me de degré n à 
oe�
ientsdans K. Quitte à diviser f par le 
oe�
ient de son mon�me en xn, nous supposerons lepolyn�me f unitaire :

f(x) = xn +

n
∑

i=1

(−1)iai x
n−i .Les n ra
ines de f dans la 
l�ture algébrique K̄ de K seront notées α1, . . . , αn.Dé�nition 2.2.1. Pour tout j ∈ [[1, n]], la jème fon
tion symétrique élémentaire sj enles n indéterminées x1, . . . , xn est le polyn�me de K[X] dé�ni par :

sj(X) =
∑

1≤i1<i2<···<ij≤n

xi1 · · ·xij .



2.2. IDÉAL DES RELATIONS SYMÉTRIQUES D'UN POLYNÔME 21Les ra
ines de f véri�ent les relations de Newton :
∀j ∈ [[1, n]], sj(α1, . . . , αn) = aj . (2.2.1)Nous sommes alors amenés à poser la dé�nition suivante :Dé�nition 2.2.2. L'idéal de K[X] engendré par les n polyn�mes

s1(X)− a1, s2(X)− a2, . . . , sn(X)− anest appelé l'idéal des relations symétriques de f .L'idéal de relations symétriques de f est stable sous l'a
tion de Sn.Exemple 2.2.3. Considérons le polyn�me f de Q[X] dé�ni par :
f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1 .L'idéal des relations symétriques de f est engendré par les 6 polyn�mes :
s1 + 3, s2 − 2, s3 − 9, s4 − 1, s5 + 4, s6 + 1Dé�nitions 2.2.4. (voir [2℄) Les fon
tions interpolaires d'Ampère de f sont les poly-n�mes de K[X] dé�nis indu
tivement par f1(x) = f(x) et, pour tout i ∈ [[1, n]],

fi(x1, . . . , xi−1, x) =
fi−1(x1, . . . , xi−2 , x)− fi−1(x1, . . . , xi−2 , xi−1)

x− xi−1
.Pour tout i ∈ [[1, n]], le ième module de Cau
hy de f est le polyn�me fi(x1, . . . , xi−1, xi).La proposition suivante est une reformulation modernisée d'un résultat dû à Cau
hy.Proposition 2.2.5. (voir [17℄ et [59℄) L'idéal des relations symétriques de f est engendrépar les n modules de Cau
hy de f .Remarquons que, d'après la proposition 2.1.12, l'ensemble triangulaire des n mo-dules de Cau
hy de f forme une base de Gröbner de l'idéal des relations symétriquesrelativement à l'ordre lexi
ographique.Exemple 2.2.6. Reprenons l'exemple 2.2.3. D'après la proposition pré
édente, l'idéal desrelations symétriques du polyn�me f est engendré par l'ensemble triangulaire de poly-



22 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISn�mes :
f1(x1) = x6

1 − 3x5

1 − 2x4

1 + 9x3

1 − x2

1 − 4x1 + 1 ,

f2(x1, x2) = x5

2
+ x4

2
x1 − 3x4

2
+ x3

2
x2

1
− 3x3

2
x1 − 2x3

2
+ x2

2
x3

1
− 3x2

2
x2

1
− 2x2

2
x1 + 9x2

2

+x2x
4

1 − 3x2x
3

1 − 2x2x
2

1 + 9x2x1 − x2 + x5

1 − 3x4

1 − 2x3

1 + 9x2

1 − x1 − 4 ,

f3(x1, x2, x3) = x4

3
+ x3

3
x2 + x3

3
x1 − 3x3

3
+ x2

3
x2

2
+ x2

3
x2x1 − 3x2

3
x2 + x2

3
x2

1
− 3x2

3
x1 − 2x2

3

+x3x
3

2 + x3x
2

2x1 − 3x3x
2

2 + x3x2x
2

1 − 3x3x2x1 − 2x3x2 + x3x
3

1 − 3x3x
2

1

−2x3x1 + 9x3 + x4

2
+ x3

2
x1 − 3x3

2
+ x2

2
x2

1
− 3x2

2
x1 − 2x2

2
+ x2x

3

1
− 3x2x

2

1

−2x2x1 + 9x2 + x4

1 − 3x3

1 − 2x2

1 + 9x1 − 1 ,

f4(x1, . . . , x4) = x3

4
+ x2

4
x3 + x2

4
x2 + x2

4
x1 − 3x2

4
+ x4x

2

3
+ x4x3x2 + x4x3x1 − 3x4x3

+x4x
2

2 + x4x2x1 − 3x4x2 + x4x
2

1 − 3x4x1 − 2x4 + x3

3 + x2

3x2 + x2

3x1

−3x2

3
+ x3x

2

2
+ x3x2x1 − 3x3x2 + x3x

2

1
− 3x3x1 − 2x3 + x3

2
+ x2

2
x1

−3x2

2 + x2x
2

1 − 3x2x1 − 2x2 + x3

1 − 3x2

1 − 2x1 + 9 ,

f5(x1, . . . , x5) = x2

5
+ x5x4 + x5x3 + x5x2 + x5x1 − 3x5 + x2

4
+ x4x3 + x4x2 + x4x1

−3x4 + x2

3
+ x3x2 + x3x1 − 3x3 + x2

2
+ x2x1 − 3x2 + x2

1
− 3x1 − 2 ,

f6(x1, . . . , x6) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x1 − 3 .Dé�nition 2.2.7. Soient r ∈ N et s ∈ [[1, n]]. La rième fon
tion symétrique 
omplète,notée hr(x1, . . . , xr), est la somme des mon�mes de degré total r en x1, . . . , xr. Pour
r = 0, nous posons h0(x1, . . . , xr) = 1.La dé�nition 2.2.4 permet de 
al
uler ré
ursivement les modules de Cau
hy de f . Lethéorème 2.2.8 donne une formule 
lose qui permet de les obtenir sans 
al
ul.Théorème 2.2.8. (Ma
hì-Valibouze)(voir [7℄) Posons a0 = 1. Pour tout i ∈ [[1, n]], lemodule de Cau
hy fi(xi) de f s'é
rit :

fi(xi) =

i
∑

r=1

hr(xi, . . . , xn)ai−r .2.3 Idéaux des relations entre les ra
ines d'un poly-n�me2.3.1 Idéaux des relations et groupe de GaloisNous supposerons désormais le polyn�me f séparable (i.e. sans ra
ine multiple).Dé�nition 2.3.1. Un idéal I est un idéal des relations entre les ra
ines de f , ou plussimplement un idéal des relations de f , si I est un idéal maximal de K[X] 
ontenantl'idéal des relations symétriques de f .



2.3. IDÉAUX DES RELATIONS ENTRE LES RACINES D'UN POLYNÔME 23Exemple 2.3.2. Considérons le polyn�me f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1des exemples 2.2.3 et 2.2.6. Les résultats du 
hapitre 5 permettent d'obtenir une basede Gröbner réduite pour l'ordre lexi
ographique de l'un des idéaux des relations I de f .Cette base de Gröbner est 
onstituée des polyn�mes de Q[x1, . . . , x6] :
x6

1 − 3x5
1 − 2x4

1 + 9x3
1 − x2

1 − 4x1 + 1 ,
x2 + x1 − 1 ,
x4

3 − 2x3
3 + x2

3x
2
1 − x2

3x1 − 4x2
3 − x3x

2
1 + x3x1 + 5x3 + x4

1 − 2x3
1 − 4x2

1 + 5x1 + 4 ,
x4 + x3 − 1 ,
x2

5 − x5 + x2
3 − x3 + x2

1 − x1 − 5 ,
x6 + x5 − 1 .Exemple 2.3.3. Soit f le polyn�me de Q[x] dé�ni par f(x) = x8 − x4 − 1. Les résultatsdu 
hapitre 5 permettent d'obtenir une base de Gröbner de l'un des idéaux des relationsde f . Celle-
i est formée des 8 polyn�mes de Q[x1, . . . , x8] :
x8

1 − x4
1 − 1 ,

x2 + x1 ,
x2

3 + x2
1 ,

x4 + x3 ,
x2

5 − x3x
5
1 + x3x1 ,

x6 + x5 ,
x7 + x5x3x

7
1 − x5x3x

3
1 ,

x8 − x5x3x
7
1 + x5x3x

3
1 .Proposition 2.3.4. Soit I un idéal de K[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes :1. I est un idéal des relations de f ;2. il existe un n-uplet α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n des ra
ines de f tel que I soit le noyaude l'homomorphisme d'évaluation :
K[x1, x2, . . . , xn] −−−→ K(α1, . . . , αn)

P (x1, . . . , xn) −−−→ P (α1, . . . , αn) .Démonstration. Montrons (1) =⇒ (2). Le quotient K[X]/I est un 
orps puisque I estmaximal. Par ailleurs, puisque I 
ontient l'idéal des relations symétriques de f , les 
lasses
α1, . . . , αn de x1, . . . , xn modulo I véri�ent les relations de Newton (Égalités (2.2.1)) etsont don
 n ra
ines de f .Montrons (2) =⇒ (1). Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n un n-uplet des ra
ines de f .L'homomorphisme de l'assertion (2) est surje
tif. Le noyau de 
et épimorphisme est don
un idéal maximal de K[x1, x2, . . . , xn]. Par ailleurs, les relations de Newton étant véri�éespar α, l'idéal des relations symétriques appartient au noyau de 
et épimorphisme.Nous sommes alors amenés à poser la dé�nition suivante.



24 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISDé�nition 2.3.5. Soit α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n un n-uplet des ra
ines de f . L'idéal des
α-relations, noté Mα, est dé�ni par :

Mα = {R ∈ K[X] | R(α) = 0} .L'idéal Mα dépend de la numérotation α = (α1, . . . , αn) des ra
ines de f : si lesra
ines de f sont réordonnées en un autre n-uplet α′, l'idéal Mα′ peut être distin
t de
Mα (Voir Exemple 2.3.11).Dé�nition 2.3.6. Le groupe de Galois de α sur K, noté GalK(α), est le groupe dedé
omposition de l'idéal des α-relations :

GalK(α) = Dec(Mα) (= {σ ∈ Sn | σ.Mα ⊂Mα}) .Cette terminologie se justi�e par le fait que le groupe Dec(Mα) est l'une des re-présentations dans Sn du groupe de Galois de f sur K 
omme le montre le théorèmesuivant.Théorème 2.3.7. Soit I un idéal des relations d'un polyn�me séparable f . Alors,1. le quotient K[X]/I est un 
orps de dé
omposition de f ;2. le groupe de dé
omposition de I est un groupe de Galois de f sur K.Démonstration. L'assertion (1) provient de la proposition 2.3.4 (rappelons que les ra
ines
α1, . . . , αn de f dans K[X]/I sont les 
lasses des mon�mes x1, . . . , xn modulo I).Montrons (2). Notons φ l'appli
ation qui, par passage au quotient, asso
ie à toutepermutation σ du groupe de dé
omposition, identi�ée à l'automorphisme quelle induit,asso
ie l'automorphisme σ̄ de GalK(K[X]/I).Montrons que 
ette appli
ation est inje
tive. Soient σ1 et σ2 deux permutations de
Dec(I) telles que σ̄1 = σ̄2. Pour tout i ∈ [[1, n]], il vient alors σ̄1(αi) − σ̄2(αi) = 0, 
equi s'é
rit, 
ompte-tenu de la dé�nition de l'appli
ation φ, σ1(xi) − σ2(xi) ∈ I. Ainsi,nous avons, pour tout i ∈ [[1, n]], xσ1(i) − xσ2(i) ∈ I. Les mon�mes x1, . . . , xn étant tousdistin
ts modulo I, les permutations σ1 et σ2 sont égales.Montrons la surje
tivité de φ. Soit g ∈ GalK(K[X]/I), l'automorphisme g induit unepermutation τ ∈ Sn sur les α1, . . . , αn. Puisque I est un idéal maximal, il en est de mêmede l'idéal τ(I). Pour 
on
lure, il su�t de montrer que nous avons l'in
lusion τ(I) ⊆ I,
ar, d'après la proposition 2.1.26, nous aurons alors τ.I = I.Raisonnons par l'absurde en supposant que nous ayons τ(I) * I. Par maximalité,nous avons alors I +τ(I) = K[X]. Il existerait alors deux polyn�mes P et Q de I tels que
P + τ.Q = 1. Cette dernière égalité évaluée en (α1, . . . , αn) donne alors su

essivement :

1 = P (α1, . . . , αn) + τ.Q(α1, . . . , αn)

= 0 + Q(τ̄ (α1), . . . , τ̄(αn)), par dé�nition de τ̄ ,
= τ̄ (Q(α1, . . . , αn)), 
ar τ̄ dé�nit un automorphisme d'algèbre,
= τ̄ (0), 
ar Q ∈ I,
= 0, 
ar τ ∈ GalK(K[X]/I), .



2.3. IDÉAUX DES RELATIONS ENTRE LES RACINES D'UN POLYNÔME 25Ce qui est absurde. L'appli
ation φ est don
 surje
tive.Exemple 2.3.8. Poursuivons l'exemple 2.3.2. Le groupe de dé
omposition de l'idéal desrelations I est le sous-groupe de S6 engendré par les permutations
(6, 5), (4, 3), (6, 4)(5, 3), (2, 1) et (4, 2)(3, 1).D'après le théorème 2.3.7, 
e groupe est l'une des représentations symétriques dans S6du groupe de Galois du polyn�me f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1.Remarque 2.3.9. Dans [34℄, L. Krone
ker 
onstruit un 
orps de dé
omposition d'un po-lyn�me par fa
torisations su

essives (voir [22℄ pour reformulation modernisée de la dé-mar
he de Krone
ker). Cette 
onstru
tion aboutit à un idéal des relations du polyn�me.2.3.2 A
tion de Sn sur les idéaux de relationsD'après le théorème pré
édent, la donnée d'un idéal des relations de f permet de dé-�nir un 
orps de dé
omposition de f . Pour déterminer l'ensemble des idéaux de relationsde f , il est su�sant de pré
iser l'a
tion de Sn sur l'ensemble des idéaux de relations de f .En e�et, 
et ensemble d'idéaux ne forme qu'une seule orbite sous l'a
tion de Sn 
ommele montre la proposition suivante.Proposition 2.3.10. Le groupe Sn agit transitivement sur l'ensemble des idéaux derelations de f . De plus, en notant Mα un idéal des relations de f , nous avons, pour tout

σ ∈ Sn :
σ.Mα = Mσ−1.α ; (2.3.1)
Dec(σ.Mα) = GalK(α)σ (= GalK(σ.α)) . (2.3.2)Démonstration. Soient I et I ′ deux idéaux de relations de f . Montrons qu'il existe unepermutation τ ∈ Sn telle que τ.I = I ′. Notons τ̄ le K-isomorphisme de K[X]/I =

K(α1, . . . , αn) sur K[X]/I ′ = K(α′
1, . . . , α

′
n) :

K[x1, . . . , xn] −−−→ K[X]/I = K(α1, . . . , αn)




y

τ





y

τ̄

K[x1, . . . , xn] −−−→ K[X]/I ′ = K(α′
1, . . . , α

′
n) .L'appli
ation τ̄ étant un K-isomorphisme, les images τ̄(α1), . . . , τ̄ (αn) sont les nra
ines distin
tes de f dans K[X]/I ′ = K(α′

1, . . . , α
′
n). Il existe don
 une unique permu-tation τ ∈ Sn tel que

∀i ∈ [[1, n]], τ̄ (ατ(i)) = α′
i .



26 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISSoit P ∈ I ′. Par dé�nition de I ′, nous avons P (α′
1, . . . , α

′
n) = 0 ; 
e qui s'é
rit en
ore

P (τ̄(ατ(1)), . . . , τ̄(ατ(n))) = 0 .L'appli
ation τ̄ étant un K-isomorphisme, nous obtenons,
τ̄ (P (ατ(1), . . . , ατ(n))) = 0 , puis,

P (ατ(1), . . . , ατ(n)) = 0 .Cette dernière égalité montre que τ.P (α1, . . . , αn) = 0. Il vient alors τ.P ∈ I, puisl'in
lusion τ.I ′ ⊂ I. L'idéal I ′ étant maximal, il s'en suit l'égalité τ.I = I ′.L'égalité (2.3.1) provient dire
tement de la dé�nition de Mα et l'égalité (2.3.2) estune 
onséquen
e de la proposition 2.1.24.Exemple 2.3.11. Poursuivons l'exemple 2.3.2. Notons σ la transposition (2, 3) du groupesymétrique S6. La base de Gröbner réduite pour l'ordre lexi
ographique de l'idéal σ.Iest :
x6

1 − 3x5
1 − 2x4

1 + 9x3
1 − x2

1 − 4x1 + 1,
x4

2 − 2x3
2 + x2

2x
2
1 − x2

2x1 − 4x2
2 − x2x

2
1 + x2x1 + 5x2 + x4

1 − 2x3
1 − 4x2

1 + 5x1 + 4,
x3 + x1 − 1,
x4 + x2 − 1,
x2

5 − x5 + x2
2 − x2 + x2

1 − x1 − 5,
x6 + x5 − 1 .Les bases de Gröbner réduites des idéaux I et σ.I étant di�érentes, 
es idéaux sont don
deux idéaux de relations distin
ts du polyn�me

f(x) = x6 − 3x5 − 2x4 + 9x3 − x2 − 4x + 1 .Une 
onséquen
e immédiate de la proposition 2.3.10 est le résultat suivant.Proposition 2.3.12. Il existe n!/ Card(GalK(f)) idéaux de relations de f .Démonstration. Reprenons les notations de la proposition pré
édente. Le stabilisateurpour l'a
tion de Sn sur l'ensemble des idéaux des relations de l'idéal Mα est le groupe
GalK(α). Le groupe Sn agissant transitivement sur l'ensemble des idéaux des rela-tions de f , la formule de Lagrange montre que le nombre de 
es idéaux est égal à
n!/ Card(GalK(α)). Le théorème 2.3.7 prouve alors le résultat.Il existe don
 n!/ Card(GalK(f)) représentations du 
orps de dé
omposition de f sousforme d'algèbre quotient de K[X] par un idéal des relations de 
e polyn�me.



2.4. IDÉAUX DE GALOIS D'UN POLYNÔME 272.4 Idéaux de Galois d'un polyn�me2.4.1 Dé�nition et premières propriétésDé�nition 2.4.1. Un idéal de Galois de f est un idéal propre de K[X] 
ontenant l'idéaldes relations symétriques de f .Exemple 2.4.2. Un des idéaux de Galois du polyn�me f(x) = x8 − x4 − 1 de l'exemple2.3.3 est engendré par les polyn�mes :
x8

1 − x4
1 − 1 ,

x2 + x1 ,
x2

3 + x2
1 ,

x4 + x3 ,
x4

5 + x4
1 − 1 ,

x3
6 + x2

6x5 + x6x
2
5 + x3

5 ,
x2

7 + x7x6 + x7x5 + x2
6 + x6x5 + x2

5 ,
x8 + x7 + x6 + x5 .(Il s'agit de l'idéal induit de l'idéal de rupture du polyn�me f ; 
e type d'idéal de Galoisest dé�ni au 
hapitre 5.)Tout idéal de Galois véri�e le 
ritère de radi
alité de Seidenberg 
i-dessous.Théorème 2.4.3. (voir [8℄) Soit I un idéal de K[X] de dimension nulle. Supposonsque, pour tout i ∈ [[1, n]], il existe un polyn�me séparable gi ∈ K[xi] tel que gi(xi) ∈ I .Alors, l'idéal I s'é
rit 
omme interse
tion d'un nombre �ni d'idéaux premiers et est, enparti
ulier, radi
al.Corollaire 2.4.4. Soient K1, K2 deux extensions algébriques de K telles que K1 ⊂ K2.Si I (resp. J) est un idéal de Galois de K1[x1, . . . , xn] (resp. K2[x1, . . . , xn]) alors lesdeux idéaux suivants sont des idéaux de Galois :1. L'idéal de K2[x1, . . . , xn] engendré par I. Cet idéal est obtenu par extension dess
alaires et s'exprime sous la forme du produit tensoriel K2 ⊗K1 I.2. L'idéal K1[x1, . . . , xn] ∩ J tra
e de J dans K1[x1, . . . , xn].Inje
teurs et variété d'un idéal de GaloisLa proposition suivante é
laire le lien entre variété 
orrespondante à un idéal deGalois et la notion d'inje
teur (voir Dé�nition 2.1.25).



28 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISProposition 2.4.5. (voir [61℄) Si I est un idéal de Galois de f et Mα l'idéal des α-relations de f , alors
V (I) = Inj(I, Mα).α (2.4.1)et, 
omme le polyn�me f est séparable,

Card(Inj(I, Mα)) = Card(V (I)). (2.4.2)Reprenons les notations de la proposition pré
édente. Dans [61℄, A. Valibouze s'inté-resse à l'ensemble des parties P de Sn telles que
I = {R ∈ K[X] | ∀σ ∈ P, (σ.R)(α) = 0} .Cet ensemble admet un plus grand élément L et la variété de l'idéal I est alors donnéepar l'égalité V (I) = L.α (voir Dé�nition 1.13 et Proposition 3.17 de [61℄). La notiond'inje
teur est plus adaptée à l'étude du treillis des idéaux de Galois et aux résultats quis'y ratta
hent.Remarque 2.4.6. L'identité (2.4.1) fait apparaître que l'idéal I est entièrement déterminépar un n-uplet de K sur lequel il s'annule et par son inje
teur relatif à 
e n-uplet. Ainsi,l'inje
teur Inj(I, Mα) est de nature géométrique. En e�et, pour toute extension algébrique

K ′ de K, nous avons :
Inj(I, α) = Inj(K ′ ⊗K I, Mα) . (2.4.3)Notations 2.4.7. Pour tout P1 ⊂ Sn et tout P2 ⊂ Sn, nous notons P1 P2 la partie de

Sn dé�nie par :
P1 P2 = { π1 π2 | π1 ∈ P1, π2 ∈ P2 } .Dé�nition 2.4.8. Nous appellerons inje
teur de I tout inje
teur de I dans l'un desidéaux maximaux qui le 
ontient.Proposition 2.4.9. Si I est un idéal de Galois de f et L = Inj(I, Mα) l'inje
teur de Idans l'idéal Mα des α-relations de f alors1. L'ensemble des idéaux de relations de f 
ontenant I est {Mσ.α | σ ∈ L} ;2. Si σ ∈ Sn alors l'inje
teur Inj(I, Mσ.α) s'é
rit

Inj(I, Mσ.α) = σ−1L. (2.4.4)En parti
ulier, l'ensemble des inje
teurs de I est {σ−1L | σ ∈ L}.Démonstration. Assertion 1. D'après le théorème 2.3.7, tout idéal des relations de fs'é
rit Mβ où β ∈ Sn.α. De plus, si I ⊂Mβ alors V (I) ⊂Mβ . D'après la proposition 2.4.5,il existe ℓ ∈ L tel que β = ℓ.α. Ainsi, tout idéal des relations 
ontenant I appartient à
{Mσ.α | σ ∈ L}. Ré
iproquement, si σ ∈ L, nous avons σ.α ∈ V (I) puis I ⊂Mα.



2.4. IDÉAUX DE GALOIS D'UN POLYNÔME 29Assertion 2. Par dé�nition de l'inje
teur, il vient :
Inj(I, Mσ.α) = Inj(I, σ.Mα)

= {τ ∈ Sn | τ.I ⊂ σ.Mα}

= {τ ∈ Sn | σ
−1τ.I ⊂Mα}

= σ{ρ ∈ Sn | ρ.I ⊂ Mα} = σ Inj(I, Mα) .A
tion de Sn sur les idéaux de GaloisLa proposition suivante pré
ise l'a
tion du groupe symétrique Sn sur l'ensemble desidéaux de Galois de f .Proposition 2.4.10. L'ensemble des idéaux de Galois de f est stable sous l'a
tion dugroupe symétrique Sn. De plus, si σ désigne une permutation de Sn, nous avons :
Inj(σ.I, Mα) = Inj(I, Mα)σ−1; (2.4.5)
V (σ.I) = Inj(I, Mα)σ−1. α . (2.4.6)Démonstration. L'égalité (2.4.5) est une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition d'uninje
teur. L'égalité (2.4.6) se déduit de l'expression de la variété donnée par l'égalité(2.4.1).Une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition du groupe de dé
omposition et des in-je
teurs d'un idéal de Galois est la proposition suivante :Proposition 2.4.11. Si I est un idéal de Galois de f et Mα l'idéal des α-relations de

f , alors
Inj(I, Mα) Dec(I) = Inj(I, Mα) .Idéaux de Galois pursLa proposition suivante é
laire le 
as des idéaux de Galois d'unique inje
teur le groupede dé
omposition.Proposition 2.4.12. (voir [61℄) Si I est un idéal de Galois de f et Mα l'idéal des

α-relations de f alors les 
onditions suivantes sont équivalentes :1. Inj(I, Mα) est un groupe ;2. Inj(I, Mα) = Dec(I) ;3. Card(Dec(I)) =
∏n

i=1 degxi
(I) ;4. GalK(α) ⊆ Dec(I).



30 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISSi l'une de 
es assertions est véri�ée, l'idéal I n'admet qu'un seul inje
teur : le groupe
Dec(I). Nous parlerons alors de l'inje
teur de I.Dé�nition 2.4.13. Un idéal de Galois pur est un idéal de Galois véri�ant l'une des
onditions équivalentes de la proposition 2.4.12.Tout idéal des relations symétriques d'un polyn�me ainsi que tout idéal des relationsentre les ra
ines d'un polyn�me admet pour unique inje
teur son groupe de dé
omposi-tion : 
e sont des idéaux de Galois purs.2.4.2 Correspondan
e entre idéaux de Galois et parties de SnTriangularité des idéaux de GaloisL'égalité (2.4.1) met en bije
tion variété d'un idéal de Galois et permutations de l'unde 
es inje
teurs. Ce
i permet de transposer aux idéaux de Galois le théorème 2.1.17 deP. Aubry et A. Valibouze (voir Corollaire 2.4.17).Notations 2.4.14. Pour tout groupe H ⊂ Sn, dans [7℄ il est montré 
omment 
al
uler,à partir de H , une liste identique à L(J) pour tout idéal de Galois J ayant H 
ommeinje
teur. Cette liste est notée L(H).Proposition 2.4.15. Soit I un idéal de Galois triangulaire et L l'un des inje
teurs de
I. Nous avons

Card(V (I)) =

n
∏

i=1

degxi
(I) = Card(L). (2.4.7)Dé�nition 2.4.16. Soient σ ∈ Sn et k ∈ [[1, n]]. Le pré�xe de longueur k de σ est le

k-uplet [σ(1), . . . , σ(k)].Une partie L de Sn est dite équiproje
table si, pour tout k ∈ [[1, n]] et toute permuta-tion σ ∈ L, le 
ardinal c de l'ensemble des permutations de L admettant [σ(1), . . . , σ(k)]pour pré�xe de longueur k ne dépend que de k :
#
(

{τ ∈ L | ∀i ∈ [[1, k]], σ−1τ(i) = i}
)

= c .Le 
orollaire 
i-dessous, du à P. Aubry et A. Valibouze, est une 
onséquen
e immé-diate du théorème 2.1.17 appliqué aux idéaux de Galois.Corollaire 2.4.17. (voir [7℄) Soit L l'un des inje
teurs d'un idéal de Galois I. Lesassertions suivantes sont équivalentes :� il existe un ensemble triangulaire T = {f1, f2, . . . , fn} engendrant I ;� L est équiproje
table ;



2.4. IDÉAUX DE GALOIS D'UN POLYNÔME 31De plus, si l'une de 
es deux 
onditions équivalentes est véri�ée, le degré de 
ha
un despolyn�mes fi en xi est donné par :
degxi

(fi) = Card(Li−1)/ Card(Li).Les 
onditions équivalentes 
i-dessus sont en parti
ulier véri�ées lorsque L est unsous-groupe de Sn (i.e. lorsque la Proposition 2.4.12 est véri�ée) 
omme, par exemple,dans le 
as des idéaux de relations (voir Théorème 2.3.7).Proposition 2.4.18. (Voir [7℄) Si le groupe Dec(I) est l'inje
teur de I alors I est unidéal triangulaire.Dé
omposition d'un idéal de GaloisProposition 2.4.19. Soient I et M1, . . . , Mm des idéaux de Galois de f . Supposonsque l'idéal I admette pour dé
omposition
I =

m
⋂

i=1

Mi ; (2.4.8)Les 
onditions suivantes sont alors équivalentes.1. Les idéaux M1, . . . , Mm sont deux à deux 
omaximaux ;2. L'inje
teur Inj(I, Mα) est égal à l'union disjointe :
Inj(I, Mα) = Inj(M1, Mα) ∪ · · · ∪ Inj(Mm, Mα) . (2.4.9)Démonstration. Les idéaux M1, . . . , Mm sont 
omaximaux si et seulement si la variété

V (I) est l'union disjointe des variétés des idéaux M1, . . . , Mm. D'après l'égalité (2.4.1),
e
i équivaut à la se
onde assertion.Correspondan
e entre idéaux de Galois et inje
teursLes deux propositions suivantes, dues à A. Valibouze, 
ara
térisent les parties de Snqui sont les inje
teurs d'idéaux de Galois de f .Notations 2.4.20. Pour toute partie non vide L de Sn, l'idéal de K[X ] s'annulant surl'ensemble L.α est noté Id(L.α) :
Id(L.α) = {P ∈ K[X] | ∀β ∈ L.α, P (β) = 0} .Proposition 2.4.21. (voir [61℄) L'idéal Id(L.α) est un idéal de Galois de f d'inje
teur

Inj(I, Mα) = GalK(α)L.



32 CHAPITRE 2. IDÉAUX DE GALOISProposition 2.4.22. (voir [61℄) Soit L une partie non vide de Sn. Les assertions sui-vantes sont équivalentes :1. L = GalK(α)L ;2. il existe un idéal de Galois d'inje
teur L.Le Nullstelensatz et les deux propositions pré
édentes permettent d'établir le di
tion-naire suivant entre idéaux de Galois d'un polyn�me séparable f et parties de Sn stable partranslation à gau
he par toute permutation du groupe GalK(α) (i.e. les parties L ⊆ Sntelles que L = GalK(α)L).Théorème 2.4.23. Notons I l'ensemble des idéaux de Galois de f et P(Sn)GalK(α)l'ensemble des parties L stable par translation à gau
he par les permutations du groupe
GalK(α).L'appli
ation qui asso
ie à I ∈ I l'inje
teur Inj(I, Mα) ∈ P(Sn)GalK(α) et l'appli
a-tion qui a L ∈ P(Sn)GalK(α) asso
ie l'idéal de Galois Id(L.α) dé�nissent des bije
tionsré
iproques dé
roissantes pour l'in
lusion.De plus, nous avons la 
orrespondan
e suivante :

I ←→ P(Sn)
GalK(α)

Id(L.α) ←− L
I −→ Inj(I, Mα)

σ.I −→ Inj(I, Mα)σ−1

I1 ∩ I2 −→ Inj(I1, Mα) ∪ Inj(I2, Mα)
I1 + I2 −→ Inj(I1, Mα) ∩ Inj(I2, Mα)

I1 et I2 
omaximaux −→ Inj(I1, Mα) et Inj(I2, Mα) disjoints
I triangulaire −→ Inj(I, Mα) équiproje
tableoù σ désigne une permutation de Sn.Un premier exemple d'idéal de Galois non triangulaire est présenté dans la thèse deG. Renault (voir [29℄). Cet idéal est l'interse
tion de deux idéaux de Galois ; 
e
i traduitle fait que l'ensemble des parties équiproje
tables de Sn n'est pas stable pour l'unionensembliste.



Chapitre 3Corps de rupture et groupes de GaloisDans 
e 
hapitre, nous étudions le lien entre fa
torisation d'un polyn�me sur l'un deses 
orps de rupture et groupe de Galois de 
e polyn�me.Soit f un polyn�me irrédu
tible à 
oe�
ients dans un 
orps parfait K. Dans [9℄, [45℄ou [60℄, les auteurs présentent des algorithmes permettant de fa
toriser f sur l'un de ses
orps de rupture K. Dans [55℄, J. M
Kay et L. Soi
her utilisent des 
al
uls de résolvanteslinéaires pour déterminer le groupe de Galois de f sur K. Les tables présentées dans 
e
hapitre, appelées tables de rupture, utilisent les degrés et les fa
teurs irrédu
tibles de fsur K. Elles 
omplètent 
elles de J. M
Kay et L. Soi
her,� en pré
isant les groupes de Galois des fa
teurs irrédu
tibles de f sur le 
orps derupture K ;� en permettant de déterminer 
ertains polyn�mes apparaissant dans une base deGröbner d'un idéal des relations de f .La 
onstru
tion des tables est l'objet du paragraphe 3.1. Cette 
onstru
tion reposeuniquement sur les listes des sous-groupes transitifs de Sn (voir [16℄ et [31℄).Dans le paragraphe 3.2, la proposition 3.2.4 montre que les degrés et les groupes deGalois des fa
teurs irrédu
tibles de f sur K dépendent uniquement de GalK(f). Nousferons alors le lien entre tables de rupture et groupes de Galois.Le paragraphe 3.3 est 
onsa
ré aux appli
ations de 
es tables :� détermination de groupes de Galois ;� fa
torisation d'un polyn�me sur l'un de ses 
orps de rupture ;� 
al
ul de 
orps de dé
omposition ;� re
her
he d'un polyn�me de groupe de Galois donné.Les tables de ruptures en degré n pour n ∈ {3, . . . , 10} sont jointes en annexe (An-nexe A). Les tables en degré n pour n ∈ {11, . . . , 23} sont disponibles à l'adresseftp ://ftp.lip6.fr/lip6/reports/2005/.Ce travail a été réalisé en 
ollaboration ave
 G. Renault et A. Valibouze et est l'objet del'arti
le préliminaire [℄. 33



34 CHAPITRE 3. CORPS DE RUPTURE ET GROUPES DE GALOIS3.1 Les tables de ruptureDans 
e paragraphe, est dé�ni l'objet 
entral de 
e 
hapitre : les tables de rupture.3.1.1 NotationsDans la suite de 
e 
hapitre, nous allons utiliser les notations suivantes.� Conformément à la nomen
lature de Butler et M
Kay (voir [16℄), nTi désigne le
i-ème groupe de la liste T (n) des sous-groupes transitifs de Sn (
ette liste fournitun représentant par 
lasse de Sn-
onjugaison). La notation nTi est 
omplétée en yadjoignant un exposant + (resp. ∗) lorsque le groupe G est pair (resp. résoluble).� L'ensemble des groupes des listes T (n) est muni de la relation d'ordre ≪ dé�niepar :

dTi ≪ mTj si 




d < mou
d = m et i ≤ j .� Pour toute partie O de l'ensemble {1, . . . , n}, nous notons SO le groupe symétriquede degré Card(O) agissant sur O.� Pour tout sous-groupe G de Sn et toute partie P ⊂ {1, . . . , n}, le �xateur de Pdans G est noté FixP(G) :

FixP(G) = {g ∈ G | ∀i ∈ P, g(i) = i} .Pour simpli�er les notations, nous utilisons la notation exponentielle. Par exemple :� la suite d'entiers 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3, 3, 4, 4 est représentée par 14, 2, 33, 42 ;� la suite de groupes 1T1, 2T1, 2T1, 4T2, 4T3, 4T3, 4T3 est représentée par 1T1, 2T 2
1 ,

4T2, 4T 3
3 .3.1.2 Dé�nition des tables de ruptureDans tout 
e paragraphe, G désigne un sous-groupe �xé de Sn et nous 
onsidéronsl'ensemble des orbites O(G) de {1, . . . , n} sous l'a
tion du groupe Fix{1}(G).Pour 
haque orbite O ∈ O(G), l'a
tion transitive de Fix{1}(G) sur O est identi�ée à
elle du sous-groupe GO ∈ T (Card(O)) de SO.Notons :� S(G) la suite 
roissante (pour l'ordre ≪) des groupes GO où O par
ourt O(G).� D(G) la suite des degrés des groupes de la liste S(G) (i.e. la suite 
roissante des
ardinaux des orbites de O(G)).



3.1. LES TABLES DE RUPTURE 35Choisissons un groupe G′ dans la 
lasse de Sn-
onjugaison de G tel que Fix{1}(G
′)soit égal au produit dire
t des groupes de la suite 
roissante S(G).Nous noterons L(G) la liste [d1 = n, . . . , dn = 1] dé�nie par :� d1 = Card(G′)/ Card(Fix{1}(G

′)}) et,� pour tout i ∈ [[2, n]], di = Card(Fix{1, ..., i−1}(G
′))/ Card(Fix{1, ..., i }(G

′)}).Remarque 3.1.1. Soit G′ l'un des Sn-
onjugué de G. Nous avons les égalités S(G) = S(G′)et D(G) = D(G′). Toutefois, la liste L(G′) n'est pas né
essairement égale à L(G). Pour
haque groupe G de la table de rupture, nous avons 
hoisi l'une des listes L(G) dé�nies
i-dessus.La table 
ontenant les suites S(G), où G par
ourt T (n), est appelée la table de ruptureen degré n. Pour tout groupe G de la table de rupture, sont adjointes la suite D(G) etl'une des suites L(G) dé
rites 
i-dessus.3.1.3 Constru
tion des tables de ruptureLes tables ont été produites à l'aide du logi
iel de 
al
ul formel Magma (voir [11℄)dans lequel ont étés implantées les fon
tions 
al
ulant les listes L(G) et les suites S(G)et D(G). La base de données des groupes de T (m) pour m ≤ 23 est disponible dans 
elogi
iel.Chaque ligne de la table de rupture en degré n 
orrespond à un groupe G de T (n).Les lignes des tables sont ordonnées en respe
tant les règles suivantes.Pour tout groupe G et H de T (n),� si S(G) 6= S(H) et si S(G) est inférieur à S(H) pour l'ordre lexi
ographique induitpar ≪, la ligne 
orrespondante à G est pla
ée avant 
elle de H ;� si S(G) = S(H) et si G ≪ H , la ligne 
orrespondante à G est pla
ée avant 
ellede H .Exemple 3.1.2. Dé
rivons la 
onstru
tion de la table en degré 3. Pour 
e degré, il y adeux groupes transitifs : 3T1 = A3 et 3T2 = S3.Dans le 
as de 3T1, le groupe Fix{1}(3T1) étant réduit à la permutation identité, lesorbites de {1, 2, 3} sous l'a
tion du groupe Fix{1}(3T1) sont {1}, {2} et {3} et l'a
tionde Fix{1}(3T1) sur 
ha
une de 
es orbites est triviale. Nous avons don
 D(3T1) = 13 et
S(3T1) = 1T1, 1T1, 1T1.Dans le 
as de 3T2, les orbites de {1, 2, 3} sous l'a
tion de Fix{1}(3T2) sont {1} et
{2, 3}. L'a
tion de 
e groupe sur la se
onde orbite s'identi�e à 
elle du groupe 2T1. Nousobtenons don
 D(3T2) = 1, 2 et S(3T2) = 1T1, 2T2.



36 CHAPITRE 3. CORPS DE RUPTURE ET GROUPES DE GALOIS3.2 Tables de rupture et groupes de GaloisDans 
e paragraphe, nous établissons le lien entre tables de rupture et groupes deGalois. Un polyn�me irrédu
tible f de degré n à 
oe�
ients dans un 
orps parfait Kétant donné, nous notons GalK(f) le groupe de Galois de f sur K. Le polyn�me f étantirrédu
tible, son groupe de Galois s'identi�e un sous groupe transitif Gf de Sn. Nousnoterons α1 l'une des ra
ines de f dans une 
l�ture algébrique de K.3.2.1 Degrés et groupes de Galois des fa
teurs de ruptureDé�nition 3.2.1. Les s > 1 fa
teurs irrédu
tibles
g1(α1, X) = X − α1, g2(α1, X), . . . , gs(α1, X)de f sur K ′ = k(α1) sont appelés les fa
teurs de rupture de f , et seront rangés dansl'ordre 
roissant de leur degrés.Pour tout i ∈ [[1, s]], le groupe de Galois gi sur k est isomorphe à l'un des groupes Gi de

T (degX(gi)). Quitte à ré-indexer les polyn�mes gi, nous supposerons la suite G1, . . . , Gn
roissante pour l'ordre ≪.Dé�nition 3.2.2. La suite D(f) = degX(g1), . . . , degX(gs) est appelée la suite des degrésde rupture de f et la suite S(f) = G1, . . . , Gs est appelée la suite des groupes de rupturede f .Proposition 3.2.3. Soit K ′ une extension algébrique de K. Considérons g ∈ K ′[x] unpolyn�me séparable de degré d. Notons Gal′K(g) le groupe de Galois de g sur K ′ et O uneorbite de {1, . . . , d} sous l'a
tion de Gal′K(g). L'appli
ation
ϕ : Gal′K(g) −→ SO,induite par l'a
tion de Gal′K(g) sur O, a pour image le groupe de Galois du fa
teurirrédu
tible g1 de g sur K ′ donné par :

g1 =
∏

i∈O

(x− βi),où les βi sont des ra
ines de g dans K.En parti
ulier, nous avons l'égalité Card(O) = deg(g1).Proposition 3.2.4. Nous avons :
S(f) = S(Gf)et, par 
onséquent, D(f) = D(Gf). Autrement dit, les groupes de Galois sur K ′ desfa
teurs de rupture de f sont les groupes de la suite S(Gf) et ne dépendent que dugroupe de Galois de f sur K.



3.2. TABLES DE RUPTURE ET GROUPES DE GALOIS 37Démonstration. Soit M une extension de K et g un fa
teur irrédu
tible de f sur M .Notons Of (resp. Og) l'ensemble des ra
ines de f (resp. g) dans une 
l�ture algébriquede K 
ontenant M . Comme g est irrédu
tible sur M , la théorie de Galois 
lassique assureque l'ensemble Og est l'orbite de toute ra
ine de g sous l'a
tion du groupe AutM(M(Of )).Puisque tout automorphisme de AutM(M(Og)) peut être prolongé en un automorphismede AutM(M(Of )), la restri
tion de l'homomorphisme
AutM(M(Of )) −→ AutM(M(Og))

σ 7−→ σ|M(Og)est surje
tive. Par 
onséquent, l'a
tion de AutM(M(Of )) sur Og s'identi�e à 
elle de
AutM(M(Og)) sur Og et don
 à la représentation symétrique Gg de son groupe de Galois.Dans le 
as de M = K ′ = K(α1), 
e résultat prouve que Gg est l'un des groupes de
S(G). Par 
onséquent, un groupe de S(G) 
orrespond à une unique FixG(1)-orbite de
{1, . . . , n} qui 
orrespond à un sous-ensemble O de Of . La théorie de Galois assure que
O est l'ensemble de tous les 
onjugués de l'un de ses éléments. Le polyn�me minimalsur K ′ de l'un des éléments de O est un fa
teur de f sur K ′. L'égalité S(f) = S(Gf) endé
oule.3.2.2 Fa
torisation sur un 
orps de rupture et 
al
ul de résol-vanteDans 
e paragraphe, le 
orps K est supposé in�ni.Soit H = S{1} × S{2} × S{3, ..., n} et t ∈ K \ {1}. Considérons le H-invariant Sn-relatif
X1 + t X2 et notons [Sn|H ]d l'ensemble des 
lasses à droite de Sn modulo H .Le 
orps K étant in�ni, la résolvante absolue LX1+t X2, f de f sur K(α1) est séparablepour un élément t ∈ K \ {1}. Nous avons alors

LX1+t X2, f (X) =
∏

σ∈[Sn|H]d

(X − σ.(α1 + t α2))

=

n
∏

i=1

∏

j 6=i

(X − (αj + t αi))

=

n
∏

i=1

∏n
j=1(X − (αj + t αi))

X − (αi + t αi)

=
n
∏

i=1

f(X − t αi)

(X − t αi)− αi

.La résolvante absolue LX1+t X2, f est don
 la norme du polyn�me
f(X − t α1)

(X − t α1)− α1
.



38 CHAPITRE 3. CORPS DE RUPTURE ET GROUPES DE GALOISL'algorithme Split_field de B. Trager (voir [60℄) fa
torise 
ette norme pour déter-miner les s fa
teurs irrédu
tibles g2, . . . , gs de f dans K(α1)[X] (déplaçant ainsi dans
K[X] le problème de la fa
torisation dans K(α1)[X]). Cal
uler la résolvante absolue
LX1+t X2, f revient don
 à fa
toriser f sur K(α1)[X] par l'algorithme Split_field de B.Trager.Plus pré
isement, en notant N1, N2, . . . , Nr les fa
teurs irrédu
tibles de LX1+t X2(X)dans K(α1)[X], le théorème 2.2 de [60℄ montre que nous avons :. r = s− 1 ;. pour tout i ∈ [[2, n]], gi(X − t α1) = PGCD(Ni−1, f(X − t α1)) sur K(α1)[X] ;. n deg(gi) = deg(Ni).Cette dernière égalité lie les degrés des fa
teurs de rupture de f et 
eux des fa
teursirrédu
tibles de la résolvante linéaire LX1+t X2, f .L. Soi
her et J. M
kay, dans [55℄, sont les premiers à utiliser les degrés des résolvanteslinéaires pour déterminer une représentation symétrique du groupe de Galois de f . Nous
omplèterons l'étude des degrés des fa
teurs de rupture de f en pré
isant les groupes deGalois de 
es fa
teurs. De plus, nous utiliserons les fa
teurs de rupture pour 
onstruireun idéal des relations de f (voir Paragraphe 3.3.3 et Chapitre 5).3.2.3 Degrés initiaux d'un idéal des relationsDé�nition 3.2.5. Soit I un idéal de Galois de f engendré par un ensemble triangulairede polyn�mes

{f1(x1) = f(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} .La liste des degrés initiaux de I est dé�nie par :
L(I) = [degx1

(f1), degx2
(f2), . . . , degxn

(fn)].Remarque 3.2.6. La liste des degrés initiaux L(I) dépend de I mais pas de l'ensembletriangulaire {f1, f2, . . . , fn} l'engendrant (voir Théorème 2.4.17).Soit α un n-uplet des ra
ines de f . D'après le théorème 2.4.17 appliqué à l'idéal desrelations Mα (voir Dé�nition 2.3.1), nous avons :Proposition 3.2.7. (Voir [7℄ ou Théorème 2.4.17) L'idéal Mα est engendré par unensemble triangulaire de polyn�mes et la liste L(Mα) est égale à la liste L(Gα) (voirDé�nition 2.3.6).



3.3. APPLICATIONS 393.3 Appli
ationsDans 
e paragraphe, sont présentés des appli
ations des tables de rupture.3.3.1 Détermination du groupe de GaloisD'après la proposition 3.2.4, le groupe de Galois est l'un des groupes H de l'ensemble
T (n) satisfaisant S(H) = S(f). Nous appellerons groupes 
andidats tout groupe véri�ant
D(H) = D(f).La liste D(f) est 
onnue à partir de la fa
torisation de f sur K ′. S'il n'y a qu'ungroupe 
andidat H , ou si les groupes 
andidats H satisfont S(f) = S(H), nous savonsalors que H = Gf . Pour 
onnaître les groupes 
andidats H véri�ant S(f) = S(H), il n'estpas né
essaire de déterminer la totalité de la suite S(f). La détermination de 
ertainsgroupes de Galois des fa
teurs de rupture de f peut être su�sante (voir Exemple 3.3.2).D'autres méthodes e�e
tives peuvent être appliquées a�n de 
ompléter 
ette re
her
he.Par exemple, nous pouvons fa
toriser f modulo un nombre premier ne divisant pas sondis
riminant (voir [16℄ et [42℄), exploiter la parité du groupe de Galois de f ou e�e
tuerdes 
al
uls de résolvantes linéaires (voir [55℄).Les exemples suivants se référent aux tables de rupture.Exemple 3.3.1. Lorsque le groupe de Galois Gf est l'un des groupes 6T5, 7T4, 10T6, 13T+

5 ,
14T8, 14T16, 15T2, 15T+

6 , 15T7, le 
al
ul de D(f) est su�sant pour sa détermination.Exemple 3.3.2. Si un polyn�me irrédu
tible f de degré 15 véri�e D(f) = 1, 2, 4, 8 alors,d'après la table de rupture en degré 15, nous savons que son groupe de Galois est l'undes groupes 15T+
10, 15T11, 15T+

22, 15T23 ou 15T29. La détermination du groupe de Galoissur K(α1) de son fa
teur de rupture de degré 4 est su�sante pour 
onnaître le groupede Galois de f .Exemple 3.3.3. Si un polyn�me irrédu
tible f de degré 15 véri�e D(f) = 1, 4, 52, et si ledis
riminant de son fa
teur de rupture est un 
arré de K(α1), alors le groupe de Galoisde f est 15T+
92.Exemple 3.3.4. Si un polyn�me irrédu
tible de degré 9 véri�e D(f) = 1, 2, 32, la liste desgroupes 
andidats est 9T13, 9T22, 9T+

25 and 9T28.Exemple 3.3.5. Si un polyn�me irrédu
tible de degré 16 et si D(f) = 18, 8, il y a troisgroupes 
andidats. Si, de plus, le dis
riminant de f prouve que son groupe de Galois estpair alors la table de rupture en degré 16 montre qu'alors Gf = 16T289.Exemple 3.3.6. Si f , de degré 15, est tel que D(f) = 1, 2, 34 alors le groupe de Galois fest l'un des groupes suivants : 15T33, 15T44, 15T+
71 ou 15T81. Déterminer S(f) ne su�tpas pour le distinguer. Si f est pair, il reste trois groupes. Les tables de rupture ne sont,dans 
e 
as, pas su�santes pour déterminer le groupe de Galois.



40 CHAPITRE 3. CORPS DE RUPTURE ET GROUPES DE GALOISExemple 3.3.7. Supposons que f se s
inde en n fa
teurs linéaires sur K ′ (i.e. D(f) = 1n).Si, 
omme dans le 
as du degré 4, plusieurs groupes sont 
andidats, il est malgré toutpossible de les distinguer. En fait, pour α tel que gi(α1, αi) = 0, l'idéal Mα des α-relationsest engendré par l'ensemble triangulaire :
f(x1), g2(x1, x2), . . . , gn(x1, xn)et le groupe de Galois de Gα sur K est le groupe de dé
omposition de 
et idéal (le 
al
ulde 
e groupe est l'objet du 
hapitre 4).3.3.2 Fa
torisation de polyn�mes sur un 
orps de ruptureLes tables de rupture de degré n donnent l'ensemble D(n) des listes des degrés derupture possibles d'un polyn�me irrédu
tible f de degré n. Ainsi, pour fa
toriser f surl'un de ses 
orps de rupture, il est possible de restreindre la re
her
he des fa
teurspossibles à 
elle dont la liste des degrés de rupture appartient à D(n). Par 
e biais, lesalgorithmes 
lassiques de fa
torisation peuvent éviter des 
al
uls inutiles (e.g. voir [41℄).Exemple 3.3.8. Le nombre d'éléments de l'ensemble D(7) est a priori majoré par lenombre de partitions de 6, 
'est à dire 11. La table en degré 7 donne la valeur exa
te :

|D(7)| = 4. Par 
e biais, un grand nombre de 
ombinaisons des fa
teurs possibles dansdes algorithmes de fa
torisation peuvent être évitées. Si des informations sur le groupede Galois sont disponibles, la liste des degrés de rupture peut être restreinte à un sous-ensemble de D(n).3.3.3 Détermination du 
orps de dé
omposition d'un polyn�meLa détermination d'un 
orps de dé
omposition de f équivaut à 
elle d'un idéal desrelations Mα de f , où α est un n-uplet de ra
ines de f .Une méthode 
lassique 
onsiste à fa
toriser su

essivement f sur des 
orps de rupture(voir [34℄, [59℄ ou [3℄). Cette méthode peut être améliorée en utilisant les tables de ruptureen guidant la fa
torisation à l'aide des informations sur le groupe de Galois de f .Une autre méthode pour déterminer Mα 
onsiste en la 
onstru
tion d'une 
haîne
roissante d'idéaux de premier terme l'idéal des relations symétriques des ra
ines de fet de dernier terme un idéal des relations Mα.Soit I un idéal de Galois de f 
ontenu dans Mα et engendré par un système triangu-laire
SI = {f1(x1) = f(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} .Posons mi = degxi
(fi), pour tout i ∈ [[1, n]]. Supposons les polyn�mes SI 
onnus ; noussouhaitons 
onnaître 
eux d'un ensemble triangulaire de générateurs SMα

de Mα.La liste L(Mα) = [d1, d2, . . . , dn] est égale à L(Gα) (voir Proposition 3.2.7). Supposonsque la liste L(Gα) est 
onnue grâ
e à des informations sur le groupe de Galois de f . Ce
i



3.3. APPLICATIONS 41est par exemple le 
as lorsque le groupe de Galois Gα appartient à l'une des listes 
onnuesde groupe H ayant des listes L(H) identiques. Montrons maintenant 
omment simpli�erla re
her
he de SMα
.Nous avons,

di ≤ mi, i = 1, 2, . . . , n.La 
omparaison des listes L(I) et L(Gα) induit le résultat suivant :1- di = mi si et seulement s'il est possible de 
hoisir, pour i-ème polyn�me de l'en-semble SMα
, le i-ème polyn�me de l'ensemble SI ;2- si di < mi, alors le i-ème polyn�me de l'ensemble SMα

est un fa
teur du i-èmepolyn�me de la liste SI 
onsidéré 
omme polyn�me de l'anneau K(α1, . . . , αi−1).Les méthodes 
itées 
i-dessus (fa
torisations sur des 
orps de rupture, algorithmeGaloisIdeal), utilisées 
onjointement ave
 
ette information supplémentaire, peuventêtre appliquées pour déterminer un polyn�me manquant de SMα
.Remarque 3.3.9. Un ensemble de générateurs d'un idéal I 
ontenu dans l'idéal Mα peutêtre obtenu à partir de la suite f1(x1), g2(x1, x), . . . , gs(x1, x) dans laquelle le polyn�me

g1(x1, x) = x − x1 est absent. La pro
édure 
onsiste à rempla
er indu
tivement 
haquepolyn�me gi de la suite à l'aide ses modules de Cau
hy, en s'assurant que les variablesintroduites ne �gurent pas déjà dans les polyn�mes de la nouvelle suite en 
onstru
tion.L'idéal ainsi obtenu est appelé l'idéal de rupture du polyn�me f (voir Chapitre 5).Remarque 3.3.10. La méthode de M
Kay et Stauduhar (voir [43℄) peut être appliquéepour trouver des relations linéaires de l'idéal Mα.Exemple 3.3.11. Considérons l'exemple 3.3.1. La liste des degrés de l'ensemble de géné-rateurs de l'idéal de rupture de f est [16, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 18]. Les tables de rupture endegré 16 montrent que LM = [16, 8, 114] (dans 
e 
as parti
ulier, les degrés initiaux del'idéal des relations de f sont égaux ; i.e. la liste L est indépendante du représentant dela 
lasse de Sn-
onjugaison de tout groupe 
andidat). Si nous 
omparons 
es deux listes,nous saurons qu'un idéal des relations s'obtient en substituant, dans l'idéal de rupturede f , les modules de Cau
hy du fa
teur g8 de degré 8 (à l'ex
eption du polyn�me g8lui-même) par des relations linéaires de la forme xi + gi(x1, x8), pour i ∈ [[10, 16]].Remarque 3.3.12. Pour pouvoir utiliser ré
ursivement des tables de rupture en fa
torisant
f dans des extensions de 
orps, il est né
essaire d'établir des tables de rupture pour lessous-groupes non transitifs de Sn. En fait, le groupe de Galois d'un polyn�me rédu
tiblesans ra
ine multiple est un sous-groupe du produit dire
t des groupes de Galois de 
esfa
teurs (voir Chapitre 7).3.3.4 Cal
uler des polyn�mes de groupe de Galois donné dansdes extensions algébriquesSoit H un sous-groupe transitif de Sr. Les tables de rupture permettent de re
her
herdes polyn�mes à 
oe�
ients dans une extension algébrique de groupe de Galois H .



42 CHAPITRE 3. CORPS DE RUPTURE ET GROUPES DE GALOISSupposons que, pour un entier n, il existe un sous-groupe G de Sn tel que le groupe
H apparaît dans la suite S(G).Supposons, de plus, que nous 
onnaissons un polyn�me f ∈ K[x] de groupe de Galoissur K isomorphe à G. Pour n ≤ 15, nous disposons des polyn�mes de la base de donnéesgalpols de Magma (voir [11℄).Soit α l'une des ra
ines de f . Nous savons que le groupe de Galois sur K ′ = K(α) del'un des fa
teurs de rupture de f est isomorphe à H .Remarque 3.3.13. Si l'un des sous-groupes de Sr de la suite S(G) est di�érent de H ,il faut alors déterminer lequel des fa
teurs de rupture de f admet H pour groupe deGalois. Dans 
e 
as, une méthode adaptée pour le 
al
ul du groupe de Galois est le
al
ul algébrique de résolvantes (voir, par exemple, [10℄, [25℄, [26℄, [55℄ ou [5℄). Il est
lairement préférable, si possible, de 
hoisir un polyn�me f a�n d'éviter 
ette situation.Exemple 3.3.14. Un polyn�me de groupe de Galois 10T39 sur une extension monogènede K peut être obtenu à partir d'un polyn�me de groupe de Galois 12T293. Sur l'un deses 
orps de rupture K ′, tout polyn�me de groupe de Galois 12T293 se fa
torise en deuxfa
teurs linéaires et un fa
teur de degré 10 dont le groupe de Galois sur K ′ est 10T39.Le polyn�me suivant est 
elui de groupe de Galois 12T293 sur Q de la base de donnéesgalpols de Magma :

f(X) = X12 − 13X10 + 65X8 − 156X6 + 181X4 − 86X2 + 7.La fa
torisation de f sur K ′ = Q(α) retourne deux fa
teurs linéaires et un fa
teur derupture de degré 10 :
h(X) = X10 + X8α2 − 13X8 + α4X6 − 13α2X6 + 65X6 + α6X4 − 13α4X4

+65α2X4 − 156X4 + α8X2 − 13α6X2 + 65α4X2 − 156α2X2

+181X2 + α10 − 13α8 + 65α6 − 156X4 + 181α2 − 86 .D'après la table de rupture en degré 16, le groupe de Galois de h sur Q(α) est don

10T39.



Chapitre 4Groupe de dé
omposition d'un idéaltriangulaireDans 
e 
hapitre, nous présentons deux algorithmes de 
al
ul du groupe de dé
om-position d'un idéal triangulaire. Ces algorithmes reposent sur des algorithmes 
lassiquesde théorie des groupes (voir [54℄, [15℄ ou [53℄).La première partie de 
e 
hapitre est extrait d'un arti
le réalisé en 
ollaboration ave
Inès Abdeljaouad, Guénaël Renault et Anni
k Valibouze (voir [1℄). Nous y présentons unpremier algorithme, i.e. l'algorithme 4.2.12, de 
al
ul du groupe de dé
omposition d'unidéal triangulaire quel
onque.Dans [3℄, Anai, Noro et Yokoyama transposent aux idéaux de relations le théorème deprolongement des automorphismes de 
orps. Le théorème 4.2.21 de 
e 
hapitre généralise
e résultat à tout idéal de Galois et fournit une interprétation du par
ours d'arbre e�e
tuépar l'algorithme 4.2.12.Ce premier algorithme améliore l'algorithme StrongGenerators de [3℄ :� de par son 
hamp d'appli
ation (StrongGenerators ne s'applique qu'aux idéauxde relations) ;� de par sa 
omplexité (O(n3) formes normales sont né
essaires pour 
al
uler legroupe de dé
omposition d'un idéal de Galois pur alors que StrongGeneratorse�e
tue O(n4) formes normales dans le 
as d'un idéal des relations.La se
onde partie de 
e 
hapitre est 
onstituée de résultats personnels. Un se
ondalgorithme, nommé EFG de 
al
ul du groupe de dé
omposition d'un idéal triangulaire yest présenté. L'algorithme EFG améliore le premier de par sa 
omplexité :� appliqué aux idéaux de Galois purs, O(n2) formes normales sont né
essaires pour
e 
al
ul ;� appliqué aux idéaux de Galois quel
onques, O(n2 (Dim(I))2

Card(S) Card(Dec(I))
), où S désigneun sous groupe de Sn et Dim(I) la dimension de I, formes normales sont né
essaires43



44CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREpour 
e 
al
ul (alors que 
e nombre peut être égal à (n − 2)! ave
 le premieralgorithme).



4.1. NATURE DU PROBLÈME 454.1 Nature du problème4.1.1 NotationsDans toute la suite, les notations suivantes seront utilisées :� pour toute partie A de l'ensemble {1, . . . , n} et tout sous-groupe G de Sn, nousnoterons FixG(A) le �xateur dans G de A, 
'est à dire le sous-groupe 
onstituédes permutations σ de G véri�ant ∀i ∈ A, σ(i) = i ;� 〈E〉 désignera le sous-groupe engendré par toute partie non vide E de Sn ;� K[X1, . . . , Xn] désigne l'anneau des polyn�mes à 
oe�
ients dans un 
orps parfait
K en les n indéterminées X1, . . . , Xn ;� I est un idéal de K[X1, . . . , Xn] engendré par un ensemble triangulaire S de npolyn�mes de K[X1, . . . , Xn] :

S = {f1(X1), f2(X1, X2), . . . , fn(X1, X2, . . . , Xn)} .Conformément à la dé�nition donnée au 
hapitre 2, le groupe de dé
omposition de l'idéal
I, noté Dec(I), est le stabilisateur de l'idéal I pour l'a
tion naturelle du groupe symé-trique Sn sur l'anneau K[X1, . . . , Xn] :

Dec(I) = {σ ∈ Sn | ∀P ∈ I, σ.P ∈ I}.4.1.2 Nature et 
ontraintes des algorithmesLes deux algorithmes présentés 
i-après 
al
ulent le groupe de dé
omposition del'idéal triangulaire I. Cet idéal étant engendré par les polyn�mes {f1, f2, . . . , fn}, legroupe de dé
omposition de I s'é
rit :
Dec(I) = {σ ∈ Sn | ∀i ∈ {1, . . . , n}, σ.fi ∈ I}.Ainsi, nous avons l'équivalen
e :

σ ∈ Dec(I) ssi 










f1(Xσ(1)) ∈ I

f2(Xσ(1), Xσ(2)) ∈ I...
fn(Xσ(1), . . . , Xσ(n)) ∈ I .

{∗}Pour tout r ∈ [[1, n]], dé�nissons le prédi
at logique Pr en posant :
Pr(a1, . . . , ar) est vrai ssi fr(Xa1 , Xa2 , . . . , Xar

) ∈ Iet notons P l'ensemble de 
es n 
onditions :
P = {P1, . . . , Pn} .



46CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREUne permutation σ ∈ Sn appartient don
 au groupe Dec(I) ssi la 
onjon
tion logique
p1(σ(1)) ∧ p2(σ(1), σ(2)) ∧ · · · ∧ pn(σ(1), . . . , σ(n))est véri�ée. Le groupe Dec(I) est alors dé�ni 
omme l'ensemble des permutations de Snvéri�ant l'ensemble des 
onditions P.Les algorithmes de "ba
ktra
k sear
h" utilisés en théorie algorithmique des groupes(voir [54℄, [15℄ ou [53℄) permettent de déterminer un groupe D dé�ni 
omme l'ensembledes permutations de Sn véri�ant un ensemble de propriétés P. Une n-liste (a1, . . . , an)d'entiers de [[1, n]] étant donnée, 
e type d'algorithme 
al
ule un ensemble de générateursde 
haque groupe de la suite 
roissante de �xateurs de D :

{IdSn} = FixD({a1, . . . , an}) ⊆ FixD({a1, . . . , an−1}) ⊆ · · · ⊆ FixD({a1}) ⊆ D,
haque ensemble de générateurs de l'un des �xateurs servant au 
al
ul de l'ensemble degénérateurs suivant.L'ensemble de générateurs du groupe D obtenu est un ensemble fort de générateursde D : il s'agit d'un ensemble E de générateurs de D tel que, pour tout i ∈ [[1, n]],
FixD({a1, . . . , ai}) ∩ E engendre FixD({a1, . . . , ai}).Les algorithmes 4.2.12 et EFG du paragraphe 4.3.2 
i-après sont des algorithmes uti-lisant des te
hniques de "ba
ktra
k sear
h". Les 
oûts des 
al
uls groupistiques étantnégligeables par rapport au 
oût des formes normales modulo S, il est naturel de 
her-
her à diminuer le nombre de formes normales, i.e. de 
al
ul de prédi
ats P1, . . . , Pn,né
essaires au 
al
ul de Dec(I) à l'aide de 
e type d'algorithme.4.2 Algorithme Generateurs - Appli
ation aux idéauxde Galois pursL'algorithme du paragraphe 4.2.1 retourne toutes les permutations d'un groupe Ddé�ni 
omme ensemble des permutations de Sn véri�ant tous les prédi
ats de l'ensemble
P = {P1, . . . , Pn}. Cet algorithme est quali�é de "naïf" 
ar il n'exploite pas la stru
turede groupe de D et retourne toutes les permutations de D. Modi�é pour ne retournerqu'une seule permutation, il sera appelé par l'algorithme 4.2.12 (nous verrons alors que,sous la 
ondition H du paragraphe 4.2.4, une permutation de D est retournée en au plus
n2 
al
uls de prédi
ats).4.2.1 Algorithme naïfCet algorithme, nommé ToutesLesPermutations, repose sur l'équivalen
e {∗} etpeut être dé
rit 
omme suit :



4.2. ALGORITHME GENERATEURS - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS PURS47� À la première étape, 
et algorithme détermine les valeurs possibles a1 ∈ {1, . . . , n}telles que P1(a1) soit vrai. La se
onde étape est alors appliquée à 
ha
une de 
esvaleurs.� À la rème étape (2 ≤ r ≤ n), l'algorithme a déterminé r − 1 valeurs distin
tes
a1, . . . , ar−1 telles que ∀i ∈ {1, . . . , r − 1}, Pi(a1, . . . , ai).Les entiers ar ∈ {1, . . . , n}\{a1, . . . , ar−1} pour lesquels les prédi
ats Pr(a1, . . . , ar)sont vrais sont alors re
her
hés. Pour 
ha
un de 
es entiers ar, l'algorithme passeà l'étape suivante.� Lorsque r = n + 1, l'algorithme a déterminé une permutation σ = ( 1 ... n

a1 ... an
) dugroupe D.Algorithme 4.2.1.Fon
tion ToutesLesPermutations (P)/*Entrée : L'ensemble des prédi
ats P = {P1, . . . , Pn}.Sortie : Le groupe D.*/Retourner Constru
tionDesPermutations (1, [ ], {Id}, P) ;Fin Fon
tionFon
tion Constru
tionDesPermutations (r,[a1, . . . , ar−1],G,P)/*Entrées : . Un entier r de {1, . . . , n + 1}.. Une liste [a1, . . . , ar−1] d'entiers de {1, . . . , n}, distin
ts deux à deux, pour laquelleest re
her
hé des su�xes [ar , . . . , an] tels que `

1 ··· n
a1 ··· an

´

∈ D.. L'ensemble G des permutations de D déterminées aux étapes pré
édentes.. L'ensemble des prédi
ats P = {P1, . . . , Pn}.Sortie : . L'ensemble G auquel a été éventuellement rajouté une permutation de D.*/Si r = n + 1 Alors. /* `

1 ··· n
a1 ··· an

´ appartient à D */. G := G ∪ {( 1 ··· n
a1 ··· an

)} ;Sinon. Pour Tout a ∈ {1, . . . , n}\{a1, . . . , ar−1} Faire. . /* Les images possibles a de r sont re
her
hées */. . Si Pr(a1, · · · , ar−1) Alors. . G := Constru
tionDesPermutations (r + 1, [a1, . . . , ar−1, a], G, P) ;. . Fin Si ;. Fin Pour ;Fin Si ;Retourner G ;Fin Fon
tion



48CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIRE
A la kème étape (k ∈ [[1, n]]), la fon
tion Constru
tionDesPermutations ne réa-lise qu'au plus n + 1 − k appels ré
ursifs 
e qui assure la terminaison de l'algorithme.Pour qu'une permutation σ soit sto
kée dans G, il faut qu'elle véri�e les n 
onditions

P1, . . . , Pn ; ainsi l'ensemble retourné par la fon
tion ToutesLesPermutations est bienle groupe D.
Par
ours d'arbre e�e
tuéExemple 4.2.2. Considérons l'idéal de Galois I (voir Dé�nition 6.1.1) de Q[x1, . . . , x6]engendré par les polyn�mes :

f1(x1) = x6
1 − x5

1 − 10x4
1 + x3

1 + 12x2
1 − 3x1 − 1,

f2(x1, x2) = 17x2 − 5x5
1 + 4x4

1 + 44x3
1 + 14x2

1 + 4x1 − 8,
f3(x1, x2, x3) = 17x2

3 − 8x3x
5
1 + 3x3x

4
1 + 84x3x

3
1 + 36x3x

2
1 − 65x3x1 − 6x3

−29x5
1 + 13x4

1 + 296x3
1 + 139x2

1 − 276x1 − 77,
f4(x1, . . . , x4) = 17x4 + 17x3 − 8x5

1 + 3x4
1 + 84x3

1 + 36x2
1 − 65x1 − 6,

f5(x1, . . . , x5) = 17x2
5 + 13x5x

5
1 − 7x5x

4
1 − 128x5x

3
1 − 50x5x

2
1 + 78x5x1 − 3x5

+11x5
1 − 19x4

1 − 107x3
1 + 95x2

1 + 168x1 − 115,
f6(x1, . . . , x6) = 17x6 + 17x5 + 13x5

1 − 7x4
1 − 128x3

1 − 50x2
1 + 78x1 − 3 .Rappelons qu'i
i le groupe D est le groupe de dé
omposition de I, Dec(I), et quel'ensemble des prédi
ats P = {P1, . . . , Pn} est dé�ni, au paragraphe 4.1.2, par :

∀r ∈ [[1, n]], (Pr(a1, . . . , ar) est vrai) ssi (fr(Xa1 , Xa2 , . . . , Xar
) ∈ I) .

L'algorithme 4.2.1 par
ourt l'arbre suivant, dans lequel à 
haque entier 
orrespondun test d'appartenan
e à l'idéal :
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1

2

3

4

5

6

1

2

3
4
5
6

3
4
5
6

4
5
6
3
5
6

3
4
5
6

3
4
5
6

3
4
6
3
4
5

3

5
6

5
6

4

3
4

 σ(1)  σ(2)  σ(3)  σ(4)  σ(5)

(5;6)

(3;4)

(3;4)(5;6)

(1;2)(3;5)(4;6)

(1;2)(3;5;4;6)

(1;2)(3;6)(4;5)

(1;2)(3;6;4;5)

Id

 σ(6)
6
5

6
5

4
3

4
3

5
6

2
1

3
5
6

2
1

3
4
5

2
1

3
4
6

2
1

4

Remarquons qu'en 
ours de 
al
ul l'algorithme détermine la suite as
endante des �xa-teurs :
FixDec(I)({1, . . . , n}) < · · · < FixDec(I)({1, 2}) < FixDec(I)({1}),qui sera exploitée lors de la 
on
eption des algorithmes Generateurs et EFG des para-graphes 4.3.2 et 4.2.12.Dans 
et exemple, un 
ertain nombre de 
al
uls sont inutiles. En e�et, la permuta-tion (3; 4)(5; 6) appartient au groupe 〈(3; 4), (5; 6)〉 et les permutations (1; 2)(3; 5; 4; 6),

(1; 2)(3; 6; 4; 5), (1; 2)(3; 6)(4; 5) appartiennent au groupe 〈(3; 4), (5; 6), (1; 2)(3; 5)(4; 6)〉.La re
her
he d'un algorithme ne retournant qu'un système de générateurs de Dec(I),qui apparaît i
i 
omme naturelle, fera l'objet du paragraphe suivant.4.2.2 Système fort de générateursDans le 
as où D = Sn, l'algorithme 4.2.1 présente l'in
onvénient d'e�e
tuer n! 
al
ulsde prédi
ats et de sto
ker les n! permutations de son groupe de dé
omposition.Dans 
ette partie, nous allons reprendre 
et algorithme en nous limitant à la déter-mination d'un système de générateurs du groupe D. Ce
i aura pour 
onséquen
e, dansle 
as où D = Sn, de n'avoir à e�e
tuer que n(n+1)/2− 1 tests d'appartenan
e à l'idéalpour déterminer un système de générateurs 
omposé de n− 1 transpositions.



50CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREDans toute la suite, k désigne un entier quel
onque de {1, . . . , n}.Notons Gk le groupe FixD({1, . . . , k}) et posons G0 = D. Pour tout sous-groupe Gde Sn, notons OrbG(k) la G-orbite de k.L'algorithme 4.2.1 détermine, en 
ours de 
al
ul, tous les termes de la suite 
roissantepour l'in
lusion :
{Id} = Gn < Gn−1 < · · · < G2 < G1 < G0 = D.Pour 
e faire, 
et algorithme 
onstruit le groupe Gk−1, pour tout k ∈ [[1, n]], en ajou-tant au groupe Gk les éléments de Gk−1\Gk. A�n d'éviter d'avoir à 
al
uler toutes lespermutations de Gk−1\Gk, les propositions du paragraphe suivant nous permettrons de
onstruire un système de générateurs du groupe Gk−1 à partir de tout ensemble de gé-nérateurs du groupe Gk. Nous obtiendrons ainsi un système fort de générateurs de D.Constru
tion d'un système de générateursA partir d'un ensemble de générateurs d'un sous-groupe H de Gk−1 
ontenant Gket d'une permutation de Gk−1 déterminée par l'algorithme 4.2.1, l'idée est de 
onstruireun ensemble de générateurs d'un groupe H ′ 
ontenant stri
tement H en utilisant laproposition 4.2.3. En réitérant 
e pro
essus, nous déterminerons alors, par l'algorithme4.2.11, une 
haîne 
roissante de groupes de premier terme Gk et de dernier terme Gk−1.Ces groupes seront représentés par des systèmes de générateurs.Proposition 4.2.3. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. Soient G unsystème de générateurs de H et O une H-orbite de {1, . . . , n} in
luse dans {k+1, . . . , n}.Supposons l'ensemble E = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ O} non vide et notons H ′ = 〈H ∪ E〉.Alors le groupe H ′ 
ontient stri
tement H et il est engendré par G ∪ {σ} quelque soit

σ 
hoisit dans E .Démonstration. Soit σ ∈ E . Puisque G ∪ {σ} engendre 〈H∪{σ}〉 et que 〈H∪E〉 engendre
H ′, il su�t de montrer que tout élément de l'ensemble H ∪ E appartient au groupe
〈H ∪ {σ}〉. Soit σ′ ∈ H ∪ E .Si σ′ ∈ H , le résultat est immédiat.Si σ′ ∈ E alors les entiers σ′(k) et σ(k) appartiennent à l'orbite O. Don
 il existe
τ ∈ H tel que τ(σ(k)) = σ′(k) et nous avons alors σ−1(τ−1(σ′(k))) = k. Puisque lespermutations σ, τ et σ′ appartiennent à

Gk−1 = FixD({1, . . . , k − 1}),l'égalité pré
édente montre que ρ = σ−1τ−1σ′ ∈ Gk ⊂ H . Nous avons alors σ′ = τσρ,
e qui prouve que la permutation σ′ s'é
rit 
omme produit d'éléments de H et de lapermutation σ.



4.2. ALGORITHME GENERATEURS - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS PURS51Le résultat suivant permet de limiter la re
her
he des permutations de E en se limitantà 
elles qui transforment k en a = Min(O). Ce sont 
es permutations qui sont testéesen premier par l'algorithme 4.2.1.Proposition 4.2.4. Reprenons les hypothèses et les notations de la proposition 4.2.3 etposons a = Min(O). Si E est non vide alors il existe σ ∈ E tel que σ(k) = a.Démonstration. Si E n'est pas vide alors il existe σ′ ∈ Gk−1 tel que σ′(k) ∈ O. Or σ′(k)et a appartiennent à l'orbite O, don
 il existe τ ∈ H tel que τσ′(k) = a. Puisque τ et σ′sont deux permutations de Gk−1, nous obtenons τσ′ ∈ E .Les propositions 4.2.6 et 4.2.7 permettent de tester l'égalité H = Gk−1 et 
onstituentles 
onditions d'arrêt de l'algorithme 4.2.12.Lemme 4.2.5. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. Nous avonsl'égalité :
Card(H) = Card(Gk) . Card(OrbH(k)) .Démonstration. Posons OrbH(k) = {a1, . . . , ar} et 
onsidérons, pour tout i ∈ {1, . . . , r},une permutation σi de H telle que σi(k) = ai. Nous avons :

H = σ1Gk−1 + · · ·+ σrGk−1,d'où le résultat.Proposition 4.2.6. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. S'il n'existepas de H-orbite de {1, . . . , n} in
luse dans {k + 1, . . . , n} alors H = Gk−1.Démonstration. La H-orbite 
ontenant n est in
luse dans {k, . . . , n} ( puisque H ⊆
Gk−1 = FixD({1, . . . , k− 1}) ). Si 
ette orbite n'est pas in
luse dans {k +1, . . . , n} alorselle s'identi�e à {k, . . . , n} et est don
 égale à OrbH(k).L'in
lusion H ⊆ Gk−1 impose alors OrbGk−1

(k) = {k, . . . , n}. D'après le lemme 4.2.5appliqué à H et à Gk−1, il vient Card(H) = Card(Gk−1), d'où le résultat.Proposition 4.2.7. Soit H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1. Supposonsnon vide l'ensemble O des H-orbites de {1, . . . , n} in
luses dans {k+1, . . . , n} et notons
O = {O1, . . . , Or}. Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, posons Ei = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ Oi}.Si, pour tout i ∈ {1, . . . , r}, Ei = ∅ alors H = Gk−1.Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que H 6= Gk−1. Le lemme 4.2.5montre que nous avons l'inégalité OrbH(k) 6= OrbGk−1

(k). De plus, l'in
lusion H ⊆ Gk−1implique OrbH(k) ⊂ OrbGk−1
(k). Ainsi, il existe a ∈ OrbGk−1

(k)\OrbH(k) (véri�ant don

a 6= k) et , par suite, une permutation σ ∈ Gk−1\H telle que σ(k) = a. Nous avons don

a ∈ {k + 1, . . . , n} et, quelque soit h ∈ H , h(a) 6= k (sinon h−1(k) = a ∈ OrbGk−1

(k)).Don
 la H-orbite O de {1, . . . , n} 
ontenant a est une orbite Ot appartenant à O. Nousavons alors Et 6= ∅, 
e qui est absurde.



52CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIRERemarque 4.2.8. Les propositions 4.2.6 et 4.2.7 su�sent pour tester l'égalité H = Gk−1.Pour appliquer les propositions 4.2.3 et 4.2.4, nous avons besoin de déterminer lesorbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion du sous-groupe H ′ = 〈{σ} ∪H〉. La proposition 4.2.9permet de déterminer 
es orbites en fon
tion de 
elles de H et de σ.Proposition 4.2.9. Soit O l'ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion d'un sous-groupe H de Sn et O ∈ O. Soit σ une permutation de Sn et notons H ′ le sous-groupeengendré par {σ} ∪H.Notons (Er)r∈N et (Fr)r∈N les suites dé�nies par ré
urren
e par :� E1 = O et F1 = (σ.E1) ∪ E1 ;� Pour tout k ∈ N∗, Ek+1 = ∪{O′∈O | O′∩Fk 6=∅}O
′ et Fk+1 = (σ.Ek+1) ∪Ek+1 .Alors, la suite (Ek)k∈N∗ est une suite stationnaire à partir d'un 
ertain rang k0 et l'en-semble Ek0 est l'orbite de {1, . . . , n} sous l'a
tion de H ′ 
ontenant O.Démonstration. Soit k ∈ N∗, nous avons Ek ⊆ Fk. Posons O = {O1, . . . , Os}. Puisque

O1, . . . , Os est une partition de {1, . . . , n}, {Fk ∩ Oi}i∈{1,...,s} est une partition de Fk.Par suite Fk ⊆ ∪{O′∈O | O′∩Fk 6=∅}O
′ = Ek+1 et il vient : Ek ⊂ Ek+1. La suite (Ek)k∈N∗,
roissante pour l'in
lusion et majorée par {1, . . . , n}, est don
 stationnaire à partir d'un
ertain rang k0.Notons O′

1, . . . , O
′
s′ les orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion de H ′.Nous avons l'égalité Ek0 = Ek0+1 . Ce
i impose les égalités Ek0 = Fk0 et Ek0 = σ.Ek0 .Par ailleurs, Ek0 s'é
rivant 
omme réunion d'orbites prises parmi O1, . . . , Os, l'ensemble

Ek0 est stable sous l'a
tion de H . Ainsi, Ek0 est stable sous l'a
tion de H ′ = 〈{σ} ∪H〉
e qui montre que Ek0 s'é
rit 
omme réunion d'orbites prises parmi {O′
1, . . . , O

′
s′}.Une ré
urren
e immédiate montre que, pour tout k ∈ {1, . . . , k0}, Ek (et don
, enparti
ulier, Ek0) est in
lus dans la H ′-orbite 
ontenant O.Par 
onséquent, Ek0 est la H ′-orbite 
ontenant O.4.2.3 Algorithme GenerateursDans 
e paragraphe, est présenté l'algorithme 4.2.12, nommé Generateurs, de 
al
uldu groupe de dé
omposition d'un idéal triangulaire ainsi que sa preuve de 
orre
tion etde terminaison.Fon
tion NouvellesOrbitesLa fon
tion NouvellesOrbites 
i-dessous est appelée par la fon
tion De_Gk_a_G(k-1).A partir de l'ensemble (noté orbites) des orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion d'un groupe

H et d'une permutation σ appartenant à Sn, la fon
tion NouvellesOrbites détermineles orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion du groupe H ′ = 〈H ∪ {σ}〉.Pour 
onstruire 
es nouvelles orbites, l'algorithme part d'une H-orbite O et 
onstruitla H
′-orbite E 
ontenant O sous forme d'une réunion d'orbites asso
iées à H , en générant



4.2. ALGORITHME GENERATEURS - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS PURS53les suites (Ek)k∈N∗ et (Fk)k∈N∗ de la proposition 4.2.9 .Algorithme 4.2.10.Fon
tion NouvellesOrbites (orbites,σ)/*Entrées : . L'ensemble, noté orbites, formé par les orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion d'un sous-groupe H de Sn.. Une permutation σ appartenant à Sn.Sortie : . nvorbites qui est l'ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion de H′ = 〈H∪{σ}〉. */
nvorbites := ∅ ;Pour O ∈ orbites Faire. E := O ;. P := E ∪ σ.E ;. Tant que E 6= P Faire. . /* Constru
tion du terme Ek+1 de la suite (Ek)k∈N∗ */. . Pour O′ ∈ orbites Faire. . . Si P ∩ O′ 6= ∅ Alors. . . . E = E ∪ {O′} ;. . . . orbites := orbites \ O′ ;. . . Fin Si ;. . Fin Pour ;. . /* Constru
tion du terme Fk+1 de la suite (Fk)k∈N∗ */. . P := E ∪ σ.E ;. Fin Tant que ;. nvorbites := nvorbites ∪ {E} ;Fin Pour ;Retourner nvorbites ;Fin Fon
tion
Fon
tion TrouverUnePermutationConsidérons la fon
tion TrouverUnePermutation obtenue en modi�ant la fon
tionConstru
tionDesPermutations (Algorithme 4.2.1) pour qu'elle retourne� une permutation du groupe D dès qu'elle est trouvée, si elle existe ;� la permutation identité sinon.Le paramètre formel G de la fon
tion Constru
tionDesPermutations, qui est un en-semble de permutation, est rempla
é par un paramètre ne représentant qu'une permu-tation dans la fon
tion TrouverUnePermutation.
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tion De_Gk_a_G(k-1) - Preuve de 
orre
tion et de terminaisonLa fon
tion suivante De_Gk_a_G(k-1) 
onstruit indu
tivement à partir de Gk unesuite 
roissante �nie de groupes :
Gk = H0 < H1 < · · · < Hm = Gk−1 ,
haque groupe étant représenté par un ensemble de permutations l'engendrant.Soit H l'un des groupes Hi, pour i ∈ [[0, m]] et G un ensemble de permutation l'en-gendrant. Cette fon
tion détermine, lorsqu'elle existe, une permutation Gk−1\H qui,adjointe à G, formera un ensemble de générateurs d'un nouveau groupe Hi+1 = H ′. Cepro
édé sera réitéré jusqu'à 
e qu'au
une nouvelle permutation ne puisse être trouvéeauquel 
as nous aurons l'égalité H = Gk−1.Expli
itons la méthode de 
al
ul du groupe H ′ à partir de H .Soit (O1, . . . , Or) une H-orbite de {1, . . . , n}. Nous avons alors deux 
as :Cas 1 : Au
une orbite est in
luse dans {k + 1, . . . , n} et alors H = Gk−1(
as 1. Proposition 4.2.6).Cas 2 : Soient O′

1, . . . , O
′
s les H-orbites in
luses dans {k + 1, . . . , n} ; la fon
tionauxiliaire De_Gk_a_G(k-1) re
her
he un entier i dans [[1, s]] et une permutation

σ ∈ Gk−1\Gk véri�ant σ(k) = Min(O′
i). La détermination d'une orbite O′

i est réa-lisée par l'appel :TrouverUnePermutation(k + 1, [1, . . . , k, Min(O′
i)], Id,P).Pour tout i ∈ [[1, s]], nous posons Ei = {σ ∈ Gk−1\Gk | σ(k) ∈ O′

i}.L'une des deux situations se présente alors :Cas 2.1 : pour tout i ∈ [[1, s]], l'ensemble des permutations de σ ∈ Gk−1\Gk vé-ri�ant σ(k) = Min(O′
i) est vide ; d'après la remarque 4.3.5, 
e
i équivaut à

∀i ∈ [[1, s]], Ei = ∅. Nous avons alors G = Gk−1 (
as 2. Proposition 4.2.6 ).Cas 2.2 : Il existe i0 ∈ [[1, r]] tel que σ(k) = Min(Oi0). Dans 
e 
as, le groupe
H ′ = 〈H ∪ Ei0〉 est engendré par l'ensemble de permutations G ′ = G ∪ {σ} (voirProposition 4.2.3).Si H = Gk−1, le pro
édé s'arrête. Dans le 
as 
ontraire, la Fon
tion De_Gk_a_G(k-1)est appelée ré
ursivement ave
, pour nouveaux arguments, l'ensemble de permutations

G′ et la H ′-orbite de {1, . . . , n} déterminée à l'aide de la fon
tion NouvellesOrbites.Algorithme 4.2.11.Fon
tion De_Gk_a_G(k-1)(k, G, orbites, P)/*



4.2. ALGORITHME GENERATEURS - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS PURS55Entrée : . k, l'indi
e du groupe Gk.. G, la liste utilisée pour sto
ker les permutations d'un ensemble de générateur de
Gk−1 et égale, au premier appel, à l'ensemble de générateurs de Gk.. orbites, l'ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion de Gk.. L'ensemble de 
onditions P = (P1, . . . , Pn) dé
rit dans le paragraphe 4.1.2.Sortie : . G, un ensemble de générateurs de Gk−1.. orbites, l'ensemble des orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion de Gk−1. */

elts := {Min(O) | O ∈ orbites et O ⊂ {k + 1, . . . , n}} ;Tant que elts 6= ∅ Faire. a := Min (elts) ;. elts := elts \ {a} ;. Si Pk(1, 2, . . . , k − 1, a) Alors (Condition C). . σ := TrouverUnePermutation(k + 1, [1, 2, . . . , k − 1, a],Id,P) ;. . Si σ 6= Id Alors. . . G := G ∪ {σ} ;. . . orbites := NouvellesOrbites(orbites, σ) ;. . . elts := {Min(O) | O ∈ orbites et O ⊂ {k + 1, . . . , n}} ;. . Fin Si ;. Fin Si ;Fin Tant que ;Retourner G, orbites ;Fin Fon
tion ;Fon
tion GenerateursLa fon
tion Generateurs, dé�nie 
i-dessous, 
onstruit la suite 
roissante de groupes :
{Id} = Gn < Gn−1 < · · · < G2 < G1 < G0.Pour 
ha
un de 
es groupes, un ensemble de générateurs est 
al
ulé par De_Gk_a_G(k-1).Le 
ardinal du groupe de dé
omposition est aussi 
al
ulé : 
e
i nous sera utile au para-graphes 4.2.5.Algorithme 4.2.12.Fon
tion Generateurs(P)/*Entrée : . L'ensemble de 
onditions P = (P1, . . . , Pn) dé
rit dans le paragraphe 4.1.2.Sortie : . Le 
ardinal, noté Cardinal, du groupe Dec(I) ;. Une liste G de générateurs du groupe Dec(I).*/

G := {IdSn
} ;

orbites := {{1}, . . . , {n}};
k := n− 1 ;



56CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIRE
Cardinal := 1;Tant que k 6= 0 Faire. G, orbites := De_Gk_a_G(k-1)(k, G, orbites, P) ;. Cardinal := Card(OrbGk

(k + 1)) ∗ Cardinal ;. k := k − 1 ;Fin Tant que ;Retourner Cardinal,G ;Fin Fon
tion ;Remarque 4.2.13. L'égalité suivante, qui est une 
onséquen
e dire
te du lemme 4.2.5,permet le 
al
ul du 
ardinal du groupe G

Card(G) =

n−1
∏

i=0

Card(OrbGi
(i + 1)) .Remarque 4.2.14. Une ré
urren
e dire
te montre qu'à 
haque étape, nous avons l'égalité

Card(G) + Card(orbites) = n + 1.Par 
onséquent, le nombre de générateurs retourné par 
et algorithme est majoré par n.Par
ours d'arbre e�e
tué par l'algorithme 4.2.12Poursuivons l'exemple de l'idéal I6T3 (voir Exemple 4.2.2).
L'algorithme ré
ursif 4.2.12 par
ourt l'arbre de la �gure 4.1 et retourne la liste

[Id, (5, 6), (3, 4), (1, 2)(3, 5)(4, 6)]. Le nombre de tests né
essaires au 
al
ul du groupede dé
omposition de I est alors de 32 alors qu'il est de 64 pour l'algorithme 4.2.1.4.2.4 Complexité - Cas où l'hypothèse de prolongement des pré-�xes est véri�éeDans 
e paragraphe, nous étudions la 
omplexité de l'algorithme 4.2.12. Puisquele 
oût total de 
et algorithme est dominé par le 
oût des formes normales e�e
tuées,son e�
a
ité est évaluée en terme de formes normales. Nous allons faire 
e 
al
ul de
omplexité lorsque l'hypothèse H de ba
ktra
k 
i-dessous est réalisée.
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Fig. 4.1 � Par
ours d'arbre e�e
tué par l'algorithme GenerateursDé�nition 4.2.15. Nous dirons que l'algorithme 4.2.11 e�e
tue un ba
ktra
k lorsqu'unpré�xe véri�ant la 
ondition C de 
et algorithme ne peut pas être prolongé, 
'est àdire quand TrouverUnePermutation retourne {Id}. Rappelons qu'un pré�xe véri�e la
ondition C s'il véri�e le prédi
at Pk et que, dans 
e 
as, l'algorithme 
her
he à 
ompléter
e pré�xe en 
elui d'une permutation de D.Nous allons majorer le nombre de formes normales 
al
ulées e�e
tué par l'algorithme4.2.12 lorsque l'hypothèse suivante est réalisée :
H : au
un ba
ktra
k n'apparaît lors du 
al
ul de D.Cette hypothèse revient à dire que tout pré�xe de longueur t apparaissant dans le
al
ul de D par l'algorithme 4.2.12 et véri�ant les 
onditions P1, . . . , Pt peut être prolongéen un pré�xe de longueur t + 1 véri�ant les 
onditions P1, . . . , Pt+1.Proposition 4.2.16. Lorsque l'hypothèse H est véri�ée, le nombre de formes normales
al
ulées par la fon
tion Generators est majoré par O(n3).Démonstration. Les 
al
uls de formes normales e�e
tués par l'algorithme Generateursle sont lors des appels de la fon
tion De_Gk_a_G(k-1).
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omplexité de 
ette dernière fon
tion.Lors d'un appel de la fon
tion De_Gk_a_G(k-1), une forme normale est 
al
ulé pourtester la Condition C de l'algorithme 4.2.11. Deux 
as apparaissent alors :� la 
ondition C est fausse et au
un autre 
al
ul n'est e�e
tuée pour le pré�xe 
onsi-déré. Dans 
e 
as, une seule forme normale est 
al
ulée. De plus, pour un appel dela fon
tion De_Gk_a_G(k-1), 
e 
as apparaît au plus n fois ;� la 
ondition C est vraie. La fon
tion TrouverUnePermutation est alors appelée etl'hypothèse H assure qu'une permutation est retournée et adjointe au paramètre
G de De_Gk_a_G(k-1). Le théorème 4.2.21 permet une analyse immédiate de la
omplexité de 
ette fon
tion : le nombre de formes normales né
essaires au 
al
ulde la permutation que 
ette fon
tion retourne est majoré par O(n2).La fon
tion Generateurs appelle n− 1 fois la fon
tion De_Gk_a_G(k-1). Le nombrede formes normales 
al
ulées par lesquelles la 
ondition C est fausse est don
 majoré par

O(n2).Le 
ardinal du paramètre G est majoré par n (voir Remarque 4.2.14), don
 la 
ondi-tion C est vraie au plus n fois. Par suite, pendant l'exé
ution de l'algorithme Generateurs,le nombre de formes normales pour lesquelles la 
ondition C est vraie est majoré par
n O(n2).La 
omplexité de l'algorithme Generateurs évaluée en terme de formes normales estmajoré par O(n2) + n O(n2) = O(n3).4.2.5 Appli
ations aux idéaux de Galois pursDans 
e paragraphe, la notion d'idéal de Galois du 
hapitre 2 est étendue a�n dedé�nir un 
hamp d'appli
ation plus large du résultat prin
ipal de 
e paragraphe, lethéorème 4.2.21. Ce théorème généralise 
elui d'Anai, Noro et Yokoyama (voir [3℄) aux
as des idéaux de Galois de la dé�nition 4.2.18. Le résultat d'Anai, Noro et Yokoyamane s'applique qu'aux idéaux de relations (Voir Dé�nition 2.2), seul 
adre dans lequel illeur est né
éssaire d'e�e
tuer le 
al
ul du groupe de dé
omposition d'un idéal.Le théorème 4.2.21 permet d'interpréter le par
ours d'arbre e�e
tué par les algo-rithmes 4.2.12 et EFG du paragraphe 4.3.2 et par 
e biais d'évaluer leurs 
ompléxités.Soit I un idéal triangulaire radi
al. Notons f1, . . . , fn un ensemble triangulaire sépa-rable de générateurs de I (voir Dé�nition 2.1.11) et V (I) sa variété (i.e. l'ensemble dezéros de I dans K̄). Le 
ardinal de V (I), Π(I), est donné par la formule :

Π(I) =
n
∏

i=1

degXi
(fi),(voir [7℄ ou Corollaire 2.1.19). La proposition 4.2.17 
i-dessous est une 
onséquen
e di-re
te de 
ette égalité.



4.2. ALGORITHME GENERATEURS - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS PURS59Proposition 4.2.17. Soit I un idéal triangulaire. Le groupe de dé
omposition Dec(I)agit �dèlement sur la variété V (I) et nous avonsCard(Dec(I)) ≤ Π(I) . (4.2.1)Lorsque la majoration (4.2.1) est une égalité, la variété V (I) est déterminée unique-ment par un élément α ∈ K̄ et par Dec(I) de par l'égalité :
V (I) = Dec(I).α .Dans 
e 
as, l'idéal I est un idéal de Galois pur.Nous voulons déterminer si I est un idéal de Galois pur et, si tel est le 
as, 
al
uler

Dec(I). Ci-après, nous montrons 
omment spé
ialiser l'algorithme 4.2.12 dans 
e 
asparti
ulier.Dé�nition 4.2.18. Soit I un idéal de K[X1, . . . , Xn] et α = (α1, . . . , αn) dans V (I).L'idéal I est un α-idéal de Galois si les deux 
onditions suivantes sont réalisées :1. si i 6= j alors αi 6= αj ;2. il existe L, un sous ensemble de Sn tel que
I = {f ∈ K[X1, . . . , Xn] | ∀σ ∈ L, f(σ.α) = 0}.Un tel idéal est noté IL

α et l'ensemble L est appelé son inje
teur relativement à α.Remarque 4.2.19. Le n-uplet α de la dé�nition pré
édente n'est pas né
éssairement un
n-uplet des ra
ines d'un polyn�me. Cette dé�nition étend don
 
elle des idéaux de Galoisdonnée au 
hapitre 2.Dé�nition 4.2.20. Soit σ une permutation de Sn et t ∈ [[1, n]]. Le pré�xe de longueur tde σ est la suite (σ(1), . . . , σ(t)).Théorème 4.2.21. Soit I un idéal de Galois engendré par un ensemble triangulaire

T = {f1, f2, . . . , fn} .Soit α l'un des zéros de I et L son inje
teur relativement à α. Soit t ∈ [[1, n − 1]] et
(c1, . . . , ct) une t-liste de l'ensemble {1, . . . , n}. Soit d le produit degXt+1

(ft+1) · · · degXn
(fn).Pour tout i ∈ [[1, t]], fi(αc1 , . . . , αci

) = 0 ssi il existe un élément σ ∈ L admettant
(c1, . . . , ct) pour pré�xe de longueur t.Plus pré
isément, le nombre de permutations de L de pré�xe (c1, . . . , ct) est d.



60CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREDémonstration. Soit t un entier de [[1, n−1]]. Puisque la variété V de I est équiproje
table(voir [7℄), tout élément β de la variété de l'idéal 〈f1, f2, . . . , ft〉 est la proje
tion sur les tpremières 
oordonnées de d éléments de V .La 
orrespondan
e bije
tive entre V et L prouve alors le résultat.Remarque 4.2.22. Dans le 
as parti
ulier où I est un idéal de Galois maximal, le Théo-rème 5 de [3℄ est alors un 
orollaire du théorème pré
édent.La proposition suivante joue un r�le 
entral pour l'amélioration de l'algorithme 4.2.12a�n de tester si I est un idéal de Galois pur et, le 
as é
héant, pour le 
al
ul de son groupede dé
omposition.Proposition 4.2.23. Soit I un idéal engendré par un ensemble triangulaire S de géné-rateurs. Si un ba
ktra
k apparaît lors d'un appel de la fon
tion Generateurs(S) par lafon
tion De_Gk_a_G(k-1) alors I n'est pas un idéal de Galois pur.Démonstration. Un ba
ktra
k apparaît dans l'algorithme 4.2.11 lorsqu'un pré�xe (c1, . . . , ct),véri�ant ∀i ∈ [[1, t]] fi(αc1, . . . , αci
) = 0, ne peut pas être 
omplété en un pré�xe

(c1, . . . , ct+1) tel que ft+1(αc1, . . . , αct+1) = 0. Autrement dit, l'algorithme a trouveé unepermutation σ 6∈ Dec(I) dont le pré�xe de longueur t véri�e la 
ondition de la proposi-tion pré
édente. D'après le théorème 4.2.21, 
e
i ne peut se produire que si I n'est pasun idéal de Galois ou si I est un idéal de Galois tel que Dec(I) ne soit pas l'inje
teur de
I. La proposition suit.Soit I un idéal triangulaire. Pendant le 
al
ul du groupe Dec(I) par l'algorithme 4.2.12,seuls deux 
as peuvent se produire :1. un ba
ktra
k apparaît et alors I n'est pas un idéal de Galois pur,2. au
un ba
ktra
k n'apparaît et alors I est un idéal de Galois pur ssi la 
ondition

Card(Dec(I)) = Π(I) est véri�ée.A�n de tester si l'idéal triangulaire I est un idéal de Galois pur, l'algorithme 4.2.12 peutêtre modi�é en un algorithme appelé IsPureGaloisIdeal. Pour 
ela, il su�t en 
oursde 
al
ul de véri�er qu'au
un ba
ktra
k n'a lieu et, si tel est le 
as, de tester l'égalité
Card(Dec(I)) = Π(I). Si au
un ba
ktra
k n'apparaît alors l'hypothèse H du paragraphe4.2.4 est véri�ée et la proposition 4.2.16 admet alors pour 
orollaire :Corollaire 4.2.24. Soit 〈S〉 un idéal triangulaire de K[X1, . . . , Xn]. Le nombre deformes normales e�e
tuées par la fon
tion IsPureGaloisIdeal est majoré par O(n3).



4.3. ALGORITHME EFG - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS 614.3 Algorithme EFG - Appli
ation aux idéaux de GaloisLe premier algorithme de 
e 
hapitre, l'algorithme Generateurs, n'exploite que par-tiellement les sous-groupes obtenus en 
ours de 
al
ul pour déterminer un ensemble depermutations engendrant D.Les propositions du paragraphe 4.3.1 vont permettre d'optimiser la fon
tion auxil-liaire TrouverUnePermutation en imposant des 
ontraintes plus fortes sur la permu-tation qu'il re
her
he. Nous rempla
erons alors la fon
tion TrouverUnePermutation del'algorithme Generateurs par la fon
tion TUP du paragraphe 4.3.1 pour dé�nir un nouvelalgorithme nommé EFG.L'étude de 
omplexité de EFG est l'objet du paragraphe 4.3.3. Nous bornons le nombrede formes normales e�e
tuées par l'algorithme dans le 
as des idéaux de Galois quel-
onque. Lorsque l'idéal est un idéal de Galois pur, 
ette borne est alors en O(n2).Au paragraphe 4.3.4, nous nous intéressons au 
as où un sous-groupe de Dec(I)est 
onnu : 
ette information permet d'éviter de nombreux 
al
uls. Une telle situationse présente lorsqu'apparaissent des modules de Cau
hy dans l'ensemble triangulaire degénérateur de I. C'est en parti
ulier, le 
as des idéaux de rupture.4.3.1 Bran
h et 
ut 
ompletReprenons les notations de la proposition 4.2.3.La fon
tion TrouverUnePermutation de 
e paragraphe e�e
tue la re
her
he d'unepermutation de E en se restreignant à 
elles qui transforment l'entier k en l'élémentminimal d'un orbite O. La proposition 4.3.5 
i-après énon
e des propriétés permet-tant d'imposer des 
ontraintes supplémentaires à la permutation re
her
hée dans E . Ces
ontraintes supplémentaires restreignent le nombre de tests d'appartenan
e à l'idéal I(voir Proposition 4.3.6).Notations 4.3.1. Soient r ∈ {1, . . . , n} et G un sous-groupe de Sn.Pour tout r-liste [a1, . . . , ar] d'entiers de {1, . . . , n}, nous noterons G[a1,...,ar ] le �xateurdans G (des éléments) de l'ensemble {a1, . . . , ar} :
G[a1,...,ar ] = {σ ∈ G | ∀i ∈ [[1, r]], σ(ai) = ai} .Dans le 
as parti
ulier du r-uplet [1, . . . , r], 
onformément aux notations pré
édentes,le �xateur G[1,...,r] est noté Gr ; la notation G0 désignant le groupe G lui-même.Nous noteronsMG[ ]

= {Min(O) | O ∈ Orb(G)} et, pour tout s ∈ [[1, n]],
MG[a1,...,ar]

= {Min(O) | O ∈ Orb(G[a1,...,ar ])} .Exemple 4.3.2. Pour illustrer la notation MG[a1,...,ar]
, 
onsidérons la permutation σ =

( 1 2 3 4 5 6
5 6 4 3 1 2 ) et le sous-groupe G de S6 dé�ni par

G = 〈(1; 2), (3; 4), (5; 6), (1; 3; 5)(2; 4; 6)〉 .



62CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREDans le tableau suivant, sont regroupés les groupes G[σ(1),σ(2), ... ,σ(s)], leurs orbitesrespe
tives dans {1, . . . , 6} et les ensemblesMG[σ(1),σ(2), ... ,σ(s)]
.

s Groupes G[σ(1),σ(2),...,σ(s)] Orbites EnsemblesMG[σ(1),σ(2), ... ,σ(s)]0 G {1, 2, . . . , 6} MG[ ]
= {1}1 G[σ(1)] = 〈(1; 2), (3; 4)〉 {1, 2}, {3, 4}, {5}, {6} MG[σ(1)]

= {1, 3, 5, 6}2 G[σ(1),σ(2)] = 〈(1; 2), (3; 4)〉 {1, 2}, {3, 4}, {5}, {6} MG[σ(1),σ(2)]
= {1, 3, 5, 6}3 G[σ(1),...,σ(3)] = 〈(1; 2)〉 {1, 2}, {3}, . . . , {6} MG[σ(1),...,σ(3)]

= {1, 3, 4, 5, 6}4 G[σ(1),...,σ(4)] = 〈(1; 2)〉 {1, 2}, {3}, . . . , {6} MG[σ(1),...,σ(4)]
= {1, 3, 4, 5, 6}5,6 G[σ(1),...,σ(s)] = 〈Id〉 {1}, . . . , {6} MG[σ(1), ... ,σ(s)]
= {1, . . . , 6}Pour déterminer une permutation de l'ensemble E de la proposition 4.2.3, nous al-lons nous ramener à la re
her
he d'une permutation σ′ telle que ∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈

MG[σ′(1), ... ,σ′(s−1)]
.Lemme 4.3.3. Soit G un sous-groupe de Sn. Pour toute permutation σ de Sn, il existeune unique permutation σ′ de Sn telle que :1. ∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈MG[σ′(1), ... ,σ′(s−1)]

;2. σ′σ−1 ∈ G.Démonstration. Raisonnons par ré
urren
e sur k pour montrer l'assertion suivante.Pour tout k ∈ [[1, n]], il existe une unique permutation σ′
k ∈ Sn telle que :1. ∀s ∈ [[1, k]], σ′

k(s) ∈MG[σ′

k′
(1), ... ,σ′

k′
(s−1)]

;2. σ′
k σ−1 ∈ G.Au rang k = 1, notons a le plus petit entier de la G-orbite 
ontenant σ(1). Il existe

ρ ∈ G tel que ρ(σ(1)) = a 
ar les entiers a et σ(1) appartiennent à la même G-orbite.La permutation σ′
1 = ρ.σ véri�e alors l'hypothèse de ré
urren
e pour k = 1.Supposons l'assertion vraie au rang k pour k ∈ [[1, n−1]]. Posons Fk = G[σ′

k
(1),σ′

k
(2),...,σ′

k
(k)].Notons a le plus petit entier de l'orbite de Orb(Fk) 
ontenant σ′

k(k + 1). Il existe unepermutation ρ de Fk telle que ρ(σ′
k(k +1)) = a 
ar un groupe agit transitivement sur sesorbites.En posant σ′

k+1 = ρ.σ′
k, la dé�nition de ρ et la première assertion de l'hypothèse deré
urren
e montre que nous avons :

∀s ∈ [[1, k]], σ′
k+1(s) = σ′

k(s) ∈MG[σ′(1), ... ,σ′(s−1)]
⊂MG[σ′

k+1
(1), ... ,σ′

k+1
(s−1)]
ar toute orbite de Orb(Fk+1) est in
luse dans une orbite de Orb(Fk). De plus, l'égalité

ρ(σ′
k(k + 1)) = a implique σ′

k+1(k + 1) = ρ(σ′
k(k + 1)) = a et, par suite, σ′

k+1(k + 1) ∈
MG[σ′

k+1
(1), ... ,σ′

k+1
(s−1)]

.L'égalité σ′
k = ρ−1. σ′

k+1, ave
 ρ ∈ G, et l'assertion σ′
kσ

−1 ∈ G de l'hypothèse deré
urren
e prouvent l'assertion σ′
k+1σ

−1 ∈ G. Ce
i prouve le lemme.



4.3. ALGORITHME EFG - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS 63Exemple 4.3.4. Poursuivons l'exemple 4.3.2. Le lemme 4.3.3 se véri�e en 
onsidérant lapermutation σ′ = ( 1 2 3 4 5 6
1 2 5 6 3 4 ) de S6. En e�et, en 
hoisissant τ = (1; 3; 5)(2; 4; 6)(5; 6)dans G,� l'égalité σ = τσ′ 
on�rme l'assertion 2. ;� la 
ondition 1. est véri�ée 
omme le montre le tableau suivant.

s Groupes G[σ′(1),σ′(2),...,σ′(s)] EnsemblesMG,σ′,s σ′(s)0 G[ ] = G MG,σ′,0 = {1} σ′(1) = 1 ∈MG[ ]1 G[σ′(1)] = 〈(3; 4), (5; 6)〉 MG,σ′,1 = {1, 2, 3, 5} σ′(2) = 2 ∈MG[σ′(1)]2 G[σ′(1),σ′(2)] = 〈(3; 4), (5; 6)〉 MG,σ′,2 = {1, 2, 3, 5} σ′(3) = 5 ∈MG[σ′(1),σ′(2)]3 G[σ′(1),...,σ′(3)] = 〈(3; 4)〉 MG,σ′,3 = {1, 2, 3, 5, 6} σ′(4) = 6 ∈MG[σ′(1),...,σ′(3)]4 G[σ′(1),...,σ′(4)] = 〈(3; 4)〉 MG,σ′,4 = {1, 2, 3, 5, 6} σ′(5) = 3 ∈MG[σ′(1),...,σ′(4)]5 G[σ′(1),...,σ′(5)] = {Id} MG,σ′,5 = {1, . . . , 6} σ′(6) = 4 ∈MG[σ′(1),...,σ′(5)]Proposition 4.3.5. Soient H un sous-groupe de Sn tel que Gk ⊆ H ⊆ Gk−1 et O une
H-orbite de {1, . . . , n} in
luse dans {k + 1, . . . , n}.Si E = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ O} est non vide alors

∃σ′ ∈ E , ∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈ MG[σ′(1),σ′(2), ... ,σ′(s−1)]
.Démonstration. D'après le lemme 4.3.3 appliqué à une permutation σ appartenant àl'ensemble E , il existe une permutation σ′ de Sn telle que

∀s ∈ [[1, n]], σ′(s) ∈MH[σ′(1), ... ,σ′(s−1)]
.D'après 
e lemme, nous avons, de plus, σ′ ∈ E .Soit s ∈ [[1, n]]. Puisque Gk ⊆ H , toute H[σ′(1), ... ,σ′(s−1)]-orbite s'é
rit 
omme réunionde G[σ′(1), ... ,σ′(s−1)]-orbite et don


MH[σ′(1),σ′(2), ... ,σ′(s−1)]
⊂MG[σ′(1),σ′(2), ... ,σ′(s−1)]

,d'où le résultat.Proposition 4.3.6. Ave
 les notations de la proposition 4.3.5, si l'ensemble E est nonvide alors il existe une permutation ( 1 ··· n
a1 ··· an

) ∈ E telle que :
∀s ∈ [[k, n]] ,











as ∈ {Min(O) | O ∈ Orb(G[a1,a2,...,as])} \ {a1, . . . , as−1}et
Ps(a1, . . . , as) .

(4.3.1)Démonstration. Supposons que E soit non vide. D'après la proposition 4.3.5, il existeune permutation σ′ véri�ant :
∀s ∈ [[k, n]], σ′(s) ∈MG[σ′(1),σ′(2), ... ,σ′(s−1)]

.



64CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREPosons, pour tout i ∈ [[1, n]], ai = σ′(i). Il vient :
∀s ∈ [[k, n]], as ∈ {Min(O)|O ∈ Orb(H[a1,a2,...,as])} \ {a1, . . . , as} . (4.3.2)De plus, la permutation σ′ = ( 1 ··· n

a1 ··· an
) appartient à Dec(I). Ainsi :

∀s ∈ [[1, n]], Ps(a1, . . . , as) . (4.3.3)Or, pour tout s ∈ [[1, k − 1]], ai = i 
ar σ′ ∈ E ; l'assertion (4.3.3) est don
 trivialepour tout s ∈ [[1, k− 1]]. Cette observation et l'assertion (4.3.2) terminent la preuve.La fon
tion TUP du paragraphe suivant repose sur la proposition 4.3.6.4.3.2 Algorithme de 
al
ul d'un ensemble fort de générateurs dugroupe Dec(I)Fixons k dans [[1, n− 1]] et reprenons les notations du paragraphe 4.2.3.En 
ours de 
al
ul, la fon
tion De_Gk_a_G(k-1) fait appel à la fon
tion TUP pourdéterminer, si elle existe, une permutation σ appartenant à E = {σ ∈ Gk−1 | σ(k) ∈ O},où O désigne une 
ertaine H-orbite de {1, . . . , n}.Plus pré
isément, le pré�xe [a1, . . . , ak] de la permutation re
her
hée véri�e :
∗ ak = Min(O) et
∗ a1 = 1, . . . , ak−1 = k − 1 lorsque k > 1.Soit [a1, . . . , ak] un pré�xe véri�ant les 
onditions (4.3.1) de la proposition 4.3.6 seule-ment au rang s = k.La fon
tion TUP est une fon
tion ré
ursive ayant pour argument un entier s ∈ [[k +

1, n− 1]] et l = [a1, . . . , as−1] une liste d'entiers deux à deux distin
ts. Initialement, nousavons s = k + 1.Si s = n + 1, la permutation σ = ( 1 ··· n
a1 ··· an

) de E \ {Id} véri�e les 
onditions (4.3.1)de la proposition 4.3.6 ; elle sera renvoyée par l'algorithme.Si s < n + 1, l'ensemble
M = {Min(O)|O ∈ Orb(H[a1,...,as−1])} \ {a1, . . . , as−1}apparaissant dans les 
onditions (4.3.1) de la proposition 4.3.6 est 
al
ulé. L'algorithmeévalue alors le prédi
at Ps(a1, . . . , as−1, a) où a = Min(M) pour déterminer si le pré�xe

[a1, · · · , as−1, a] est 
elui d'une permutation de E . Deux 
as se présentent :Cas 1 : L'entier a véri�e 
e test et don
 les 
onditions (4.3.1) de la proposition 4.3.6aux rangs i ∈ [[k, s]]. La fon
tion s'appelle alors ré
ursivement ave
 pour arguments
s + 1 et [a1, . . . , as−1, a].



4.3. ALGORITHME EFG - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS 65Cas 2 : L'entier a ne véri�e pas 
e test. Le s-uplet [a1, . . . , as−1, a] ne véri�e don
pas les 
onditions né
essaires (4.3.1) de la proposition 4.3.6 (au rang s). Il n'existedon
 pas de permutation E de pré�xe [a1, . . . , as−1, a]. L'entier a est ex
lu de Met alors l'une des deux situations suivantes se présente :Cas 2.1 : L'ensembleM est non vide. Dans 
e 
as, l'algorithme réitère sa re
her
hed'un entier a ∈M pour lequel Ps(a1, . . . , as−1, a) est vrai, en 
onsidérant l'entier
a = Min(M).Cas 2.2 : L'ensembleM est vide, nous avons don
 :

∀a ∈M, Ps(a1, . . . , as−1, a) .Les 
onditions né
essaires (4.3.1) de la proposition 4.3.6 montrent qu'il n'existepas de permutation de E admettant pour pré�xe le (s− 1)-uplet [a1, . . . , as−1].Dans 
e 
as, la fon
tion renvoie la permutation σ = Id.Algorithme 4.3.7.Fon
tion TUP (s, [a1, . . . , as−1], σ, P)/*Entrées : . Un entier s de {1, . . . , n + 1}.. Une liste [a1, . . . , as−1] d'entiers de {1, . . . , n}, distin
ts deux à deux.. Une permutation σ égale à Id jusqu'à 
e qu'une permutation de E soit trouvée.. L'ensemble de 
onditions P = (P1, . . . , Pn) dé
rit dans le paragraphe 4.1.2.Sortie : . Une permutation σ =
`

1 ··· n
a1 ··· an

´ appartenant à E si elle existe, Id sinon.Note : . Ave
 
es entrées, si la fon
tion TUP s'appelle ré
ursivement, 
'est ave
 un pré�xe [a1, . . . , as−1, a] véri�antles 
onditions ∀j ∈ [[1, s]], Pj(a1, . . . , aj) et Ps(a1, . . . , as−1, a).*/ Si s = n + 1 Alors σ = ( 1 ··· n
a1 ··· an

) ;Sinon. M = {Min(O)|O ∈ Orb(H[a1,...,as−1])} \ {a1, . . . , as−1} ;. Tant que M 6= ∅ et σ = Id faire. . a = Min(M) ;. . M =M\ {a} ;. . /* Re
her
he d'une image possible a de s */. . Si Ps(a1, . . . , as−1, a) Alors. . . σ = TUP (s + 1, [a1, . . . , as−1, a], σ, S) ;. . Fin Si ;. Fin Tant Que ;Fin Si ;Retourner σ ;Fin Fon
tionNous appelons EFG l'algorithme obtenu en substituant la fon
tion TUP du paragraphe4.3.2 à la fon
tion TrouverUnePermutation dans l'algorithme Generateurs .



66CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREPar
ours d'arbre e�e
tué par l'algorithme
Pour 
omparer les par
ours d'arbre e�e
tués par les algorithmes Generateurs et EFG,nous allons 
onsidérer l'idéal engendré dans Q[X1, . . . , X8] par l'ensemble triangulaire depolyn�mes :

f1(x1) = X8
1 − 2X7

1 − 9X6
1 + 10X5

1 + 22X4
1 − 14X3

1 − 15X2
1 + 2X1 + 1

f2(x1, x2) = X2 + 1/2X7
1 − 3/2X6

1 − 4X5
1 + 10X4

1 + 10X3
1 − 16X2

1 − 11/2X1 + 3/2

f3(x1, x2, x3) = X2
3 + X3X

6
1 −X3X

5
1 − 9X3X

4
1 −X3X

3
1 + 14X3X

2
1 + 6X3X1 −X3

+1/2X7
1 − 1/2X6

1 − 5X5
1 + X4

1 + 9X3
1 − 2X2

1 − 1/2X1 + 1/2
f4(x1, . . . , x4) = X4 + X3 + X6

1 −X5
1 − 9X4

1 −X3
1 + 14X2

1 + 6X1 − 1

f5(x1, . . . , x5) = X2
5 − 3/2X5X

7
1 + 2X5X

6
1 + 14X5X

5
1 − 5X5X

4
1 − 28X5X

3
1 + 3X5X

2
1

+19/2X5X1 + 3/2X6
1 −X5

1 − 15X4
1 − 4X3

1 + 27X2
1 + 11X1 − 9/2

f6(x1, . . . , x6) = X6 + X5 − 3/2X7
1 + 2X6

1 + 14X5
1 − 5X4

1 − 28X3
1 + 3X2

1 + 19/2X1

f7(x1, . . . , x7) = X2
7 + X7X

7
1 − 3/2X7X

6
1 − 9X7X

5
1 + 4X7X

4
1 + 19X7X

3
1 −X7X

2
1 − 9X7X1

−5/2X7 − 1/2X7
1 + X6

1 + 5X5
1 − 6X4

1 − 14X3
1 + 8X2

1 + 23/2X1 + 1
f8(x1, . . . , x8) = X8 + X7 + X7

1 − 3/2X6
1 − 9X5

1 + 4X4
1 + 19X3

1 −X2
1 − 9X1 − 5/2 .(Cet idéal est l'idéal induit de l'idéal de rupture du polyn�me X8 − 2X7 − 9X6 +

10X5 + 22X4 − 14X3 − 15X2 + 2X + 1 de Q[X]. Ce type d'idéaux de Galois est dé�niau Paragraphe 5.1)
L'algorithme ré
ursif Generateurs du paragraphe 4.3.2 appliqué à l'idéal I par
ourtl'intégralité de l'arbre 4.2 
i-après. Le sous-arbre de l'arbre 4.2 
onstitué des parties nongrisées est 
elui par
ouru par EFG.À 
haque nombre apparaissant dans 
et arbre 
orrespond un test d'appartenan
e àl'idéal, sauf pour la bran
he supérieure, où seuls les 2 derniers entiers 
orrespondent àdes tests non triviaux. Lorsque 
e test d'appartenan
e est négatif, l'entier est barré .
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Fig. 4.2 � Arbres par
ourus par les algorithmesDé
rivons le 
al
ul de la permutation (1; 2)(5; 7)(6; 8) par la fon
tion TUP à partir del'appel par la fon
tion De_Gk_a_G(k-1). Rappelons qu'i
i le groupe D est le groupe dedé
omposition de I, Dec(I), et que l'ensemble des prédi
ats P = {P1, . . . , Pn} est dé�ni,au paragraphe 4.1.2, par :
∀r ∈ [[1, n]], (Pr(a1, . . . , ar) est vrai) ssi (fr(Xa1 , Xa2 , . . . , Xar

) ∈ I) .Le 
al
ul de l'ensemble fort de générateurs du �xateur G1 ayant été e�e
tué, nousavons G1 = 〈(3; 4), (5; 6), (7; 8)〉 et, à partir de 
et ensemble de générateurs, la fon
tionDe_Gk_a_G(k-1) 
ommen
e le 
al
ul de Dec(I). Pour 
ela, la fon
tion De_Gk_a_G(k-1)détermine l'ensemble {{2}, {3; 4}, {5; 6}, {7; 8}} des G1-orbites de {1, . . . , n} in
lusesdans {2, . . . , n} et 
al
ule l'ensemble M = {2, 3, 5, 7} des éléments minimaux de 
esorbites. La fon
tion TUP est alors appelée par la fon
tion De_Gk_a_G(k-1) pour re
her-
her une permutation de pré�xe [Min(E)] = [2] via l'appel :TUP(2, [2], Id, P) .La fon
tion TUP 
al
ule alors l'ensemble
MG[1,2]

\ {2} = {Min(O)|O ∈ Orb(G[1,2])} \ {2} = {1, 3, 7}



68CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREpuis teste pour a = 1 ∈MG[1,2]
\ {2} l'appartenan
e à l'idéal I du polyn�me f2(X2, Xa).Ce test retournant la valeur vraie, la fon
tion s'appelle ré
ursivement pour 
ompléterle pré�xe [2, 1].De la même manière, les pré�xes [2, 1, 3] et [2, 1, 3, 4] sont obtenus par deux appelsré
ursifs de la fon
tion TUP, en 
al
ulant les ensembles MG[2,1]

\ {2, 1} = {3, 5, 7} puis
MG[2,1,3]

\ {2, 1, 3} = {4, 5, 7} et en testant l'appartenan
e des polyn�mes f3(X2, X1, X3)et f4(X2, X1, X3, X4) à l'idéal I.La fon
tion 
her
he alors à 
ompléter la liste [2, 1, 3, 4] en le pré�xe [2, 1, 3, 4, a] d'unepermutation σ ∈ Dec(I) (si toutefois 
ette permutation existe), où a est un entier appar-tenant à l'ensembleMG[2,1,3,4]
\ {2, 1, 3, 4} = {5, 7}. Le polyn�me f5(X2, X1, X3, X4, X5)n'appartenant pas à I, l'entier a = 5 apparaît don
 barré dans l'arbre 4.2.Ensuite, l'algorithme détermine alors si [2, 1, 3, 4, 7] est un pré�xe possible d'une per-mutation de Dec(I) ; pour 
ela, il teste l'appartenan
e du polyn�me f5(X2, X1, X3, X4, X7)à l'idéal I.Ce test étant positif, l'algorithme s'appelle alors ré
ursivement pour 
ompléter lasuite [2, 1, 3, 4, 7] en un pré�xe [2, 1, 3, 4, 7, b], où b ∈ MG[2,1,3,4,7]

\ {2, 1, 3, 4, 7} = {5, 8}.Le polyn�me f6(X2, X1, X3, X4, X7, X5) n'appartenant pas à l'idéal I, l'entier 5 apparaîtbarré dans l'arbre 4.2 et l'appartenan
e de f6(X2, X1, X3, X4, X7, X8) à l'idéal I est alorstesté.Ce test retournant la valeur vraie, la fon
tion s'appelle ré
ursivement pour 
ompléterle pré�xe [2, 1, 3, 4, 7, 8].Après les deux appels ré
ursifs suivants, la fon
tion TUP retourne la permutation
(1; 2)(5; 7)(6; 8).Les algorithmes Generateurs et l'algorithme EFG 
al
ulent respe
tivement 73 et 48formes normales pour 
al
uler Dec(I).4.3.3 Complexité - Cas généralCe paragraphe est 
onsa
ré à l'étude de la 
ompléxité de l'algorithme EFG appliqué àun idéal de Galois I. Comme dans le 
as de l'algorithme IsPurGaloisIdeal, nous 
her-
hons à majorer le nombre de prédi
ats 
al
ulés par l'algorithme, 
'est-à-dire de testsd'appartenan
e à l'idéal I.Nous allons, tout d'abord, majorer le nombre de r-liste [a1, . . . , ar] où 1 6 r 6 n− 1véri�ant les 
onditions

∀s ∈ [[1, r]] , Ps(a1, . . . , as) ; (4.3.4)
∀s ∈ [[1, r]] , as ∈MD[a1,a2,...,as]) \ {a1, . . . , as−1}. (4.3.5)Toute r-liste passée 
omme argument à la fon
tion De_Gk_a_G(k-1) ou à la fon
tionTUP pendant l'exé
ution de l'algorithme generateurs2 véri�e les 
onditions 
i-dessus



4.3. ALGORITHME EFG - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS 69(voir Paragraphe 4.3.2).L'ensemble des r-listes d'entiers de [[1, n]] véri�ant les 
onditions (4.3.4) sera noté E.Majoration du nombre de r-listes véri�ant les 
onditions (4.3.4) et (4.3.5)Soit r ∈ [[1, n− 1]]. Notons ∼ la relation d'équivalen
e dé�nie sur E par : pour tout
[a1, . . . , ar] ∈ E et [a′

1, . . . , a
′
r] ∈ E,

[a1, . . . , ar] ∼ [a′
1, . . . , a

′
r] ssi ∃d ∈ Dec(I), [a1, . . . , ar] = [d(a′

1), . . . , d(a′
r)] .Proposition 4.3.8. L'ensemble des r-listes de E véri�ant la 
ondition (4.3.5) est unsystème de représentants des 
lasses de ∼-équivalen
e de E.Démonstration. En e�et, tout élément a ∈ E appartient à la 
lasse Dec(I).a de ∼-équivalen
e de E et l'élément minimal b de 
ette 
lasse, pour l'ordre lexi
ographique

<lex sur E, véri�e la 
ondition (4.3.5).L'ensemble de r-listes véri�ant les 
onditions (4.3.4) et (4.3.5) est don
 égal au nombrede 
lasses de ∼-équivalen
e de E.Considérons un inje
teur L de I.Notons ∼D la relation d'équivalen
e dé�nie sur L par : pour tout σ1 ∈ L et tout
σ2 ∈ L,

σ1 ∼D σ2 ssi ∃d ∈ Dec(I), σ1 = d σ2 .Proposition 4.3.9. L'appli
ation dé�nie par
Πr : L/ ∼D −−−→ E/ ∼

σ −−−→ (σ(1), . . . , σ(r)) .est bien dé�nie et est surje
tive.Démonstration. Πr est bien dé�nie. Soient σ1 et σ2 deux permutations de L. Supposonsque σ1 ∼D σ2. Il existe don
 d ∈ Dec(I) telle que σ1 = dσ2. Nous avons alors
(σ1(1), . . . , σ1(r)) = (dσ2(1), . . . , dσ2(r)) = d.(σ2(1), . . . , σ2(r)) ;et don
 Πr(σ1) = Πr(σ2)

Πr est surje
tive. En e�et, d'après le théorème 4.2.21, toute r-liste de E est le pré�xed'une permutation σ de L.Le nombre de 
lasses de ∼D-équivalen
e de L majore don
 le nombre de r-listesvéri�ant les 
onditions (4.3.4) et (4.3.5).



70CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREDé�nition 4.3.10. Le sous-groupe de Sn dé�ni par Inj(L) = {σ ∈ Sn | σ.L = L} estappelé l'inje
teur de L. (Cet ensemble est un groupe 
ar 
'est une partie de Sn stablepour le produit dans Sn.)Lemme 4.3.11. Soient E1 et E2 deux parties de Sn. Si E1 = E2 E1 (resp. E1 = E1 E2)alors E1 est réunion de 
lasse à droite (resp. à gau
he) de E1 modulo E2, i.e. il existe
T ⊂ E1 tel que E1 s'é
rive 
omme l'union disjointe :

E1 =
⋃

τ∈T

E2 τ (resp., E1 =
⋃

τ∈T

τ E2).De plus, nous avons Card(T ) =
Card(E1)

Card(E2)
(resp. Card(T ) =

Card(E2)

Card(E1)
). L'ensemble Tsera appelé une transversale à droite (resp., à gau
he) de E1 modulo E2.Démonstration. En e�et, si τ ∈ E1 alors E1 ⊃ E2.τ ; ainsi, E1 est réunion d'ensemble

E2.τ où τ ∈ E1. De plus, pour tout τ ∈ E1 et tout τ ′ ∈ E1, l'égalité τE2 ∩ τ ′E2 6= ∅implique τE2 = τ ′E2 ; d'où le résultat.Proposition 4.3.12. Notons d1, . . . , dt une tranversale à droite de L modulo Inj(L) et
ℓ1, . . . , ℓs une tranversale à gau
he de L modulo Dec(I). Nous avons :

t = Card(L)/ Card(Inj(L)) et s = Card(L)/ Card(Dec(I)) .Pour toute permutation σ de L, il existe i ∈ [[1, t]] et j ∈ [[1, s]] tel que σ ∈ Dec(I) ℓj di.Démonstration. Nous avons les égalités Inj(L)L = L et L Dec(I) = L qui proviennent dela dé�nition de Inj(L) et de la proposition 2.4.11. Le lemme 4.3.11 justi�e l'existen
e destransversales de L 
onsidérées dans la proposition et les égalités t = Card(L)/ Card(Inj(L))et s = Card(L)/ Card(Dec(I)).Soit σ ∈ L. Puisque L =
⋃t

i=1 Inj(L) di, il existe i ∈ [[1, t]] et ρ ∈ Inj(L) tel que σ = ρ di.Or Inj(L) est un groupe, ainsi ρ−1 ∈ Inj(L) et, puisque Inj(L) ⊂ L (
ar Inj(L)L = L et
L, étant un inje
teur de I, 
ontient IdSn

), ρ−1 ∈ L. L'égalité L =
⋃s

j=1 ℓj Dec(I) montrequ'il existe j ∈ [[1, s]] et d ∈ Dec(I) tel que ρ−1 = ℓj d. Par suite, σ = d ℓ−1
j di.Nous allons maintenant majorer le nombre de r-listes véri�ant les 
onditions (4.3.4)et (4.3.5) à l'aide des 
lasses de ∼D-équivalen
e de L.Corollaire 4.3.13. Le nombre de 
lasses de ∼D-équivalen
e de L, et don
 le nombre de

r-listes de E véri�ant la 
ondition (4.3.5), est au plus égal à
Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
.Démonstration. D'après la proposition pré
édente, l'ensemble des permutations { ℓj di |

i ∈ [[1, t]], j ∈ [[1, s]]} 
ontient au moins un représentant par 
lasse de L/ ∼D. Le nombrede 
lasse de ∼D-équivalen
e de L est don
 majoré par le produit s t, autrement dit par
Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
.
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ats 
al
ulés par l'algorithme EFGRappelons tout d'abord que toute r-liste [a1, . . . , ar] où 1 6 r 6 n− 1 passée 
ommeargument à la fon
tion De_Gk_a_G(k-1) ou à la fon
tion TUP véri�e les 
onditions (4.3.4)et (4.3.5). Pour déterminer un entier ar+1 ∈ [[1, n]] \ {a1, . . . , as} tel que Pr+1(a1, . . . , as),les fon
tions De_Gk_a_G(k-1) et TUP e�e
tuent au plus n− r 
al
uls de prédi
ats. Pour
ompléter une r-liste véri�ant les 
onditions (4.3.4) et (4.3.5) en des r +1 listes véri�ant
es mêmes 
onditions, l'algorithme EFG e�e
tue don
 au plus
Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
(n− r)
al
uls de prédi
ats (i.e. le produit du majorant du nombre de r-listes véri�ant les 
ondi-tions (4.3.4) et (4.3.5) (voir Corollaire 4.3.13) par le majorant du nombre de prédi
atspar r-liste 
onsidérée).En sommant les majorants des nombres de prédi
ats 
al
ulés pour r par
ourant [[1, n−1]],nous obtenons la 
omplexité de l'algorithme EFG en terme de 
al
uls de prédi
ats :

O

(

Card(L)2

Card(Dec(I)) Card(Inj(L))
n2

)

.Cas des idéaux de Galois pursDans le 
as d'un idéal de Galois pur, nous avons L = Dec(I) = Inj(L) (voir Proposi-tion 2.4.12 et dé�nition 2.4.13). Le 
oût de 
et algorithme est alors en O(n2) 
al
uls deprédi
ats.4.3.4 Cas où un sous-groupe est 
onnuDans 
ette partie, nous supposons 
onnu un sous-groupe G du groupe G = Dec(I).Ce type de situation sera illustré par le 
as des idéaux de rupture. La donnée du groupe
G permet de déterminer sans 
al
ul de prédi
at des permutations re
her
hées par lafon
tion De_Gk_a_G(k-1).Notons G un ensemble fort de générateurs de G. Posons G0 = G et, pour tout k ∈
[[2, n]], Gk−1 = G ∩Gk−1.Soit k un entier quel
onque de [[1, n]].Rappelons que la fon
tion De_Gk_a_G(k-1) appelle la fon
tion TUP pour re
her
herdes permutations σ de Gk−1 \Gk. Les permutations trouvées sont alors adjointes à l'en-semble fort de générateurs de Gk pour 
onstruire l'ensemble fort de générateurs de Gk−1,
ette 
onstru
tion s'appuie sur la proposition 4.2.3.Or 
ette proposition peut s'appliquer à tout ensemble de générateurs L d'un sous-groupe
L de Dec(I) véri�ant Gk ⊂ L ⊂ Gk−1, 
e qui est le 
as de la réunion de Gk−1 et de l'en-semble fort de générateurs Gk de Gk.



72CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREAinsi, pour exploiter la donnée du sous-groupe G du groupe de dé
omposition G, ilsu�t, lors de l'appel de la fon
tion De_Gk_a_G(k-1) par la fon
tion Generateurs, depasser 
omme argument l'ensemble de permutations L = Gk−1 ∪ Gk et les 〈L〉-orbitesde {1, . . . , n}. Ce
i est réalisé par la fon
tion SousGroupeConnu 
i-dessous qui vient ensubstitution à la fon
tion Generateurs.La fon
tion De_Gk_a_G(k-1) permettra alors de 
ompléter l'ensemble L en un en-semble fort de générateurs de Gk−1.Algorithme 4.3.14.La fon
tion Orbits de 
et algorithme retourne les orbites dans {1, · · · , n} du groupe engendré par l'en-semble fort de générateurs qui lui est passé 
omme argument.Fon
tion SousGroupeConnu (P, G )/*Entrée : . L'ensemble des 
onditions P = (P1, . . . , Pn) dé
rit dans le paragraphe 4.1.2.. Un ensemble fort de générateurs G du sous-groupe G de Dec(I).Sortie : . Un ensemble, noté G0, de générateurs du groupe Dec(I).*/
G0 := {Id} ;
orbites := {{1}, . . . , {n}} ;
k := n− 1 ;Tant que k 6= 0 faire. Gk = G ∩Gk ;. L = G0 ∪ Gk ;. orbites = Orbites( L ) ;. G0, orbites = De_Gk_a_G(k-1)( k, L, orbites, P ) ;. k := k − 1 ;Fin Tant que ;Retourner G0 ;Fin Fon
tion ;Le théorème suivant permet de déterminer fa
ilement un sous-groupe du groupe dedé
omposition d'un idéal triangulaire. Le paragraphe 
i-après présente une situation oùil sera appliqué.Théorème 4.3.15. (voir [50℄ et [17℄) . Soit g ∈ A[X] un polyn�me à 
oe�
ient dansun anneau A de degré d. Notons

C0(X1), C1(X1, X2), . . . , Cd(X1, . . . , Xd)les modules de Cau
hy de g (voir Dé�nition 2.2.4). Le groupe de dé
omposition de l'idéalengendré par C0(X1), C1(X1, X2), . . . , Cd(X1, . . . , Xd) est Sd.



4.3. ALGORITHME EFG - APPLICATION AUX IDÉAUX DE GALOIS 73Remarque 4.3.16. Un ensemble fort de générateurs du groupe symétrique Sd est
{(1; 2), (2; 3), (3; 4), . . . , (d− 1 ; d)} .Cas des idéaux de ruptureSoit f désigne un polyn�me séparable de K[X] de degré n et α1, . . . , αn les n ra
inesdu polyn�me f dans une 
l�ture algébrique de K. Nous dé�nissons rapidement la notiond'idéal de départ d'un polyn�me qui sera vue au 
hapitre 5.Notons g1(α1, X) = X − α1, g2(α1, X), . . . , gr(α1, X) les fa
teurs irrédu
tibles de fsur K(α1)[X] ordonnés dans l'ordre 
roissant de leurs degrés respe
tifs d1, d2, . . . , dn en

X. Posons s1 = 1, sr+1 = n + 1 et Tg1(α1) = {f(X1)}. Pour tout i ∈ [[2, r]], posons
si = 1 + d1 + d2 + · · · + di−1 et

Tgi
(α1) = {fsi

(α1, Xsi
) = gi(α1, Xsi

), . . . , fsi+1−1(α1, Xsi
, . . . , Xsi+1−1)} ,l'ensemble des modules de Cau
hy du polyn�me gi pris dans K[Xsi

, . . . , Xsi+1−1].L'idéal de départ du polyn�me f est l'idéal triangulaire If de K[X1, . . . , Xd] engendrépar l'ensemble triangulaire :
S =

r
⋃

i=1

Tgi
(X1)

= {f1(X1), f2(X1, X2), . . . , fn(X1, . . . , Xn)}.Proposition 4.3.17. Le stabilisateur Dec(If)[1] est égal au produit dire
t de groupes
S{1} × S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr ,...,sr+1−1}.Démonstration. Montrons l'in
lusion :

S{1} × S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr,...,sr+1−1} ⊂ Dec(If )[1] . (4.3.6)Soit σ ∈ S{1} × S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr ,...,sr+1−1}. Il existe r permutations σ1, . . . , σrappartenant respe
tivement à S{1}, S{s2,...,s3−1}, . . . , S{sr ,...,sr+1−1} telles que σ = σ1 · · ·σr.Soit k ∈ [[1, n]] et 
onsidérons le polyn�me fk(X1, . . . , Xk) de l'ensemble triangulaire S.Montrons que σ.fk(X1, . . . , Xk) ∈ If .Le 
as k = 1 est trivial 
ar 1 est invariant sous l'a
tion de σ. Si k ∈ [[2, n]], notons ml'entier de [[2, r]] tel que fk(X1, . . . , Xk) ∈ Tgm
(X1). D'après la proposition 4.3.15, la per-mutation σm appartient au groupe de dé
omposition de l'idéal des relations symétriques

J de gm. Par suite, le polyn�me σ.fk(X1, . . . , Xk) = σm.fk(X1, . . . , Xk) appartient à J .L'in
lusion J ⊂ If montre que σ.fk(X1, . . . , Xk) appartient à If .



74CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREAinsi, pour tout k ∈ [[1, n]], σ.fk(X1, . . . , Xk) ∈ If . L'idéal If étant engendré par les
n polyn�mes {f1, f2, . . . , fn}, 
e
i implique que ∀g ∈ If , σ.g ∈ If . D'où l'in
lusion.Pour montrer l'in
lusion inverse, raisonnons par l'absurde.Supposons qu'il existe une permutation σ ∈ Dec(If)[1] qui n'appartienne pas à S{1}×
S{s2,...,s3−1} × · · · × S{sr ,...,sr+1−1}. Sous 
ette 
ondition, l'un des ensembles

{1}, {s2, . . . , s3 − 1}, . . . , {sr, . . . , sr+1 − 1}n'est pas invariant sous l'a
tion de σ. Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que
σ transforme un entier a2 ∈ {s2, . . . , s3−1} en un entier a3 ∈ {s3, . . . , s4−1}. L'in
lusion(4.3.6) assure l'existen
e de deux permutations σ2 et σ3 de Dec(If )[1] telles que σ2(s2) =
a2 et que σ3(s3) = a3. De l'égalité σ−1

3 σ σ2(s2) = s3, il vient σ−1
3 σ σ2.fs2(X1, Xs2) =

fs2(X1, Xs3) ∈ If , ainsi fs2(α1, α3) = 0. Les fa
teurs g2 = fs2 et g3 = fs3 de f sur
K(α1)[X] ont don
 une ra
ine 
ommune et f une ra
ine double. Ce
i 
ontredit l'hypo-thèse de séparabilité de f .Remarque 4.3.18. Dans le 
as des idéaux de départ, le stabilisateur Dec(If)[1] est don
a priori 
onnu. Ainsi, pour adapter l'algorithme SousGroupeConnu au 
as des idéaux dedépart, il su�t :1. d'initialiser la variable k à 1 dans la bou
le Tant que de 
ette fon
tion, 
e qui apour e�et de ne pas 
al
uler Dec(If)[1].2. de passer 
omme argument à 
ette fon
tion l'ensemble fort de générateurs du sta-bilisateur Dec(If)[1] :

{ (s2; s2 + 1), (s2 + 1; s2 + 2), . . . , (s2 + d2 − 2; s2 + d2 − 1),
(s3; s3 + 1), (s3 + 1; s3 + 2), . . . , (s3 + d3 − 2; s3 + d3 − 1),...
(sr; sr + 1), (sr + 1; sr + 2), . . . , (sr + dr − 2; sr + dr − 1) } .Par
ours d'arbre dans le 
as d'un idéal de ruptureL'idéal I de 
e paragraphe étant un idéal de départ, la proposition 4.3.17 montrel'égalité

Dec(If)[1] = S{1} × S{2,3} × S{3,4} × S{5,6} × S{7,8},qui permet d'appliquer l'algorithme SousGroupeConnu du paragraphe 4.3.4. Ce dernierne par
ourant, de la bran
he supérieure de l'arbre 4.2, que le sous-arbre 4.3, le nombrede formes normales est de 36 pour 
et algorithme.
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Fig. 4.3 � Bran
he supérieure par
ourue par l'algorithme SousGroupeConnuLa remarque 4.3.18 permet d'éviter les 
al
uls de la bran
he 4.2 et restreint ainsi à27 le nombre de formes normales né
essaires au 
al
ul d'un ensemble fort de générateursde Dec(I).4.4 Comparaison des algorithmesDans 
e paragraphe, la nomen
lature nTi des sous-groupes transitifs de Sn est 
elleétablie par Butler et M
Kay (Voir [16℄).Tous les algorithmes de 
e 
hapitre ont été implantés dans le logi
iel de 
al
ul formelMagma (voir [11℄) et nous noterons fn,i le polyn�me de groupe de Galois nTi �gurant dansle pa
kage galpol de 
e logi
iel.4.4.1 Algorithmes STRONG_GENERATORS et GenerateursLe tableau 
omparatif 4.1 re
ense les temps de 
al
ul des algorithmes STRONG_GENERATORSd'Anai, Noro et Yokoyama (voir [3℄) et Generateurs (Algorithme 4.2.12). L'algorithmeSTRONG_GENERATORS ne s'appliquant qu'aux idéaux de relations, nous nous limitons à 
e
as pour 
e tableau.Nous avons 
onsidéré, pour 
ha
un des groupes transitifs nTi, un idéal des relations In,idu polyn�me fn,i 
al
ulé par la méthode présentée au 
hapitre 5. Remarquons que, dans
e 
as, le groupe de Galois nTi du polyn�me fn,i sur Q est, à isomorphisme près, le groupede dé
omposition de l'idéal In,i. Pour 
haque idéal In,i, nous 
omparons le temps de 
al-
ul né
essaire aux algorithmes STRONG_GENERATORS et Generateurs pour déterminer legroupe Dec(In,i).



76CHAPITRE 4. GROUPE DE DÉCOMPOSITION D'UN IDÉAL TRIANGULAIREIdéal I Card(Dec(I)) StrongGenerators Generateurs
I8,10 16 0.04 0.01
I8,17 32 0.15 1.9
I8,26 64 709.6 1.65
I8,35 128 55.6 0.129
I9,28 648 3.17 0.169
I8,47 1152 7.2 0.06
I10,43 28 800 > 700 0.611
I8,50 40 320 1.719 0.019
I12,299 1 036 800 > 700 5.06Tab. 4.1 � Algorithmes StrongGenerators et Generateurs .(Implantation en Magma - AMD Duron 800 Mh - 256 Mo - Temps en s.)Remarque 4.4.1. L'algorithme STRONG_GENERATORS exploite, pour le 
al
ul du groupe deGalois, des propriétés liées à la tour d'extensions de 
orps :

Q(α1) ⊂ Q(α1, α2) ⊂ · · · ⊂ Q(α1, . . . , αn),où Q(α1, . . . , αi) est isomorphe à Q[X1, . . . , Xi]/〈f1, . . . , fi〉 pour i ∈ [[1, n]]. Ces proprié-tés ne sont pas utilisées par les algorithmes de 
e 
hapitre.4.4.2 Algorithmes Generateurs et EFGPour établir le tableau 4.2, deux types d'idéaux ont été utilisés :� des idéaux de relations obtenus par la méthode dé
rite au 
hapitre 5, idéaux mar-qués d'une astérisque ;� des idéaux de départ (Voir Paragraphe 4.3.4 ou Chapitre 5).Pour 
haque ligne, la première 
olonne indique que l'idéal In,i a été obtenu à partirdu polyn�me fn,i. La se
onde 
olonne pré
ise le 
ardinal du groupe de dé
ompositionde l'idéal 
orrespondant. Les quatre dernières 
olonnes indiquent le temps de 
al
ulné
essaire à la détermination d'un ensemble fort de générateurs du groupe Dec(In,i) res-pe
tivement par les algorithmes Generateurs (Algorithme 4.2.12), EFG (voir Paragraphe4.3.2), SousGroupeConnu et par 
elui obtenu en e�e
tuant la modi�
ation dé
rite dansla remarque 4.3.18.Pour les deux dernières 
olonnes, lorsqu'au
un sous-groupe du groupe de dé
ompo-sition n'a été utilisé ou que l'algorithme n'est pas appli
able à l'idéal 
onsidéré le 
hampa été rempli d'un signe −.



4.4. COMPARAISON DES ALGORITHMES 77Les 
as où le 
ardinal du groupe de dé
omposition de l'idéal 
oïn
ide ave
 
elui de lavariété de l'idéal sont repérés par l'astérisque ∗. Lorsqu'un idéal véri�e 
ette 
ondition,nous savons que le groupe de dé
omposition de l'idéal In,i est aussi son stabilisateur. Ce
ipermet alors d'appliquer l'algorithme GaloisIdeal (voir [61℄) �à l'idéal In,i qui, pour dé-terminer le groupe de Galois du polyn�me ainsi qu'un idéal des relations de 
e polyn�me,né
essite de 
onnaître un stabilisateur de l'idéal In,i.Idéal Card(Dec(I)) Generateurs EFG SousGroupeConnu Remarque 4.3.18
I∗
8,9 16 63 56 − −

I∗
8,10 16 65 58 − −

I∗
8,11 16 57 50 − −

I∗
8,15 32 72 60 − −

I∗
8,17 32 47 38 − −

I∗
8,26 64 66 56 − −

I∗
8,29 64 64 54 − −

I∗
8,35 128 61 50 − −

I10,21 480 82 57 27 21
I9,8 96 82 54 31 25
I12,22 2304 147 84 44 33
I12,43 8640 129 80 32 25
I13,4 13824 125 93 30 18
I14,12 40320 152 104 44 32
I14,26 181440 134 98 27 18
I15,11 1935360 185 115 33 25Tab. 4.2 � Comparaison des algorithmes de 
e 
hapitre.Dans le 
as des idéaux du tableau 
i-dessus, le nombre de formes normales né
essairesau 
al
ul de Dec(I) est, ave
 l'algorithme EFG, de 10 % à 40 % plus faible qu'ave
l'algorithme Generateurs. La 
omparaison des trois dernières 
olonnes montre que la
onnaissan
e plus ou moins pré
ise d'un sous-groupe permet d'améliorer grandement le
al
ul du groupe de dé
omposition.Remarque 4.4.2. Il est possible d'améliorer 
es trois algorithmes en utilisant le 
al
ulmodulaire pour optimiser les tests d'appartenan
e à l'idéal I : si un polyn�me R moduloun entier p n'appartient pas à I modulo p alors R n'appartient pas à I. Sur 
ertainsdes exemples pré
édents, 
e pré-test modulaire réduit jusqu'à un fa
teur 20 les temps de
al
ul et, en général, p égal à 2 ou 3 su�t.
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Chapitre 5Un algorithme mixte de 
al
ul de 
orpsde dé
ompositionCe 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude d'une méthode mixte de 
al
ul du 
orps de dé
om-position d'un polyn�me f 
'est dire de l'un de ses idéaux de relations. Cette méthoderend 
ompatible les algorithmes de 
al
ul d'un idéal de Galois maximal par fa
torisationssu

essives et l'algorithme GaloisIdeal (voir [61℄).L'obje
tif de 
ette méthode est de 
ompenser les faiblesses respe
tives de 
e deuxtypes d'algorithmes : lorsque l'ordre du groupe de Galois de f est élevé, les dernièresétapes des algorithmes pro
édant par fa
torisations su

essives (voir [59℄, [36℄, [3℄ et[45℄) peuvent s'avérer très 
oûteuses (et éventuellement infaisables) alors que, pour l'al-gorithme GaloisIdeal(voir Paragraphe 5.5.2 et [61℄), 
e sont les premières étapes quisont les plus 
oûteuses.La méthode mixte de 
e 
hapitre pro
ède en deux temps :1. Fa
torisation de f sur un de ses 
orps de rupture K. Cette fa
torisation fournit unidéal de Galois de f appelé idéal de rupture de f et permet d'identi�er un ensemblede groupes 
ontenant des représentations symétriques du groupe de Galois de f(voir Chapitre 3 ).2. Appli
ation de l'algorithme GaloisIdeal pour le 
al
ul d'un idéal des relations de
f .À partir de la fa
torisation de f sur K, il est fa
ile d'obtenir un idéal de rupturede f . La prin
ipale di�
ulté est d'obtenir la deuxième entrée né
essaire à l'algorithmeGaloisIdeal : un inje
teur de 
et idéal (voir Dé�nition 2.1.25). En e�et, la fa
torisationde f sur K permet d'identi�er un ensemble de 
lasses de 
onjugaison de groupes dont
ertaines permettent le 
al
ul d'un inje
teur de l'idéal. Dans 
ertains 
as, il s'avère né-79
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essaire de réduire le nombre de 
lasse.Avant d'appliquer l'algorithme GaloisIdeal, il nous sera parfois possible d'obtenir, sans
al
ul, un idéal de Galois 
ontenant stri
tement l'idéal de rupture. La di�
ulté est en
ored'identi�er un inje
teur de l'idéal obtenu.Dans 
e 
hapitre, nous nous restreignons à la fa
torisation de f sur l'un de 
es 
orpsde rupture tout en veillant à 
e que les résultats soient assez généraux pour être appli-
ables aux fa
torisations de f dans des extensions de degré supérieure. La 
onstru
tiond'un idéal de Galois à partir des fa
teurs irrédu
tibles de f sur l'un de ses 
orps derupture est l'objet du paragraphe 5.1. Nous y dé�nissons les notions d'idéal de ruptureet d'idéal induit. Les paragraphes 5.2 et 5.3 sont 
onsa
rés aux résultats permettantde 
al
uler un inje
teur d'un idéal de rupture. Notre algorithme de 
al
ul de 
orps dedé
omposition est dé
rit au paragraphe 5.5. Au paragraphe 5.6, nous étudions le degré8 qui o�re un panel 
omplet des situations possibles. Est ex
lu de 
ette étude, le 
as desgroupes 2-transitifs : 
e 
as s'ins
rit dans une étude globale des extensions supérieuresqui s'appuie sur les résultats de 
e 
hapitre. Le paragraphe 5.7 est dédié à l'implantationet à l'expérimentation.Les résultats de 
e 
hapitre ont été obtenus en 
ollaboration ave
 G. Renault et A.Valibouze. Il s'agit d'une version simpli�ée et plus algébrique des résultats de [46℄.



5.1. IDÉAL DE RUPTURE ET IDÉAL INDUIT 81Dans toute la suite de 
e 
hapitre,� k est 
orps in�ni et k̄ une 
l�ture algébrique de k ;� f est un polyn�me irrédu
tible univarié à 
oe�
ient dans k ;� α = (α1, . . . , αn) ∈ k̄n désignera un n-uplet de n ra
ines distin
tes de f .5.1 Idéal de rupture et idéal induitDans 
e paragraphe, nous allons 
onstruire un idéal de Galois de f à partir des fa
-teurs irrédu
tibles de f sur son 
orps de rupture k(α1)[x]. Il s'agit de l'idéal induit (voirDé�nition 5.1.2) de l'idéal de rupture de f (voir Dé�nition 5.1.6). Au 
orollaire 5.1.12,nous verrons qu'un ensemble de générateurs de 
et idéal est fa
ile à obtenir.Supposons que f possède trois fa
teurs dans k(α1)[x] :
f(x) = (x− α1).g(α1, x).h(α1, x) .Notons m le degré en la variable x de g et p 
elui de h. Ordonnons le n-uplet α =

(α1, . . . , αn) des ra
ines de f dans k̄n de telle sorte que α2, . . . , αm+1 soient les ra
inesde g et αm+2, . . . , αn soient 
elles de h.Notons Tg(α1) (respe
tivement, Th(α1)) l'ensemble triangulaire formé par les modulesde Cau
hy de g dans k(α1)[x2, . . . , xm+1] (respe
tivement, de h dans k(α1)[xm+2, . . . , xn])(voir Dé�nition 2.2.4).Dans k(α1)[x1, . . . , xn], l'idéal Ir engendré par l'ensemble triangulaire de polyn�mes
{x1 − α1, Tg(α1), Th(α1)}est l'idéal de Galois de f sur le 
orps k(α1) s'annulant en α. L'inje
teur de 
et idéalrelativement à α est S1,m,p. En e�et, le 
ardinal m!p! de S1,m,p est égal au 
ardinal de lavariété de Ir et S1,m,p est naturellement in
lus dans le groupe de dé
omposition de Ir.Ce
i montre que le groupe Dec(Ir) = S1,m,p est l'unique inje
teur de Ir dans les idéauxmaximaux qui le 
ontiennent (voir Égalité (2.4.7) et Proposition 2.4.12).Cette 
onstru
tion se généralise naturellement à toute fa
torisation de f sur k(α1)[x] :notons f2, . . . , fr les fa
teurs de rupture de f sur k(α1)[x] (voir Dé�nition 3.2.1). Pourtout i ∈ [[1, n]], notons Tfi

(α1) l'ensemble triangulaire formé par les modules de Cau
hydu fa
teur fi dans l'anneau de polyn�mes adéquat. Rappelons que ∆(f) est la suite desdegrés des fa
teurs de rupture f2, . . . , fr.Notations 5.1.1. Soit V ⊂ k
n. Nous noterons Idk(V ) l'idéal de k[x1, . . . , xn] s'annulantsur V .



82CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONDé�nition 5.1.2. L'idéal de Galois Ir de k(α1)[x1, . . . , xn] in
lus dans Idk(α1)(α) etd'inje
teur S1,∆(f) est appelé un idéal de rupture de f .L'idéal de rupture Ir est engendré dans k(α1)[x1, . . . , xn] par l'ensemble triangulaire :
{x1 − α1} ∪ Tf1(x1) ∪ · · · ∪ Tfr

(x1).Exemple 5.1.3. Dans 
et exemple, k désigne le 
orps des rationnels Q. Soit le polyn�me
f = x8−x6−x4 +x2 +1, irrédu
tible sur k. Il se fa
torise sur son 
orps de rupture k(α1)en :

f = (x− α1)(x + α1)(x
2 − α6

1 + α4
1 + α2

1 − 1)(x4 + (α6
1 − α4

1)x
2 − 1)et ∆(f) = 1, 2, 4. D'après la table de rupture en degré 8, GalQ(f) est un sous-groupede 8T35. Les modules de Cau
hy des fa
teurs de rupture de degré 2 et de degré 4 sontrespe
tivement les deux ensembles de polyn�mes :

T1(α1) = { x2
3 − α6

1 + α4
1 + α2

1 − 1,

x4 + x3} dans k(α1)[x3, x4] et
T2(α1) = { x4

5 + (α6
1 − α4

1)x
2
5 − 1,

x3
6 + x3

5 + x2
5x6 + x5x

2
6 + (α6

1 − α4
1)x5 + (α6

1 − α4
1)x6,

x2
7 + x2

5 + x5x6 + x5x7 + x2
6 + x6x7 + α6

1 − α4
1,

x8 + x7 + x6 + x5} dans k(α1)[x5, x6, x7, x8] .Il n'existe qu'un idéal de rupture de f d'inje
teur S12,2,4 (in
lus dans l'idéal Idk(α1)(α),où α = (α1, . . . , αn) est ordonné 
orre
tement) ; il est don
 engendré par l'ensembletriangulaire T :
T = {x1 − α1} ∪ {x2 + x1} ∪ T1(x1) ∪ T2(x1) .Remarque 5.1.4. À partir des fa
teurs de rupture de f , peuvent être 
onstruits autantd'idéaux de rupture que de permutations de Sr laissant la suite ∆(f) invariante (l'ordredes fa
teurs de rupture n'est pas unique dès que deux d'entre eux ont le même degré).Néanmoins, tous admettent S1,∆(f) 
omme inje
teur.Notations 5.1.5. Dans toute la suite de 
e 
hapitre, α sera un élément de V (I1) et I1désignera un idéal de k(α1)[x1, . . . , xn] véri�ant :

Ir ⊂ I1 ⊂ Idk(α1)(α) (5.1.1)L'idéal I1 est un idéal de Galois de f (voir Dé�nition 2.4.1). Nous supposons que I1possède son groupe de dé
omposition L pour inje
teur. D'après la proposition 2.4.18,l'idéal I1 est engendré par un ensemble triangulaire
{x1 − α1, F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)}où les polyn�mes F2, . . . , Fn sont à 
oe�
ients dans k.



5.1. IDÉAL DE RUPTURE ET IDÉAL INDUIT 83Pour tout σ ∈ Sn et K une extension algébrique de k, nous avons σ.IdK(α) =
IdK(σ−1.α). Par dé�nition du groupe de dé
omposition et puisque V (I1) = L.α, pourtout β ∈ V (I1) (né
essairement β1 = α1), les in
lusions (5.1.1) s'étendent à β :

Ir ⊂ I1 ⊂ Idk(β1)(β) . (5.1.2)De l'idéal I1 se déduit naturellement un idéal de Galois de f de l'anneau k[x1, . . . , xn](voir Corollaire 2.4.4) :Dé�nition 5.1.6. L'idéal induit de l'idéal I1 est l'idéal I de Galois de f sur k dé�nipar :
I = I1 ∩ k[x1, . . . , xn] .Par extension, nous dirons qu'un idéal de Galois de f est induit s'il satisfait la 
onditionpré
édente pour un idéal de Galois I1 
ontenant un idéal de rupture de f .Notations 5.1.7. Nous noteronsM(I) l'ensemble des idéaux maximaux de k[x1, . . . , xn]
ontenant I.Proposition 5.1.8. Pour tout M∈M(I), nous avons
M(I) = {σ.M | σ ∈ L}.Ce
i s'é
rit en
ore :

M(I) = {Idk(β) | β ∈ V (I1)} .Démonstration. Les égalités
I = I1 ∩ k[x1, . . . , xn] = Idk(α1)(V (I1)) ∩ k[x1, . . . , xn]

= Idk(V (I1)) =
⋂

β∈V (I1)

Idk(β) =
⋂

σ∈L

σ.Idk(α) .prouvent la proposition.Proposition 5.1.9. ToutM∈M(I) véri�e :(1) Dec(M){1} ⊂ L ⊂ S1,∆(f) ;(2) Orb(Dec(M){1}) = Orb(L) = Orb(S1,∆(f)) .Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idk(α) ; i.e. Dec(M) = Galk(α).Nous obtenons les in
lusions inverses des inje
teurs (relatifs à α) des idéaux de (5.1.2) :
Galk(α1)(α) ⊂ L ⊂ S1,∆(f) . (∗)Des identités Galk(α1)(α) = Galk(α){1} et Orb(Galk(β){1}) = Orb(S1,∆(f)) (par dé�nitionde ∆(f)), nous en déduisons, ave
 (∗), les assertions (1) et (2) de la proposition.



84CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONNous allons maintenant donner une dé
omposition de l'idéal I :Proposition 5.1.10. Soit M ∈M(I) et soient τ1, . . . , τn, des permutations du groupe
Dec(M) telles que, pour tout i ∈ [[1, n]], τi(1) = i. Nous avons :

k(α)⊗k I =
n
⋂

i=1

τi(k(α)⊗k(α1) I1) .Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idk(α) 
ar pour tout β ∈ V (I1),
β1 = α1. Notons V = L.α la variété de I1 et posons W = Galk(α).V . Comme V eststable par Galk(α1)(α) (voir Proposition 2.4.11) et que τ1, . . . , τn est une transversale àgau
he de Galk(α) modulo Galk(α1)(α), nous avons

W =
⋃

i∈[[1,n]]

τi.V .Par dé�nition, W est la variété de l'idéal de Galois Idk(V ) (voir Propositon 2.4.11).Ainsi,
Idk(W ) = Idk(V ) = I1 ∩ k[x1, . . . , xn]et don
, 
omme W est une variété dé�nie sur k (i.e. son idéal possède un système degénérateurs à 
oe�
ients dans k)

Idk(α)(W ) = k(α)⊗k (I1 ∩ k[x1, . . . , xn]) .Par dé�nition de I, il vient
k(α)⊗k I = k(α)⊗k (I1 ∩ k[x1, . . . , xn]) = Idk(α)(W ) =

⋂

i∈[[1,n]]

Idk(α)(τi.V )Or, d'après le lemme 5.3.2, nous avons les égalités
∀i ∈ [[1, n]], Idk(α)(τi.V ) = τi(Idk(α)(V )) = τi(k(α)⊗k(α1) I1) ,d'où le résultat.Notations 5.1.11. Pour tout anneau A et toute partie non vide E de A, nous noterons

〈E〉A l'idéal engendré par E dans A.De la proposition pré
édente, nous déduisons un ensemble de générateurs de l'idéalinduit I :



5.2. ENSEMBLE A(L), APPLICATION Ψ ET GROUPES L-CONJUGUÉS 85Corollaire 5.1.12. Posons F1 = f et A = k(α1)[x1, . . . , xn]. L'idéal I induit de l'idéal
I1 = 〈x1 − α1, F2, F3, . . . , Fn〉A est engendré par l'ensemble :

S = {F1(x1), F2(x1, x2), . . . , Fn(x1, . . . , xn)}qui est triangulaire.Démonstration. Comme les polyn�mes F2, . . . , Fn sont à 
oe�
ients dans k, d'après laproposition 5.1.10, nous avons :
k(α)⊗k I =

n
⋂

i=1

〈x1 − τi(α1)〉A + 〈F2, . . . , Fn〉A

=
n
∏

i=1

〈x1 − αi〉A + 〈F2, . . . , Fn〉A

= 〈F1(x1), F2, . . . , Fn〉A .Nous avons don
 démontré que l'ensemble S engendre I et 
omme {x1−α1, F2, F3, . . . , Fn}est un ensemble triangulaire il en est de même pour S.5.2 EnsembleA(L), appli
ation Ψ et groupes L-
onjuguésDans 
e paragraphe, sont présentés les résultats te
hniques portant uniquement surles ensembles de permutations.Nous utiliserons 
es résultats au paragraphe 5.3 pour le 
al
ul d'un inje
teur d'un idéal Iinduit de I1 lorsque le groupe de dé
omposition de I ne 
onstitue pas l'unique inje
teurde I (voir Proposition 2.4.12). L'ensemble L sera alors l'inje
teur Inj(I1, α), l'ensemble
A(L) dé�ni 
i-après 
ontiendra l'ensemble des groupes de Galois des éléments de V (I)et l'appli
ation Ψ permettra le 
al
ul de l'inje
teur de I à partir du groupe de Galois detout élément de V (I).5.2.1 Ensemble A(L) et appli
ation ΨConsidérons un sous-groupe L de S1,n−1 (i.e. tel que ∀σ ∈ L, σ(1) = 1).Dé�nition 5.2.1. Nous appellerons groupe admissible tout sous-groupe transitif H de
Sn véri�ant H{1} ⊂ L et tel que Orb(L) = Orb(H{1}). L'ensemble des groupes admissiblessera noté A(L).Remarque 5.2.2. Notons 1, e la suite 
roissante des 
ardinaux des éléments de Orb(L).Pour H un sous-groupe transitif de Sn, il est fa
ile de montrer l'équivalen
e :
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H ∈ A(L) ssi ∆(H) = 1, e et H{1} ⊂ L.Ainsi, pour obtenir A(L), il su�t de déterminer les groupes H ′ de T (n) tel que ∆(H ′) =

1, e (à l'aide de la table de rupture en degré n), puis de 
al
uler les groupes H 
onjuguésde H ′ véri�ant H{1} ⊂ L.Proposition 5.2.3. Soit H ∈ A(L) et soient {σ1, . . . , σs} et {σ′
1, . . . , σ

′
s} deux transver-sales à droite de L modulo H{1}. Alors

Hσ1 + · · ·+ Hσs = Hσ′
1 + · · ·+ Hσ′

s .Démonstration. Puisque, pour tout i ∈ [[1, n]], σi appartient à L, nous avons σi ∈
H{1}σ

′
1 + · · ·+ H{1}σ

′
s, puis su

essivement,
∀i ∈ [[1, n]], Hσi ⊂ Hσ′

1 + · · ·+ Hσ′
s,

Hσ1 + · · ·+ Hσs ⊂ Hσ′
1 + · · ·+ Hσ′

s.L'in
lusion ré
iproque se démontre de la même manière.Cette proposition montre que l'appli
ation Ψ 
i-dessous est bien dé�nie.Notations 5.2.4. Nous noterons Ψ l'appli
ation de A(L) dans l'ensemble des partiesde Sn dé�nie pour tout H ∈ A(L) par :
Ψ(H) = Hσ1 + · · ·+ Hσs ,où {σ1, σ2, . . . , σs} est une transversale à droite de L modulo H{1}.Proposition 5.2.5. L'appli
ation Ψ possède les propriétés suivantes :1. Si H ∈ A(L) et si τ1 = id, . . . , τn désignent n permutations de H telles que, pourtout i ∈ [[1, n]] τi(1) = i, alors

Ψ(H) = τ1L + · · ·+ τnL .2. Si H et G appartiennent à A(L) et si H ∩ G est un sous-groupe transitif de Snalors Ψ(G) = Ψ(H).Démonstration. Démontrons la première assertion. Puisque le groupe H est transitif,les permutations τi existent et H = τ1H{1} + · · · + τnH{1}. Nous avons alors, pour
{σ1, σ2, . . . , σs} une transversale à droite de L modulo H{1} :

Ψ(H) = (τ1H{1} + · · ·+ τnH{1})σ1 + · · ·+ (τ1H{1} + · · ·+ τnH{1})σs

= τ1L + · · ·+ τnL .Pour la se
onde assertion, il su�t de prendre τ1, . . . , τn dans l'interse
tion transitive
H ∩G et l'assertion (1) donne Ψ(H) = τ1L + · · ·+ τnL = Ψ(G).



5.2. ENSEMBLE A(L), APPLICATION Ψ ET GROUPES L-CONJUGUÉS 87Corollaire 5.2.6. Soit H ∈ A(L). Alors, le 
ardinal de Ψ(H) ne dépend que de 
elui de
L :

Card(Ψ(H)) = s Card(H) = n Card(L) .Dé�nition 5.2.7. Soient deux sous-groupes G et H de Sn. Le groupe G est dit L-
onjugué à H s'il existe σ dans L tel que H = Gσ = σGσ−1.Proposition 5.2.8. Soient H et G deux groupes L-
onjugués appartenant à A(L). Nousavons les assertions suivantes :1. si σ désigne une permutation de L telle que H = Gσ, alors
Ψ(H) = σ Ψ(G) ;2. si {σ1, . . . , σs} désigne une transversale à droite de L modulo H{1} alors il existe

i ∈ [[1, s]] tel que H = Gσi ; en parti
ulier, le nombre de groupes L-
onjugués à Hest majoré par s.Démonstration. Montrons l'assertion (1) et reprenons les notations de la proposition5.2.5. Posons, pour tout i ∈ [[1, n]], ρi = σ−1 τi σ. Les permutations ρ1, . . . , ρn appar-tiennent à G = Hσ−1 et nous avons su

essivement,
Ψ(H) = τ1L + · · ·+ τnL

= σ ρ1σ
−1L + · · ·+ σ ρnσ−1L

= σ ρ1L + · · ·+ σ ρnL

= σ Ψ(G),d'après l'assertion (1) de la proposition 5.2.5 et le fait que {ρi(1) | i ∈ [[1, n]]} =
{1, . . . , n}.Montrons l'assertion (2). Si G et H sont L-
onjugués, il existe σ ∈ L tel que H = Gσ.L'égalité L = H{1}σ1+H{1}σ2+· · ·+H{1}σs impose à σ d'appartenir à l'un des ensembles
H{1}σi, pour un entier i ∈ [[1, s]], et don
 de s'é
rire σ = hσi, où h désigne une permutationde H . Le résultat se déduit alors des égalités su

essives : G = σ−1

i h−1H h σi = σ−1
i H σi.5.2.2 Classes de L-
onjugaisonAu paragraphe 5.3, nous serons amenés à re
her
her l'ensemble des groupes H ∈ A(L)permettant le 
al
ul d'un inje
teur d'un idéal de Galois I induit de I1. Ces groupes serépartissent en di�érentes 
lasses dites de L-
onjugaison. Nous verrons au Théorème 5.3.4que si un groupe de l'une de 
es 
lasses permet le 
al
ul d'un inje
teur I alors il en estde même de tout autre groupe de 
ette 
lasse ; 
'est en parti
ulier le 
as des groupes deGalois des éléments de V (I) qui ne forment qu'une seule 
lasse de L-
onjugaison.



88CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONProposition 5.2.9. Soit H un groupe appartenant à A(L). Alors, pour tout σ ∈ L, legroupe Hσ appartient à A(L).Démonstration. Pour tout sous-groupe G de Sn et toute permutation σ ∈ Sn, nousavons :
(Gσ){1} = (G{σ−1(1)})

σ et (5.2.1)
Orb(Gσ) = σ.Orb(G) . (5.2.2)Il s'en suit les égalités su

essives suivantes :

Orb((Hσ){1}) = Orb((H{1})
σ), d'après l'égalité (5.2.1) et puisque σ(1) = 1,

= σ.Orb(H{1}), d'après l'égalité (5.2.2),
= σ.Orb(L), 
ar H ∈ A(L),
= Orb(L), 
ar σ ∈ L .Le groupe Hσ étant transitif, Hσ appartient à A(L).Nous poursuivons notre étude par 
elle de L = S1,e ⊂ Sn, ave
 e = (e1, . . . , er) ∈ Nr,un r-uplet d'entiers 
roissants de somme n− 1.Nous rappelons que la suite d'orbites Orb(S1,e) = (O0 = (1), O1, . . . , Or) est ordonnéepar 
ardinalité 
roissante (i.e. Card(Oi) = ei pour i = 1, . . . , r).Notations 5.2.10. Dans toute la suite, nous noterons M le sous-groupe de Sn dé�nipar :

M = {σ ∈ Sn | σ(1) = 1 et Orb(S1,e) = σ.Orb(S1,e)} .D'après l'identité (5.2.2), le groupe M est le normalisateur de S1,e dans S1,n−1 ; enparti
ulier, le groupe S1,e est distingué dans M .Le groupe M agit sur Orb(S1,e) en laissant �xe une orbite (par les permutations de
S1,e) ou en l'envoyant sur une autre orbite de même 
ardinal. Le groupe S1,e est le noyaudu morphisme surje
tif :

φ : M −→ FixSr
(e)

σ 7→ τ : τ(i) = j si σ.Oi = Oj pour i = 1, . . . , r .Le 
ardinal N du stabilisateur FixSr
(e) de e dans Sr est aussi l'ordre du groupe M/S1,e.Nous 
onsidérons {τ1 = id, . . . , τN} une transversale à droite de M mod S1,e (
'est aussiune transversale à gau
he).



5.3. CALCUL DES INJECTEURS D'UN IDÉAL INDUIT 89Lemme 5.2.11. Soit H ∈ A(S1,e). Alors l'ensemble des groupes Sn-
onjugués à Happartenant à A(S1,e) est formé des Hσ où σ par
ourt M .Démonstration. Soit σ ∈M . Nous avons d'une part (voir (5.2.1)) :
(Hσ){1} = (H{σ−1(1)})

σ = (H{1})
σ ⊂ Sσ

1,e = S1,eet d'autre part (voir (5.2.2)) :
Orb(Hσ) = σ.Orb(H) = σ.Orb(S1,e) = Orb(S1,e) .Don
 Hσ ∈ A(S1,e). Pour l'in
lusion inverse, prenons τ ∈ Sn tel que Hτ ∈ A(S1,e).Puisque H est transitif, il existe h ∈ H tel que τh(1) = 1. Posons σ = τh. Nous avons

Hτ = Hσ. Don
, d'une part, σ(1) = 1 et, d'autre part, Orb(S1,e) = σ.Orb(S1,e) puisque
Orb(Hσ) = Orb(S1,e) et que Orb(H) = Orb(S1,e). D'où σ ∈M .Lemme 5.2.12. Soit H ∈ A(S1,e) et 
onsidérons les m 
lasses de 
onjugaison par S1,edes Sn-
onjugués de H appartenant à A(S1,e) (i.e. les Hσ où σ par
ourt M). Alors nousavons les assertions suivantes :(1) soit σ ∈ S1,eτi ; la 
onjugaison par σ induit une bije
tion entre la 
lasse de H et 
ellede Hτi ;(2) 
haque 
lasse est 
elle d'un groupe Hτi, où i ∈ [[1, N ]] formé des Hσ où σ ∈ S1,eτi.(3) m ≤ N .Démonstration. Pour montrer (1), il su�t de 
onstater que si l ∈ S1,e, alors (H l)σ =
(Hσ)σlσ−1 appartient à la même 
lasse que Hσ puisque S1,e est distingué dans M . Cetteorbite est 
elle de Hτi puisque σ = ττi ∈M ave
 τ ∈ S1,e et don
 Hσ = (Hτi)τ .Pour montrer (2), 
onsidérons une 
lasse. Elle est 
elle d'un groupe Hσ où σ ∈M (voirLemme 5.2.11) ; 
'est-à-dire qu'il existe i ∈ [[1, N ]] tel que σ ∈ S1,eτi. Don
 la 
lasse est
elle de Hτi.Il est évident que le nombre de 
lasses est inférieur à N .5.3 Cal
ul des inje
teurs d'un idéal induitDans 
e paragraphe, l'idéal I1 est 
elui du paragraphe 5.1 (voir Notation 5.1.5) et Iest l'idéal induit de I1 (voir Dé�nition 5.1.6). D'après la proposition 5.1.9, l'inje
teur Lde I1 véri�e L ⊂ S1,∆(f).Nous 
her
hons à déterminer les inje
teurs de I dans les idéaux deM(I).5.3.1 Formulation des inje
teurs de l'idéal induitLe résultat prin
ipal de 
e paragraphe est le théorème 5.3.4. Ce résultat exprimetout inje
teur d'un idéal induit en fon
tion de 
ertaines représentations symétriques du



90CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONgroupe de Galois de f .Dans tout 
e paragraphe, K désigne une extension algébrique de k.Notations 5.3.1. Le groupe de GaloisGalK(α) est isomorphe au groupe des K-automorphismesde K(α) par l'appli
ation qui à tout élément τ de Galk(α) asso
ie τ dans AutK(K(α))dé�ni par τ (αi) = ατ(i). L'a
tion de AutK(K(α)) sur K(α) est étendue naturellement à
K(α)[x1, . . . , xn] par a
tion sur les 
oe�
ients des polyn�mes.Pour tout τ ∈ GalK(α) et tout g ∈ K(α)[x1, . . . , xn], nous avons don
 deux notationsdistin
tes :� τ(g) désignant le polyn�me obtenu par l'a
tion de τ sur les 
oe�
ients de g et� τ.g désignant le polyn�me g(xτ(1), . . . , xτ(n)).Lemme 5.3.2. Pour tout idéal J de k(α)[x1, . . . , xn] et tout τ ∈ Galk(α), nous avonsl'identité suivante :

Inj(τ (J), α) = τ Inj(J, α) . (5.3.1)Démonstration. Pour V un sous-ensemble de Sn.α, montrons que :
τ(Idk(α)(V )) = Idk(α)(τ.V ) . (5.3.2)Ave
 les notations de l'énon
é, nous avons les égalités su

essives :

Idk(α)(τ.V ) =
⋂

β∈V

〈x1 − βτ(1), . . . , xn − βτ(n)〉k(α)[x1,...,xn]

=
⋂

β∈V

〈τ (x1 − β1), . . . , τ (xn − βn)〉k(α)[x1,...,xn]

=
⋂

β∈V

τ(〈x1 − β1, . . . , xn − βn〉τ−1(k(α)[x1,...,xn]))

= τ(
⋂

β∈V

〈x1 − β1, . . . , xn − βn〉k(α)[x1,...,xn])

= τ(Idk(α)(V ))où l'avant dernière égalité est obtenue 
ar τ est k-automorphisme de l'algèbre k(α)[x1, . . . , xn].Montrons maintenant que :
Inj(τ (J), Idk(α)(α)) = Inj(J, τ−1(Idk(α)(α)) . (5.3.3)Nous avons les égalités suivantes :

Inj(τ(J), Idk(α)(α)) = {σ ∈ Sn | ∀P ∈ τ(J), σ.P ∈ Idk(α)(α)}

= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, σ.τ (P ) ∈ Idk(α)(α)}

= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, τ(σ.P ) ∈ Idk(α)(α)}

= {σ ∈ Sn | ∀P ∈ J, σ.J ∈ τ−1(Idk(α)(α))},



5.3. CALCUL DES INJECTEURS D'UN IDÉAL INDUIT 91d'où le résultat. Pour terminer, les égalités su

essives suivantes prouvent l'identité(5.3.1) :
Inj(τ(J), Idk(α)(α)) = Inj(J, τ−1(Idk(α)(α))), d'après l'identité (5.3.3) ,

= Inj(J, Idk(α)(τ
−1.α)), d'après l'identité (5.3.2),

= τ Inj(J, Idk(α)(α)), d'après la proposition 2.4.9.Dans 
e 
hapitre, tous les idéaux 
onsidérés seront triangulaires ou bien par 
onstru
-tion ou bien par la proposition 2.4.18. Nous supposerons don
, à partir de maintenant,que I est engendré par l'ensemble triangulaire séparable
T = {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)}.Proposition 5.3.3. Pour tout M ∈ M(I), le groupe de Galois Dec(M) appartient à

A(L) et
Inj(I,M) = Ψ(Dec(M)) ,où Ψ est l'appli
ation dé�nie dans la notation 5.2.4.Démonstration. Le groupe Dec(M) appartient àA(L) d'après la propositon 5.1.9. D'aprèsla proposition 5.1.8, nous pouvons supposer que M = Idk(α) ave
 α ∈ V (I1) ; i.e.

Inj(I,M) = Inj(I, α). Soient n permutations τ1, . . . , τn de Dec(M) telles que, pour tout
i ∈ [[1, n]], τi(1) = i. D'après la proposition 5.1.10, nous avons l'égalité :

k(α)⊗k I =
n
⋂

i=1

τi(k(α)⊗k(α1) I1) .L'idéal τi(k(α)⊗k(α1) I1) 
ontient le polyn�me x1−αi. Puisque les ra
ines α1, . . . , αnsont distin
tes, les idéaux τi(k(α) ⊗k(α1) I1), pour i ∈ [[1, n]], sont deux à deux 
omaxi-maux. Nous avons les égalités suivantes :
Inj(I, α) = Inj(k(α)⊗k(α1) I, α), d'après l'égalité (2.4.3),

=

n
∑

i=1

Inj(τi(k(α)⊗k(α1) I1), α), d'après l'égalité (2.4.9),
=

n
∑

i=1

τi Inj((k(α)⊗k(α1) I1), α), d'après le lemme 5.3.2,
=

n
∑

i=1

τi Inj(I1, α), d'après la remarque 2.4.6,
= Ψ(Dec(M)),où la dernière égalité est obtenue en appliquant l'assertion (1) de la proposition 5.2.5 à

L = Inj(I1, α).



92CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONThéorème 5.3.4. Soit H ∈ A(L) et M ∈ M(I) tels que H ∩ Dec(M) soit un sous-groupe transitif de Sn. Alors l'ensemble des inje
teurs de l'idéal I induit de I1 dans lesidéaux maximaux qui le 
ontiennent est formé des
Inj(I, σ.M) = Ψ(Hσ)où σ par
ourt l'inje
teur L de I1.Démonstration. D'après les propositions 5.1.8 et 5.3.3, l'ensemble des inje
teurs de I dansles idéaux maximaux qui le 
ontiennent est formé des Inj(I, σ.M) = Ψ(Dec(σ.M)) où σpar
ourt L. Soit σ ∈ L. Comme H ∩Dec(M) est transitif, le groupe Hσ ∩Dec(M)σ =

Hσ ∩Dec(σ.M) est aussi transitif. Selon l'assertion (2) de la proposition 5.2.5 appliquéeau groupe G = Dec(σ.M), nous avons don
 Ψ(Hσ) = Ψ(G).Corollaire 5.3.5. Reprenons les hypothèses du théorème 5.3.4 et notons s l'indi
e de
H{1} dans L. Alors

Card(Inj(I,M)) = s. Card(H) = n. Card(L) .Démonstration. Ces deux égalités sont des 
onséquen
es immédiates du 
orollaire 5.2.6et du théorème 5.3.4.5.3.2 Classes de L-
onjugaison asso
iées aux idéaux induitsSi un groupe H véri�ant les hypothèses du théorème 5.3.4 est 
onnu, il est alorspossible de 
al
uler un inje
teur de I. Il n'est pas toujours immédiat de tester si H ∩
Dec(M) est transitif pour un idéal M ∈ M(I) ; et 
e d'autant plus lorsqu'au moinsdeux des fa
teurs de rupture de f sont de même degré. Ce paragraphe est 
onsa
ré auxtests assurant la transitivité du groupe H ∩Dec(M).Dé�nition 5.3.6. Un groupe H ∈ A(L) est dit asso
ié à l'idéal I s'il existeM∈M(I)tel que H ∩Dec(M) soit transitif (i.e. si H véri�e les hypothèses du théorème 5.3.4).Il s'agit d'étudier à quels idéaux sont asso
iés les di�érents 
onjugués dans A(L)d'un groupe H de A(L). Les groupes L-
onjugués à H appartiennent aussi à A(L) (voirProposition 5.2.9) et si H est asso
ié à I alors tout groupe de sa 
lasse de L-
onjugaison
C l'est aussi (voir Démonstration du théorème 5.3.4) et {Ψ(H ′) | H ′ ∈ C} est l'ensembledes inje
teurs de I dans les idéaux maximaux qui le 
ontiennent (voir Théorème 5.3.4).Nous pouvons don
 introduire la dé�nition suivante :Dé�nition 5.3.7. La 
lasse C de L-
onjugaison d'un groupe H ∈ A(L) est dite asso
iéeà l'idéal I si H est asso
ié à I.



5.3. CALCUL DES INJECTEURS D'UN IDÉAL INDUIT 93Au paragraphe 5.2.2, nous avons étudié les 
lasses de 
onjugaison par S1,e des 
onju-gués H dans A(S1,e). Nous 
her
hons à savoir à quels idéaux induits des idéaux derupture de f 
es 
lasses sont asso
iées lorsque :- e = ∆(f), la suite 
roissante des degrés des fa
teurs de rupture f1, . . . , fr (voir Chapitre3), que- H est asso
ié à l'idéal de rupture Ir 
onstruit à partir de f1, . . . , fr (voir Paragraphe5.1) et que- I est l'idéal induit de Ir (i.e. I = Ir ∩ k[x1, . . . , xn]).Rappelons que le groupe M est le normalisateur de S1,e dans S1,n−1 et que τ1, . . . , τNsont des représentants respe
tifs des N 
lasses de M/S1,e.Les fa
teurs de rupture sont ordonnés en respe
tant la 
roissan
e des degrés. Don
il existe exa
tement N , le 
ardinal de StabSr
(e), listes de fa
teurs de ruptures distintes(
ar les ra
ines de f le sont) induisant par 
onstru
tion N idéaux de rupture distin
ts.Plus pré
isément, 
omme S1,e est le noyau du morphisme surje
tif φ (voir Paragraphe5.2.2), 
es N listes sont les

(fφ(τi)(1), . . . , fφ(τi)(r)) i = 1, . . . , Nrespe
tivement aux origines des 
onstru
tions des N idéaux de rupture τi.Ir, d'idéauxinduits respe
tifs :
τ1.I, τ2.I, . . . , τN .I .Remarque 5.3.8. Le groupe S1,e étant 
elui de dé
omposition de 
haque idéal de rupture,par dé�nition de τ1, . . . , τN , l'ensemble {σ.I | σ ∈M} est l'ensemble des idéaux induitsdes idéaux de rupture. SoitM∈M(I). Nous avons Dec(M) ∈ A(S1,e) (voir Proposition5.1.9). Comme M(I) = {τ.M | τ ∈ S1,e} (voir Proposition 5.1.8) , l'ensemble desidéaux maximaux 
ontenant un idéal induit est
F = {σ.M | σ ∈M}.L'ensemble des groupes de dé
omposition des idéaux de F est formé des Dec(M)σ(=Dec(σ.M)) où σ par
ourt M ; 
'est-à-dire l'ensemble des 
onjugués de Galk(f) (i.e.de Dec(M)) appartenant à A(S1,e) (voir Lemme 5.2.11).Lemme 5.3.9. Soit σ ∈M . Si le groupe H est asso
ié à l'idéal I alors le groupe Hσ estasso
ié à l'idéal σ.I induit de σ.Ir.Démonstration. Soit M ∈ M(I) tel que H ∩ Dec(M) soit un sous-groupe transitif de

Sn. Alors Hσ ∩Dec(σ.M) est également transitif ave
 σ.M ∈M(σ.I) (i.e. l'idéal σ.Mest un idéal maximal 
ontenant σ.I).



94CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONLes résultats pré
édents et 
eux du paragraphe 5.2.2 permettent d'énon
er le théo-rème suivant :Théorème 5.3.10. Soit H ∈ A(S1,e) supposé être asso
ié à l'idéal I induit de Ir. Alors :(1) à 
haque idéal τi.I induit de l'idéal de rupture τi.Ir, i = 1, . . . , N , est asso
iée la 
lassede S1,e-
onjugaison du groupe Hτi ;(2) tout groupe Hσ ∈ A(S1,e) (i.e. σ ∈ M) est asso
ié à l'idéal σ.I induit de l'idéal derupture σ.Ir. Don
 toute la 
lasse de S1,e-
onjugaison de Hσ est asso
iée à σ.I.Une 
onséquen
e dire
te de 
e théorème est le 
orollaire suivant utilisé pour les pré-
al
uls :Corollaire 5.3.11. Soient G, un 
onjugué de Galk(f), et H deux groupes de A(S1,e)tels que H ∩G soit un sous-groupe transitif de Sn. Alors il existe un groupe 
onjugué de
H appartenant à A(S1,e) qui est asso
ié à I (ainsi que sa 
lasse de S1,e-
onjugaison). Enparti
ulier, si les groupes 
onjugués à H appartenant à A(S1,e) sont tous S1,e-
onjuguésalors H est asso
ié à I.Remarque 5.3.12. Supposons qu'on ait su déterminer un sous ensemble E de T (n) auquelappartient le groupe de Galois Galk(f). L'hypothèse du 
orollaire 5.3.11 est véri�éelorsque tout groupe de E possède un 
onjugué dans A(S1,e) d'interse
tion transitiveave
 le groupe H .Remarque 5.3.13. Plaçons nous dans le 
as où les parts ei du n-uplet e = (e1, . . . , er)sont distin
tes deux à deux (i.e. N = 1, M = S1,e et StabSr

(e) est réduit à l'identité). Iln'existe qu'un seul idéal de rupture de f . Si H ∈ A(S1,e) alors les 
onjugués de H dans
A(S1,e) sont S1,e-
onjugués à H (voir Lemme 5.2.11).Considérons désormais L, inje
teur d'un idéal I1 véri�ant la suite d'in
lusions (5.1.1).Soit I l'idéal induit de I1. D'après la proposition 5.2.9, les groupes qui appartiennent à
A(L) se répartissent en 
lasses de L-
onjugaison.Corollaire 5.3.14. Soit H ∈ A(L). Supposons le groupe H asso
ié à l'idéal I. Alors,pour tout 
onjugué G de H appartenant à A(L), il existe σ ∈ M tels que G = Hσ et Gest asso
ié à l'idéal σ.I induit de σ.I1.Démonstration. Comme A(L) ⊂ A(S1,e) (voir Proposition 5.1.9), il existe σ ∈ M telsque G = Hσ (voir Lemme 5.2.11). L'idéal σ.I1 
ontient l'idéal σ.Ir qui est de rupturepuisque σ ∈ M (voir Remarque 5.3.8). En reprenant la démonstration du lemme 5.3.9,le groupe Hσ est bien asso
ié à l'idéal σ.I induit de σ.I1.Remarque 5.3.15. Pour tout M ∈ M(I), Dec(M) ∈ A(L) (voir Proposition 5.1.9) estasso
ié à I. Lorsque Galk(f) est déterminé, nous 
onnaissons ses Sn-
onjugués apparte-nant à A(L). Il s'agit de pouvoir identi�er la 
lasse de L-
onjugaison de M .
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iation d'une 
lasse de L-
onjugaison à l'idéal induitL'étude des liens entre les 
lasses de S1,e-
onjugaison et les idéaux induits d'idéauxde rupture du paragraphe pré
édent ne résoud pas le problème de l'identi�
ation de la
lasse asso
iée à I. Ce paragraphe est 
onsa
ré à 
e problème.Dans 
e paragraphe, I désignera un idéal induit d'un idéal de rupture Ir et C l'en-semble des 
lasses de L-
onjugaison des groupes appartenant à A(L). Nous savons qu'aumoins une de 
es 
lasses est asso
iée à I (voir Remarque 5.3.15) et que 
ette 
lasse per-met le 
al
ul des inje
teurs de 
et idéal. Les résultats de 
e paragraphe permettent detester si une 
lasse de L-
onjugaison de C est asso
iée ou non à l'idéal I.La proposition suivante, 
onséquen
e du 
orollaire 6.2.2 du 
hapitre 6, permet tou-jours de déterminer un inje
teur de I.Proposition 5.3.16. Un groupe H de A(L) est asso
ié à I si et seulement s'il véri�e
I + Ψ(H).I 6= k[x1, . . . , xn] .Démonstration. Cette dernière inégalité est véri�ée si et seulement si il existe β ∈ V (I)tel que Ψ(H) ⊂ Inj(I, β) (voir Corollaire 6.2.2). Puisque Card(Ψ(H)) est le 
ardinal detout inje
teur de I (voir Corollaire 5.2.6 et Corollaire 5.3.5), Ψ(H) est égal à Inj(I, β).Remarque 5.3.17. Soient C1 et C2 deux 
lasses de C. D'après les propositions 5.2.5 et5.2.8, s'il existe deux groupes H1 ∈ C1 et H2 ∈ C2 tels que H1 ∩H2 soit un sous-groupetransitif de Sn alors

{Ψ(H) | H ∈ C1} = {Ψ(H) | H ∈ C2} .Supposons que I + Ψ(H1).I = k[x1, . . . , xn]. Ave
 
ette hypothèse, la proposition 5.3.16prouve qu'au
un des groupes de C1 et de C2 ne permet le 
al
ul d'un inje
teur de I.Supposons que I + Ψ(H1).I 6= k[x1, . . . , xn]. Ave
 
ette hypothèse, la proposition 5.3.16montre que Ψ(H1) est un inje
teur de I et qu'au
une des 
lasses C telle que Ψ(H1) /∈
{Ψ(H) | H ∈ C} n'est asso
iée à I.La proposition 5.3.16 ne permet pas de préétablir des 
ritères d'asso
iation entreles 
lasses de C et les idéaux induits 
e qui sera souvent possible ave
 la propositionsuivante :Proposition 5.3.18. Si C ∈ C est asso
iée à l'idéal induit I, alors

I =
⋂

H∈C

H.I

(

=
⋂

H∈C

{σ.R | σ ∈ H, R ∈ I}

)

.



96CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONDémonstration. Soit H ∈ C. Par hypothèse, il existe α ∈ V (I) tel que Inj(I, α) = Ψ(H)(voir Théorème 5.3.4). Par dé�nition de Ψ, l'inje
teur Inj(I, α) s'é
rit don

Inj(I, α) = Hσ1 + · · ·+ Hσs ,où {σ1, . . . , σs} est une transversale à droite de L modulo H{1}. Par suite, l'idéal I sedé
ompose 
omme suit :

I = Idk(Inj(I, α).α) =
s
⋂

i=1

Idk((Hσi).α) =
s
⋂

i=1

Idk(H
σ−1

i .(σi.α)) , (5.3.4)Soient Hσ ∈ C où σ ∈ {σ−1
1 , . . . , σ−1

n } ⊂ L et R ∈ I.D'après l'égalité (5.3.4), nous avons R ∈ Idk(H
σ.(σ−1.α)) et don
, par la proposi-tion 5.4.1, il vient Hσ.I ⊂ Idk(H

σ.(σ−1.α)). La dé
omposition (5.3.4) permet d'en dé-duire l'in
lusion ⋂H′∈C H ′.I ⊂ I. Or I ⊂
⋂

H′∈C H ′.I, d'où le résultat.L'étude du degré 8 que nous menons au paragraphe 5.6 fait apparaître, qu'en dehorsdu 
as Galk(f){8T6, 8T8}, la proposition 5.3.18 est su�sante pour établir des 
ritèresd'asso
iation tels que 
eux présentés dans l'exemple 5.3.19 qui suit.Exemple 5.3.19. Supposons que f soit un polyn�me de degré 8 tel que ∆(f) = 13, 22.L'inje
teur de tout idéal de rupture Ir est L = S14,22 . Tout idéal initial I induit par unidéal de rupture est engendré par un ensemble triangulaire T de la forme :
T = {f(x1), x2 + g2(x1), x3 + g3(x1), x4 + g4(x1),

f5(x5, x1), x6 + g6(x5, x1), f7(x7, x1), f8(x6, x1)},où les polyn�mes g2, g3, g4 sont distin
ts.Supposons que Galk(f) soit impair, il s'agit alors d'un 
onjugué de 8T7, 
'est à direl'un de ses 6 
onjugués dans A(L) qui sont :
H1 = 〈(1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8), σ1 = (1, 2)(3, 4)〉, H2 = 〈(1, 6, 3, 7, 2, 5, 4, 8), σ1 〉,

H3 = 〈(1, 5, 2, 7, 3, 6, 4, 8), σ2 = (1, 3)(2, 4)〉, H4 = 〈(1, 5, 2, 8, 3, 6, 4, 7), σ2 〉,

H5 = 〈(1, 5, 2, 7, 4, 6, 3, 8), σ3 = (1, 4)(2, 3)〉, H6 = 〈(1, 5, 2, 8, 4, 6, 3, 7), σ3〉.Ces 6 groupes se répartissent en trois 
lasses de L-
onjugaison :
C1 = {H1, H2}, C2 = {H3, H4} et C3 = {H5, H6},ave
 H2 = τ−1H1τ , H4 = τ−1H3τ et H6 = τ−1H5τ et τ = (5, 6) ∈ L.D'après le théorème 5.3.10, il existe i ∈ {1, 2, 3} tel que I =

⋂

H∈Ci
H.I. La proposition5.3.18 permet ensuite de déterminer la 
lasse asso
iée à I sous la forme d'un 
ritèred'asso
iation.



5.4. ADJONCTION DE RELATIONS À L'IDÉAL INDUIT 97À partir du polyn�meR = x2+g2(x1) de T et des permutations σ1 = (1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8)de H1 et σ2 = (1, 6, 2, 5, 3, 7, 4, 8)(1, 2)(3, 4) de H2, nous formons le polyn�me P1 =
σ1.R = σ2.R = x6 + g2(x5) qui appartient à ⋂H∈C1

H.I. De même, nous 
onstruisons lepolyn�me P2 = x6 + g3(x5) de ⋂H∈C2
H.I et le polyn�me P3 = x6 + g4(x5) de ⋂H∈C3

H.I.Les polyn�mes P1 et P2 ne peuvent appartenir simultanément à I 
ar, si tel étaitle 
as, le polyn�me g2(x5) − g3(x5) = P1 − P2 appartiendrait à I et, étant de degréstri
tement inférieur à f , il diviserait f sur k. Il en va de même, pour les 
ouples (P1, P3)et (P2, P3). Nous obtenons ainsi les 
ritères d'asso
iation :i) si P1 ∈ I alors la 
lasse C1 est asso
iée à I ;ii) si P2 ∈ I alors la 
lasse C2 est asso
iée à I ;iii) si P3 ∈ I alors la 
lasse C3 est asso
iée à I.Supposons que C1 soit asso
iée à I. Alors I est l'interse
tion de deux idéaux maxi-maux (
eux de M(I)) : I = M1 ∩M2 ave
 Hi = Dec(Mi), i = 1, 2. Les ensembles
Ψ(H1) = H1 + H1τ et Ψ(H2) sont les inje
teurs de I dans M1 et M2, respe
tivement(voir Théorème 5.3.4).Remarque 5.3.20. Nous 
onstatons sur l'exemple 
i-dessus que la proposition 5.3.18 estutilisable pour préétablir des 
ritères d'asso
iation. Il s'agit d'une 
onséquen
e du faitque les variables et les degrés des polyn�mes intervenant dans l'ensemble triangulaireengendrant l'idéal induit ne dépendent que du groupe de Galois de f .Le résultat de la proposition suivante est moins fort que 
elui de la proposition 5.3.18,mais il est parfois su�sant :Proposition 5.3.21. S'il existe σ ∈

⋂

H∈C Ψ(H) et g dans I tel que σ.g /∈ I alors Cn'est pas asso
iée à I.Démonstration. Montrons la 
ontraposée de la proposition. Supposons don
 la 
lasse Casso
iée à I. D'après le théorème 5.3.4, les inje
teurs de I sont les Ψ(H) où H par
ourtla 
lasse C. La proposition 6.1.5 montre qu'alors
Dec(I) =

⋂

H∈C

Ψ(H) .Le résultat dé
oule alors de la dé�nition du groupe de dé
omposition d'un idéal.Remarque 5.3.22. La re
her
he d'un polyn�me g ∈ I de la proposition 5.3.21 peut êtrerestreinte à un ensemble de polyn�mes engendrant I.5.4 Adjon
tion de relations à l'idéal induitConsidérons un idéal I induit d'un idéal I1. Il est parfois possible de 
onstruire, sans
oût supplémentaire, un idéal de Galois 
ontenant stri
tement I. Dans 
e paragraphe,



98CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONnous dé
rivons une telle méthode.Pour pouvoir appliquer l'algorithme GaloisIdeal à 
e nouvel idéal, nous devons,
omme pour I, 
onnaître un de ses inje
teurs.Proposition 5.4.1. (voir [61℄, Proposition 3.6) Soit H un sous-groupe de Sn. Le groupede dé
omposition de l'idéal IdK(H.α) 
ontient H.Proposition 5.4.2. Soit H un sous-groupe de Sn véri�ant H ⊂ Inj(I, α). Soient σ ∈ Het R ∈ I. L'idéal J = I + 〈σ.R〉 est un idéal de Galois 
ontenu dans Idk(H.α).Démonstration. Montrons l'in
lusion J ⊂ Idk(H.α). Puisque H ⊂ Inj(I, α), nous avons
I ⊂ Idk(H.α) et il su�t don
 de montrer que σ.R appartient à Idk(H.α).D'après la proposition 5.4.1, le groupe H est in
lus dans le groupe de dé
omposition de
Idk(H.α) et don
 σ.R ∈ Idk(H.α), d'où l'in
lusion.Ce
i implique, en parti
ulier, que J est un idéal propre et, 
omme il 
ontient les relationssymétriques, J est un idéal de Galois (voir Proposition 2.4.1).Une 
onséquen
e immédiate de 
ette proposition est le 
orollaire suivant :Corollaire 5.4.3. Reprenons les notations de la proposition 5.4.2. Si F = σ.R est de laforme xd

j + g(x1, . . . , xj−1) ave
 d > 0 et si l'ensemble S = {f1, . . . , fj−1, F, fj+1, . . . , fn}engendre un idéal I ′ 
ontenant I, alors S est triangulaire séparable et I ′ = J .Dans le 
orollaire 5.4.3, il su�t que F soit un fa
teur de fj dans k[x1, . . . xj ] pourque l'hypothèse d'in
lusion soit véri�ée.Le résultat suivant montre que 
ette même hypothèse d'in
lusion est véri�ée sous 
er-taines 
onditions moins 
ontraignantes.Corollaire 5.4.4. Reprenons les notations du 
orollaire 5.4.3 et supposons que :� F soit de la forme xd
j + g(x1, . . . , xj−1), ave
 d = degxj

(Idk(H.α)) ;� pour tout i ∈ [[1, j − 1]], degxi
(I) = degxi

(Idk(H.α)).Alors, J est un idéal de Galois de f et il est engendré par l'ensemble S.Démonstration. D'après le 
orollaire 5.4.3, il su�t de montrer que fj ∈ 〈S〉. D'après laproposition 5.4.2, nous avons la suite d'in
lusions d'idéaux de k[x1, . . . , xj] :
〈f1, . . . , fj−1, F 〉 ⊂ 〈f1, . . . , fj−1, F, fj〉 ⊂ Idk(H.α) ∩ k[x1, . . . , xj].Or l'hypothèse faite sur les degrés initiaux des idéaux

Idk(H.α) ∩ k[x1, . . . , xj] et 〈f1, . . . , fj−1, F 〉montre que 
es idéaux sont égaux. Le 
orollaire s'en suit.



5.4. ADJONCTION DE RELATIONS À L'IDÉAL INDUIT 99Soit H un groupe asso
ié à I et 
ontenant Galk(α), le 
orollaire 5.4.3 (ou le 
orol-laire 5.4.4) permet d'en déduire un polyn�me F et un idéal de Galois J = I + 〈F 〉 de
f . Connaissant un ensemble triangulaire de générateurs de J , nous pouvons 
al
uler le
ardinal de sa variété (voir Égalité (2.4.7)). Si Card(V (J)) = Card(H) alors, d'après laproposition 2.4.12, J = Idk(H.α) et H est l'inje
teur de J . Dans le 
as où H n'est pasl'inje
teur de J , nous pouvons, dans 
ertains 
as, 
al
uler un inje
teur de J .Rappelons que L est l'inje
teur de l'idéal I1 dont I est induit. Soit E une transversaleà droite de L modulo H{1}. Nous avons :

J = I + 〈F 〉 =
⋂

τ∈E

Idk(Hτ.α) + 〈F 〉 .Soit E1 l'ensemble des permutations τ ∈ E telles que F ∈ Idk(Hτ.α). Comme lesidéaux I et 〈F 〉 sont in
lus dans ⋂τ∈E1
Idk(Hτ.α), L'idéal J = I + 〈F 〉 l'est également.La proposition immédiate suivante permet, dans 
ertains 
as, de 
al
uler un inje
teurde J :Proposition 5.4.5. Supposons que Galk(α) ⊂ H. Si nous avons l'égalité Card(V (J)) =

Card(E1) . Card(H) alors J =
⋂

τ∈E1
Idk(Hτ.α) et l'inje
teur de J s'é
rit :

Inj(J, α) =
∑

τ∈E1

Hτ .Ainsi, pour 
onstruire un inje
teur de l'idéal J à partir de I et de la 
lasse de L-
onjugaison de H, il faut pouvoir tester la 
ondition de la proposition 5.4.5 ; autrementdit, nous devons 
onnaître E1. La proposition suivante permet, dans 
ertains 
as, de
al
uler 
et ensemble :Proposition 5.4.6. Reprenons les notations pré
édentes. Une permutation τ ∈ {τ1, . . . , τs}appartient à E1 dès qu'elle véri�e la 
ondition suivante :
∃(R, σ) ∈ I ×Hτ−1

, F = σ.R .Démonstration. Montrons la 
ontraposée de 
ette 
ondition. Supposons don
 que la per-mutation τ n'appartient pas à E1, i.e. F /∈ I = Idk(Hτ.α) . Nous avons don
, pardé�nition du groupe de dé
omposition :
∀(R, σ) ∈ I × Dec(I), F 6= σ.R ,puisque σ.R ∈ I.Comme I ⊂ I, d'après la proposition 5.4.1 nous avons

Hτ−1

⊂ Dec(Idk(H
τ−1

.τα)) (= Dec(Idk(Hτ.α))) .Don
, ∀(R, σ) ∈ I ×Hτ−1
, F 6= σ.R .



100CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONAppli
ation des résultats du paragraphe 5.4Soit H un sous-groupe de Sn véri�ant Galk(α) ⊂ H (don
 H est asso
ié à I). Sup-posons que nous ayons 
al
ulé un polyn�me F = σ.R 
omme dans le 
orollaire 5.4.4.Soit
Ψ(H) = Hτ1 + . . . + Hτs ,où τ1, . . . , τr sont les permutations telles que τ−1

i Hτi véri�ent les mêmes hypothèses que
H pour le même polyn�me F (au signe près). D'après la proposition 5.4.6, nous avons
{τ1, . . . , τr} ⊂ E et don
 :

Card(V (J)) ≥ Card(E1) Card(H) ≥ r Card(H) .Le 
ardinal de V (J) étant 
onnu, si r Card(H) = Card(V (J)) alors, d'après la proposi-tion 5.4.6, nous avons E1 = {τ1, . . . , τr} et
Inj(J, α) =

r
∑

i=1

Hτi .Exemple 5.4.7. Soit I un idéal induit d'un idéal de rupture d'un polyn�me f de degré 8.Supposons que ∆(f) = 13, 22. Notons f7(x1, x7) le 7-ième polyn�me de TI . À l'aide de latable de rupture en degré 8 (voir Chapitre 3), nous 
al
ulons l'ensemble des groupes Hvéri�ant H{1} ⊂ S14,22 et ∆(H) = ∆(f). Tous 
es groupes véri�ent L(H) = (8, 13, 2, 13).En 
omparant ave
 L(I) = (8, 13, 2, 1, 2, 1), nous en déduisons, qu'en remplaçant lepolyn�me f7 de TI par une relation r7(x1, x5, x7) linéaire en x7, nous obtiendrons unidéal de relations de f .5.5 Constru
tion d'un algorithme5.5.1 Méthologie de pré-
al
ulsDans 
e paragraphe, nous dé
rivons une méthologie à suivre pour établir les pré-
al
ulsd'un algorithme de détermination des inje
teurs de tout idéal induit (voir Dé�nition5.1.6). Cette méthodologie met en ÷uvre les résultats théoriques des paragraphes pré
é-dents.Nous allons distinguer plusieurs étapes. La première n'intervient que dans le 
adre oùle polyn�me f est fa
torisé sur l'un de ses 
orps de rupture. Ce
i permet de déterminerles groupes sus
eptibles d'être inje
teurs des idéaux de rupture. À l'aide de la table derupture en degré n, est déterminé l'ensemble
G = {G ∈ T (n) | ∆(G) = 1, e} .



5.5. CONSTRUCTION D'UN ALGORITHME 101Remarquons que le groupe Galk(f), qui est un représentant dans T (n) du groupe des
k-automorphismes du 
orps de dé
omposition de f , appartient à l'ensemble G.À partir de la deuxième étape, nous désignerons par L un groupe qui, lors du 
al
uldu 
orps de dé
omposition d'un polyn�me f de degré n, est sus
eptible d'être l'inje
teurd'un idéal de Galois I1 de k(α1)[x1, . . . , xn]. Notons 1, e la suite 
roissante des 
ardinauxdes orbites de {1, . . . , n} sous l'a
tion de L (i.e. des éléments de Orb(L)).Les étapes 2 à 5 ont pour objet de prévoir, en fon
tion du groupe de Galois de f sur
k, l'inje
teur d'un idéal de Galois de f 
ontenant l'idéal I induit de I1 (
et idéal seraobtenu en appliquant les résultats du paragraphe 5.4 à I ou bien sera l'idéal I lui-même).Remarque 5.5.1. L'idéal I1 peut lui-même provenir d'un idéal induit d'un idéal de Galois
I2 de k(α1, α2)[x1, . . . , xn] 
ontenant les polyn�mes x1 − α1 et x2 − α2. Si l'idéal induitde I2 n'a pas un groupe pour inje
teur, il est possible, ave
 l'algorithme GaloisIdeal,de 
al
uler un idéal le 
ontenant ayant 
ette propriété. Par 
e biais, notre algorithmes'applique aussi aux polyn�mes de groupe de Galois 2-transitifs.Pour dé
rire 
es étapes, nous devons introduire les relations d'équivalen
e qui y serontutilisées.Relations d'équivalen
ePour tout groupe G ∈ G, nous notons A(L, G) l'ensemble des Sn-
onjugués de G quiappartiennent à A(L) :

A(L, G) = {Gσ | σ ∈ Sn} ∩ A(L) .(Pour la dé�nition de A(L), voir Dé�nition 5.2.1.) Nous avons naturellement :
A(L) =

⋃

G∈G

A(L, G). (5.5.1)Relation ∼ sur l'ensemble A(L).Nous noterons ∼ la relation d'équivalen
e induite par la L-
onjugaison sur les ensembles
A(L).Soit C ∈ A(L)/ ∼ et H ∈ C. D'après le théorème 5.3.4, si Ψ(H) est l'un des inje
teursde l'idéal I alors l'ensemble des inje
teurs de I est égal à {Ψ(H ′) |H ′ ∈ C}.Relation R sur l'ensemble des 
lasses de L-
onjugaison A(L)/ ∼.Soient C et C′ deux 
lasses appartenant à A(L)/ ∼. Nous posons

C R C′ ssi {Ψ(H) |H ∈ C} = {Ψ(H ′) |H ′ ∈ C′}.Ainsi, si {Ψ(H) |H ∈ C} est l'ensemble des inje
teurs de I alors il en est de même del'ensemble {Ψ(H ′) |H ′ ∈ C′} pour toute 
lasse R-équivalente C′ de C.



102CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONRemarque 5.5.2. La proposition 5.2.5 montre que s'il existe H ∈ C et H ′ ∈ C′ tels que
H ∩H ′ soit un sous-groupe transitif de Sn alors C R C′.Par ailleurs, la proposition 5.2.9 montre que s'il existe H0 ∈ C et H ′

0 ∈ C
′ tel que

H0 ∩H ′
0 soit un sous-groupe transitif de Sn alors, pour tout H ∈ C, il existe H ′ ∈ C′ telque H ∩H ′ soit un sous-groupe transitif de Sn.Relation R pour les groupes de G.Soient G et G′ deux groupes de G. Nous posons
G R G′ s'il existe C ∈ A(L, G)/ ∼ et C′ ∈ A(L, G′)/ ∼ telles que C R C′.En 
ours de 
al
ul, 
ertains groupes peuvent être retirés de l'ensemble G ou de A(L).De telles rédu
tions de l'ensemble A(L) ne modi�ent pas la méthodologie que nous allonsdé
rire.Étape 1 : Utilisation des tables de ruptureAve
 la table de rupture en degré n, nous déterminons l'ensemble E des entiers e telsque 1, e ∈ {∆(G) | G ∈ T (n)}. Les groupes sus
eptibles d'être les inje
teurs des idéauxde rupture d'un polyn�me de degré n sont les S1,e où e par
ourt E.Étape 2 : Cal
ul de A(L) et des ensembles A(L, G)Ave
 l'un des systèmes GAP ou Magma, sont 
al
ulés les ensembles A(L, G), pour toutgroupe G ∈ G. L'ensemble A(L) est obtenu ave
 l'égalité (5.5.1).Étape 3 : Détermination de la 
lasse de Galk(f) dans GIl s'agit d'utiliser des 
ritères pour distinguer les 
lasses deR-équivalen
e de G a�n d'êtreen mesure de déterminer la 
lasse de R-équivalen
e du groupe Galk(f) (parité du groupede Galois, 
ritère de Dedekind, et
). En fait, il faut 
her
her, pour 
haque 
lasse, desinformations 
ommunes aux groupes de 
ette 
lasse qui la dis
riminent des autres 
lasses.Dans le 
adre de 
e 
hapitre, en plus des 
ritères 
lassiques (parité du groupe de Galois,
ritère de Dedekind, et
), nous disposons du 
ritère dé
rit 
i-après.Test du groupe de dé
ompositionD'après le 
orollaire 5.3.5, nous savons que si L est l'inje
teur de l'idéal I1 alors

Card(V (I)) = n. Card(L) .



5.5. CONSTRUCTION D'UN ALGORITHME 103Supposons que, pour un groupe G ∈ G, nous ayons Card(G) = n. Card(L) alors
Card(G) = Card(V (I)).Par suite, pour tout H ∈ A(L, G), Ψ(H) = H et nous sommes en présen
e de deux 
as :1. Cas où Dec(I) ∈ A(L, G). Comme, dans 
e 
as parti
ulier, pour toutM ∈M(I),

Dec(M) ⊂ Dec(I) (voir Proposition 2.4.12) et Dec(M) ∈ A(L) (voir Remarque5.3.15), l'algorithme GaloisIdeal peut être utilisé ave
 pour paramètres I, soninje
teur Dec(I) et la liste des sous-groupes de Dec(I) dans A(L).2. Cas où Dec(I) 6∈ A(L, G). Le groupe de Galois Galk(f) n'est pas dans la 
lassede R-équivalen
e du groupe G. Pour tout groupe G′ de 
ette 
lasse, au
un groupede A(L, G′) n'est asso
ié à l'idéal I.Exemple 5.5.3. En degré n = 8.
∗ Lorsque e = 13, 4, le 
ritère de parité distingue la 
lasse de T7 de 
elles de T+

9 , T+
10et T+

11.
∗ Lorsque e = 1, 23, le test du groupe de dé
omposition est utilisé.Remarque 5.5.4. Cette étape est parfois simpli�able en faisant intervenir les étapes 4et/ou 5. Par exemple, en appliquant les étapes 4 et 5 lorsque n = 8, e = 13, 4 etque Galk(f) est pair, il n'est pas né
essaire de distinguer les 
lasses de T+

9 , T+
10 et T+

11.De manière générale, si nous avons su 
onstruire (voir Étape 5) un idéal J 
ontenantstri
tement I alors le test du groupe de dé
omposition est utilisable si un groupe G ∈
A(G) véri�e Card(G) = Card(V (J)). Il su�t de tester si Dec(J) appartient où non à
A(L, G).Étape 4 : Dis
rimination des 
lasses de L-
onjugaison dans A(L, G)Dans 
ette partie, nous 
onsidérons C0 une 
lasse de R-équivalen
e de G. Noussommes en présen
e de deux 
as :4.1 Il existe G ∈ C0 tel que tous les groupes de A(L, G) soient L-
onjugués entre eux.Si Galk(f) ∈ C0 (pour 
e test, voir Étape 3) alors tous les groupes de A(L, G) sontasso
iés à I et ses inje
teurs sont les Ψ(H) où H par
ourt A(L, G) (voir Théorème5.3.4).4.2 L'hypothèse du Cas 4.1 n'est pas véri�ée. Soit G ∈ C0. Les résultats du para-graphe 5.3.3 sont utilisés pour se ramener au Cas 4.1. A�n de pouvoir faire despré-
al
uls, la méthode est de �xer une 
lasse de L-
onjugaison dans A(L, G) et dedéterminer quelles permutations il faudra opérer sur tout idéal induit I a�n que
ette 
lasse lui soit asso
iée (dans le 
as où Galk(f) ∈ C0 sinon 
e sera impossible).Étape 5Nous utilisons les résultats du paragraphe 5.4 (Corollaire 5.4.4 et Proposition 5.4.5) a�n



104CHAPITRE 5. UN ALGORITHMEMIXTE DE CALCUL DE CORPS DE DÉCOMPOSITIONde savoir s'il sera possible de 
al
uler un idéal J 
ontenant stri
tement I. Nous avons
onstaté que 
ette étape peut intervenir lors de l'étape 3, en passant éventuellement parl'étape 4. Cette étape peut aussi intervenir dans l'étape 4 dans les 
as 4.1 et 4.2 (voir
n = 8 ave
 e = 1, 32). Cette étape 5 intervient don
 à tout niveau de l'étude et permetparfois d'éviter de résoudre les problèmes soulevés dans l'étape 3 et/ou dans le 
as 4.2 del'étape 4. A 
et égard, le degré 8 illustrera parfaitement toutes les situations possibles.5.5.2 Algorithme GaloisIdealSoit I un idéal de Galois de f donné par un ensemble triangulaire T de générateurs.Nous supposons déterminés un inje
teur L de I et un ensemble A de groupes auquelappartiennent les groupes de Galois Dec(M),M∈M(I) (dans le 
adre de 
e 
hapitre,
A est un sous-ensemble de A(L)). L'algorithmeGaloisIdeal(T,L,A )
al
ule un idéal des relationsM 
ontenant I ainsi que le groupe de Galois Dec(M) (
etalgorithme dé
rit dans [61℄ né
essite que l'entrée L est un groupe ; sa généralisation àtout inje
teur a été réalisée dans [62℄). La méthode utilisée pour 
et algorithme est 
elleévoquée dans l'introdu
tion. Il s'agit de 
onstruire ré
ursivement une 
haîne as
endanted'idéaux de Galois

I = I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ir =M,où, pour 
al
uler Ii+1 à partir de Ii (ave
 i ∈ [[1, r− 1]]), il est né
essaire de 
onnaître unensemble triangulaire engendrant Ii et un inje
teur de Ii.5.6 Étude en degré 8Pour illustrer 
e 
hapitre, nous avons 
hoisi d'étudier le degré n = 8. L'obje
tif estl'élaboration d'un algorithme de 
al
ul d'un idéal des relations M = Idk(α), où α estun 8-uplet des ra
ines de f , et du groupe de Galois 
orrespondant Galk(α) = Dec(M)(
e groupe est rapidement 
al
ulable ave
 l'algorithme dé
rit dans [1℄).Nous ex
luons le 
as où ∆(f) = 7, 
'est-à-dire 
elui où le groupe de Galois de f est2-transitif. Nous supposons 
onstruit un ensemble triangulaire
TI = {f1(x1), . . . , f8(x1, . . . , x8)},de générateurs de l'idéal I induit d'un idéal de rupture de f d'inje
teur L. Nous avons

L = S1,∆(f).Les groupes 8Ti de l'ensemble T (8) sont notés Ti. Nous utilisons des groupes 
onjugués
Gi = T σi

i des groupes Ti où les permutations σi sont données 
i-dessous :
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σ6 = (2, 7, 6, 3, 5) σ7 = (2, 7, 3, 4, 5)(6, 8)
σ8 = (4, 8)(2, 5, 3, 6, 7) σ12 = (2, 7, 6, 4, 5)
σ13 = σ24 = (2, 4, 6)(5, 7, 8) σ14 = (2, 4, 6, 7, 8, 3, 5)
σ17 = (2, 3, 4, 5, 6, 8) σ18 = (1, 5)(2, 7)(3, 8)(4, 6)
σ19 = (2, 3)(4, 7, 6, 8) σ31 = (2, 7, 6, 8, 3, 5)
σ39 = (2, 6)(7, 8) σ33 = (4, 8)� pour i ∈ {23, 38, 40, 44}, σi = (2, 5)(4, 7) et,� pour i ∈ {46, 45, 42, 41, 34, 33}, σi = σ47.Dans les paragraphes suivants et à l'aide de la table de rupture en degré 8 (voirChapitre 3), nous appliquons la méthodologie pres
rite au paragraphe 5.5 en examinantles di�érentes situations possibles en fon
tion de ∆(f).5.6.1 ∆(f) = 17 ; i.e. L = S18 et L(I) = (8, 17)

G/R = {{T1}, {T
+
2 }, {T

+
3 }, {T

+
4 }, {T

+
5 }}. L'idéal induit I est un idéalM de relations dupolyn�me f ;Exemple 5.6.1. Le polyn�me irrédu
tible f = x8 + 8x6 + 20x4 + 16x2 + 2 se fa
torise,dans k(α1), en le produit de fa
teurs irrédu
tibles :

(x− α1)(x + α1)(x − α3

1
− 3α1)(x + α3

1
+ 3α1)(x − α5

1
− 5α3

1
− 5α1)

(x + α5

1
+ 5α3

1
+ 5α1)(x − α7

1
− 7α5

1
− 14α3

1
− 7α1)(x + α7

1
+ 7α5

1
+ 14α3

1
+ 7α1).Nous avons Dec(M) = T σ

1 ave
 σ = (2, 3, 7, 8, 5)(4, 6) et
M = 〈f(x1), x2 + x1, x3 − x3

1 − 3x1,

x4 + x3
1 + 3x1, x5 − x5

1 − 5x3
1 − 5x1, x6 + x5

1 + 5x3
1 + 5x1,

x7 − x7
1 − 7x5

1 − 14x3
1 − 7x1, x8 + x7

1 + 7x5
1 + 14x3

1 + 7x1〉 .5.6.2 ∆(f) = 13, 22 ; i.e. L = S14,22 et L(I) = (8, 13, 2, 1, 2, 1)

G/R = {{T7}, {T
+
9 }, {T

+
10}, {T

+
11}}. Pour toutH ∈ A(L), nous avons L(H) = (8, 13, 2, 13).En 
omparant ave
 L(I), nous savons que nous 
her
hons une relation de la forme

r7 = x7 + h7(x1, . . . , x6) pour obtenir un ensemble triangulaire T ′ = {f1, . . . , f6, r7, f8}engendrant un idéal des relationsM. Les polyn�mes f2 et f3 de TI sont respe
tivementde la forme x2 + g2(x1) et x3 + g3(x1).La parité de Galk(f) permet de distinguer deux 
as (voir Étape 3).Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe impair T7.
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as a été traité dans l'exemple 5.3.19 où est dé
rit un 
ritère d'asso
iation (Etape4). En utilisant le théorème 5.3.10, il est possible de réordonner les fa
teurs de premièrerupture pour que la 
lasse de L-
onjugaison dans A(L) asso
iée à I soit 
elle de G7 (
e
iest équivalent à x6 + g2(x5) ∈ I).En appliquant le 
orollaire 5.4.4 et la proposition 5.4.5 à H = G7, nous obtenons larelation r7 = x7 + g3(x5) de T ′ ave
 Dec(M) = G7 (Etape 5).Cas B Galk(f) ∈ G+ = {T+
9 , T+

10, T
+
11}.Pour G ∈ G+, notons Ci(G), i = 1, 2, 3, les trois 
lasses de L-
onjugaison dans A(L, G).Chaque 
lasse est 
onstituée de 2 groupes. En raisonnant 
omme dans l'exemple 5.3.19,pour 
haque groupe G ∈ G+, nous obtenons le 
ritère d'asso
iation suivant (Etape 4) :1) si x6 + g4(x5) ∈ I alors I est asso
ié à C1(G) ;2) si x6 + g2(x5) ∈ I alors I est asso
ié à C2(G) ;3) si x6 + g3(x5) ∈ I alors I est asso
ié à C3(G).Supposons l'idéal I induit de f asso
ié à C1(Galk(f)).Quelque soit i ∈ {9, 10, 11} il existe Hi ∈ C1(T

+
i ) et une permutation σ ∈ Hi telle que

r7 = σ.f2 = x7 + g2(x5) (Etape 5). L'ensemble triangulaire T ′ étant ainsi obtenu, il resteà déterminer lequel des trois groupes Hi, i = 9, 10, 11, est le groupe de dé
omposition de
M = 〈T ′〉.5.6.3 ∆(f) = 13, 4 ; i.e. L = S14,4 et L(I) = (8, 13, 4, 3, 2, 1)

G/R = {{T17}, {T
+
18}}. Pour tout H ∈ A(L), L(H) = (8, 13, 4, 1, 1, 1). Nous 
her
honsdeux relations de la forme r6 = x6+h6(x1, . . . , x5) et r7 = x7+h7(x1, . . . , x6) pour obtenirun ensemble T ′ = {f1, . . . f5, r6, r7, f8} engendrant l'idéalM. Les polyn�mes f2 et f3 de

TI sont respe
tivement de la forme x2 + g2(x1) et x3 + g3(x1). Le 
al
ul du dis
riminantde f permet de distinguer deux 
as.Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe pair T+
18.Les groupes de A(L, T+

18) sont L-
onjugués (Etape 4, Cas 4.1). Á l'étape 5, noustrouvons les relations r6 = x6 + g4(x5) et r7 = x7 + g2(x5) de T ′ ave
 Dec(M) = G18.Cas B Le groupe de Galois de f est le groupe impair T17.L'ensemble A(L, T17) est 
onstitué de 3 
lasses Ci de L-
onjugaison de 6 groupes
ha
une et satisfaisant le 
ritère d'asso
iation suivant :1) si x1 + g4(x2) ∈ I alors I est asso
ié à C1 ;2) si x1 + g3(x2) ∈ I alors I est asso
ié à C2 ;3) si x1 + g2(x2) ∈ I alors I est asso
ié à C3.Supposons la 
lasse C2 asso
iée à l'idéal induit I. À l'étape 5, nous trouvons lesrelations r6 = x6 + g3(x5) et r7 = x7 + g2(x5) de T ′ et Dec(M) = G17.



5.6. ÉTUDE EN DEGRÉ 8 1075.6.4 ∆(f) = 1, 23 ; i.e. L = S12,23 et L(I) = (8, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1)Il y a 4 
lasses de R-
onjugaison dans G : {T6}, {T8}, les sous-groupes de T27 et 
eux de
T31 dans G. Comme Card(T27) = Card(T31) = 8. Card(L) = 64, le 
al
ul du groupe dedé
omposition Dec(I) permet de distinguer trois 
as (voir Étape 3) :Cas A. Dec(I) ∈ A(L, T27) (i.e. Dec(I) est 
onjugué à T27).Nous avons, pour tout α ∈ V (I), Galk(α) ⊂ Dec(I) = Inj(I). Selon la parité du groupede Galois, le 
al
ul de M est réalisé ave
 l'un des appels GaloisIdeal(Dec(I), TI,[H20℄) ou GaloisIdeal(Dec(I), TI, [H16℄), où H16 et H20 sont des sous-groupes de
Dec(I) 
onjugués respe
tifs de T16 et T+

20.Cas B. Dec(I) = G31 (
ar A(L, T31) = {G31}).Selon la parité du groupe de Galois, le 
al
ul de M est réalisé ave
 l'un des appelsGaloisIdeal(G31,TI,[G21℄) ou GaloisIdeal(G31,TI,[G22℄), où les groupes G21 et
G22 sont les uniques sous-groupes de G31 
onjugués respe
tifs des groupes T21 et T+

22.Cas C. Dec(I) /∈ A(L, T27) et Dec(I) 6= G31Lorsque les 
as A. et B. ne sont pas véri�és, Galk(f) ∈ {T6, T8}. Or, tout groupe Gde A(L, T6) ∪ A(L, T8) véri�e L(G) = (8, 1, 2, 15). Nous savons don
 que deux relationslinéaires r5 = x5 + h5(x1, x3) et r7 = x7 + h7(x1, x3) sont à déterminer. Le polyn�me f2de TI est de la forme x2 + g2(x1).Pour G = T6 ou G = T8, en notant Ci(G) les 3 
lasses de L-
onjugaison de A(L, G),nous avons le 
ritère d'asso
iation suivant :1) si x4 + g2(x3) ∈ I alors I est asso
ié à C1(G),2) si x6 + g2(x5) ∈ I alors I est asso
ié à C2(G),3) si x8 + g2(x7) ∈ I alors I est asso
ié à C3(G).Supposons C2(Galk(f)) asso
iée à l'idéal I. Les groupes G6 de C2(T6) et G8 de C2(T8)permettent d'obtenir la relation linéaire r7 = x7 + g2(x3) et l'idéal J = I + 〈r7〉 estl'interse
tion de deux idéaux de relations (voir Égalités (2.4.2) et (2.4.3)). Pour i = 6, 8,l'autre groupe de la 
lasse C2(Ti) permettant de rajouter 
ette relation est Hi = Gσ
i ave


σ = (5, 6).Le 
al
ul d'un idéal des relations peut alors être réalisé par l'appelGaloisIdeal(Li,TJ ,[Gi℄)où Li = Gi + Giσ (i = 6, 8) est l'inje
teur de J selon que le groupe de Galois est T6 ou
T8. (Pour le 
al
ul de Li, voir Théorème 5.3.4 et Proposition 5.4.6). La proposition 5.3.16permet d'identi�er le groupe de Galois en déterminant lequel des ensembles L6 ou L8 estun inje
teur de J .5.6.5 ∆(f) = 1, 2, 4 ; i.e. L0 = S12,2,4 et L(I) = (8, 1, 2, 1, 4, 3, 2, 1)Dans l'ensemble G, tous les groupes sont R-équivalents 
ar ils sont tous des sous-groupes
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teurs de ruptures étant distin
ts deux-à-deux, iln'y a qu'une 
lasse de L-
onjugaison dans 
haque ensemble A(L, G), pour tout G ∈ G.Nous passons don
 les étapes 3 et 4 et arrivons à l'étape 5.En 
omparant L(G35) = (8, 1, 2, 1, 4, 1, 2, 1) à L(I) et en 
onsidérant le polyn�me f2de la forme x2 + g2(x1), nous trouvons l'idéal J d'inje
teur G35 et engendré par
TJ = {f1, . . . , f5, x6 + g2(x5), f7, f8}.L'ensemble des groupes de Galois des éléments de V (J) est 
elui des sous-groupes de G35in
lus dans A(L, Galk(f)). Selon que le groupe de Galois Galk(f) soit pair ou impair, le
al
ul se termine par les appels respe
tifs :GaloisIdeal(G35,TJ, [G29, G19, H19]) etGaloisIdeal(G35, TJ,[G26, G28, G30, G15, H15]),où H19 = T

(2,3)(4,8)(6,7)
19 et H15 = T

(2,8,6,7,4,5)
15 .Le groupe de Galois sur k(α1) du fa
teur de rupture f5(α1, x) = x4 + g(α1, x) de fdépartage T+

19 et T+
29 ; de plus, d'après les tables de ruptures en degré 8 (voir Annexe A),la parité de 
e groupe de Galois détermine si Galk(f) est ou non T15.5.6.6 ∆(f) = 1, 32 ; i.e. L = S12,32 et L(I) = (8, 1, 3, 2, 1, 3, 2, 1)Nous avons G/R = {{T+

13, T
+
14, T

+
24}, {T

+
12}}. Bien que, pour 
haque groupe de G, l'en-semble A(L, G) possède plusieurs 
lasses de L-
onjugaison et que G possède plusieurs
lasses de R-équivalen
e, l'étape 5 va pouvoir s'appliquer dès le départ. La relation f2de TI est de la forme x2 + g2(x1). Pour tout groupe de A(L), il existe un groupe G danssa 
lasse de L-
onjugaison tel que r6 = x6 + g2(x3) et r7 = x7 + g2(x4) appartiennentà Idk(G.α) (voir Corollaire 5.4.4). L'ensemble TJ = {f1, . . . , f5, r6, r7, f8} engendre unidéal de Galois J tel que ∏8

i=1 degxi
(J) = Card(T24) = 48. Nous passons à l'étape 3 ave
l'idéal J à la pla
e de I.Cas A Dec(J) ∈ A(L, T24) = {G24, T

(2,8,6)(3,7)
24 }.

Galk(f) ∈ {T24, T13, T14}. Ordonnons les fa
teurs de première rupture de f de sorte que
Dec(J) = G24. Le 
al
ul de l'idéalM est réalisé ave
 l'appelGaloisIdeal(G24, TJ,[G13, G14]).Cas B Dec(J) n'est pas un 
onjugué de T24.Le groupe de Galois est alors T12. Les 
onjugués de T12 appartenant àA(L) ne formentqu'une seule 
lasse de L-
onjugaison. D'après le théorème 5.3.4, nous savons que l'idéaldes relationsM peut être 
hoisi de telle sorte que Inj(J,M) = G12 +G12(3, 4)(6, 7). Son
al
ul peut se faire ave
 l'appel



5.7. IMPLANTATION ET RÉSULTATS EXPÉRIMENTAUX 109GaloisIdeal( G12 + G12(3, 4)(6, 7), TJ, [G12℄).Remarque 5.6.2. D'après les tables de rupture en degré 8, si le groupe de Galois d'undes fa
teurs de rupture de degré 3 est 3T2 (i.e. S3) alors Galk(f) = T+
24.5.6.7 ∆(f) = 1, 6 ; i.e. L = S12,6 et L(I) = (8, 1, 6, 5, 4, 3, 2, 1)Le groupe de Galois est un sous-groupe de T44. Le polyn�me f2 de Ti est de la forme

x2 + g2(x1). Á l'étape 5, ave
 L(G44) = (8, 1, 6, 1, 4, 1, 2, 1), nous trouvons l'ensembletriangulaire TJ = {f1, f2, f3, x4 + g2(x3), f5, x6 + g2(x5), f7, f8} engendrant l'idéal J d'in-je
teur G44. Les 
al
uls se terminent, selon la parité de Galk(f), ave
 l'un des appels :� GaloisIdeal(G44,TJ,[G+
39, G+

19℄) ou� GaloisIdeal(G44,TJ,[G40, G38, G23℄).5.6.8 ∆(f) = 3, 4, L = S1,3,4 et L(I) = (8, 3, 2, 1, 4, 3, 2, 1)Le groupe de Galois est un sous-groupe de G47. Nous avons ∏n
i=1 degxi

(I) = Card(G47).D'après la proposition 2.4.12, le groupe G47 est l'unique inje
teur de I. Selon la paritédu groupe de Galois de f , nous terminons le 
al
ul deM ave
 l'appelGaloisIdeal(G47,TI,[G+
45, G

+
42, G

+
41, G

+
34, G

+
33℄)ou l'appel GaloisIdeal(G47,TI,[G46℄).5.7 Implantation et résultats expérimentauxNous appellerons FEGI (algorithme de Fa
torisation dans les Extensions puis algo-rithme GaloisIdeal) l'algorithme que nous proposons dans 
e 
hapitre. Nous allons le
omparer à 
elui de [3℄ que nous appellerons FE.Nous avons implanté les deux algorithmes dans le système de 
al
ul formelMagma.Nous avons 
hoisi 
e logi
iel 
ar il permet de travailler ave
 toutes les stru
tures mathé-matiques dont nous avons besoin (groupes symétriques, polyn�mes univariés et multiva-riés, algèbres a�nes ...).Nous avons ren
ontré un problème pour la fa
torisation de polyn�mes à 
oe�
ientsdans un 
orps de nombres (d'après [58℄, 
e problème sera 
orrigé dans une pro
haineversion du logi
iel Magma). Nous avons don
 implanté l'algorithme de fa
torisationdonné dans [3℄, version améliorée de 
elui de Trager (voir [60℄).Pour nos 
omparaisons, nous avons utilisé des polyn�mes de la base de données de G.Malle et J. Kluners (voir [33℄). Les temps de 
al
ul, en �
pu-se
onde�, sont re
ensés dans
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haque ligne, la première 
olonne 
ontient le polyn�me 
onsidéré,la se
onde son groupe de Galois sur Q, la suivante l'ordre de 
e groupe, et les deuxdernières donnent respe
tivement le temps de 
al
ul des algorithmes FE et FEGI. Tous 
estests ont été e�e
tués sur Giulia4 [27℄. Remarquons que l'implantation de l'algorithmeFE faite dans le logi
iel Risa/Asir [51℄ (interfa
é ave
 PARI [49℄ version 2.2.5 pour lafa
torisation des polyn�mes à 
oe�
ients rationnels) nous a donné des temps équivalentsà 
eux de notre implantation en Magma.
f Gal(f) |Gal(f)| FE FEGI

x8 − x7 − 7x6 + 5x5 + 15x4 − 7x3 − 10x2 + 2x + 1 8T47 1152 3732.05 0.21
x8 + 7x7 − 10x6 − 131x5 − 200x4 + 131x3 + 382x2 − 191 8T46 576 8400.61 519.29
x8 + x7 − 14x6 − 3x5 + 62x4 − 25x3 − 63x2 + 24x + 16 8T45 576 6040.89 179.55

x8 − x5 − x4 − x3 + 1 8T44 384 66.35 0.19
x8 + x4 − 4x2 + 1 8T39 192 10.54 0.17

x8 + 2x6 − 12x4 − 3x2 + 11 8T35 128 3.53 0.32
x8 + 12x6 + 48x4 + 72x2 + 31 8T31 64 0.66 0.26

x8 − x6 − x4 + x2 + 1 8T29 64 2.03 0.65
x8 − 5x5 − 3x4 − 5x3 + 1 8T26 64 1.8 1.44

x8 + x6 + 2x2 + 4 8T19 32 0.63 0.82Tab. 5.1 � Temps de 
al
ul.Les temps de 
al
ul peuvent être améliorés en employant :- l'algorithme de fa
torisation de van Hoeij (voir [63℄) adapté aux polyn�mes à 
oe�
ientsdans une tour d'extensions algébriques (une telle fa
torisation existe dans le systèmePari version 2.2.5 dans le 
as où les 
oe�
ients appartiennent à une extension simplede Q (voir [49℄))- et des méthodes p-adiques pour l'algorithme FEGI (voir [65℄).5.8 Con
lusionComme le montre le tableau 5.1, notre méthode de 
al
ul d'un 
orps de dé
omposi-tion s'avère 
omparativement d'autant plus e�
a
e que son degré sur le 
orps de baseest élevé. Lorsque le groupe de Galois est 
onnu, 
ette méthode peut être éventuellementaméliorée en utilisant des méthodes d'interpolation pour re
her
her les relations de degré
1 (voir [43℄).Nous avons supposé tout au long de 
e 
hapitre que le polyn�me f est irrédu
tible sur
k, mais notre méthode est généralisable aux polyn�mes rédu
tibles en l'appliquant à
ha
un de ses fa
teurs et en utilisant les résultats de l'arti
le [47℄.



5.8. CONCLUSION 111Les résultats de 
e 
hapitre permettent d'utiliser indu
tivement notre méthode dansles extensions supérieures. Pour pouvoir mettre en pratique 
ette généralisation, nousnous sommes pla
és dans le 
as d'un idéal I1 
ontenant un idéal de rupture de f dès leparagraphe 5.1. Elle pourra don
, en parti
ulier, être appliquée à 
ertains polyn�mes degroupe de Galois 2-transitif.
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Chapitre 6Permutations et 
al
ul d'idéaux deGalois
Introdu
tionDans [61℄ et dans le 
hapitre 5, un 
orps de dé
omposition d'un polyn�me est obtenupar le 
al
ul d'une 
haîne 
roissante d'idéaux de Galois de dernier terme un idéal desrelations. Pour 
haque idéal 
onstruit, un ensemble de permutations, un inje
teur de 
etidéal (voir Dé�nition 2.1.25), doit être 
onnu. Pour déterminer un idéal de Galois I ′, àpartir d'un polyn�me f ou d'un idéal de Galois I de 
e polyn�me, trois méthodes sontutilisées :i) 
al
uls de résolvantes pour obtenir une nouvelle relation entre les ra
ines de f ,puis 
al
ul de l'idéal engendré par 
ette relation et par un ensemble de générateursde I ;ii) 
onstru
tion d'un idéal de rupture I ′ (voir Dé�nition 5.1.2) à partir des fa
teursirrédu
tibles de f sur l'un de 
es 
orps de rupture ;iii) substitution de polyn�mes dans un ensemble de générateurs de I.Lorsque la méthode ii) est appliquée, un inje
teur de I ′ n'est pas né
essairement
onnu mais seulement des ensembles de permutations dont l'un est un inje
teur de I ′.Dans la méthode iii), un inje
teur de l'idéal I ′ n'est pas 
onnu lorsqu'il di�ère dugroupe de dé
omposition de I ′. (L'algorithme IsPurGaloisIdeal du Chapitre 4 permetde tester si le groupe de dé
omposition de I ′ est l'inje
teur de l'idéal).Dans 
e 
hapitre, nous 
ara
térisons les permutations d'un inje
teur de I ′ : 
e
i assurela détermination de l'un des inje
teurs de tout idéal obtenu par la méthode ii).Si le groupe de dé
omposition d'un idéal de Galois I ne 
oïn
ide pas ave
 son groupede dé
omposition, nous montrons qu'il est toujours possible, à partir de I et de l'un de113
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es inje
teurs, de 
al
uler un idéal de Galois I ′ 
ontenant stri
tement I tel que l'inje
teurde I ′ soit son groupe de dé
omposition. De plus, avant tout 
al
ul d'une base de Gröbnerde I ′, le théorème 6.2.1 montre que :� I ′ est un idéal triangulaire ;� l'inje
teur et les mon�mes initiaux de I ′ se 
al
ulent uniquement à partir de L.Ce théorème s'applique, en parti
ulier, à tout idéal obtenu par la méthode iii).Dans le paragraphe 6.1, sont rappelés les résultats et les notions utilisés. Le para-graphe 6.2 est 
onsa
ré aux résultats prin
ipaux de 
e 
hapitre. L'appli
ation de 
esrésultats aux idéaux de rupture est l'objet du paragraphe 6.3 : le 
orollaire 6.2.2 de
e 
hapitre est utilisé pour la détermination d'un inje
teur d'un idéal de Galois et lethéorème 6.2.1 pour l'obtention d'une base de Gröbner et de l'inje
teur d'un idéal deGalois.



6.1. GALOIS IDEALS 115NotationsDans toute la suite de 
e 
hapitre, nous utiliserons les notations suivantes :- Sn est le groupe symétrique de degré n ;- K[x1, . . . , xn] est l'anneau des polyn�mes à 
oe�
ient dans le 
orps K en les nvariables algébriquement indépendantes x1, . . . , xn. Nous munirons 
et anneau del'ordre lexi
ographique induit par les inégalités x1 < · · · < xn ;- pour tout ensemble non vide E de K[x1, . . . , xn], l'idéal engendré par E est noté
Id(E).Conformément aux notations du 
hapitre 2, le groupe symétrique Sn agit naturelle-ment sur l'anneau K[x1, . . . , xn] : pour tout σ ∈ Sn et tout g ∈ K[x1, . . . , xn], le polyn�me

σ.g est dé�ni par :
σ.g(x1, . . . , xn) = g(xσ(1), . . . , xσ(n)) .Pour tout P ⊂ Sn et tout E ⊂ K[x1, . . . , xn], l'ensemble P. E est dé�ni par :

P. E = { π . g | π ∈ P, g ∈ K[x1, . . . , xn] } .Pour tout P1 ⊂ Sn et tout P2 ⊂ Sn, nous noterons P1 P2 l'ensemble des permutations :
P1 P2 = { π1 π2 | π1 ∈ P1, π2 ∈ P2 } .6.1 Galois ideals6.1.1 Galois ideals and inje
torsFrom now on, f denotes an irredu
ible polynomial of degree n and α a tuple (α1, . . . , αn)of the roots of f in an algebrai
 
losure of K.De�nition 6.1.1. A α-Galois ideal I is a radi
al proper ideal of K[x1, . . . , xn] su
h thatthe variety of I, V (I), is in
luded in Sn.α.In parti
ular, the α-Galois ideal de�ned by

Mα = {R ∈ K[x1, x2, . . . , xn] | R(α1, α2, . . . , αn) = 0},is a maximal ideal of K[x1, . . . , xn] 
alled α-relations ideal.Any splitting �eld K of the polynomial f is isomorphi
 to the quotient ring :
K[x1, x2, . . . , xn]/Mα.De�nition 6.1.2. Let I and I ′ be two ideals of K[x1, x2, . . . , xn], the inje
tor of I in I ′is the set of permutations de�ned by :

Inj(I, I ′) = {σ ∈ Sn | ∀g ∈ I, σ.g ∈ I ′} .We 
all inje
tor of I any inje
tor of I in one of the maximal ideals 
ontaining I.



116 CHAPITRE 6. PERMUTATIONS ET CALCUL D'IDÉAUX DE GALOISThe next proposition shows that inje
tors of an Galois ideal is uniquely determinedby its algebrai
 variety V (I).Proposition 6.1.3. Let I be a α-Galois ideal and L = Inj(I,Mα). We have :
V (I) = L.α. (6.1.1)The set of inje
tors of the Galois ideal I is {l−1 L ⊂ Sn | l ∈ L} .Proof. The �rst assertion 
omes from [61℄. Equality (6.1.1) implies that the set of maximalideals 
ontaining I is {Ml.α | l ∈ L}. The equality Inj(I,Ml.α) = l−1 Inj(I,Mα) = l−1 Lshows then the se
ond assertion.Remark 6.1.4. As the polynomial f is supposed irredu
ible, the group Sn a
ts faithfullyon the set Sn.α. Thus, there is a one-to-one map between L and the variety V (I).6.1.2 De
omposition group and inje
torsDe�nition 6.1.5. The de
omposition group Dec(I) of I is the stabilizer of I for thenatural a
tion of Sn on K[x1, . . . , xn] :

Dec(I) = Inj(I, I) .In parti
ular, the Galois group of α on K, denoted by GalK(α), is the de
ompositiongroup of the idealMα. This group is isomorphi
 to the Galois group of K-automorphismsof any splitting �eld of f .The 
omputation of the de
omposition group of a triangular ideal 
an be realizedby the algorithm De
ompositionGroup of [1℄. Inje
tors and de
omposition group of aGalois ideal are linked by the following proposition.Proposition 6.1.6. The de
omposition group Dec(I) of a Galois ideal I is the interse
-tion of all inje
tors of I.In parti
ular, if L is an inje
tor of I, we have :
Dec(I) =

⋂

l∈L

l−1 L. (6.1.2)Proof. By de�nition of the de
omposition group, we have :
Dec(I) = {σ ∈ Sn | σ.I ⊂ ∩l∈LMl.α}

= ∩l∈L{σ ∈ Sn | σ.I ⊂Ml.α}

= ∩l∈L Inj(I,Ml.α) .The �rst assertion follows. Equality (6.1.2) is a dire
t 
onsequen
e of Proposition 6.1.3.



6.1. GALOIS IDEALS 117The next proposition 
an be seen as a 
onsequen
e of Corollary 3.12 of [61℄ or as adire
t appli
ation of Proposition 6.1.3 and Equality (6.1.2).Proposition 6.1.7. Let I be an α-ideal. The following assertions are equivalent :� I admits an unique inje
tor ;� Dec(I) = Inj(I,Mα).De�nition 6.1.8. A α-Galois ideal is said to be pure if I satis�es equivalent 
onditionsof Proposition 6.1.7.In the 
ase of triangular ideals, the Algorithm IsPureGaloisIdeal of [1℄ 
an be usedin order to test whether a Galois ideal is pure.6.1.3 Equiproje
table parts of SnThis se
tion is about two results of [7℄. These results use the notion of equiproje
-tability of a zero dimentional variety. In the 
ase of an α-Galois ideal I, we have theone-to-one map between the variety V (I) and the inje
tor of I in the ideal Ml.α (SeeEquality (6.1.1)). De�nition 6.1.9 expresses the notion of equiproje
tability de�ned in[7℄ in terms of equiproje
table subsets of Sn.De�nition 6.1.9. Let σ ∈ Sn and k ∈ [[1, n]]. The �rst k-part of σ is the �nite sequen
e
[σ(1), . . . , σ(k)].A subset L of Sn is said equiproje
table if, for all k ∈ [[1, n]] and all permutations
σ ∈ L, the 
ardinal c of the set of all permutations of L whi
h admits [σ(1), . . . , σ(k)] as�rst k-part depends only on k :

#
(

{τ ∈ L | ∀i ∈ [[1, k]], σ−1τ(i) = i}
)

= c .Notations 6.1.10. For all p ∈ K[x1, x2, . . . , xn], let init(p) be the leading monomial of
p for the indu
ed order on K[x1, x2, . . . , xn] by x1 < · · · < xn.De�nition 6.1.11. An ideal I is said triangular if I is separable and generated bytriangular set of generators G = {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} with, for all i ∈
[[1, n]], init(fi) = xdi

i where di > 0.As the list [d1, . . . dn] does not depend on triangular set of generators, it makes senseto set the following de�nition.The list [d1, . . . dn] is 
alled the list of the initial degrees of I.The following theorem is a dire
t reformulation of Theorems 4.5 and 5.3 of [7℄ appliedto the Galois ideal I of inje
tor L = Inj(I,Mα).Theoreme 6.1.1. Let L be an inje
tor of a triangular Galois ideal I. The following
onditions are equivalent :



118 CHAPITRE 6. PERMUTATIONS ET CALCUL D'IDÉAUX DE GALOIS� a triangular set G = {f1, f2, . . . , fn} generates I ;� L is equiproje
table.Moreover, the degree of ea
h polynomial fi relatively to the variable xi satis�es the equa-lity :
degxi

(fi) = Card(Li−1)/ Card(Li).When L is a subgroup of Sn, the 
onditions below are true.By de�nition of a pure Galois ideal, we have :Corollary 6.1.12. Any pure Galois ideal is triangular.Theorem 6.1.1 gives an e�e
tive 
ondition on an inje
tor of a Galois ideal I to testwhether I is triangular and, if this 
ondition is satis�ed, this theorem enables the 
om-putation, only from this inje
tor, of the initial monomials of a triangular set generating
I.6.2 Ideals Id(P.I) where P ⊂ SnThroughout this se
tion, I denotes an α-Galois ideal and L = Inj(I,Mα) the inje
torof I in the α-relations ideal Mα. Note that, under these 
onditions, L 
ontains thepermutation IdSn

.6.2.1 Subset P ⊂ Sn su
h that Id(P.I) is a Galois idealProposition 6.2.1. Let's 
onsider a non empty set E of K[x1, . . . , xn]. The following
onditions are equivalent :1. Id(E ∪ I) is an α-Galois ideal.2. There exists l ∈ L su
h that E ⊂Ml.α.Proof. By Seidenberg's lemma (See [8℄, Lemma 8.13), the 
ondition (1) of the propositionis equivalent to Id(E ∪ I) 6= K[x1, . . . , xn].If the ideal Id(E ∪ I) is a proper ideal of K[x1, . . . , xn] then Id(E ∪ I) is 
ontained ina maximal idealM. AsM 
ontains I, Proposition 6.1.3 implies thatM =Ml.α where
l ∈ L. The in
lusion E ⊂Ml.α follows.The re
ipro
al is obvious.The next 
orollary is a new tool to determine an inje
tor of the Galois ideal I (seeExample 6.3.1) and 
an also be used to determine an inje
tor of any ideal Id (P.I) where
P is a non-empty part of an inje
tor of I 
ontaining Idsn

.Corollary 6.2.2. Let P be a non-empty subset of Sn 
ontaining the permutation Idsn
.The two following 
onditions are equivalent :



6.2. IDEALS ID(P.I) WHERE P ⊂ SN 1191. Id (P.I) is an α-Galois ideal ;2. an inje
tor of I 
ontains P .Moreover, if the above 
onditions are satis�ed, the inje
tor of I inMα is :
Inj(Id(P.I),Mα) = {σ ∈ Sn | σ.P ⊂ L} .Proof. The �rst assertion is a dire
t 
onsequen
e of Proposition 6.2.1. If the ideal Id(P.I)is an α-Galois ideal then the se
ond assertion 
omes from the su

essive equalities :

Inj(Id(P.I),Mα) = {σ ∈ Sn | σ. Id(P.I) ⊂Mα}

= {σ ∈ Sn | (σ P ).I ⊂Mα}

= {σ ∈ Sn | σ.P ⊂ L} .6.2.2 The ideal Id(L.I)The Galois ideal Id(L.I) is studied in Se
tion 6.2.2. Theorem 6.2.1 shows that thisideal is a pure Galois ideal whi
h inje
tor and initial monomials 
an be known beforeany 
omputation by Theorem 2.4.17.De�nition 6.2.3. Let L be a subset of Sn. The inje
tor of L, denoted by Inj(L), is thegroup de�ned by :
Inj(L) = {σ ∈ Sn | σL = L} =

⋂

σ∈L

L.σ−1 . (6.2.1)Remark 6.2.4. A 
omparison between Equalities 6.2.1 and 6.1.2 shows that the de
om-position group of I 
an be written as the inje
tor of L−1 :
Dec(I) = Inj(L−1) .The 
omputation of groups Dec(I) and Inj(L) 
an be 
omputed, from the inje
tor L,by a unique algorithm of ba
ktra
k sear
h (see [15℄).Theoreme 6.2.1. The ideal Id(L.I) is a pure Galois ideal an its inje
tor is the group

Inj(L).Moreover, if L = Inj(L) Dec(I) then the ideal Id(L.I) is the smallest pure α-Galoisideal 
ontaining I and Inj(L) is the greater group in
luded in L 
ontaining GalK(α).Proof. By Corollary 6.2.2, Id(L.I) is a Galois ideal. As L = Inj(I,Mα), the Id(L.I) isin
luded in Mα and is then an α-Galois ideal. The inje
tor Inj(Id(L.I),Mα) 
an bewritten :
Inj(Id(L.I),Mα) = {σ ∈ Sn | σL.I ⊂Mα}

= {σ ∈ Sn | σL ⊂ L}, by de�nition of L,
= Inj(L), by de�nition of Inj(L).



120 CHAPITRE 6. PERMUTATIONS ET CALCUL D'IDÉAUX DE GALOISLet J be a pure α-Galois ideal 
ontaining I and let's denote by H the inje
tor of J in
Mα. We have I ⊆ J ⊆ Mα and it follows L ⊇ H ⊇ Inj(L). Equalities L = L Dec(I)and L = Inj(L) Dec(I) shows L = H Dec(I), then H L = L. The group H is therefore asubgroup of Inj(L). This shows the in
lusion Id(L.I) ⊆ J .The inje
tor Inj(L) of Id(L.I) being a group, Theorem 2.4.17 shows that the ideal
Id(L.I) is triangular and that initial monomials of a triangular set of generators of Id(L.I)
an be uniquely 
omputed from Inj(L) and thus from L.Proposition 6.2.5. A de
omposition of the Galois ideal I into pure Galois ideals is :

I =
⋂

τ∈T

τ . Id(L.I) , (6.2.2)where T is a subset of L su
h that L =
∑

τ∈T Inj(L) τ .Proof. One 
an easily shows that su
h a subset T of L exists from the equality Inj(L) L =
L. The proposition is then a straighforward 
onsequen
e of equality Id(Inj(L) τ .α) =
τ . Id(Inj(L) .α) veri�ed for all τ ∈ Sn.Note that ideals of this de
omposition are triangular and relatively prime.6.3 Appli
ations to stem idealsIn this se
tion, we apply results of Se
tion 6.2 to Galois ideals 
alled stem idealsde�ned in [46℄.In se
tions 6.3.1 and 6.3.2 below, the nomen
lature nTi of transitive subgroups of Snis the one of Greg Butler and John M
Kay (See [16℄). The list, denoted Tn, of transitivesubgroups of Sn is available up to degree 22 in the Computer Algebra System Magma(See [11℄).Let's 
onsider an irredu
ible polynomial f of degree n on a perfe
t �eld K. As thefa
torization of a polynomial f on the stem �eld K[x]/f(x) depends on the Galois groupof f , from the list of irredu
ible fa
tors of f on this stem �eld, the authors of [46℄ dedu
e :� a triangular set generating a Galois ideal I 
alled stem ideal ;� a list of transitive subgroups of Sn 
ontaining the Galois group of any element ofthe variety V (I).For any element of the variety V (I), Theorem 6.9 of [46℄ shows that the inje
tor of I inthe relation idealMα is given by

L = GalK(α) Dec(I) . (6.3.1)



6.3. APPLICATIONS TO STEM IDEALS 1216.3.1 Determination of an inje
torFrom the list of the possible Galois group, a list of permutations sets 
ontaining allinje
tors of I 
an be then 
omputed by using Equality (6.3.1). If this list is not redu
edto an inje
tor of I, Corollary 6.2.2 ensures that the determination of an inje
tor of I 
analways be determined by elimination. The following example illustrates this situation.Example 6.3.1. Let's 
onsider the 
ase C. of the Se
tion 10.1.4 of [46℄. The authors
ompute a stem ideal from a polynomial f with Galois group 8T6 or 8T8.The de
omposition group of any stem ideal is the dire
t produ
t of symmetri
 groups
S{1} × S{2} × S{3,4} × S{5,6} × S{7,8}. Using results of [46℄, a stem ideal I of f 
an bedetermined with, as inje
tor, one of the two sets L6 and L8 :� L6 = G6 Dec(I) where G6 is the S8-
onjugate of 8T6 generated by the permutations

(1, 7, 5, 3, 2, 4, 6, 8) and (1, 8)(2, 3)(4, 5)(6, 7) ;� L8 = G8 Dec(I) where G8 is the S8-
onjugate of 8T8 generated by the permutations
(1, 8, 5, 7, 2, 4, 6, 3) and (3, 4)(5, 6)(7, 8).Let's 
onsider a permutation σ ∈ L6 \ L8 (respe
tively, σ ∈ L8 \ L6). By Corollary6.2.2, the inje
tor of I is L6 (respe
tively, L8) if and only if the ideal Id(I ∪ σ.I) is aproper ideal of K[x1, . . . , xn].Hen
e, we 
an determine an inje
tor of I.6.3.2 Computation of a pure Galois ideal from a stem idealIn this se
tion, Theorem 6.2.1 is applied to stem ideal to obtain a triangular set ofgenerators of the pure Galois ideal Id(L.I).Any stem ideal satis�es the equality L = Inj(L) Dec(I) of Theorem 6.2.1 (see Corol-lary 3.12 of [61℄ and de�nition of Inj(L)). Therefore, the group Inj(L) 
an be sear
hedin the list of the transitive subgroups of Sn ordered by in
lusion.For any irredu
ible polynomial f , we denote by ∆(f) the list of the degrees of theirredu
ible fa
tors of f on the stem �eld K[x]/f(x). By 
onstru
tion, the leading mo-nomial of ea
h polynomial of a triangular set G generating a stem ideal is 
ompletelydetermined from ∆(f) ; therefore, some leading term of polynomials σ.g for σ ∈ L and

g ∈ G are known before any 
omputation. This 
an be used to determine if a triangularset of generators of Id(L.I) is 
ontained in the set L.G. This method simpli�es the one of[46℄ : results of [46℄ 
onsist in determining 
onjuga
y 
lasses of transitive subgroups of Sn
ontaining the Galois groups of elements of V (I). In ea
h of these 
lasses, a group and apermutation of this group are sear
hed in order to obtain, as we do here, polynomials ofa triangular set generating the ideal Id(L.I). The sear
h of su
h permutations is madeeasier by the use of inje
tors of I as many groups 
an de�ne the same inje
tor.



122 CHAPITRE 6. PERMUTATIONS ET CALCUL D'IDÉAUX DE GALOISIn Table 6.1, in fun
tion of the list ∆(f) for a polynomial f of degree 9, are 
olle
tedthe following informations :� the 
ardinal of the variety V (I) of any stem ideal I of f ;� the group 9Ti ∈ T9 whi
h is S9-
onjugate to the group Inj(L), where L denotes anyinje
tor of I ;� the 
ardinal of the group Inj(L) whi
h is also the 
ardinal of the variety of the pureGalois ideal Id(L.I) ;� the last 
olumn indi
ates if the set of polynomials L.G 
ontains a triangular setof generators of the ideal Id(L.I) (i.e. if a Gröbner basis 
omputation is uselessto obtain su
h a triangular set) ; remark that 
hanging the inje
tor 
onsidered issometimes ne
essary to �nd su
h a triangular set.In Table 6.1, when the degrees of the irredu
ible fa
tors ∆(f) are su�
ient to knowthat the stem ideal is a pure Galois ideal, the 
orresponding line has been omitted (insu
h a 
ase, Theorem 6.2.1 is useless). Note that, in the parti
ular 
ase of degree 9, thestem ideal of a polynomial is not pure if and only if ∆(f) appears in the �rst 
olumn ofthis table.
∆(f) Card(V (I)) Inj(L) Card(V (Id(L.I))) Does L.G 
ontains aGröbner basis of Id(L.I) ?
13, 23 72 9T4 18 yes
13, 32 81 9T17 27 yes
13, 6 6480 9T20 162 yes
1, 24 144 9T3 18 yes
1, 24 144 9T5 18 no
1, 22, 4 864 9T8 36 no
1, 2, 6 12960 9T31 1296 yes
1, 42 5184 9T16 72 noTab. 6.1 � Appli
ation to stem ideals of degree 9This table shows that, when a stem ideal of degree 9 is not pure, a triangular setgenerating the pure Galois ideal Id(L.I) may be found without Gröbner basis 
omputa-tion.6.4 Con
lusionThe study in Se
tion 6.2 of ideals Id(P.I) where I is a Galois ideal and P a non-emptysubset of an inje
tor L of I,� gives a 
ara
terisation of subsets of an inje
tor of a Galois ideal, see Corollary 6.2.2,whi
h 
an be used as a new mean to determine an inje
tor of a Galois ideal (see



6.4. CONCLUSION 123Se
tion 6.3.1) ;� shows that the ideal Id(L.I) is a pure Galois ideal whi
h inje
tor is 
omputableuniquely from L, see Theorem 6.2.1. The knowleddge of this inje
tor 
an then beexploited for the 
omputation of a triangular set of generators of Id(L.I) as it 
anbe used for determining the initial degrees of this ideal (see Se
tion 6.3.2).
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Chapitre 7Relations entre les ra
ines depolyn�mes rédu
tiblesNous nous intéressons dans 
e 
hapitre au 
al
ul d'un 
orps de dé
omposition d'unpolyn�me f supposé rédu
tible et séparable (
'est à dire sans ra
ine multiple) à 
oe�-
ients dans un 
orps 
al
ulable K.Conformément aux notations du 
hapitre 2, nous noterons K̄ une 
l�ture algébriquedu 
orps K et α = (α1, . . . , αn) ∈ K̄n un n-uplet des ra
ines distin
tes du polyn�me f .Pour pouvoir 
al
uler un 
orps de dé
omposition en appliquant l'algorithme mixte du
hapitre 5 aux fa
teurs irrédu
tibles de f sur K(α1, . . . , αi) (i > 2) ou en exploitant lanotion d'inje
teur dans les algorithmes pro
édant par fa
torisations su

essives à l'aidedes te
hniques du paragraphe 5.4 ou du 
hapitre 6, nous devons savoir 
onstruire unidéal de Galois d'un polyn�me rédu
tible à partir des idéaux de Galois de ses fa
teurset d'inje
teurs de 
es idéaux. Le théorème 7.1.2 de 
e 
hapitre apporte une solution à 
eproblème. Il s'agit d'une généralisation, à l'aide de la notion d'inje
teur, d'un théorèmeétabli par A. Colin pour les idéaux de relations (voir [18℄).Le paragraphe 7.1 présente le résultat prin
ipal de 
e 
hapitre, le théorème 7.1.2, quenous illustrerons par des exemples au paragraphe 7.2.Les résultats de 
e 
hapitre, issus d'un travail 
ollaboratif réalisé ave
 G. Renault etA. Valibouze, font l'objet de l'arti
le [47℄.
125



126CHAPITRE 7. RELATIONS ENTRE LES RACINES DE POLYNÔMES RÉDUCTIBLESDans toute la suite de 
e 
hapitre, nous 
onviendrons que la donnée d'un idéal deGalois 
onsiste en 
elle d'une base de Gröbner et de l'un de ses inje
teurs.7.1 Idéaux de Galois de polyn�mes rédu
tiblesSoient A = K[x1, . . . , xn] et L une partie non vide de Sn. Notons I l'idéal de Galois
I = IdA(L.α) (voir Notation 2.4.20) et rappelons que la partie de Sn dé�nie parInj(I, Mα) = {σ ∈ Sn | σ.I ⊂Mα} ,où σ.I = {R(xσ(1), . . . , xσ(n)) ∈ A | R ∈ I}, est appelée l'inje
teur de I dans Mα ouen
ore l'inje
teur de I relatif à α et est notée Inj(I, α).Nous dirons que l'idéal I est l'α-idéal de Galois d'inje
teur Inj(I, α) relatif à α.Supposons, dans 
ette partie, que le polyn�me f se fa
torise sur K en deux polyn�mes
g et h de degrés respe
tifs m et p = n−m. Ordonnons le n-uplet α des ra
ines de f de tellesorte que β = (α1, . . . , αm) soit un m-uplet des ra
ines de g et que γ = (αm+1, . . . , αn)soit un p-uplet des ra
ines de h.Posons B = K[x1, . . . , xm] et C = K[xm+1, . . . , xn] et munissons les anneaux A, B et
C de l'ordre lexi
ographique induit par

x1 < x2 < . . . < xm < xm+1 < . . . < xn .Dans la suite de 
e 
hapitre, les bases de Gröbner 
onsidérées le seront toujours relati-vement à 
et ordre.Nous avons le résultat bien 
onnu suivant :Lemme 7.1.1. GalK(α) ⊂ GalK(β)×GalK(γ).Dans 
ette partie, nous allons démontrer le résultat plus général suivant :Théorème 7.1.2. Soient G une partie de Sm et H une partie de Sp. Si G (resp. H) estl'inje
teur de l'idéal IdB(G.β) (resp. IdC(H.γ)) relativement à β (resp. γ) alors l'α-idéalde Galois IdA((G×H).α) possède G×H 
omme inje
teur relatif à α et il véri�e :
IdA((G×H).α) = IdB(G.β)A+ IdC(H.γ)A . (7.1.1)De plus, si G1 et G2 sont des bases de Gröbner respe
tives des idéaux IdB(G.β) et

IdC(H.γ), alors G = G1 ∪ G2 est une base de Gröbner de l'idéal IdA((G×H).α).



7.1. IDÉAUX DE GALOIS DE POLYNÔMES RÉDUCTIBLES 127Démonstration. Posons I1 = IdB(G.β), I2 = IdC(H.γ) et J = I1A + I2A. Montrons que
J = IdA((G×H).α).Puisque G (resp. H) est l'inje
teur de I1 (resp. I2) relatif à β (resp. γ), nous avons,d'après l'égalité (2.4.1),

V (I1) = G.β = {(βσ(1), . . . , βσ(m)) | σ ∈ G}, (resp. V (I2) = H.γ).Don
 V (I1A) = {(ασ(1), . . . , ασ(m), u1, . . . , up) | σ ∈ G, ui ∈ K̄} et V (I2A) =
{(v1, . . . , vm, ατ(m+1), . . . , ατ(n)) | τ ∈ H, vi ∈ K̄}. Ainsi,

V (J) = V (I1A+ I2A) = V (I1A) ∩ V (I2A) = (G×H).α . (7.1.2)Le radi
al de l'idéal J est don
 l'idéal de Galois IdA((G×H).α) qui, d'après les identités(2.4.2) et (7.1.2), possède G×H 
omme inje
teur relatif à α. Il reste don
 à démontrerque l'idéal J , de dimension 0, est radi
al.D'après le théorème 2.4.3, les idéaux de Galois I1 et I2 véri�ent le 
ritère de Seidenbergdans, respe
tivement, B et C. Ainsi, pour tout entier i dans [[1, m]] (resp. [[m + 1, n]]), ilexiste un polyn�me séparable gi(xi) dans I1 (resp. I2) et don
 dans J . Ainsi, l'idéal Jvéri�e le 
ritère de Seidenberg.Montrons que G1 ∪ G2 est une base de Gröbner de J . Rappelons que, puisque G1 estune base de Gröbner de I1, idéal radi
al, nous avons :
Dim(B/I1) = Card(V (I1)) = Card({xa ∈ B | a 6∈ In(G1) + Nm}) , (7.1.3)où xa = xa1
1 xa2

2 . . . xam
m et In(G1) est l'ensemble des exposants des mon�mes initiaux (pourl'ordre lexi
ographique) de G1. Il en va de même pour I2 et de toute base de Gröbner de

J .De plus, d'après l'égalité (2.4.2), nous avons Card(G) = Card(V (I1)), de même pour I2et H , ainsi que pour J et G×H . D'aprés l'égalité (7.1.3), il vient alors :
Card(G×H) = Card(G) Card(H) = Card({xa ∈ A | a 6∈ In(G1 ∪ G2) + Nn}) .Si G1 ∪G2, qui engendre J , n'était pas une base de Gröbner de J , nous aurions né
essai-rement la 
ontradi
tion :

Card(G×H) = Card({xa ∈ A | a 6∈ In(G1 ∪ G2) + Nn})

> Dim(A/J) = Card(V (J)) = Card(G×H) .Par 
onséquent, G1 ∪ G2 est une base de Gröbner de J .D'après 
e théorème, des idéaux de Galois de 
ha
un des fa
teurs du polyn�me f , sedéduit un idéal de Galois I de f véri�ant :
Card(GalK(β)) Card(GalK(γ)) ≤ Card(V (I)) ≤ m! p! .À partir de 
et idéal, pourra être 
onstruit l'idéal maximal Mα.



128CHAPITRE 7. RELATIONS ENTRE LES RACINES DE POLYNÔMES RÉDUCTIBLESDé�nition 7.1.3. Un sous-ensemble T de K[x1, . . . , xn] est dit triangulaire si T est
onstitué de n polyn�mes f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn) tels que le plus grandmon�me de fi pour l'ordre lexi
ographique soit de la forme xdi

i où di ∈ N∗.Remarquons qu'un ensemble triangulaire de générateurs d'un idéal de K[x1, . . . , xn]
onstitue une base de Gröbner de 
et idéal.Remarque 7.1.4.� Par indu
tion, le théorème 7.1.2 se généralise au 
as où f se fa
torise en plus dedeux fa
teurs.� Lorsque G1 et G2 sont des ensembles triangulaires, l'union G1 ∪ G2 l'est également
ar les mon�mes initiaux sont premiers deux à deux ; elle 
onstitue don
 une basede Gröbner de l'idéal J .� Le théorème 7.1.2 généralise le résultat d'A. Colin qui établit l'identité (7.1.1)lorsque G = GalK(β), H = GalK(γ) et G×H = GalK(α) (voir [18℄).Nous présentons maintenant quelques exemples.7.2 ExemplesLe lemme suivant est utilisé dans les exemples de 
e paragraphe ; nous l'utilisons sansy faire référen
e.Lemme 7.2.1. Si g et h sont K-irrédu
tibles alors les GalK(α)-orbites de {1, . . . , n}sont {1, 2, . . . , m} et {m + 1, m + 2, . . . , n}.Démonstration. Les ra
ines α1, α2, . . . , αm du polyn�me g sont les ασ(i) où σ par
ourtGalK(α) puisque g est irrédu
tible sur K. Don
 {1, 2, . . . , m} est l'orbite de 1 sous l'a
tionGalK(α). De même {m+1, m+2, . . . , n} est l'orbite de m + 1 sous l'a
tion GalK(α).Exemple 7.2.2. Posons m = 5 et p = 2.Supposons que GalK(β) soit le groupe 
y
lique C5 = 〈(1, 3, 2, 4, 5)〉 et que GalK(γ) =
S2. Comme le groupe C5×S2 n'a pas de sous-groupe propre dont l'a
tion sur {1, 2, . . . , 7}ait une orbite de longueur 5(=deg(g)) et une de longueur 2(=deg(h)), nous avons né
es-sairement GalK(α) = C5 × S2.Exemple 7.2.3. Posons m = 5 et p = 2. Supposons que GalK(β) soit le groupe diédral
D5 = 〈σ = (1, 5, 2, 3, 4), τ = (1, 3)(2, 5)〉 et que GalK(γ) = S2. Le seul sous-groupe proprede D5 × S2 qui ait une orbite de longueur 5 et une de longueur 2 est le groupe G2 =
〈σ, τ(6, 7)〉. Le groupe de Galois GalK(α) est don
 ou bien D5 × S2 ou bien G2.



7.2. EXEMPLES 129Exemple 7.2.4. I
i m = 5 et p = 2. Soient les polyn�mes Q-irrédu
tibles g = x5 − x4 −
4x3 + 3x2 + 3x− 1 et h = x2 + 1 et f = g.h. L'ensemble

T1 = { x5
1 − x4

1 − 4x3
1 + 3x2

1 + 3x1 − 1,

x2 + x2
1 − 2,

x3 − x3
1 + 3x1,

x4 − x4
1 + x3

1 + 3x2
1 − 2x1 − 1,

x5 + x4
1 − 4x2

1 + 2}engendre l'idéal IdB(β) des β-relations d'inje
teur le groupe 
y
lique C5 = GalQ(β).L'ensemble T2 = {x2
6 + 1, x7 + x6} engendre l'idéal IdC(γ) des γ-relations d'inje
teur legroupe symétrique S2 = GalQ(γ). L'ensemble triangulaire T1 se 
al
ule rapidement enfa
torisant le polyn�me g dans son 
orps de rupture de degré 5. D'après le théorème7.1.2 appliqué à G = C5 et H = S2, l'idéal I de A engendré par T1 ∪ T2 est l'α-idéalde Galois d'inje
teur C5 × S2. Comme, d'après l'exemple 7.2.2, C5 × S2 est le groupe deGalois GalQ(α), l'idéal I est l'idéal des α-relationsM.Exemple 7.2.5. I
i m = 5 et p = 2. Soient les polyn�mes Q irrédu
tibles g = x5 − 2x4 +

2x3 − x2 + 1 et h = x2 + 1 et f = g.h. Nous pro
édons de même que pour l'exemplepré
édent. L'ensemble triangulaire
T1 = { x5

1 − 2x4
1 + 2x3

1 − x2
1 + 1,

x2
2 + (−x4

1 + x3
1 − x2

1 + x1 − 1)x2 − x1 + 1,

x3 + x2 − x4
1 + x3

1 − x2
1 + x1 − 1,

x4 − x2x
4
1 + 2x2x

3
1 − 2x2x

2
1 + x2x1 + x4

1 − 2x3
1 + 2x2

1 − x1,

x5 + x4 + x4
1 − x3

1 + x2
1 − 1}engendre l'idéal I1 des β-relations d'inje
teur le groupe diédral D5 = GalQ(β) et T2 =

{x2
6 + 1, x7 + x6} engendre l'idéal I2 des γ-relations d' inje
teur le groupe S2. D'aprèsle théorème 7.1.2, l'idéal I engendré par T1∪T2 est l'α-idéal de Galois d'inje
teur D5×S2.Montrons 
omment, à partir de l'idéal I, l'algorithme GaloisIdeal 
al
ule l'idéaldes α-relations. Le groupe de Galois de α sur Q est ou bien G1 = D5 × S2 ou bienson sous-groupe G2 = 〈σ, τ(6, 7)〉 (voir Exemple 7.2.3). Le polyn�me Θ donné 
i-dessousvéri�e G2 = {σ ∈ G1 | σ.Θ = Θ} :

Θ = x2
1x2x6 + x2

1x3x7 + x1x
2
2x7 + x1x

2
3x6 + x2

2x4x6

+x2x
2
4x7 + x2

3x5x7 + x3x
2
5x6 + x2

4x5x6 + x4x
2
5x7.Nous avons G1 = G2 + τG2 ; le polyn�me R = (x−Θ(α))(x− τ.Θ(α)) s'appelle unerésolvante G1-relative de α par Θ. Si 
ette résolvante possède un fa
teur linéaire simple



130CHAPITRE 7. RELATIONS ENTRE LES RACINES DE POLYNÔMES RÉDUCTIBLESsur Q alors le groupe de Galois de α sur K est 
ontenu dans G2 (
e résultat est an
ien :par exemple, dans [57℄, l'auteur l'utilise pour déterminer le groupe de Galois) ; il s'agitdon
 de G2. L'ensemble triangulaire T1∪T2 qui engendre l'idéal I est utilisé pour 
al
uler
ette résolvante (voir [7℄) :
R = x2 − 47 .Comme le polyn�me R est irrédu
tible sur Q, le groupe de Galois GalQ(α) est G1 etl'idéal Mα est don
 l'idéal I.



Annexe ATables de rupture
Table de rupture en degré 3

D(G) S(G) G | G | L(G)
[13] (1T1)3 3T+∗

1 3! / 2 [3, 12]
[2, 1] 1T1, 2T1 3T ∗

2 3! [3, 2, 1]
G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de rupture

Table de rupture en degré 4
D(G) S(G) G | G | L(G)

[14] (1T1)4 4T ∗
1 4 [4, 13]

[14] (1T1)4 4T+∗

2 4 [4, 13]
[2, 12] (1T1)2, 2T1 4T ∗

3 8 [4, 2, 12]

[3, 1] 1T1, 3T+∗

1 4T+∗

4 4! / 2 [4, 3, 12]
[3, 1] 1T1, 3T ∗

2 4T ∗
5 4! [4, 3, 2, 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de rupture

131



132 ANNEXE A. TABLES DE RUPTURETable de rupture en degré 5
D(G) S(G) G | G | L(G)

[15] (1T1)5 5T+∗

1 5 [5, 14]

[22, 1] 1T1, (2T1)2 5T+∗

2 10 [5, 2, 13]
[4, 1] 1T1, 4T ∗

1 5T ∗
3 20 [5, 4, 13]

[4, 1] 1T1, 4T+∗

4 5T+
4 5! / 2 [5, . . . , 3, 12]

[4, 1] 1T1, 4T ∗
5 5T5 5! [5, . . . , 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de ruptureTable de rupture en degré 6
D(G) S(G) G | G | L(G)

[16] (1T1)6 6T ∗
1 6 [6, 15]

[16] (1T1)6 6T ∗
2 6 [6, 15]

[3, 13] (1T1)3, 3T+∗

1 6T ∗
5 18 [6, 3, 14]

[22, 12] (1T1)2, (2T1)2 6T ∗
3 12 [6, 2, 14]

[22, 12] (1T1)2, (2T1)2 6T+∗

4 12 [6, 2, 14]
[22, 12] (1T1)2, (2T1)2 6T ∗

6 24 [6, 22, 13]
[4, 12] (1T1)2, 4T ∗

1 6T ∗
8 24 [6, 4, 14]

[4, 12] (1T1)2, 4T+∗

2 6T+∗

7 24 [6, 4, 14]
[4, 12] (1T1)2, 4T ∗

3 6T ∗
11 48 [6, 4, 2, 13]

[3, 2, 1] 1T1, 2T1, 3T ∗
2 6T ∗

9 36 [6, 3, 2, 13]

[3, 2, 1] 1T1, 2T1, 3T ∗
2 6T+∗

10 36 [6, 3, 2, 13]
[3, 2, 1] 1T1, 2T1, 3T ∗

2 6T ∗
13 72 [6, 3, 22, 12]

[5, 1] 1T1, 5T+∗

2 6T+
12 60 [6, 5, 2, 13]

[5, 1] 1T1, 5T ∗
3 6T14 120 [6, 5, 4, 13]

[5, 1] 1T1, 5T+
4 6T+

15 6! / 2 [6, . . . , 3, 12]
[5, 1] 1T1, 5T5 6T16 6! [6, . . . , 1]
G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de ruptureTable de rupture en degré 7
D(G) S(G) G | G | L(G)

[17] (1T1)7 7T+∗

1 7 [7, 16]
[23, 1] 1T1, (2T1)3 7T ∗

2 14 [7, 2, 15]

[32, 1] 1T1, (3T+∗

1 )2 7T+∗

3 21 [7, 3, 15]
[6, 1] 1T1, 6T ∗

1 7T ∗
4 42 [7, 6, 15]

[6, 1] 1T1, 6T+∗

7 7T+
5 168 [7, 6, 4, 14]

[6, 1] 1T1, 6T+
15 7T+

6 7! / 2 [7, . . . , 3, 12]
[6, 1] 1T1, 6T16 7T7 7! [7, . . . , 1]
G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de rupture



133Table de rupture en degré 8
D(G) S(G) G | G | L(G)

[18] (1T1)8 8T ∗
1 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗

2 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗

3 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗

4 8 [8, 17]

[18] (1T1)8 8T+∗

5 8 [8, 17]
[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T ∗

7 16 [8, 2, 16]

[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T+∗

9 16 [8, 2, 16]

[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T+∗

10 16 [8, 2, 16]

[22, 14] (1T1)4, (2T1)2 8T+∗

11 16 [8, 2, 16]
[4, 14] (1T1)4, 4T ∗

1 8T ∗
17 32 [8, 4, 16]

[4, 14] (1T1)4, 4T+∗

2 8T+∗

18 32 [8, 4, 16]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗

6 16 [8, 2, 16]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗

8 16 [8, 2, 16]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗

16 32 [8, 22, 15]

[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T+∗

20 32 [8, 22, 15]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗

21 32 [8, 22, 15]

[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T+∗

22 32 [8, 22, 15]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗

27 64 [8, 23, 14]
[23, 12] (1T1)2, (2T1)3 8T ∗

31 64 [8, 23, 14]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗
1 8T+∗

19 32 [8, 22, 15]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T+∗

2 8T ∗
15 32 [8, 4, 16]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗
3 8T ∗

26 64 [8, 4, 2, 15]
[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗

3 8T ∗
28 64 [8, 4, 2, 15]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗
3 8T+∗

29 64 [8, 4, 2, 15]
[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗

3 8T ∗
30 64 [8, 4, 2, 15]

[4, 2, 12] (1T1)2, 2T1, 4T ∗
3 8T ∗

35 128 [8, 4, 22, 14]

[32, 12] (1T1)2, (3T+∗

1 )2 8T+∗

12 24 [8, 3, 16]

[32, 12] (1T1)2, (3T+∗

1 )2 8T+∗

13 24 [8, 3, 16]

[32, 12] (1T1)2, (3T+∗

1 )2 8T+∗

14 24 [8, 3, 16]

[32, 12] (1T1)2, (3T ∗
2 )2 8T+∗

24 48 [8, 3, 2, 15]
[6, 12] (1T1)2, 6T ∗

2 8T ∗
23 48 [8, 6, 16]

[6, 12] (1T1)2, 6T+∗

4 8T+∗

32 96 [8, 6, 2, 15]
[6, 12] (1T1)2, 6T ∗

6 8T ∗
38 192 [8, 6, 22, 14]

[6, 12] (1T1)2, 6T+∗

7 8T+∗

39 192 [8, 6, 4, 15]
[6, 12] (1T1)2, 6T ∗

8 8T ∗
40 192 [8, 6, 4, 15]

[6, 12] (1T1)2, 6T ∗
11 8T ∗

44 384 [8, 6, 4, 2, 14]

[4, 3, 1] 1T1, 3T+∗

1 , 4T+∗

4 8T+∗

33 96 [8, 4, 3, 15]

[4, 3, 1] 1T1, 3T+∗

1 , 4T+∗

4 8T+∗

34 96 [8, 4, 3, 15]

[4, 3, 1] 1T1, 3T+∗

1 , 4T+∗

4 8T+∗

42 288 [8, 4, 32, 14]

[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗
2 , 4T ∗

5 8T+∗

41 192 [8, 4, 3, 2, 14]

[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗
2 , 4T ∗

5 8T+∗

45 576 [8, 4, 32, 2, 13]
[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗

2 , 4T ∗
5 8T ∗

46 576 [8, 4, 32, 2, 13]
[4, 3, 1] 1T1, 3T ∗

2 , 4T ∗
5 8T ∗

47 1152 [8, 4, 32, 22, 12]

[7, 1] 1T1, 7T+∗

1 8T+∗

25 56 [8, 7, 16]

[7, 1] 1T1, 7T+∗

3 8T+∗

36 168 [8, 7, 3, 15]

[7, 1] 1T1, 7T+∗

3 8T+
37 168 [8, 7, 3, 15]

[7, 1] 1T1, 7T ∗
4 8T43 336 [8, 7, 6, 15]

[7, 1] 1T1, 7T+
5 8T+

48 1344 [8, 7, 6, 4, 14]

[7, 1] 1T1, 7T+
6 8T+

49 8! / 2 [8, . . . , 3, 12]
[7, 1] 1T1, 7T7 8T50 8! [8, . . . , 1]
G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de rupture



134 ANNEXE A. TABLES DE RUPTURETable de rupture en degré 9
D(G) S(G) G | G | L(G)

[19] (1T1)9 9T+∗

1 9 [9, 18]

[19] (1T1)9 9T+∗

2 9 [9, 18]
[23, 13] (1T1)3, (2T1)3 9T ∗

4 18 [9, 2, 17]

[32, 13] (1T1)3, (3T+∗

1 )2 9T+∗

6 27 [9, 3, 17]

[32, 13] (1T1)3, (3T+∗

1 )2 9T+∗

7 27 [9, 3, 17]

[32, 13] (1T1)3, (3T+∗

1 )2 9T+∗

17 81 [9, 32, 16]
[6, 13] (1T1)3, 6T ∗

2 9T ∗
12 54 [9, 6, 17]

[6, 13] (1T1)3, 6T ∗
5 9T ∗

20 162 [9, 6, 3, 16]

[24, 1] 1T1, (2T1)4 9T+∗

3 18 [9, 2, 17]

[24, 1] 1T1, (2T1)4 9T+∗

5 18 [9, 2, 17]

[4, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 4T+∗

2 9T ∗
8 36 [9, 22, 16]

[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗
2 )2 9T ∗

13 54 [9, 3, 2, 16]
[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗

2 )2 9T ∗
22 162 [9, 32, 2, 15]

[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗
2 )2 9T+∗

25 324 [9, 32, 22, 14]
[32, 2, 1] 1T1, 2T1, (3T ∗

2 )2 9T ∗
28 648 [9, 32, 23, 13]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗
1 9T+∗

10 54 [9, 6, 17]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗
1 9T+∗

11 54 [9, 3, 2, 16]
[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗

3 9T ∗
18 108 [9, 6, 2, 16]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗
5 9T+∗

21 162 [9, 32, 2, 15]
[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗

9 9T ∗
24 324 [9, 6, 3, 2, 15]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗
13 9T ∗

29 648 [9, 6, 3, 22, 14]

[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗
13 9T+∗

30 648 [9, 6, 3, 22, 14]
[6, 2, 1] 1T1, 2T1, 6T ∗

13 9T ∗
31 1296 [9, 6, 3, 23, 13]

[42, 1] 1T1, (4T ∗
1 )2 9T+∗

9 36 [9, 4, 17]
[42, 1] 1T1, (4T ∗

3 )2 9T ∗
16 72 [9, 4, 2, 16]

[8, 1] 1T1, 8T ∗
1 9T ∗

15 72 [9, 8, 17]

[8, 1] 1T1, 8T+∗

5 9T+∗

14 72 [9, 8, 17]
[8, 1] 1T1, 8T ∗

8 9T ∗
19 144 [9, 8, 2, 16]

[8, 1] 1T1, 8T+∗

12 9T+∗

23 216 [9, 8, 3, 16]
[8, 1] 1T1, 8T ∗

23 9T ∗
26 432 [9, 8, 6, 16]

[8, 1] 1T1, 8T+∗

25 9T+
27 504 [9, 8, 7, 16]

[8, 1] 1T1, 8T+∗

36 9T+
32 1512 [9, 8, 7, 3, 15]

[8, 1] 1T1, 8T+
49 9T+

33 9! / 2 [9, . . . , 3, 12]
[8, 1] 1T1, 8T50 9T34 9! [9, . . . , 1]
G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de rupture



135Table de rupture en degré 10
D(G) S(G) G | G | L(G)

[110] (1T1)10 10T ∗
1 10 [10, 19]

[110] (1T1)10 10T ∗
2 10 [10, 19]

[5, 15] (1T1)5, 5T+∗

1 10T ∗
6 50 [10, 5, 18]

[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T ∗
3 20 [10, 2, 18]

[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T ∗
4 20 [10, 2, 18]

[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T+∗

8 80 [10, 23, 16]
[24, 12] (1T1)2, (2T1)4 10T ∗

14 160 [10, 24, 15]
[42, 12] (1T1)2, (4T ∗

1 )2 10T ∗
5 40 [10, 4, 18]

[42, 12] (1T1)2, (4T ∗
3 )2 10T+∗

15 160 [10, 4, 22, 16]
[42, 12] (1T1)2, (4T ∗

3 )2 10T ∗
16 160 [10, 4, 22, 16]

[42, 12] (1T1)2, (4T ∗
3 )2 10T ∗

23 320 [10, 4, 23, 15]

[42, 12] (1T1)2, (4T+∗

4 )2 10T11 120 [10, 4, 3, 17]

[42, 12] (1T1)2, (4T+∗

4 )2 10T12 120 [10, 4, 3, 17]
[42, 12] (1T1)2, (4T ∗

5 )2 10T22 240 [10, 4, 3, 2, 16]
[8, 12] (1T1)2, 8T ∗

16 10T ∗
25 320 [10, 8, 22, 16]

[8, 12] (1T1)2, 8T+∗

20 10T+∗

24 320 [10, 8, 22, 16]
[8, 12] (1T1)2, 8T ∗

27 10T ∗
29 640 [10, 8, 23, 15]

[8, 12] (1T1)2, 8T+∗

32 10T+
34 960 [10, 8, 6, 2, 16]

[8, 12] (1T1)2, 8T ∗
38 10T36 1920 [10, 8, 6, 22, 15]

[8, 12] (1T1)2, 8T+∗

39 10T+
37 1920 [10, 8, 6, 4, 16]

[8, 12] (1T1)2, 8T ∗
40 10T38 1920 [10, 8, 6, 4, 16]

[8, 12] (1T1)2, 8T ∗
44 10T39 3840 [10, 8, 6, 4, 2, 15]

[5, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 5T+∗

2 10T ∗
9 100 [10, 5, 2, 17]

[5, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 5T+∗

2 10T ∗
10 100 [10, 5, 2, 17]

[5, 22, 1] 1T1, (2T1)2, 5T+∗

2 10T ∗
21 200 [10, 5, 22, 16]

[6, 3, 1] 1T1, 3T ∗
2 , 6T ∗

2 10T+
7 60 [10, 6, 18]

[6, 3, 1] 1T1, 3T ∗
2 , 6T ∗

3 10T13 120 [10, 6, 2, 17]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗

1 , 5T ∗
3 10T ∗

17 200 [10, 5, 4, 17]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗
1 , 5T ∗

3 10T+∗

18 200 [10, 5, 4, 17]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗

1 , 5T ∗
3 10T ∗

19 200 [10, 5, 4, 17]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗

1 , 5T ∗
3 10T ∗

20 200 [10, 5, 4, 17]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗

1 , 5T ∗
3 10T ∗

27 400 [10, 5, 4, 2, 16]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗
1 , 5T ∗

3 10T+∗

28 400 [10, 5, 4, 2, 16]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗

1 , 5T ∗
3 10T ∗

33 800 [10, 5, 42, 16]

[5, 4, 1] 1T1, 4T+∗

4 , 5T+
4 10T40 7200 [10, 5, 42, 32, 14]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗
5 , 5T5 10T41 14400 [10, 5, 42, 32, 2, 13]

[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗
5 , 5T5 10T+

42 14400 [10, 5, 42, 32, 2, 13]
[5, 4, 1] 1T1, 4T ∗

5 , 5T5 10T43 28800 [10, 5, 42, 32, 22, 12]

[9, 1] 1T1, 9T+∗

9 10T+
26 360 [10, 9, 4, 17]

[9, 1] 1T1, 9T+∗

14 10T+
31 720 [10, 9, 8, 17]

[9, 1] 1T1, 9T ∗
15 10T30 720 [10, 9, 8, 17]

[9, 1] 1T1, 9T ∗
16 10T32 720 [10, 9, 4, 2, 16]

[9, 1] 1T1, 9T ∗
19 10T35 1440 [10, 9, 8, 2, 16]

[9, 1] 1T1, 9T+
33 10T+

44 10! / 2 [10, . . . , 3, 12]
[9, 1] 1T1, 9T34 10T45 10! [10, . . . , 1]
G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des fa
teurs de rupture, L(G) : degrés de rupture
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Annexe BImplantation de l'algorithmeGenerateursCette annexe est 
onsa
rée l'implantation enMagma (version 2.10) du premier algo-rithme. L'algorithme IsPurGaloisIdeal 
al
ule le groupe de dé
omposition d'un idéaltriangulaire (Algorithme 4.2.12). Cette implantation a été réalisée en 
ollaboration ave
G. Renault.Les entrée de la fon
tions 
i-dessous sont une permutation σ et l'ensemble des orbitesd'un sous-groupe G de Sn noté orbites. Cette fon
tion retourne les orbites de {1, ..., n}sous l'a
tion du groupe 〈G ∪ σ〉.fun
tion NouvellesOrbites (orbites,sigma);nvorbites := {};while IsEmpty(orbites) eq false doe := Random(orbites) ;p := e join Image(sigma,e) ;orbites := Ex
lude(orbites,e) ;while not(p eq e) dofor oprime in orbites doif not(#(p meet oprime) eq 0) thene := e join oprime;orbites := Ex
lude(orbites,oprime) ;end if;end for;p := e join Image(sigma,e) ;end while ;nvorbites := In
lude(nvorbites,e) ;end while; 137



138 ANNEXE B. IMPLANTATION DE L'ALGORITHME GENERATEURSreturn nvorbites;end fun
tion;pro
edure TUPm(r,l,~sigma ,~S,~SP,~n,~sn);/* Cette pro
édure re
her
he une permutation sigma dans de
(I) de suffixel. Si elle est trouvée, le 
al
ul s'a
hève. Lors de l'appel initial de tup,sigma doit etre initialisée à la permutation identité (voir 
ondition d'arrêt :sigma not eq Id). Un prétest modulaire d'appartenan
e à l'idéal est utilisé.*/if r eq 0 thensigma:= sn ! l;else ens:=Reverse(Sort(SetToSequen
e({1..n} diff Set(l))));for a in ens doif sigma eq Id(sn) thenll := [a℄ 
at l;rho := SetToSequen
e({1..n} diff Set(ll)) 
at ll;if NormalForm((SP[r℄)^(sn! rho ,SP)) eq 0 thenif NormalForm((S[r℄)^(sn! rho ,S)) eq 0 thenTUPm(r-1,ll ,~sigma ,~S,~SP,~n,~sn);end if;end if;end if;end for;end if;end pro
edure;pro
edure deh0ahnm(k,~G,~S,~SP,~n,~sn,~orbites);/* Cette pro
édure détermine un système de générateurs du fixateur de {k-1..n}du groupe de dé
omposition D de l'idéal engendré par les polyn�me de l'ensembleS en fon
tion d'un système de générateurs du fixateur de {k-1..n} de D. Unprétest modulaire d'appartenan
e à l'idéal est utilisé */elt:={1..(k-1)} meet {Max(o): o in orbites};while (not(IsEmpty(elt))) doak := Max(elt);



139elt := elt diff {ak};ll:= SetToSequen
e({1..k} diff {ak}) 
at [ak℄ 
at [(k+1)..n℄;if NormalForm((SP[k℄)^(sn! ll) ,SP) eq 0 thenif NormalForm((S[k℄)^(sn! ll) ,S) eq 0 thensigma:= Id(sn);TUPm (k-1,[ak℄ 
at [(k+1)..n℄,~sigma ,~S,~SP,~n,~sn);if not (sigma eq Id(sn)) thenG:=G 
at [sigma℄;orbites:=NouvellesOrbites(orbites,sigma);elt:=elt meet {Max(o): o in orbites};end if;end if;end if;end while;end pro
edure;Generateurs:=fun
tion(S);/* Cette fon
tion 
al
ule un système de générateurs du groupe de dé
ompositionde l'idéal engendré par les polyn�mes de la liste S ; un prétest modulaired'appartenan
e à l'idéal y est ajouté */n:=Rank(Parent (S[1℄));sn:=Sym(n);G:=[℄;orbites := {{i}: i in {1..n}} ;p:=2;rep:=false;while rep eq false dopolmod:=PolynomialRing(FiniteField(p),n);k:=1;rep:=true;while (rep eq true) and (k le n) dorep:=IsCoer
ible(polmod,S[k℄);k:=k+1;end while;if rep eq false thenp:=NextPrime(p);end if;end while;



140 ANNEXE B. IMPLANTATION DE L'ALGORITHME GENERATEURSpolmod:=PolynomialRing(FiniteField(p),n);SP := [(polmod ! S[i℄) : i in [1..n℄℄;for k:= 2 to n dodeh0ahnm(k,~G,~S,~SP,~n,~sn,~orbites);end for;return PermutationGroup<n|G>;end fun
tion;
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