THESE DE DOCTORAT DE L’UNIVERSITE PARIS VI
Spécialité
Informatique
Présentée par
Sébastien ORANGE

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR de PUNIVERSITE PARIS VI

Calcul de corps de décomposition
Utilisations fines d’ensembles de permutations en
théorie de Galois effective

Soutenue le

Composition du jury



19 janvier 2006



Table des matiéres

Introduction

1.1 Représentations du corps de décomposition . . . . . . . . ... ...
1.2 Contributions . . . . . . . . ..
1.3 Description des chapitres . . . . . . . ... .o 0oL

Idéaux de Galois

2.1 Anneaux de polynoémes - idéaux . . . . .. ... ...
2.1.1 Base de Grobner . . . ... L
2.1.2 Idéaux triangulaires . . . . . . . . . . . ... ..o
2.1.3 Action de S,, sur les idéaux . . . . . . .. ... ... ...

2.2 Idéal des relations symétriques d'un polynéme . . . . . . . . .. . .. ..

2.3 Idéaux des relations entre les racines d'un polynéome . . . . . . . . . . ..
2.3.1 Idéaux des relations et groupe de Galois . . . . . ... ... ...
2.3.2 Action de S,, sur les idéaux de relations . . . . . . . . . ... ...

2.4 Idéaux de Galois d'un polynome . . . . . . . . .. ...
2.4.1 Définition et premiéres propriétés . . . . . . ... ... ...
2.4.2 Correspondance entre idéaux de Galois et parties de S, . . . . . .

Corps de rupture et groupes de Galois

3.1 Les tables de rupture . . . . . . . . . ... ...
3.1.1 Notations . . . . . . . . .
3.1.2 Définition des tables de rupture . . . . . . . ... ... ... ..
3.1.3 Construction des tables de rupture . . . . . ... ... ... ...

3.2 Tables de rupture et groupes de Galois . . . . . . ... ... .. ... ..
3.2.1 Degrés et groupes de Galois des facteurs de rupture . . . . . . . .
3.2.2  Factorisation sur un corps de rupture et calcul de résolvante
3.2.3  Degrés initiaux d’'un idéal des relations . . . . . . .. ... ...

3.3 Applications . . . . ...
3.3.1 Détermination du groupe de Galois . . . . . . .. ... ... ...
3.3.2 Factorisation de polynomes sur un corps de rupture . . . . . . . .
3.3.3 Détermination du corps de décomposition d'un polynéome . . . . .

CoO O N =

11

13
16
18
20
22
22
25
27
27
30



3.3.4 Calculer des polynomes de groupe de Galois donné dans des ex-

tensions algébriques . . . . .. ... oL 41

4 Groupe de décomposition d’un idéal triangulaire 43

4.1 Nature du probléme . . . . . . . . . .. 45

4.1.1 Notations . . . . . . . . . 45

4.1.2 Nature et contraintes des algorithmes . . . . . . . .. ... .. .. 45

4.2  Algorithme Generateurs - Application aux idéaux de Galois purs . . . . 46

4.2.1 Algorithme naif . . . . . . .. .. ..o oo 46

4.2.2 Systéme fort de générateurs . . . . . .. ... 49

4.2.3 Algorithme Generateurs . . . . . . . . . .. ... .. .. ..... 52
4.2.4 Complexité - Cas ol I’hypothése de prolongement des préfixes est

vérifiée . . . . . L 56

4.2.5 Applications aux idéaux de Galois purs . . . . . . . . . ... ... 58

4.3 Algorithme EFG - Application aux idéaux de Galois . . . . . .. ... .. 61

4.3.1 Branch et cut complet . . . . . ... .00 61
4.3.2  Algorithme de calcul d'un ensemble fort de générateurs du groupe

Dec(I) . . . . o 64

4.3.3 Complexité - Cas général . . . . . . . . ... ... ... 68

4.3.4 Cas ol un sous-groupe est connu . . . . . . . ... L. 71

4.4 Comparaison des algorithmes . . . . . . .. .. ... .00 75

4.4.1 Algorithmes STRONG_GENERATORS et Generateurs . . . . . . . .. 75

4.4.2 Algorithmes Generateurs et EFG . . . . . . . .. ... ... ... 76

5 Un algorithme mixte de calcul de corps de décomposition 79

5.1 Idéal de rupture et idéal induit . . . . . . . . .. ... ... ... 81

5.2  Ensemble A(L), application W et groupes L-conjugués. . . . . . . . . .. 85

5.2.1 Ensemble A(L) et application W . . . . . ... ... ... ... 85

5.2.2 Classes de L-conjugaison . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 87

5.3 Calcul des injecteurs d’un idéal induit . . . . . .. ... 89

5.3.1 Formulation des injecteurs de I'idéal induit . . . . . . . ... .. 89

5.3.2 Classes de L-conjugaison associées aux idéaux induits . . . . . . . 92

5.3.3 Association d’une classe de L-conjugaison a l'idéal induit . . . . . 95

5.4 Adjonction de relations a I'idéal induit . . . . . . .. ... ... .. ... 97

5.5 Construction d'un algorithme . . . . . .. ... ... o000 100

5.5.1 Méthologie de pré-calculs . . . . . . . . ... .00 100

5.5.2  Algorithme GaloisIdeal . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 104

56 FEtudeendegré 8 . . . . ... 104

56.1 A(f)=17;ie. L=Siset L(I)=(8,17) . . ... ... ... ... 105

5.6.2 A(f)=1%2%;1e. L= Spupet L(I)=(8,1%,2,1,2,1) ... ... 105

563 A(f)=134;ie L=_Suqet L(I) = (8,1%4,3,2,1) . ... ... 106




564 A(f)=1,2%;ie. L=Speset L(I)=(8,1,2,1,2,1,2,1) . . . .. 107

5.6.0 A(f)=1,2,4;ie Ly= Siza4et L(I)=(8,1,2,1,4,3,2,1). . .. 107

5.6.6 A(f)=1,3%;ie. L=Spzet L(I)=(8,1,3,2,1,3,2,1) . .. .. 108

56.7 A(f)=1,6:ie. L=2Spget L(I)=(8,1,6,5,4,3,2,1) . ... .. 109

5.6.8 A(f) = 3, 4, L= 51,374 et E(I) = ( ,3, 2, ]_, 4, 3, 2, ]_) ........ 109

5.7 Implantation et résultats expérimentaux . . . . . . . . .. ... .. ... 109
5.8 Conclusion . . . . . . . .. 110

6 Permutations et calcul d’idéaux de Galois 113
6.1 Galoisideals . . . . . . . .. 115
6.1.1 Galois ideals and injectors . . . . . . .. .. ... 115

6.1.2 Decomposition group and injectors . . . . . .. ... ... .. .. 116

6.1.3 Equiprojectable parts of S,, . . . . . ... ... . 117

6.2 Ideals Id(P.I) where P C S, . . . . . . . . . . 118
6.2.1 Subset P C S, such that Id(P.1) is a Galois ideal . . . . . . . .. 118

6.2.2 Theideal Id(L.I) . . . . . . . . 119

6.3 Applications to stem ideals . . . . . . ... Lo 120
6.3.1 Determination of an injector . . . . . . . . . ... ... ... 121

6.3.2 Computation of a pure Galois ideal from a stem ideal . . . . . . . 121

6.4 Conclusion . . . . . . . .. 122

7 Relations entre les racines de polynémes réductibles 125
7.1 Idéaux de Galois de polynomes réductibles . . . . . . ... .. ... ... 126
7.2 Exemples . . ... 128

A Tables de rupture 131

B Implantation de 1’algorithme Generateurs 137






Chapitre 1

Introduction

Dans cette thése, nous traitons de problémes intervenant en théorie de Galois effective
pour lesquels nous apportons des solutions de nature algorithmique. Plus précisément,
notre objectif est de fournir des outils logiciels efficaces fondés sur des algorithmes dont
nous maitrisons la complexité pour permettre le calcul symbolique avec les racines d’un
polynéme univarié : étant donné un polynome univarié f de degré n a coefficients dans
un corps K, nous cherchons a calculer une représentation du corps de décomposition
de f, c’est-a-dire de l'extension algébrique K(aq,...,a,) de K contenant les racines
i, ...,a, de f. Une représentation du corps de décomposition de f a l'avantage de
permettre la détermination de I'action d’une représentation du groupe de Galois de f sur
ses racines, abordant ainsi I'un des problémes centraux de la théorie de Galois effective.
Dans cette thése, nous apportons des algorithmes de calcul d’une représentation du corps
de décomposition et de détermination du groupe de Galois de ce polynome.

Précisons ce que nous entendons par représenter le corps de décomposition d’un
polynome. Considérons, par exemple, le polynome de degré 4 a coefficients rationnels
défini par

flx)=a* 2% 322 + 2 +1.

Les formules de Cardan ou de Ferrari montrent qu’'un 4-uplet (o, ag, g, oy) de racines
de f annule les polynomes :

fi(@1) = ol —23 -3z} + 2, +1,
fo(z1, 22) = xog— 1} + 2t +31; — 1,
f3(z1, 22, 73) = 22+ 2323 — w302 — 2w377 — 1,
fa(v, 00, 23,24) = x4+ a3 +2F — 2] — 2,

La donnée de cet ensemble triangulaire de polynomes permet de définir un corps de dé-
composition de f : il s’agit de I’algébre quotient de I'anneau des polynomes K[z, o, T3, 24
par 'idéal engendré par I'ensemble triangulaire {f1, f2, f3, f1} qui, nous le verrons plus
tard, est maximal.
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Notre objectif est d’obtenir pour un polynéme de degré n un tel ensemble trian-
gulaire : il peut étre vu comme ’ensemble des régles de réécriture dans K[xq,...,z,]
permettant une représentation symbolique du corps K(aq, ..., a,).

Les deux questions essentielles qui se posent pour le calcul d’un corps de décomposi-
tion sont :
Quelle représentation de ce corps est la plus utile?
— Quelle approche algorithmique faut-il privilégier pour aboutir & une telle représen-
tation ?

Dans la suite de ce document, nous dressons un panorama des réponses apportées
a la premiére question et des outils algorithmiques développés pour le calcul des repré-
sentations étudiées. Nous déduirons de ces différentes approches qu'une représentation
utile et exploitable consiste en la donnée d'un ensemble triangulaire tel que mentionné
ci-dessus. Nous verrons que cette représentation est accessible via des algorithmes fondés
sur la factorisation de polyndmes dans des extensions algébriques ou des algorithmes
manipulant des résolvantes de Lagrange. Dans le paragraphe 1.2, nous exposons les ré-
sultats principaux de cette theése. Il s’agit dans un premier temps d’un algorithme mixant
les algorithmes de calcul de corps de décomposition fondés sur la factorisation et ceux
fondés sur la manipulation de résolvantes de Lagrange. Mixer ces algorithmes n’est pos-
sible qu’en ayant accés a des informations de nature groupistique sur des idéaux dits de
Galois intervenant dans nos algorithmes. Nous avons alors été amené a nous intéresser
au calcul du groupe de décomposition d’'un idéal (c’est-a-dire le sous-groupe des per-
mutations dont l'action sur 'idéal laisse invariant cet idéal) ainsi qu’a la caractérisation
des parties du groupe symétrique incluses dans I'injecteur d'un idéal de Galois. Dans le
paragraphe 1.3, nous résumons chacun des chapitres de cette thése.

1.1 Représentations du corps de décomposition

Historiquement, le probléme du calcul de corps de décomposition fut abordé par la
communauté mathématique via la recherche de formules closes pour exprimer les racines
d’un polynéme univarié en fonction des valeurs de ses coefficients. Les résultats d’Abel
et Galois ont montré que cette voie aboutissait a une impasse pour des degrés supé-
rieurs ou égaux a 5. Des approches relevant de 1’algébre commutative et de la géométrie
algébrique effectives pour les degrés n > 5 ont alors été développées pour représenter
le corps de décomposition d’'un polynome univarié : il s’agit de définir ce corps comme
I’algébre quotient de 'anneau des polyndmes en n variables par I'idéal engendré par les
relations algébriques vérifiées par les racines de f. Obtenir un tel idéal peut se faire soit
par des calculs de factorisations dans des extensions algébriques soit par des calculs de
résolvantes. D’autres méthodes exploitent certaines informations sur le groupe de Galois
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du polynome pour faciliter le calcul de son corps de décomposition. Nous détaillons cet
historique ci-dessous.

Formules closes. Exprimer les racines d’'un polynome a I’aide des opérations élémen-
taires +, —, X, / et de 'extraction de racines est un probléme ancien. M. al Khwarizmz
fut le premier a se donner explicitement cet objectif; objectif repris avec succés pour le
degré 3 (Cardan, Scipione del Ferro, Tartaglia) et pour le degré 4 (Cardan, Ferrari). La
non-résolubilité des équations polynomiales génériques de degré 5 fut prouvée par Abel
en 1826. Galois étendit ce résultat au degré n > 5 en donnant la condition nécessaire et
suffisante qui, reformulée en termes modernes, s’écrit

Un polynome est résoluble par radicauz si et seulement si son groupe de
Galois est résoluble.

Les possibilités offertes par le calcul formel permirent & D. Lazard d’exprimer les
racines d'un polynome de groupe de Galois résoluble a I'aide de formules closes pour le
degré 5 (voir [40]). Cette approche différe de celle de [21] de par les branchements qui
interviennent au cours des calculs des expressions radicales.

Méme si de telles formules existent en théorie pour n > 6, leurs calculs seraient
particuliérement cotteux (voir [40]) et resteraient limités aux cas des polynomes de
groupe de Galois résoluble. C’est pourquoi, dans cette thése, nous privilégions I’étude de
méthodes plus généralistes que nous présentons ci-dessous.

Factorisations successives. En s’appuyant sur la construction de L. Kronecker d’une
extension algébrique de corps (voir [34]) mais aussi sur les travaux de F. Mertens (voir [44])
N. Tchebotarev construit un corps de décomposition de f € K[X] sous forme d'une al-
gébre quotient (voir [59]) :

K~ k[xl,xg,...,xn]/./\/l s

ot M est un idéal maximal de 'anneau K[zy,...,x,| des polynomes en les variables
x1,...,x,. Un tel idéal M, appelé idéal des relations de f, décrit 'ensemble des rela-
tions algébriques vérifiées par un n-uplet (aq,...,q,) de racines de f. Pour ce faire,

on représente d’abord K (ay) par K[X]/f puis on factorise le polynéme étudié f dans
K (ay) ce qui permet de représenter K (ay, as) par K (aq)[X] quotienté par un des facteurs
calculés et ainsi de suite jusqu’a obtenir K (o, ..., ay).

Ce type d’approche répond au probléme de la construction de corps de décomposi-
tion d’un polynéme de groupe de Galois quelconque par le calcul d’un idéal des relations.
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A partir d’algorithmes de factorisation dans des extensions algébriques, X. F. Roblot
dans [52] et H. Anai, M. Noro, and K. Yokoyama dans [3] ont réalisé des implantations
de cette construction.

En pratique, ces algorithmes peuvent s’avérer trés coiiteux en temps et en espace car
ils n’exploitent pas le fait que la factorisation d’un polyndéme sur un corps de rupture
dépend fortement du groupe de Galois de ce polynéme. Ceci entraine, dans certains cas,
des factorisations inutiles dans des extensions de degré potentiellement étre trés élevé.
De plus, a l'issue de ces calculs, 'action du groupe de Galois de f sur ses racines reste
inconnue et son calcul doit encore étre réalisé.

Calculs de résolvantes. Pour caractériser les équations polynomiales résolubles de
degré n > 5, Galois utilise des polynomes auxiliaires qui furent ensuite étudiés par La-
grange : ce sont les résolvantes. 11 s’agit de 'un des outils de base en théorie de Galois
effective jusqu’alors principalement utilisé pour le calcul du groupe de Galois d’un po-
lynome et qui a fait I'objet de nombreuses améliorations (voir |5|, 7], [26], [41], [50],
[55], [57]). Les résolvantes peuvent permettre d’obtenir deux types d’information : une
information galoisienne et une relation algébrique entre les racines du polynome.

A partir de I'idéal des relations symétriques S engendrés par 1’ensemble triangulaire
de polynomes des modules de Cauchy de f (voir [17] ou [59]), il est théoriquement
possible de calculer un idéal des relations M en considérant I'idéal engendré par S et un
polynome obtenu par un calcul de résolvantes (voir |5]). Cette méthode est similaire a
celles fondées sur des calculs d’éléments primitifs. Lorsque le degré de f est trop élevé,
cette méthode devient impraticable : le degré des extensions se retrouve en effet dans le
degré du polynéme obtenu par ce biais.

[’algorithme GaloisIdeal d’A. Valibouze (voir [61]) diminue la difficulté du pro-
bléme en le décomposant en plusieurs étapes (L. Ducos propose une approche similaire
dans [20]). Cet algorithme fait appel a des calculs de résolvantes pour construire une
chaine ascendante d’idéaux appelés idéaux de Galois :

IlC[QC"'C[s:M,

ot Iy est, par défaut, I'idéal des relations symétriques S. Le calcul de I'idéal I;,, a partir
de I'idéal I; nécessite de connaitre un ensemble de polynomes engendrant I; et un groupe
L; de S,, appelé injecteur de I;.

Dans [62], A. Valibouze propose une généralisation de cet algorithme en traitant le
cas ou les injecteurs ne sont pas nécessairement des groupes.

Lorsque cet algorithme est appliqué, les premiéres étapes sont les plus cotiteuses de
par les calculs de résolvantes qu’elles nécessitent : c’est en effet au début de la chaine
d’idéaux de Galois, que le nombre de sous groupes maximaux contenus dans l'injecteur
L et donc de calcul de résolvante est le plus élevé.
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Exploitation d’informations sur le groupe de Galois. Les implantations des al-
gorithmes de calcul du groupe de Galois d'un polynome permettent d’atteindre le degré
23 (voir [11]) alors que le calcul d'un corps de décomposition peut s’avérer difficile, voire
infaisable, pour des polynomes de degré inférieur a 10 (par exemple, les algorithmes ac-
tuels ne permettent pas, dans des temps raisonnables, de calculer 'idéal des relations
d’un polynome admettant pour groupe de Galois le groupe alterné de degré n > 7).
Il est donc naturel de chercher a tirer profit d’informations sur le groupe de Galois du
polynéme, pour faciliter le calcul de son corps de décomposition.

La premiére des informations sur le groupe de Galois que I'on peut tenter d’exploi-
ter est sa résolubilité. Celle-ci est utilisée dans les articles |35], [37] [38], [4], |30]. Ces
différents travaux permettent d’obtenir une expression radicale de chacune des racines
d’un polynéme résoluble par radicaux mais les coiits en place de ces expressions sont tels
qu'ils s’avérent inexploitables (voir [40]).

Lorsque le centre du groupe de Galois d’un polynéme est non trivial, M. A. Gémez
Molleda propose d’exploiter cette propriété pour obtenir une représentation des racines
de f (voir [28]).

Le calcul d'un corps de décomposition d’un idéal de Galois d’un polynome de groupe
de Galois diédral Dy fait 'objet d’un travail de B. K. Spearman et de K. S. Williams
(voir [56]). Le cas du groupe diédral D,, a été traité par G. Renault (voir |29]).

De maniére plus générale, lorsque le groupe de Galois G d’un polynome est connu,
la théorie de Galois classique ou les résultats de |7] assurent que tout idéal des relations
est engendré par un ensemble triangulaire de polynémes fi(z1),..., fu(z1,...,2,) et
permet de connaitre le degré du polynome f; en la variable z; uniquement a partir de G.
Déterminer un idéal de relations se raméne alors au calcul des coefficients des polynomes
fl, ceey fn

A partir d’approximations des racines et en supposant connue action d’une représen-
tation symétrique du groupe de Galois sur celles-ci, K. Yokoyama calcule ces coefficients
(voir [65]). Cette approche s’avére rapidement inapplicable lorsque le nombre de coeffi-
cients devant étre calculé est trop élevé.

Récemment, G. Renault et K. Yokoyama ont amélioré cette technique en diminuant
le nombre de coefficients devant étre calculé (voir [29]). Cette amélioration est basée en
partie sur une généralisation des techniques utilisées dans le chapitre 5 et aboutit a un
algorithme efficace de calcul de corps de décomposition.

Conclusions partielles. Que ce soit par des calculs de factorisation dans des exten-
sions algébriques ou via des calculs de résolvantes, la représentation du corps de dé-
composition d'un polynéme univarié par un ensemble triangulaire engendrant 1'idéal des
relations algébriques satisfaites par les racines du polyndme considéré est la plus utile.
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En effet, celle-ci permet de calculer modulo 'idéal des relations ainsi encodé et son calcul
peut étre atteint et optimisé dés que des informations de nature galoisienne sont connues.
Nos principales contributions portent donc sur le calcul d’une telle représentation trian-
gulaire du corps de décomposition en mixant les approches a base de factorisation avec
celles fondées sur la manipulation algébrique de résolvantes. Pour mener a bien cette
approche, il est nécessaire de savoir extraire des informations de nature groupistique a
partir des idéaux de Galois. C’est ce qui motive un deuxiéme aspect des contributions
que nous exposons ci-dessous.

1.2 Contributions

L’approche que nous avons adoptée pour le calcul d’un idéal des relations de f utilise
la notion d’idéal de Galois, idéaux qui définissent des ensembles de relations algébriques
entre les racines de f, ainsi que les techniques a base de factorisation dans des extensions
algébriques. Comme nous le verrons ci-aprés, ceci ne peut se faire qu'en extrayant des
informations de nature galoisienne (groupe de décomposition, notion d’injecteur généra-
lisant la notion de fixateur, etc.) a partir d’un idéal de Galois.

En collaboration avec GG. Renault et A. Valibouze, nous avons été amenés a définir
la notion d’injecteur d’un idéal de Galois; un injecteur d'un idéal de Galois est un
ensemble de permutations permettant de décrire toute la variété de cette idéal a partir
d’un point de celle-ci. Cette notion prolonge celle de fixateur définie dans [61]*. Cette
notion joue un role fondamental dans nos travaux en fournissant un cadre naturel pour
décrire le treillis des idéaux de Galois d'un polynome, pour établir des précalculs ainsi
que pour exprimer la complexité de nos algorithmes. Déterminer et faire appel a ces
ensembles de permutations afin de limiter les cotits des calculs algébriques constitue I'un
des principaux axes des résultats que nous présentons. Dans |47|, nous avons étendu aux
idéaux de Galois, a I'aide de la notion d’injecteur, un théoréme établi par A. Colin dans
[18] pour les idéaux de relations. Ce résultat permet d’obtenir un idéal de Galois d’un
polynome réductible et séparable ainsi qu’'un injecteur de cet idéal a partir d’idéaux de
Galois et d’injecteurs de ces facteurs irréductibles. Ceci permet d’utiliser récursivement la
notion d’injecteur dans les algorithmes de calcul d’un corps de décomposition procédant
par factorisation successives mais aussi d’utiliser 1’algorithme FEGI de [46] au cours de
ces factorisations.

Avec G. Renault et A. Valibouze, nous avons étudié les relations entre les groupes de
Galois d'un polyndéme et ceux de ses facteurs sur un corps de rupture. Ici encore, I'un
de nos objectifs est de mixer les techniques a base de résolvantes et celles fondées sur
la factorisation dans les extensions algébriques. Cette étude compléte celle de L. Soicher

*Dans le cas des idéaux utilisés dans [61], les notions d’injecteur et de groupe de décomposition
coincident ; on parle alors du fixateur d’un idéal et d’idéauz de Galois purs.
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et J. McKay (voir [55]) en précisant non seulement les degrés des facteurs de rupture
d’'un polyndéme mais aussi leurs groupes de Galois. Cette étude se présente sous forme de
table appelée tables de rupture. Ces tables sont utiles en théorie de Galois directe : elle
permettent d’obtenir des informations sur le groupe de Galois d'un polynéme a partir
de ses facteurs de rupture, de connaitre les degrés possibles des facteurs de rupture d’un
polynome de degré donné et fournit des informations sur les degrés pour le calcul de
corps de décomposition. En théorie de Galois inverse, ces tables donne un moyen simple
pour produire des polynomes de groupe de Galois donné a coefficients dans une extension
simple d'un corps K a partir de polynomes a coefficients dans K de groupe de Galois
connu.

Le groupe de décomposition d'un idéal I de k[zy, ..., z,]| est 'ensemble des permu-
tations qui laissent globalement invariant cet idéal :

Dec(I)={c€ S, |Vfel ofel}.

Les algorithmes de calcul du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire que nous
avons élaborés, interviennent naturellement en théorie de Galois mais ne sont pas spéci-
fiques a ce cadre. Le calcul de ce groupe intervient aprés le calcul d'un corps de décompo-
sition dans le cas des algorithmes procédant par factorisations successives (il s’agit alors
de déterminer la représentation du groupe de Galois associé a ce corps) mais aussi dans la
détermination d’un injecteur d’un idéal de Galois (voir [46]). Ces algorithmes font appel
a la notion d’ensemble fort de générateurs d’un groupe (voir, par exemple, [54|, [53], [15]).
[’étude de la complexité de ces algorithmes appliqués aux idéaux de Galois passe par une
généralisation d'un théoréme de prolongement da a H. Anai, N. Noro et K. Yokoyama
(voir [3]) qui permet d’interpréter les parcours d’arbre effectués par nos algorithmes. Le
premier de ces algorithmes, nommé Generateurs a été réalisé en collaboration avec I.
Adeljaoued, G. Renault et A. Valibouze et améliore I’algorithme Strong_Generators de
[3] en terme de complexité et de temps de calcul. Le second algorithme, appelé EFG et issu
d’un travail personnel, améliore les deux algorithmes précédents. Le tableau comparatif
ci-dessous recense les complexités de ces trois algorithmes en terme de tests d’apparte-
nance a 'idéal I (dans ce tableau, ¢(L) désigne un entier pouvant étre calculé a partir
de tout injecteur L de I).

Algorithme Strong_Generators | Generateurs EFG
Idéaux de relations O(n?) O(n?) O(n?)
Idéaux de Galois purs Non applicable O(n?) O(n?)
Idéaux de Galois Non applicable Factorielle | O (n2<b(L))

A P’aide des contributions ci-dessus, il est possible de compenser les faiblesses des
algorithmes de calcul d'un corps de décomposition par factorisations successives et 1’al-
gorithme GaloisIdeal (voir [61]) dont certaines étapes peuvent s’avérer particuliérement
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cotiteuses. En collaboration avec G. Renault et A. Valibouze, nous avons élaboré un al-
gorithme mixte de calcul de corps de décomposition. L.a premiére étape de cet algorithme
consiste a factoriser le polyndme sur I'un de ces corps de rupture et la seconde a utili-
ser 'algorithme GaloisIdeal pour obtenir un idéal des relations. Nous évitons ainsi les
premiéres étapes de 'algorithme GaloisIdeal. La principale difficulté est de fournir a
ce dernier algorithme la deuxiéme entrée qui lui est nécessaire, c¢’est a dire un injecteur
de cet idéal. D'un point de vue expérimental, I'implantation de cet algorithme en degré
8 montre qu’il améliore de beaucoup les algorithmes procédant par factorisations succes-
sives car nous tenons compte et exploitons les informations galoisiennes fournies par les
factorisations.

La caractérisation, issue d’un travail personnel, des parties d’un injecteur d’un idéal
de Galois montre qu’il est toujours possible de déterminer I'un des injecteurs d’un tel
idéal. Nous montrons comment, dans certaines situations, la donnée d’un injecteur d’un
idéal de Galois I permet d’obtenir sans calcul une base de Grobner d’un idéal de Galois
contenant strictement /. Ceci généralise et simplifie une technique obtenue en collabo-
ration avec G. Renault et A. Valibouze (voir [46]). Ce type de résultat est prometteur
en théorie de Galois effective méme s’il reste encore des optimisations a effectuer lorsque
les calculs de base de Grobner ne peuvent étre évités.

1.3 Description des chapitres

Une description plus détaillée du contenu et des contributions de chacun des cha-
pitres figure dans les introductions de chacun d’entre eux. Les polynomes utilisés a titre
d’illustration tout au long de cette thése sont extraits de la base de données de G. Malle
et J. Kliiners (voir [33] et [32]), disponible sur internet a I’adresse
http ://www.iwr.uni-heidelberg.de/groups/compalg/minimum/.

Les implantations de nos différents algorithmes ont été réalisées en MAGMA (voir [11]).
Le choix de ce logiciel de calcul symbolique a été motivé, d’une part, parcequ’il réunit
’ensemble des algorithmes nécessaires a toutes nos implantations (bases de Grébner,
bases de données et algorithmes groupistiques, polynomes de groupe de Galois donné. . .)
et, d’autre part, parceque ce logiciel est actuellement le seul qui permette le calcul de
groupes de Galois sur des extensions algébriques.

Le chapitre 2 est une synthése de résultats théoriques qui seront utilisés dans les
chapitres 4, 5, 6 et 7. Ces résultats proviennent de différents articles (voir |2], |7], [17],
[59], [61]) mais aussi de travaux collaboratifs réalisés avec G. Renault et A. Valibouze
(voir |46]). La premiére partie de ce chapitre rassemble des résultats d’algébre classiques
portant sur les idéaux d’un anneau de polynomes (bases de Grobner et idéaux trian-
gulaires). Nous nous intéressons ensuite a deux types d’idéaux de Galois particuliers,
les idéaux des relations symétriques et les idéaux des relations, avant de porter notre
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attention sur les idéaux de Galois généraux. Parallélement aux idéaux de Galois, nous
abordons la notion d’injecteur d'un idéal de Galois afin de décrire la variété d’un idéal
de Galois et le treillis des idéaux de Galois d'un polynome. Cette notion permet d’établir
des précalculs aux chapitres 5 et 6 mais aussi d’exprimer la complexité des algorithmes
du chapitre 4.

Le chapitre 3 est consacré aux tables de rupture permettant I’'étude du lien existant
entre le groupe de Galois d'un polynome irréductible et ceux de ses facteurs irréductibles
sur un corps de rupture. Les tables de rupture jusqu’au degré 10 sont jointes en an-
nexe (voir Annexe A). L’information galoisienne obtenue par I'intermédiaire des facteurs
de rupture d’'un polynéme ainsi que les informations portant sur les bases de Grobner
d’idéaux de relations seront exploitées au chapitre 5. Différentes applications possibles
de ces tables sont abordées dans ce chapitre.

Au chapitre 4, nous présentons les algorithmes Generateurs et EFG pour le calcul
du groupe de décomposition d'un idéal triangulaire ainsi que leurs études de complexité.
Ces algorithmes ne sont, pas spécifiques a la théorie de Galois effective et peuvent étre
appliqués a tout idéal triangulaire contrairement a leur étude de complexité qui nécessite
I’emploi de la notion d’injecteur. Ces algorithmes nous seront utiles au chapitre 5 pour
des calculs d’injecteurs d’idéaux de Galois. Ce chapitre s’achéve sur des comparaisons en
temps entre eux mais aussi avec l'algorithme Strong_Generators de [3]|. Une implanta-
tion de cet algorithme est jointe en annexe (voir Annexe B).

Le chapitre 5 porte sur un algorithme mixte de calcul d'un corps de décomposition.
Nous y exploitons les informations galoisiennes et polynomiales obtenues au chapitre 3
pour fournir a 'algorithme GaloisIdeal les deux entrées qui lui sont nécessaires : un
idéal de Galois et I'un de ses injecteurs. Au premier paragraphe de ce chapitre, nous
construisons un idéal de Galois a partir des facteurs de rupture de ce polynéome. Pour
des raisons de lisibilité et afin de permettre une généralisation, nous nous restreignons au
cas de factorisation d'un polynome irréductible sur I'un de ses corps de rupture tout en
veillant & ce que nos résultats soient suffisamment généraux pour étre étendus a d’autres
extensions de corps. La principale difficulté est alors d’obtenir I'un des injecteurs de cet
idéal ce qui fait I'objet des paragraphes 5.2 et 5.3. Dans certaines situations, seule une
liste d’ensembles de permutations dont 1'un est un injecteur de 1'idéal est obtenue. La
détermination de cet injecteur se fait alors par élimination en utilisant, en particulier,
les algorithmes du chapitre 4. Le paragraphe 5.4 utilise 'action des groupes de Galois
possibles pour obtenir, sans calcul, de nouvelles relations algébriques. La principale dif-
ficulté sera 1a aussi d’obtenir un injecteur de I'idéal obtenu. Nous décrivons ensuite les
différents outils dégagés pour élaborer un algorithme de calcul de corps de décomposition
pour un degré donné. Ces outils sont alors mis en ceuvre dans le dernier paragraphe pour
le degré 8. Les temps de calcul de I’algorithme obtenu sont ensuite comparés avec ceux
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de I'algorithme procédant par factorisations successives exposé dans |3]

Au chapitre 6, nous caractérisons les parties de S,, incluses dans un injecteur L de
1. Cette caractérisation assure, en particulier, qu’il est toujours possible de déterminer
I'un des injecteurs d’un idéal de Galois obtenu au chapitre 5. Lorsque L est un groupe,
a partir de L et de I, nous montrons comment définir un idéal de Galois I’ contenant
strictement [ d’injecteur connu. Dans certaines situations, une base de Grobner de 'idéal
I’ peut étre obtenu sans calcul uniquement & partir de L et d’une base de Grobner de I.
Ceci compléte et simplifie I'étude faite au paragraphe 5.4.

Le chapitre 7 porte sur le calcul d’un idéal des relations d’'un polynéme réductible
séparable f. A partir d’idéaux de Galois de ces facteurs irréductibles et d’injecteurs de
ces idéaux, nous montrons comment obtenir un idéal de Galois de f et un injecteur de
cet idéal. Le dernier paragraphe de ce chapitre présente des exemples d’applications de
ce résultat pour le calcul d'un corps de décomposition d'un polyndme.



Chapitre 2

Idéaux de Galois

Dans ce chapitre, sont décrits les principaux objets mathématiques que nous sommes
amenés a considérer dans nos algorithmes. L.a notion d’idéal de Galois, qui est la notion
centrale de ce chapitre, est due a A. Valibouze (voir [61]). Elle fournit un cadre théorique
en théorie de Galois effective.

Un idéal de Galois d’un polyndme décrit un ensemble de relations algébriques vérifiées
par les racines de ce polynome. Un premier exemple d’idéal de Galois est I'idéal des rela-
tions symétriques entre les racines d’un polynéme (voir [17]). Un deuxiéme exemple est
fourni par les idéaux des relations entre les racines d’un polynome, lesquels permettent
d’obtenir des corps de décomposition. Dans [59|, Tchebotarev décrit une construction
théorique d’un corps de décomposition d’un polynéme par factorisations successives en
utilisant des résultats de Kronecker (voir [34]). Une telle construction est mathématique-
ment équivalente a celle d'une suite croissante d’idéaux de Galois dont le dernier terme
est un idéal des relations.

A. Valibouze, dans [61], rattache a la notion d’idéal de Galois la notion géométrique
de fixateur de cet idéal : il s’agit de décrire la variété d'un idéal de Galois a I'aide d’un

finissant celle, plus algébrique, d’injecteur d’un idéal de Galois. Dans les chapitres 4, 5,
6 et 7 ainsi que dans celui-ci, nous utiliserons cette notion pour décrire le treillis des
idéaux de Galois d’un polynoéme, pour établir des précalculs ainsi que pour exprimer la
complexité de certains algorithmes.

Les définitions et les résultats indépendants de la théorie de Galois effective, auxquels
nous ferons appel, sont introduits dans le premier paragraphe de ce chapitre.
Le paragraphe 2.2 est consacré aux idéaux des relations symétriques; il s’agit du cas le
plus simple d’idéaux de Galois.
Au paragraphe 2.3, est définie la notion d’idéal des relations entre les racines d’un po-
lynome. Nous ferons le lien entre ce type d’idéal et la théorie de Galois classique (corps

11
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de décomposition et groupe de Galois). Nous nous intéresserons ensuite a l'action du
groupe symétrique sur I’ensemble des idéaux des relations d'un polyndéme afin d’éclairer
le rapport entre ces idéaux.

Le paragraphe 2.4 de ce chapitre porte sur les idéaux de Galois. Nous y définissons la
notion d’injecteurs d’un idéal de Galois pour ensuite faire le lien entre injecteur, variété
et groupe de décomposition. Nous établirons pour finir une correspondance entre idéaux
de Galois et parties de S,, qui regroupe différents résultats de ce chapitre.

Cette synthése provient de différents articles (voir (2], [7], [17], [59], [61]) auxquels
ont été adjoints de nouveaux résultats obtenus en collaboration avec G. Renault et A.
Valibouze (voir [46]).
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Dans tout ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes :
— K désigne un corps parfait et K une cloture algébrique de K ;

— Klzy, ... ,x,] est 'anneau des polynomes en les n variables algébriquement indé-
pendantes xq1, ... ,x,;
X désigne le n-uplet (xq, ... ,x,);

— le groupe symétrique de degré n est noté S,,.

Toutes les extensions algébriques que nous serons amenés a considérer seront supposées
étre contenues dans K.

2.1 Anneaux de polynémes - idéaux

Dans ce paragraphe, nous abordons les bases de Grébner d’idéaux polynomiaux. Ces
ensembles de polynomes interviennent naturellement en théorie de Galois effective (par
exemple, dans le calcul d’un corps de décomposition d’un polynome).

2.1.1 Base de Grobner

Définition 2.1.1. Un mondme en les n variables (ou indéterminées) x1, ..., x, est un

produit 25" ...z ot (d, ..., d,) € N*. Le monome x{" ... 2% est aussi noté X

n
[’ensemble des mon6mes muni de la multiplication est un monoide d’élément neutre
_ .0 0
Il=ai...x,.
Un terme est le produit d’'un mondme par un élément non nul de K.

Tout polyndme est une somme finie de termes.

Définitions 2.1.2. Un ordre admissible < est un ordre total sur I'’ensemble des monomes
qui satisfait les axiomes :
1 <mq;
— si my, my et ms sont trois monomes alors

myp < Mo = MMz < MaMs .

Soit f un polyndéme non nul et < un ordre admissible sur I’ensemble des mondmes.
Le mondéme initial de f, noté init(f), est le plus grand monéme qui apparait dans f.

Pour n > 1, il existe plusieurs maniéres d’ordonner les monomes en xy, ..., xj,.
Pour nos implantations d’algorithme, deux ordres admissibles particuliers vont nous étre
utiles. Le premier est 'ordre lexicographique : cet ordre interviendra naturellement lors
de la détermination de bases de Grobner d'idéaux de Galois. Le second, plus adapté aux
calculs, est 'ordre grevlex.
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Définitions 2.1.3. L’ordre lexicographique induit par x1 < x9 < --- < x,, est défini par :

, dj = dj pour j <
zh . ad < xclll .at sl existe s € [1,n] tel que { et

ds < d.
L’ordre grevlex (graded lexicographic order) est défini par :

n n !
Zi:1 dj < Zi:l dj

d dn i ) PSRRI
it <zt ...apr ossi ¢ ou, en cas d’égalité,

ds € [1,n], dj = dj pour j < s et dy < d.

Donnons nous un ordre admissible < sur K|z, ... ,z,]. Un tel ordre permet de gé-
néraliser I’algorithme de division euclidienne des polyndémes en une variable aux cas des
polynomes en plusieurs variables. Des polynomes fi, ..., fs et g de K[zy, ..., x,] étant
donnés, il s’agit de calculer des polynomes qq, ..., gs et htelsque g = q1 f1+- - -+qs fs+h.
Cette généralisation de I'algorithme de division euclidienne peut s’écrire :

Algorithme 2.1.4.

Fonction NF (f1, ..., fs,9);
/* Entrées : . Les polynomes fi, ..., fs et g;
Sortie : . des polynémes q1, ..., gs et htels que g =q1f1 + -+ qsfs + h. */
Pour i € [1,n] Faire
¢ =0;
Fin Pour;
h=0;

Tant Que g # 0 Faire
E :={i € [1,n] | init(f;) divise init(g)};
Si E # () Alors

i:= Min(E);
._ init(g) .
gi=g-— Z,foﬁ fis
Sinon

g =g —nit(g);
h:=h+init(g);
Fin Si;
Fin Tant Que;
Retourner ¢, ..., q,, h;
Fin Fonction
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La suite des monomes initiaux de la variable g est strictement décroissante dans la
boucle Tant Que. Lorsque le nombre de monoémes inférieurs & un monoéme donné et su-
périeurs a tous les monodmes initiaux init(f1), ..., init(fs) est fini, la boucle Tant Que
est exécutée un nombre fini de fois et la terminaison de 1’algorithme est assurée.

Le probléme fondamental de cet algorithme est la non-unicité du reste obtenu : ce
reste dépend de I'ordre des polynomes fi, ..., fs fournis en arguments. En effet, considé-
rons les polynomes g(z1, z2) = 2229 + 1, fi(21,T2) = 2119 — 21 et fo(xy, 19) = 23 — 1 de
K[y, x5] et munissons 'anneau K[z, x5] de 'ordre lexicographique ; 'appel NF( f1, f2, g)
retourne le reste nul alors que 'appel NF( fa, f1, g) retourne le reste —xy 4+ 1. En particu-
lier, si aucune autre contrainte n’est imposée aux polynomes fi, ..., fs, I'algorithme ne
permet pas de tester 'appartennance d’un polynome g a I’idéal engendré par fi, ..., fs.
Les bases de Grobner, définies ci-aprés, apportent une solution a ce probléme d’'unicité.

Définition 2.1.5. Soient [ un idéal non nul de 'anneau Kzy, ... ,z,]et B={f1, ..., fs}
un ensemble de s polynomes non nuls de .

On appelle idéal initial de I I'idéal engendré par ’ensemble des monomes {init(f) |
fel}

[’ensemble B est une base de Gribner de 1'idéal I si I'idéal initial de I est engendré
par U'ensemble {init(f1), ..., init(f,)}.

Le théoréme suivant, reformulé en termes de base de Grobner, est di a D. Hilbert.

Théoréme 2.1.6. (voir [8] ou [19]) Tout idéal I non nul de Klxy, ... ,x,] admet une
base de Grobner et est engendré par cette base.

Le premier algorithme permettant le calcul d’une base de Grobner d’un idéal a partir
d’un systéme de générateurs de cet idéal est dit & B. Buchberger (voir [13]). De nom-
breuses améliorations de cet algorithme ont été réalisées (par exemple, voir [14] et [23]).
Actuellement, la plus efficace est I’algorithme F5 de Jean-Charles Faugére (voir [24]).

Théoréme 2.1.7. (voir [8] ou [19]) Soient I un idéal de K[X] et B={f1, ..., fs} un
ensemble de s polynomes de I.

L’ensemble B est une base de Grobner de I si et seulement si pour tout polynome g de
K[X], il existe un unique polynome h de K[X] tel que

g—hel
et
Vi € [1,n], init(h) < init(f;).

Le théoréme 2.1.7 permet d’assurer I'unicité du reste h retourné par 'algorithme 2.1.4
et permet, en particulier, de tester I'appartenance d’un polynoéme a un idéal. Ce résultat
justifie la définition suivante.
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Définition 2.1.8. Le polyndme A de la proposition précédente s’appelle la forme nor-
male de f modulo {f1, ..., fs} et se note NF(f).

Définition 2.1.9. Une base de Grobner {fi, ..., f} d’un idéal I est dite réduite si,
pour tout i € [1,n], f; est égal a sa forme normale modulo {f, ..., fs} \ {fi}.

Proposition 2.1.10. (voir [8] ou [19]) Pour un ordre admissible donné, un idéal de
Klzy, ... ,x,] admet une unique base de Grobner réduite.

2.1.2 Idéaux triangulaires
Idéaux triangulaires et bases de Grébner

Les ensembles triangulaires de polynomes constituent un domaine de recherche im-
portant de par les applications qu'’ils offrent (par exemple, voir |1], [7], [6], [48] et [64]).
Dans le cadre particulier des idéaux de Galois, une définition moins générale des idéaux
triangulaires nous sera utile. Nous utiliserons les définitions suivantes qui sont dues a D.
Lazard.

Définition 2.1.11. (voir [39]) Un idéal de K[X] est dit triangulaire s'il est engendré
par un ensemble triangulaire de polynomes

{fi(z1), fo(zr,22), ..., fulze, ... 20)}

tel que, pour tout i € [1,n], il existe d; € N* tel que init(f;) = z.

Un ensemble triangulaire est dit séparable si I'idéal qu’il engendre est radical.

Proposition 2.1.12. Soit I un idéal triangulaire de K[X]| engendré par un ensemble
triangulaire séparable de polyndomes

{fl(xl)?fQ(xlax2)7 - '>fn(x1> s ?xn>} :

L’ensemble { fi(x1), fo(x1,22), ..., fu(21,...,2,)} est une base de Grébner de l'idéal I
relativement a ['ordre lexicographique.

Démonstration. Soit f € I. Tl existe n polynoémes ¢, ...,q, de K[X] tels que f =
> ¢ fi- Le monome init(f) est donc égal a init(q; f;) = init(g;) init(f;). Ainsi, tout
monome de 'ensemble {init(f) | f € I} appartient a I'idéal engendré par 'ensemble
{f1, .-, fn}- La proposition découle alors de la définition d'une base de Grébner. [

Le calcul d’'une forme normale modulo un ensemble triangulaire

{fl(xl)a fz(xl,@), ceey fn(xl, e ,xn)}
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relativement a 'ordre lexicographique peut se réaliser a I’aide de pseudo-divisions eucli-
diennes. Un polynome P de Klzy,...,x,] étant donnés, la pseudo-division euclidienne
de P par f; relativement a la variable x; consiste a effectuer la division euclidienne de
P par f; considérés comme polynomes a coefficients dans K[xq,..., T 1, %11, .., Ty
en la variable z;. La forme normale de P modulo {fi(xy), fa(z1,22),..., fu(z1,...,2,)}
s’obtient alors en effectuant les pseudo-divisions euclidiennes

Proposition 2.1.13. Soit P € K|z, ..., ,]. Notons (r;)icq1,..ny la suite de Kz, ..., 2]
définie inductivement comme suit : r, = P et , pour tout i € {1,...,n— 1}, r;_1 est le
reste de la pseudo-division euclidienne de r; par f; relativement a la variable x;.

Le polynome ry est la forme normale de P modulo I.

En particulier, nous avons [’équivalence :

(Pel) ssi(r;=0).

[’algorithme 2.1.4, appliqué a I’ensemble triangulaire {f1, fa,..., fu} et dans lequel
la fonction auxiliaire init retourne le mondme initial d'un polynéme pour I’ordre lexico-
graphique, correspond a une implantation de cette proposition.

Variété d’un idéal triangulaire

Notations 2.1.14. Soit I un idéal de K[X]. La K-variété associée a I'idéal I est notée
V(I) : )
V(D) ={ac K" |YgeT, gla)=0}.

Définition 2.1.15. Un idéal I de K[X] est dit de dimension nulle si V(I) est un ensemble
fini.

Un idéal de dimension nulle n’est pas nécessairement triangulaire mais peut toujours
s’écrire comme intersection d’idéaux triangulaires (voir [48] et [39]).

Définition 2.1.16. Soit V une partie de K. Notons 7; la projection de K™ sur K’ qui
a tout n-uplet associe ses i premiéres coordonnées et V; la projection m; (V).

La partie V' est dite équiprojectable si, pour tout i € [1,n] et tout 5 € V;, le car-
dinal ¢; = Card(m; *(3)) ne dépend que de i. Ceci revient & dire que le nombre ¢; de
prolongements d’un i-uplet 6 € V; en un élément de V ne dépend que de 1.

Pour tout i € [1,7n], nous noterons d; 'entier ¢;,1 /c;. 'entier d; correspond au nombre
de prolongements de tout élément de V; en un élément de V; ;.

Le théoréme suivant, di a P. Aubry et A. Valibouze, caractérise les idéaux trian-
gulaires de dimension nulle. Il montre que la liste des degrés (deg,, (f1),...,deg, (fa))
d’une base de Grobner d'un idéal triangulaire I ne dépend que de la variété de cet idéal.
Ce théoréme justifie la définition 2.1.18.
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Théoréme 2.1.17. (voir [7]) Soit V une K-variété de dimension nulle de K™. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. il existe un ensemble triangulaire séparable {fi, fo, ..., fn} de K[X] tel que V =
V(<f1a f2> ) fn)) ;
2.V est équiprojectable.

De plus, lorsque ces conditions sont réalisées, nous avons, avec les notations précédentes,

Vi € [1,n], d; = deg, (f).
Ce théoréeme permet de poser la définition suivante.

Définition 2.1.18. Soit I un idéal triangulaire de dimension nulle. Le n-uplet £(I)
défini par
L(I) = (deg,, (f1),- .., deg,, (fn))

est appelé liste des degrés initiauz de I. Nous noterons deg, (/) le i¢ élément de la liste

L(I).
Le théoréeme 2.1.17 a pour corollaire immédiat.

Corollaire 2.1.19. Soit I un idéal triangulaire. Nous avons,
Card(V (1)) = [ [ deg,. (). (2.1.1)
i=1

Le cardinal de la variété d’'un idéal engendré par un ensemble triangulaire séparable
de polynomes s’obtient donc par une simple lecture des degrés des monomes initiaux de
ces générateurs.

2.1.3 Action de S, sur les idéaux

Dans toute la suite, nous allons considérer 'action naturelle du groupe symétrique
Sy, sur 'algeébre K[X] :

Sp X Klx1, 29, ... 2] ——  Klz1,29,..., 2]
(U,P(l’l,...,xn)) — U.P:P(l’g(l),...,xa(n)).

Toute permutation o € S, définit ainsi un automorphisme d’algébre de K[X]. En
particulier, nous avons la propriété immeédiate suivante.

Proposition 2.1.20. L’automorphisme induit par o € S, sur Klxy, ... ,x,| conserve
la radicalité (respectivement, la mazimalité) des idéauz de K[X].
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Définition 2.1.21. (voir [12, Définition 2, page 36|) Soit / un idéal de K[X]. Le groupe
de décomposition de 1'idéal I, noté Dec(I), est le stabilisateur de I sous I’action de S, ;
c’est a dire I'ensemble des permutations de .5, laissant globalement invariant cet idéal :

Dec(I) ={c €S, |ol=1}.

Le groupe de décomposition d'un idéal I peut étre calculé a partir d’'une base de
Grobner de I (le calcul de ce groupe dans le cas d’un idéal triangulaire est I'objet du
chapitre 4). Le théoréme 2.3.7 montre que le groupe de décomposition d’un idéal des
relations d’'un polynome (voir Définition 2.3.1) est une représentation symétrique de
groupe de Galois de ce polynome.

Notations 2.1.22. Dans toute la suite, les notations suivantes sont utilisées.
— Pour toute permutation o € S,, et tout sous-groupe G de S,,, le conjugué cGo !
de GG est noté G°.
Soit £ un ensemble. Le groupe S,, agit sur ’ensemble des n-uplets d’éléments de
E en posant, pour tout o € S, et tout (e, es,...,e,) € E",

0’.(61,62, .. .,en) = (60(1),60(2), .. .,eg(n)) .

Remarque 2.1.23. L’action de S,, sur les n-uplets d’éléments de E est une action a droite.
En effet, si 07 et 05 deux permutations de S,, et (e, es,...,¢e,) € E", nous avons 1'égalité

01. (09.(e1,€9,...,€,)) = (0201)(e1,€9,...,€,) .
[’usage en théorie de Galois effective est de noter cette action a gauche.

Proposition 2.1.24. Pour tout idéal I de K[X] et toute permutation o € S,, nous
avons les égalités :

1. Dec(o.1) = Dec(I)? ;
2. V(od) =0 V({I) ={(asq), s Qm) | (1, 02,...,a,) € V(I)}.
Démonstration. La premiére assertion provient de la suite d’égalité
Dec(o.l) ={r€ S, | (o)l =01} ={r€ S, |0 '70 € Dec(I)} = Dec(I)”.
La seconde assertion provient des égalités successives :
Viel)={p ¢ K" |Vhel, (ch)(B) =0}
:{QEK”\VhEI,h(J.Q }
a

={oa e K" |Vh eI, h(a) =0}
=o.V(I).
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La définition ci-dessous, de l'injecteur d’un idéal dans un autre, prolonge celle du
fixateur d’un idéal définie dans [61]. Dans le paragraphe 2.4 et les chapitres 4, 5, 6 et 7,
nous verrons que cette notion fournit un cadre théorique adapté aux idéaux de Galois :
elle permet d’interpréter des calculs, de déterminer la complexité de certains algorithmes
mais aussi d’effectuer des précalculs.

Définition 2.1.25. Soient [ et J deux idéaux de K[X]. L'injecteur de I dans J est
I’ensemble des permutations de S,, défini par :

Inj(I,J)={o €S, |olCJ}.
Proposition 2.1.26. (Voir [61]) Si I est un idéal de K[X] alors
Dec(I) = Inj(1,1) .

Démonstration. Par définition de Dec([/) et de Inj(Z, I), nous avons l'inclusion Dec(/) C
nj(, I).

Montrons I'inclusion réciproque. I’ensemble Inj(7, ) est un groupe puisque ce sous-
ensemble de S, est stable pour le produit. Soit o € Inj(I, ). Nous avons o~ ! € Inj(I, 1)
et donc simultanément les inclusions 0./ C I et 0=*.1 C I, d’ou I'égalité 0. = I. Ainsi,
nous avons Inj(/, I) C Dec(]). O

Le groupe de décomposition d’un idéal I est donc le stabilisateur de cet idéal pour
I'action naturelle de S,, sur K[X]. Dans [61], les groupes de décomposition des idéaux
intervenants dans les calculs de corps de décomposition sont suffisants pour décrire la
variété d’'un idéal de Galois; d’ou le terme de fixateur défini dans cet article.

2.2 Idéal des relations symétriques d’un polyndéme

Dans toute la suite de ce chapitre, f désigne un polynome de degré n a coefficients
dans K. Quitte a diviser f par le coefficient de son monéme en 2", nous supposerons le
polynome f unitaire :

n
flz)=2a"+ Z(—l)iai "t
i=1
Les n racines de f dans la cloture algébrique K de K seront notées o, . .., (.

Définition 2.2.1. Pour tout j € [1,n], la j*"¢ fonction symétrique élémentaire s; en
les n indéterminées xy, ... ,x, est le polynome de K[X] défini par :

Sj(X): Z [L’Z'l"'l’ij .

1< <9<+ <1;<n
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Les racines de f vérifient les relations de Newton :
Vj € [1,n], silag,...,an) =aj . (2.2.1)
Nous sommes alors amenés a poser la définition suivante :
Définition 2.2.2. L’idéal de K[X] engendré par les n polynomes
$1(X) —ay, s9(X) —ag, ..., $p(X) —a,
est appelé 1'idéal des relations symétriques de f.

[’idéal de relations symétriques de f est stable sous I’'action de .5,,.

Ezemple 2.2.3. Considérons le polynome f de Q[X] défini par :
flx)=a% 32" —22* +92° —2® —dor + 1.
L’idéal des relations symétriques de f est engendré par les 6 polyndomes :
S14+3,8 —2,83—9,84—1,s5+4, s¢+1

Définitions 2.2.4. (voir |2|) Les fonctions interpolaires d’Ampére de f sont les poly-
nomes de K[X] définis inductivement par fi(z) = f(x) et, pour tout ¢ € [1,n],

a1, o wia,) = fica(w1, . w0, @) = fia(@n, @0, ) '
T — Ti-1
Pour tout 7 € [1,n], le i®" module de Cauchy de f est le polynome fi(zy, ... ,zi1, ;).

La proposition suivante est une reformulation modernisée d’un résultat da a Cauchy.

Proposition 2.2.5. (voir [17] et [59]) L’idéal des relations symétriques de f est engendré
par les n modules de Cauchy de f.

Remarquons que, d’aprés la proposition 2.1.12, I’ensemble triangulaire des n mo-
dules de Cauchy de f forme une base de Grobner de 'idéal des relations symétriques
relativement a 1’ordre lexicographique.

Ezemple 2.2.6. Reprenons 'exemple 2.2.3. D’aprés la proposition précédente, 1’idéal des
relations symétriques du polynome f est engendré par I’ensemble triangulaire de poly-
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nomes :
filz) = 2% —32) — 227 + 929 — 2 —day +1,
fo(z1,20) = a5 +ahwy — 325 + ada? — 3adry — 223 + 2323 — 32327 — 203wy + 923
—|—J)21‘411 — 3332%;; — 2x2x% + 92911 — 20 + x? — Sx‘f — 2x? + Qx% —x1 — 4,
fa(z1,m0,03) = x5+ abre +xiw) — 323 + 2303 + vivoxy — 3320 + w32 — 303wy — 223
—|—x3x§ + xgxgxl — 3x3x§ + xgxgx% — 3x3r001 — 2x32T2 + xgx:f — 3x3x%
—2x31y + 93 + x5 + w321 — 325 + 230t — 33wy — 202 + xoxd — 3woa?
—2x9x1 + 919 + x‘f — Sx? — 2x% +9x1 — 1,
falzy, ... yxq) = xi + xixg + xixg + xixl — Sxi + x4x§ + X4T3To + T4T3T1 — 3T4T3
—|—x4x§ + X400 — 3T4T0 + mx% — 3x4x1 — 224 + x% + x%xz + x%xl
—3;3% + xgxg + x31001 — 3T3%2 + {E3{E% —3x3r1 — 223 + x‘; + x%xl
—33:% + .232.13% — 3x0x1 — 279 + a::f — 33:% —2x1+9,
fs(xr, ... yx5) = x% + X524 + T523 + T5To + X5 — 3T5 + xi + 243 + TaTo + T4T1
—3x4 + x% + x310 + 371 — 33 + x% + 2901 — 312 + x% —3x1 — 2,
f@(xl, ,.136) = ag+ax5+x4+x3+20+7T1—3.

Définition 2.2.7. Soient r € N et s € [1,n]. La v fonction symétrique compléte,
notée h.(zy, ... ,z,), est la somme des monomes de degré total r en xq, ... ,xz,. Pour
r = 0, nous posons ho(xy, ... ,x,) = L.

La définition 2.2.4 permet de calculer récursivement les modules de Cauchy de f. Le
théoréme 2.2.8 donne une formule close qui permet de les obtenir sans calcul.

Théoréme 2.2.8. (Machi-Valibouze)(voir [7]) Posons ag = 1. Pour tout i € [1,n], le
module de Cauchy fi(x;) de [ s’écrit :

fz(xz) = Z hr(ZEZ‘, e ,xn)ai_T .
r=1

2.3 Idéaux des relations entre les racines d’un poly-
ndme

2.3.1 Idéaux des relations et groupe de Galois

Nous supposerons désormais le polynome f séparable (i.e. sans racine multiple).

Définition 2.3.1. Un idéal I est un idéal des relations entre les racines de f, ou plus
simplement un idéal des relations de f, si I est un idéal maximal de K[X] contenant
I'idéal des relations symétriques de f.
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Ezemple 2.3.2. Considérons le polynome f(z) = 2% — 32° — 22* + 923 — 2? — 4z + 1
des exemples 2.2.3 et 2.2.6. Les résultats du chapitre 5 permettent d’obtenir une base
de Grobner réduite pour I'ordre lexicographique de I'un des idéaux des relations I de f.
Cette base de Grobner est constituée des polynomes de Q[xq, ... , xg)

29 — 32} — 221 + 923 — 23 — 42y + 1,

$2+l‘1—1,

x4 — 223 + 2323 — xdxy — 4af — w32} + w371 + bag + 2] — 223 — 423 + By + 4,
x4 +a3—1,

2 _ 2 _ 2_ . _5

Ts — x5 +x3— T3+ ] — 11 )

$6+$5—1.

Ezemple 2.3.3. Soit f le polynome de Q[x] défini par f(z) = 2® — 2% — 1. Les résultats
du chapitre 5 permettent d’obtenir une base de Grébner de I'un des idéaux des relations
de f. Celle-ci est formée des 8 polynomes de Q[zq, ... ,xg] :

-2t -1,

T+ X1,

:1:% + :1:% ,

T4+ 23,

l‘g — $3$? + 237171,

Te + Ts,

Tr7 + $5$3x’{ — $5$3$‘? ,
xrg — m5m3xz + 335;1:3m:1" .

Proposition 2.3.4. Soit I un idéal de K[X]. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. I est un idéal des relations de f;

2. il existe un n-uplet o = (v, ..., ) € K™ des racines de f tel que I soit le noyau
de ’homomorphisme d’évaluation :

Kz, 29, ... 2, —— K(oq,..., )

P(zy,...,x,) —— Plog,..., ).

Démonstration. Montrons (1) = (2). Le quotient K[X]/I est un corps puisque [ est
maximal. Par ailleurs, puisque I contient I'idéal des relations symétriques de f, les classes
ai,...,a, de 2q,..., 2, modulo I vérifient les relations de Newton (FEgalités (2.2.1)) et
sont donc n racines de f.

Montrons (2) = (1). Soit a = (ay,...,a,) € K™ un n-uplet des racines de f.
L’homomorphisme de I'assertion (2) est surjectif. Le noyau de cet épimorphisme est donc
un idéal maximal de K |[xq, s, ..., x,]. Par ailleurs, les relations de Newton étant vérifiées
par «, lI'idéal des relations symétriques appartient au noyau de cet épimorphisme. O

Nous sommes alors amenés a poser la définition suivante.
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Définition 2.3.5. Soit a = (ay,...,q,) € K™ un n-uplet des racines de f. L'idéal des
a-relations, noté M,, est défini par :

My ={R € K[X] | R(a) = 0}.

L’idéal M, dépend de la numérotation a = (o, ...,a,) des racines de f : si les
racines de f sont réordonnées en un autre n-uplet o/, I'idéal M, peut étre distinct de
M, (Voir Exemple 2.3.11).

Définition 2.3.6. Le groupe de Galois de a sur K, noté Galg(a), est le groupe de
décomposition de l'idéal des a-relations :

Galg(a) = Dec(M,) (={oc € S, | o.M, C M,}) .

Cette terminologie se justifie par le fait que le groupe Dec(M,) est I'une des re-

présentations dans .S, du groupe de Galois de f sur K comme le montre le théoréme
suivant.

Théoréme 2.3.7. Soit I un idéal des relations d’un polynome séparable f. Alors,
1. le quotient K[X]|/I est un corps de décomposition de f;
2. le groupe de décomposition de I est un groupe de Galois de f sur K.

Démonstration. T’assertion (1) provient de la proposition 2.3.4 (rappelons que les racines
ag,...,a, de f dans K[X]/I sont les classes des mondmes xq, ..., x, modulo I).

Montrons (2). Notons ¢ I'application qui, par passage au quotient, associe a toute
permutation o du groupe de décomposition, identifiée & "automorphisme quelle induit,
associe I'automorphisme & de Galy (K [X]/T).

Montrons que cette application est injective. Soient o1 et oo deux permutations de
Dec(I) telles que g7 = dy. Pour tout i € [1,n], il vient alors dy(c;) — da(c;) = 0, ce
qui s’écrit, compte-tenu de la définition de Papplication ¢, o1(x;) — o2(x;) € I. Ainsi,
nous avons, pour tout i € [1,n], Toy (i) — Top(s) € 1. Les monomes z1, ..., x, étant tous
distincts modulo [, les permutations oy et o, sont égales.

Montrons la surjectivité de ¢. Soit g € Galgx (K[X]/I), 'automorphisme ¢ induit une
permutation 7 € S, sur les aq, ..., a,. Puisque [ est un idéal maximal, il en est de méme
de I'idéal 7(1). Pour conclure, il suffit de montrer que nous avons l'inclusion 7(/) C I,
car, d’apreés la proposition 2.1.26, nous aurons alors 7.1 = I.

Raisonnons par l'absurde en supposant que nous ayons 7(/) € I. Par maximalité,
nous avons alors [ +7(I) = K[X]. Tl existerait alors deux polynomes P et @ de I tels que
P+ 7.QQ = 1. Cette derniére égalité évaluée en (o, ..., «,) donne alors successivement, :

1 = Plog,...,qn) +7.Q(ay, ..., ap)
= 0+ Q(T(a),...,7(ay)), par définition de T,
= 7(Q(a1,...,ay)), car T définit un automorphisme d’algébre,
= 7(0), car Q € 1,
= 0, car 7 € Galg(K[X]/I), .
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Ce qui est absurde. L’application ¢ est donc surjective. ]

Ezemple 2.3.8. Poursuivons 'exemple 2.3.2. Le groupe de décomposition de I'idéal des
relations [ est le sous-groupe de Sg engendré par les permutations

(6,5), (4,3), (6,4)(5,3), (2,1) et (4,2)(3,1).

D’apres le théoréme 2.3.7, ce groupe est 1'une des représentations symétriques dans Sg

du groupe de Galois du polynome f(z) = 25 — 325 — 22* + 923 — 2% — 42 + 1.

Remarque 2.3.9. Dans [34], L. Kronecker construit un corps de décomposition d’un po-
lynéme par factorisations successives (voir |22| pour reformulation modernisée de la dé-
marche de Kronecker). Cette construction aboutit a un idéal des relations du polynome.

2.3.2 Action de S, sur les idéaux de relations

D’aprés le théoréme précédent, la donnée d'un idéal des relations de f permet de dé-
finir un corps de décomposition de f. Pour déterminer I’ensemble des idéaux de relations
de f, il est suffisant de préciser 'action de S,, sur 'ensemble des idéaux de relations de f.
En effet, cet ensemble d’idéaux ne forme qu'une seule orbite sous l'action de S,, comme
le montre la proposition suivante.

Proposition 2.3.10. Le groupe S, agit transitivement sur [’ensemble des idéaux de
relations de f. De plus, en notant M, un idéal des relations de f, nous avons, pour tout
oc€esS, :

O'.Mg = Mo.—l'g;
Dec(0.M,) = Galg (@)’ (= Galk(o.a)) .

Démonstration. Soient I et I' deux idéaux de relations de f. Montrons qu’il existe une
permutation 7 € S, telle que 7./ = I'. Notons 7 le K-isomorphisme de K[X]/I =
K(aq,...,ap) sur K[X]/I' = K(o,...,a):

n

Klzy,...,z,) —— K[X]/I =K(aq,...,ap)

lT l?
Klzy,...,z,) —— K[X]/I'=K(a),...,q) .
L’application 7 étant un K-isomorphisme, les images 7(«1),...,7(a,) sont les n
racines distinctes de f dans K[X|/I' = K(«],...,al). Il existe donc une unique permu-

tation 7 € S, tel que
Vi € [1,n], T(arq) = o .
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Soit P € I'. Par définition de I’, nous avons P(af,...,al) = 0; ce qui s’écrit encore

P(7_'(Oé7-(1)), S ,7_'(Oé7-(n))) =0.

L’application 7 étant un K-isomorphisme, nous obtenons,

7_'(P(Oé7-(1), e ,OéT(n))) = 0, puis,
P(aT(l),...,aT(n)) = 0.

Cette derniére égalité montre que 7.P(ay,...,q,) = 0. Il vient alors 7.P € I, puis
Iinclusion 7.I" C I. L’idéal I’ étant maximal, il s’en suit I’égalité 7.1 = I'.

L’égalité (2.3.1) provient directement de la définition de M, et I'égalité (2.3.2) est
une conséquence de la proposition 2.1.24. ]

FEzemple 2.3.11. Poursuivons I’exemple 2.3.2. Notons o la transposition (2,3) du groupe
symétrique Sg. La base de Grobner réduite pour 'ordre lexicographique de 'idéal .1
est :

2§ — 328 — 221 + 923 — 2} — 4z + 1,

x4 — 223 + 2323 — ximy — 4o — wox? + wowy + Sxo + 2] — 223 — 4a? + 5xy + 4,

T3+ a1 — 1,
T4+ 9 — 1,
2 2 2 —5
Ty — s+ x5 — X2+ a7 — 2T R
$6+$5—1.

Les bases de Grobner réduites des idéaux I et 0.1 étant différentes, ces idéaux sont donc
deux idéaux de relations distincts du polyndome

flx)=2%—32° —22* +92° —2® —dx + 1.
Une conséquence immédiate de la proposition 2.3.10 est le résultat suivant.
Proposition 2.3.12. I existe n!/ Card(Galg(f)) idéaux de relations de f.

Démonstration. Reprenons les notations de la proposition précédente. Le stabilisateur
pour l'action de .S,, sur I'ensemble des idéaux des relations de I'idéal M, est le groupe
Galg (). Le groupe S, agissant transitivement sur 'ensemble des idéaux des rela-
tions de f, la formule de Lagrange montre que le nombre de ces idéaux est égal a
n!/ Card(Galg («)). Le théoréme 2.3.7 prouve alors le résultat. O

Il existe donc n!/ Card(Galg(f)) représentations du corps de décomposition de f sous
forme d’algébre quotient de K [X] par un idéal des relations de ce polynome.
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2.4 Idéaux de Galois d’un polynéme

2.4.1 Deéfinition et premiéres propriétés

Définition 2.4.1. Un idéal de Galois de f est un idéal propre de K[X] contenant I'idéal
des relations symétriques de f.

Ezemple 2.4.2. Un des idéaux de Galois du polynome f(z) = 2® — z* — 1 de I'exemple
2.3.3 est engendré par les polyndomes :

xig_xil_l?

I'2+ZE1,

T3+ a?,

I‘4+ZE3,

rit+axi—1,

xf + rirs + rexd + xd

22 + 1726 + T7T5 + X2 + T6T5 + TE,
Tg + Ty + Tg + T .

(Tl s’agit de I'idéal induit de I'idéal de rupture du polynome f; ce type d’idéal de Galois
est défini au chapitre 5.)

Tout idéal de Galois vérifie le critére de radicalité de Seidenberg ci-dessous.

Théoréme 2.4.3. (voir [8]) Soit I un idéal de K[X] de dimension nulle. Supposons
que, pour tout i € [1,n], il existe un polynoéme séparable g; € K[x;] tel que g;(x;) € T .
Alors, l'idéal I s’écrit comme intersection d’un nombre fini d’idéauz premiers et est, en
particulier, radical.

Corollaire 2.4.4. Soient K1, Ky deuz extensions algébriques de K telles que K1 C K.
Si I (resp. J) est un idéal de Galois de Ki|xy,..., x| (resp. Kslxy,...,x,]) alors les
deux idéauxr suivants sont des idéauxr de Galois :

1. L’idéal de Kj|xy,...,x,] engendré par 1. Cet idéal est obtenu par extension des
scalaires et s’exprime sous la forme du produit tensoriel Ko Qp, 1.

2. L’idéal Ky[xq,...,x,| N J trace de J dans Ki|xy,. .., x,)].

Injecteurs et variété d’un idéal de Galois

La proposition suivante éclaire le lien entre variété correspondante a un idéal de
Galois et la notion d’injecteur (voir Définition 2.1.25).
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Proposition 2.4.5. (voir [61]) Si I est un idéal de Galois de f et M, l'idéal des a-
relations de f, alors

V(I) = Inj(I, Ma). (2.4.1)

et, comme le polynome f est séparable,
Card(Inj(1, M,)) = Card(V ({)). (2.4.2)

Reprenons les notations de la proposition précédente. Dans [61], A. Valibouze s’inté-
resse a I’ensemble des parties P de S, telles que

I={Re K[X]|VoeP, (¢0.R)(a) =0}.

Cet ensemble admet un plus grand élément L et la variété de 1'idéal I est alors donnée
par 1'égalité V(1) = L.a (voir Définition 1.13 et Proposition 3.17 de [61]). La notion
d’injecteur est plus adaptée a I’étude du treillis des idéaux de Galois et aux résultats qui
s’y rattachent.

Remarque 2.4.6. 1identité (2.4.1) fait apparaitre que 'idéal I est entiérement déterminé
par un n-uplet de K sur lequel il s’annule et par son injecteur relatif a ce n-uplet. Ainsi,
I'injecteur Inj(/, M, ) est de nature géométrique. En effet, pour toute extension algébrique
K' de K, nous avons :

Inj(/, ) = Inj(K' @ I, M,). (2.4.3)

Notations 2.4.7. Pour tout P, C S, et tout P, C S, nous notons P, P la partie de
S, définie par :
P1P2:{’/Tl’/T2”/T1€P1,’/T2€P2}.

Définition 2.4.8. Nous appellerons injecteur de I tout injecteur de I dans I'un des
idéaux maximaux qui le contient.

Proposition 2.4.9. Si I est un idéal de Galois de f et L = Inj(I, M,) Uinjecteur de I
dans ["idéal M, des a-relations de [ alors
1. L’ensemble des idéaux de relations de f contenant I est {M,, | o € L};

2. Si o €S, alors linjecteur Inj(I, M,.,) s’écrit
Inj(I, M,,) = o 'L. (2.4.4)

En particulier, ’ensemble des injecteurs de I est {o™'L | o € L}.

Démonstration. Assertion 1. D’aprés le théoréme 2.3.7, tout idéal des relations de f
s'écrit Mgou € S,.a. De plus, si I C Mg alors V(1) C Mg. D’aprés la proposition 2.4.5,
il existe £ € L tel que 3 = .o. Ainsi, tout idéal des relations contenant I appartient a
{M,, | o € L}. Réciproquement, si o € L, nous avons o.oc € V(I) puis I C M,.
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Assertion 2. Par définition de l'injecteur, il vient :

Inj(I, Myo) = Inj(l,0.M,)
= {reS,|1.CoM,}
= {resS,|o'r. I C M}
= o{peS,|pl C My} =0Inj(I,M,) .

Action de S,, sur les idéaux de Galois

La proposition suivante précise I'action du groupe symétrique .S, sur I'ensemble des
idéaux de Galois de f.

Proposition 2.4.10. L’ensemble des idéaux de Galois de f est stable sous l’action du
groupe symeétrique S,,. De plus, si o désigne une permutation de S, nous avons :

Inj(o.1, M) = Inj(I, M,)o™";
V(o) =Tnj(I,M,)o " .
Démonstration. T.’égalité (2.4.5) est une conséquence immédiate de la définition d’un

injecteur. T’égalité (2.4.6) se déduit de l'expression de la variété donnée par 1'égalité
(2.4.1). O

Une conséquence immédiate de la définition du groupe de décomposition et des in-
jecteurs d'un idéal de Galois est la proposition suivante :

Proposition 2.4.11. Si I est un idéal de Galois de f et M, l'idéal des a-relations de
f, alors
Inj(I, M,) Dec(I) = Inj(I, M,) .

Idéaux de Galois purs

La proposition suivante éclaire le cas des idéaux de Galois d'unique injecteur le groupe
de décomposition.

Proposition 2.4.12. (voir [61]) Si I est un idéal de Galois de f et M, [lidéal des
a-relations de [ alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Inj(1, M,) est un groupe ;

2. Inj(I, M,) = Dec(I) ;

3. Card(Dec(I)) =[]}, deg,.(I);
4. Galg(a) C Dec(I).
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Si l'une de ces assertions est vérifiée, l'idéal I n’admet qu’un seul injecteur : le groupe
Dec(I). Nous parlerons alors de linjecteur de I.

Définition 2.4.13. Un idéal de Galois pur est un idéal de Galois vérifiant I'une des
conditions équivalentes de la proposition 2.4.12.

Tout idéal des relations symétriques d'un polynéme ainsi que tout idéal des relations
entre les racines d'un polyndéme admet pour unique injecteur son groupe de décomposi-
tion : ce sont des idéaux de Galois purs.

2.4.2 Correspondance entre idéaux de Galois et parties de S,
Triangularité des idéaux de Galois

L’égalité (2.4.1) met en bijection variété d'un idéal de Galois et permutations de I'un
de ces injecteurs. Ceci permet de transposer aux idéaux de Galois le théoréme 2.1.17 de
P. Aubry et A. Valibouze (voir Corollaire 2.4.17).

Notations 2.4.14. Pour tout groupe H C S, dans [7] il est montré comment calculer,
a partir de H, une liste identique a £(J) pour tout idéal de Galois J ayant H comme
injecteur. Cette liste est notée L(H ).

Proposition 2.4.15. Soit [ un idéal de Galois triangulaire et L ['un des injecteurs de
I. Nous avons

Card(V (1)) = ﬁdegzi(l) = Card(L). (2.4.7)

Définition 2.4.16. Soient o € S, et k € [1,n]. Le préfize de longueur k de o est le
k-uplet [o(1),...,0(k)].

Une partie L de S, est dite équiprojectable si, pour tout k € [1,n] et toute permuta-
tion o € L, le cardinal ¢ de 'ensemble des permutations de L admettant [o(1), ..., o(k)]
pour préfixe de longueur k£ ne dépend que de k :

#({rel|Vie[lk], o7'r(i)=1i}) =c.

Le corollaire ci-dessous, du a P. Aubry et A. Valibouze, est une conséquence immé-
diate du théoréme 2.1.17 appliqué aux idéaux de Galois.

Corollaire 2.4.17. (voir [7]) Soit L l'un des injecteurs d’un idéal de Galois I. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

il existe un ensemble triangulaire T = {f1, fa, ..., fu} engendrant I ;

L est équiprojectable ;
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De plus, si l'une de ces deuzx conditions équivalentes est vérifiée, le degré de chacun des
polyndomes f; en x; est donné par :

degxz(fz) = C&I‘d(Li_l)/ C&I‘d(LZ)

Les conditions équivalentes ci-dessus sont en particulier vérifiées lorsque L est un
sous-groupe de S, (i.e. lorsque la Proposition 2.4.12 est vérifiee) comme, par exemple,
dans le cas des idéaux de relations (voir Théoréme 2.3.7).

Proposition 2.4.18. (Voir [7]) Si le groupe Dec(I) est l'injecteur de I alors I est un
1déal triangulaire.

Décomposition d’un idéal de Galois

Proposition 2.4.19. Soient I et M, ..., M,, des idéaux de Galois de f. Supposons
que l'idéal I admette pour décomposition
m
I=(\M; (2.4.8)
i=1

Les conditions suivantes sont alors équivalentes.
1. Les idéaux My, ..., M,, sont deuzr a deur comaximaux;

2. L’injecteur Inj(I, M,) est égal a l'union disjointe :
Inj(I, M,) = Inj(My, M) U - UInj(M,, M,) . (2.4.9)

Démonstration. Les idéaux My, ..., M,, sont comaximaux si et seulement si la variété
V(I) est I'union disjointe des variétés des idéaux My, ..., M,,. D’aprés 'égalité (2.4.1),
ceci équivaut a la seconde assertion. ]

Correspondance entre idéaux de Galois et injecteurs

Les deux propositions suivantes, dues & A. Valibouze, caractérisent les parties de .S,
qui sont les injecteurs d’idéaux de Galois de f.

Notations 2.4.20. Pour toute partie non vide L de S, 'idéal de K[X] s’annulant sur
I'ensemble L.« est noté Id(L.«) :

Id(L.a) = {P € K[X] |V € L.a, P(8) =0} .

Proposition 2.4.21. (voir [61]) L’idéal Id(L.c) est un idéal de Galois de f d’injecteur
Inj(I, M,) = Galg(a)L.
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Proposition 2.4.22. (voir [61]) Soit L une partie non vide de S,. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. L =Galg(a)L;

2. il existe un idéal de Galois d’injecteur L.

Le Nullstelensatz et les deux propositions précédentes permettent d’établir le diction-
naire suivant entre idéaux de Galois d’'un polyndme séparable f et parties de S, stable par

translation & gauche par toute permutation du groupe Galg(«) (i.e. les parties L C S,
telles que L = Galg(a)L).

Théoréme 2.4.23. Notons I l'ensemble des idéauz de Galois de f et P(S,)5x @)
l’ensemble des parties L stable par translation a gauche par les permutations du groupe
L application qui associe & I € T Uinjecteur Inj(I, M,) € P(S,)x@) et Iapplica-
tion qui a L € P(S,)x@ gssocie I'idéal de Galois Id(L.ct) définissent des bijections
réciproques décroissantes pour l'inclusion.
De plus, nous avons la correspondance suivante :

T ——  P(S,)0x ()
1d(L.) — L
I ——  Inj(I,M,)
o.1 —  Inj(I, M,)o!
Ilﬂfg — IIlj(Il,Ma) UIIlj(IQ,Ma)
L+l ——  Inj(Iy, M) N Inj(Ls, M,,)
Iy et Iy comazimaur — ——  Inj([1, M,) et Inj(Iy, M,) disjoints
I triangulaire —  Inj(I, M,) équiprojectable

ot o désigne une permutation de S,.

Un premier exemple d’idéal de Galois non triangulaire est présenté dans la thése de
G. Renault (voir [29]). Cet idéal est I'intersection de deux idéaux de Galois; ceci traduit
le fait que I’ensemble des parties équiprojectables de .S, n’est pas stable pour 1'union
ensembliste.



Chapitre 3

Corps de rupture et groupes de Galois

Dans ce chapitre, nous étudions le lien entre factorisation d’un polynéme sur I'un de
ses corps de rupture et groupe de Galois de ce polyndome.

Soit f un polynome irréductible a coefficients dans un corps parfait K. Dans [9], |45]
ou [60], les auteurs présentent des algorithmes permettant de factoriser f sur I'un de ses
corps de rupture K. Dans [55|, J. McKay et L. Soicher utilisent des calculs de résolvantes
linéaires pour déterminer le groupe de Galois de f sur K. Les tables présentées dans ce
chapitre, appelées tables de rupture, utilisent les degrés et les facteurs irréductibles de f
sur K. Elles complétent celles de J. McKay et L. Soicher,

— en précisant les groupes de Galois des facteurs irréductibles de f sur le corps de

rupture K ;
en permettant de déterminer certains polynomes apparaissant dans une base de
Grobner d'un idéal des relations de f.

La construction des tables est 1'objet du paragraphe 3.1. Cette construction repose
uniquement sur les listes des sous-groupes transitifs de S,, (voir [16] et [31]).
Dans le paragraphe 3.2, la proposition 3.2.4 montre que les degrés et les groupes de
Galois des facteurs irréductibles de f sur K dépendent uniquement de Galg(f). Nous
ferons alors le lien entre tables de rupture et groupes de Galois.
Le paragraphe 3.3 est consacré aux applications de ces tables :

détermination de groupes de Galois;

— factorisation d’un polynome sur I'un de ses corps de rupture;

— calcul de corps de décomposition ;

— recherche d’un polynoéme de groupe de Galois donné.
Les tables de ruptures en degré n pour n € {3, ..., 10} sont jointes en annexe (An-
nexe A). Les tables en degré n pour n € {11, ..., 23} sont disponibles a l'adresse
ftp ://ftp.lip6.fr/1ip6/reports/2005/.

Ce travail a été réalisé en collaboration avec G. Renault et A. Valibouze et est I’'objet de
'article préliminaire ||.
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3.1 Les tables de rupture

Dans ce paragraphe, est défini 'objet central de ce chapitre : les tables de rupture.

3.1.1 Notations

Dans la suite de ce chapitre, nous allons utiliser les notations suivantes.
Conformément a la nomenclature de Butler et McKay (voir [16]), nT; désigne le
i-éme groupe de la liste 7 (n) des sous-groupes transitifs de S,, (cette liste fournit
un représentant par classe de S,-conjugaison). La notation nT; est complétée en y
adjoignant un exposant + (resp. *) lorsque le groupe G est pair (resp. résoluble).
[’ensemble des groupes des listes 7 (n) est muni de la relation d’ordre < définie

par :
d<m
dT; < mT; si { ou
d=met i<
— Pour toute partie O de I’ensemble {1,...,n}, nous notons S le groupe symétrique

de degré Card(O) agissant sur O.
Pour tout sous-groupe G de S, et toute partie P C {1,...,n}, le fixateur de P
dans G est noté Fixp(G) :

Fixp(G) = {g € G | Vi € P, g(i) =i} .

Pour simplifier les notations, nous utilisons la notation exponentielle. Par exemple :

— la suite d’entiers 1,1,1,1,2,3,3,3,4,4 est représentée par 14,2, 33,42,

— la suite de groupes 17Ty, 2T}, 2T}, 4Ty, 4T3, 4Ty, 4Ty est représentée par 1Ty, 277,
4Ty, ATS.

3.1.2 Définition des tables de rupture

Dans tout ce paragraphe, GG désigne un sous-groupe fixé de S,, et nous considérons
I'ensemble des orbites O(G) de {1,...,n} sous I'action du groupe Fixgy(G).

Pour chaque orbite O € O(G), 'action transitive de Fix(;;(G) sur O est identifiée a
celle du sous-groupe Gp € 7 (Card(Q)) de Se.
Notons :
— S(G) la suite croissante (pour l'ordre <) des groupes Go oit O parcourt O(G).
D(G) la suite des degrés des groupes de la liste S(G) (i.e. la suite croissante des
cardinaux des orbites de O(G)).
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Choisissons un groupe G’ dans la classe de S,-conjugaison de G tel que Fixgy(G')
soit égal au produit direct des groupes de la suite croissante S(G).
Nous noterons £(G) la liste [dy = n, ..., d, = 1] définie par :
dy = Card(G’)/ Card(Fixgy(G')}) et,
pour tout ¢ € [2,n], d; = Card(Fixy, . ;-13(G"))/ Card(Fixg, . ;3(G")}).

Remarque 3.1.1. Soit G’ 'un des S,,-conjugué de G. Nous avons les égalités S(G) = S(G)
et D(G) = D(G'). Toutefois, la liste £(G') n’est pas nécessairement égale a £(G). Pour
chaque groupe G de la table de rupture, nous avons choisi 'une des listes £(G) définies
ci-dessus.

La table contenant les suites S(G), oit G parcourt 7 (n), est appelée la table de rupture
en degré n. Pour tout groupe G de la table de rupture, sont adjointes la suite D(G) et
I'une des suites £(G) décrites ci-dessus.

3.1.3 Construction des tables de rupture

Les tables ont été produites a 1'aide du logiciel de calcul formel MAGMA (voir [11])
dans lequel ont étés implantées les fonctions calculant les listes £(G) et les suites S(G)
et D(G). La base de données des groupes de 7 (m) pour m < 23 est disponible dans ce
logiciel.

Chaque ligne de la table de rupture en degré n correspond a un groupe G de 7 (n).
Les lignes des tables sont ordonnées en respectant les régles suivantes.
Pour tout groupe G et H de 7T (n),
si S(G) # S(H) et si S(G) est inférieur a S(H) pour l'ordre lexicographique induit
par <, la ligne correspondante & G est placée avant celle de H ;
—si S(G) = S(H) et si G < H, la ligne correspondante a G est placée avant celle
de H.

Ezemple 3.1.2. Décrivons la construction de la table en degré 3. Pour ce degré, il y a
deux groupes transitifs : 37} = Az et 3Ty, = Ss.

Dans le cas de 371, le groupe Fix(y(377) étant réduit a la permutation identité, les
orbites de {1,2,3} sous I'action du groupe Fixgy(377) sont {1}, {2} et {3} et l'action
de Fix(;3(377) sur chacune de ces orbites est triviale. Nous avons donc D(37}) = 13 et
S(3Ty) = 1Ty, 1Ty, 1T7.

Dans le cas de 375, les orbites de {1,2,3} sous I'action de Fixy;(375) sont {1} et
{2,3}. L’action de ce groupe sur la seconde orbite s’identifie a celle du groupe 27}. Nous
obtenons donc D(3Ty) = 1,2 et S(3Ty) = 171, 27T5.
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3.2 Tables de rupture et groupes de Galois

Dans ce paragraphe, nous établissons le lien entre tables de rupture et groupes de
Galois. Un polyndme irréductible f de degré n a coefficients dans un corps parfait K
étant donné, nous notons Galg (f) le groupe de Galois de f sur K. Le polynome f étant
irréductible, son groupe de Galois s’identifie un sous groupe transitif Gy de .S,,. Nous
noterons «; 1'une des racines de f dans une cloture algébrique de K.

3.2.1 Degrés et groupes de Galois des facteurs de rupture
Définition 3.2.1. Les s > 1 facteurs irréductibles
gl(alaX) =X - Qa, 92(a17X)7 SRR gs(aluX)

de f sur K’ = k(aq) sont appelés les facteurs de rupture de f, et seront rangés dans
I'ordre croissant de leur degrés.

Pour tout ¢ € [1, s], le groupe de Galois g; sur k est isomorphe a I'un des groupes G; de
7T (degy(g;)). Quitte a ré-indexer les polynomes g;, nous supposerons la suite Gy, ..., G,
croissante pour l'ordre <.

Définition 3.2.2. La suite D(f) = degy(g1),- - .,degy(gs) est appelée la suite des degrés
de rupture de f et la suite S(f) = G1, ..., G est appelée la suite des groupes de rupture
de f.

Proposition 3.2.3. Soit K’ une extension algébrique de K. Considérons g € K'[z] un
polynome séparable de degré d. Notons Galy(g) le groupe de Galois de g sur K' et O une
orbite de {1,...,d} sous laction de Galy(g). L’ application

o Galk(9g) — So,

induite par laction de Galy(g) sur O, a pour image le groupe de Galois du facteur
irréductible g1 de g sur K' donné par :

g1 = H(J; - ﬁz)a
€O
ot les B; sont des racines de g dans K.

En particulier, nous avons [’égalité Card(O) = deg(g1).

Proposition 3.2.4. Nous avons :

S(f) = 5(Gy)

et, par conséquent, D(f) = D(Gy). Autrement dit, les groupes de Galois sur K' des
facteurs de rupture de f sont les groupes de la suite S(Gy) et ne dépendent que du
groupe de Galois de f sur K.
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Démonstration. Soit M une extension de K et g un facteur irréductible de f sur M.
Notons Oy (resp. O,) I'ensemble des racines de f (resp. g) dans une cloture algébrique
de K contenant M. Comme g est irréductible sur M, la théorie de Galois classique assure
que 'ensemble O, est 'orbite de toute racine de g sous I'action du groupe Aut (M (Oy)).
Puisque tout automorphisme de Auty (M (O,)) peut étre prolongé en un automorphisme
de Autp(M(Oy)), la restriction de '’homomorphisme

Auty (M (Oy)) —  Auty(M(O,))

o Tlrm(og)

est surjective. Par conséquent, Paction de Autp (M(Oy)) sur O, s’identifie a celle de
Autp(M(O,)) sur O, et donce a la représentation symétrique G, de son groupe de Galois.

Dans le cas de M = K’ = K(ay), ce résultat prouve que G, est 'un des groupes de
S(G). Par conséquent, un groupe de S(G) correspond a une unique Fixg(1)-orbite de
{1,...,n} qui correspond & un sous-ensemble O de Oy. La théorie de Galois assure que
O est I'ensemble de tous les conjugués de 'un de ses éléments. Le polynome minimal
sur K’ de I'un des éléments de O est un facteur de f sur K’. L'égalité S(f) = S(Gy) en
découle. O

3.2.2 Factorisation sur un corps de rupture et calcul de résol-
vante

Dans ce paragraphe, le corps K est supposé infini.

Soit H = S{1y x Sqay X Sgs,...ny et t € K\ {1}. Considérons le H-invariant S,-relatif
Xi +t Xy et notons [S,|H|4 U'ensemble des classes a droite de S,, modulo H.

Le corps K étant infini, la résolvante absolue Lx, s x, ¢ de f sur K(ay) est séparable
pour un élément ¢ € K \ {1}. Nous avons alors

Lxipixa s (X) = [ X—=o(or+tay)
UE[S’ |H]q4
= HH — (0 +ty))
i=1 j#£i

T o (X = (o) + )

7j=1

a H X — (a; +tay)

n

P —tozZ — Q4

La résolvante absolue Lx, 1+ x,, ¢ est donc la norme du polynome
f(X — tOél)
(X — tOdl) — 7 .
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L’algorithme Split_field de B. Trager (voir [60]) factorise cette norme pour déter-
miner les s facteurs irréductibles g, ..., g; de f dans K(«;)[X] (déplagant ainsi dans
K[X] le probléme de la factorisation dans K («q)[X]). Calculer la résolvante absolue
Lx,+tx,, f revient donc a factoriser f sur K(aq)[X] par I'algorithme Split_field de B.
Trager.

Plus précisement, en notant Ny, No, ..., N, les facteurs irréductibles de Lx, 4 x,(X)
dans K(a1)[X], le théoréme 2.2 de [60] montre que nous avons :

.r=s—1;

. pour tout i € [2,n], ¢;(X —ta;) = PGCD(N;_1, f(X —tay)) sur K(aq)[X];

. ndeg(g;) = deg(V;).
Cette derniére égalité lie les degrés des facteurs de rupture de f et ceux des facteurs
irréductibles de la résolvante linéaire Lx 1+ x,, f-

L. Soicher et J. Mckay, dans [55], sont les premiers a utiliser les degrés des résolvantes
linéaires pour déterminer une représentation symétrique du groupe de Galois de f. Nous
compléterons I'étude des degrés des facteurs de rupture de f en précisant les groupes de
Galois de ces facteurs. De plus, nous utiliserons les facteurs de rupture pour construire
un idéal des relations de f (voir Paragraphe 3.3.3 et Chapitre 5).

3.2.3 Degrés initiaux d’un idéal des relations

Définition 3.2.5. Soit [/ un idéal de Galois de f engendré par un ensemble triangulaire
de polyndmes

{fi(x1) = f(21), fa(zr, @2), - oo, ful@n, . z0) b

La liste des degrés initiaux de I est définie par :

[’(I) = [degxl (f1)> degxz(f2)> SR degxn(fn)]'

Remarque 3.2.6. La liste des degrés initiaux £(I) dépend de I mais pas de I'ensemble
triangulaire {f1, f2, ..., fu} l'engendrant (voir Théoréme 2.4.17).

Soit a un n-uplet des racines de f. D’apres le théoréme 2.4.17 appliqué a ’idéal des
relations M, (voir Définition 2.3.1), nous avons :

Proposition 3.2.7. (Voir [7] ou Théoréeme 2.4.17) L’idéal M, est engendré par un
ensemble triangulaire de polyndmes et la liste L(M,) est égale a la liste L(G,) (voir
Définition 2.3.6).
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3.3 Applications

Dans ce paragraphe, sont présentés des applications des tables de rupture.

3.3.1 Détermination du groupe de Galois

D’apres la proposition 3.2.4, le groupe de Galois est I'un des groupes H de I’ensemble
T (n) satisfaisant S(H) = S(f). Nous appellerons groupes candidats tout groupe vérifiant
D(H) = D(f).

La liste D(f) est connue a partir de la factorisation de f sur K’. S’il n’y a qu'un
groupe candidat H, ou si les groupes candidats H satisfont S(f) = S(H), nous savons
alors que H = Gy. Pour connaitre les groupes candidats H vérifiant S(f) = S(H), il n’est
pas nécessaire de déterminer la totalité de la suite S(f). La détermination de certains
groupes de Galois des facteurs de rupture de f peut étre suffisante (voir Exemple 3.3.2).
D’autres méthodes effectives peuvent étre appliquées afin de compléter cette recherche.
Par exemple, nous pouvons factoriser f modulo un nombre premier ne divisant pas son
discriminant (voir [16] et [42]), exploiter la parité du groupe de Galois de f ou effectuer
des calculs de résolvantes linéaires (voir |55]).

Les exemples suivants se référent aux tables de rupture.

Ezemple 3.3.1. Lorsque le groupe de Galois G est 1'un des groupes 675, 7Ty, 1075, 1375,
14T, 14Ty, 15T5, 15T, 15T%, le calcul de D(f) est suffisant pour sa détermination.

FEzemple 3.3.2. Si un polynome irréductible f de degré 15 vérifie D(f) = 1,2,4, 8 alors,
d’aprés la table de rupture en degré 15, nous savons que son groupe de Galois est I'un
des groupes 15Tf6, 15Ty, 15755, 15Th3 ou 15Thg. La détermination du groupe de Galois
sur K (o) de son facteur de rupture de degré 4 est suffisante pour connaitre le groupe

de Galois de f.

Ezemple 3.3.3. Si un polynome irréductible f de degré 15 vérifie D(f) = 1,4,5%, et si le
discriminant de son facteur de rupture est un carré de K(«aq), alors le groupe de Galois
de f est 15745,

Ezemple 3.3.4. Si un polynome irréductible de degré 9 vérifie D(f) = 1,2, 32, 1a liste des
groupes candidats est 973, 9759, 9T2Jg and 975g.

Ezemple 3.3.5. Si un polynome irréductible de degré 16 et si D(f) = 15,8, il y a trois
groupes candidats. Si, de plus, le discriminant de f prouve que son groupe de Galois est
pair alors la table de rupture en degré 16 montre qu’alors Gy = 167T5gy.

Ezemple 3.3.6. Si f, de degré 15, est tel que D(f) = 1,2,3%* alors le groupe de Galois f
est I'un des groupes suivants : 15733, 15T}y, 1575 ou 15Tg;. Déterminer S(f) ne suffit
pas pour le distinguer. Si f est pair, il reste trois groupes. Les tables de rupture ne sont,
dans ce cas, pas suffisantes pour déterminer le groupe de Galois.
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Ezemple 3.3.7. Supposons que f se scinde en n facteurs linéaires sur K’ (i.e. D(f) = 1").
Si, comme dans le cas du degré 4, plusieurs groupes sont candidats, il est malgré tout
possible de les distinguer. En fait, pour « tel que g;(ay, ;) = 0, 'idéal M, des a-relations
est engendré par I’ensemble triangulaire :

f($1)7 QQ(xl,l'g), R gn(‘xlaxn)

et le groupe de Galois de G, sur K est le groupe de décomposition de cet idéal (le calcul
de ce groupe est I'objet du chapitre 4).

3.3.2 Factorisation de polynémes sur un corps de rupture

Les tables de rupture de degré n donnent I’ensemble D(n) des listes des degrés de
rupture possibles d’un polynéme irréductible f de degré n. Ainsi, pour factoriser f sur
I'un de ses corps de rupture, il est possible de restreindre la recherche des facteurs
possibles a celle dont la liste des degrés de rupture appartient a D(n). Par ce biais, les
algorithmes classiques de factorisation peuvent éviter des calculs inutiles (e.g. voir [41]).

Ezemple 3.3.8. Le nombre d’éléments de 'ensemble D(7) est a priori majoré par le
nombre de partitions de 6, c’est a dire 11. La table en degré 7 donne la valeur exacte :
|D(7)| = 4. Par ce biais, un grand nombre de combinaisons des facteurs possibles dans
des algorithmes de factorisation peuvent étre évitées. Si des informations sur le groupe
de Galois sont disponibles, la liste des degrés de rupture peut étre restreinte a un sous-
ensemble de D(n).

3.3.3 Détermination du corps de décomposition d’un polynéme

La détermination d'un corps de décomposition de f équivaut a celle d'un idéal des
relations M, de f, ot a est un n-uplet de racines de f.

Une méthode classique consiste a factoriser successivement f sur des corps de rupture
(voir [34], [59] ou [3]). Cette méthode peut étre améliorée en utilisant les tables de rupture
en guidant la factorisation a I’aide des informations sur le groupe de Galois de f.

Une autre méthode pour déterminer M, consiste en la construction d'une chaine
croissante d’idéaux de premier terme l'idéal des relations symétriques des racines de f
et de dernier terme un idéal des relations M,.

Soit I un idéal de Galois de f contenu dans M, et engendré par un systéme triangu-
laire

Sr={fi(z1) = f(21), folzr, 2), o, fulTn, .o 20) }

Posons m; = degxi(fi), pour tout ¢ € [1,n]. Supposons les polynomes S; connus; nous

souhaitons connaitre ceux d'un ensemble triangulaire de générateurs Sy;, de M,.
Laliste L(M,) = [dy, dy, . .., d,] est égale a L(Gy) (voir Proposition 3.2.7). Supposons

que la liste £(G,) est connue grace a des informations sur le groupe de Galois de f. Ceci
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est par exemple le cas lorsque le groupe de Galois GG, appartient a I'une des listes connues
de groupe H ayant des listes L£(H) identiques. Montrons maintenant comment simplifier
la recherche de Sy, .
Nous avons, -
di <m;, 1=1,2,...,n.

La comparaison des listes £(I) et £(G,) induit le résultat suivant :

1- d; = m,; si et seulement s’il est possible de choisir, pour 2-éme polynoéme de 1’en-
semble Sy, le i-éme polynome de I’ensemble S ;

2-si d; < my, alors le i-éme polynome de 'ensemble Sy, est un facteur du i-éme
polynome de la liste S; considéré comme polynome de 'anneau K (o, ..., a;_1).

Les méthodes citées ci-dessus (factorisations sur des corps de rupture, algorithme
GaloisIdeal), utilisées conjointement avec cette information supplémentaire, peuvent
étre appliquées pour déterminer un polynéme manquant de Sy, .

Remarque 3.3.9. Un ensemble de générateurs d'un idéal I contenu dans I'idéal M, peut
étre obtenu a partir de la suite fi(z1), g2(z1,), ..., gs(x1,2) dans laquelle le polynoéme
g1(z1,x) = x — x; est absent. La procédure consiste a remplacer inductivement, chaque
polynome g; de la suite a I'aide ses modules de Cauchy, en s’assurant que les variables
introduites ne figurent pas déja dans les polynomes de la nouvelle suite en construction.
[’idéal ainsi obtenu est appelé ’idéal de rupture du polynome f (voir Chapitre 5).

Remarque 3.3.10. La méthode de McKay et Stauduhar (voir [43]) peut étre appliquée
pour trouver des relations linéaires de I'idéal M,,.

Exemple 3.3.11. Considérons I'exemple 3.3.1. La liste des degrés de ’ensemble de géné-
rateurs de I'idéal de rupture de f est [16,8,7,6,5,4,3,2,1%]. Les tables de rupture en
degré 16 montrent que £y, = [16,8,1] (dans ce cas particulier, les degrés initiaux de
I'idéal des relations de f sont égaux; i.e. la liste £ est indépendante du représentant de
la classe de S,-conjugaison de tout groupe candidat). Si nous comparons ces deux listes,
nous saurons qu’'un idéal des relations s’obtient en substituant, dans l'idéal de rupture
de f, les modules de Cauchy du facteur gg de degré 8 (a l'exception du polynome gg
lui-méme) par des relations linéaires de la forme x; + g;(x1, xg), pour i € [10, 16].
Remarque 3.3.12. Pour pouvoir utiliser récursivement des tables de rupture en factorisant
f dans des extensions de corps, il est nécessaire d’établir des tables de rupture pour les
sous-groupes non transitifs de S,,. En fait, le groupe de Galois d'un polynéme réductible
sans racine multiple est un sous-groupe du produit direct des groupes de Galois de ces
facteurs (voir Chapitre 7).

3.3.4 Calculer des polynémes de groupe de Galois donné dans
des extensions algébriques

Soit H un sous-groupe transitif de S,. Les tables de rupture permettent de rechercher
des polynomes a coefficients dans une extension algébrique de groupe de Galois H.
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Supposons que, pour un entier n, il existe un sous-groupe G de S, tel que le groupe
H apparait dans la suite S(G).

Supposons, de plus, que nous connaissons un polynome f € K|x] de groupe de Galois
sur K isomorphe a G. Pour n < 15, nous disposons des polynomes de la base de données
GALPOLS de MAGMA (voir |11]).

Soit a 'une des racines de f. Nous savons que le groupe de Galois sur K’ = K(«) de
I'un des facteurs de rupture de f est isomorphe a H.

Remarque 3.3.13. Si I'un des sous-groupes de S, de la suite S(G) est différent de H,
il faut alors déterminer lequel des facteurs de rupture de f admet H pour groupe de
Galois. Dans ce cas, une méthode adaptée pour le calcul du groupe de Galois est le
calcul algébrique de résolvantes (voir, par exemple, [10], [25], [26], [55] ou [5]). I est
clairement préférable, si possible, de choisir un polynéme f afin d’éviter cette situation.

Exemple 3.3.14. Un polynome de groupe de Galois 10739 sur une extension monogéne
de K peut étre obtenu a partir d'un polynome de groupe de Galois 127593. Sur I'un de
ses corps de rupture K’, tout polynome de groupe de Galois 127593 se factorise en deux
facteurs linéaires et un facteur de degré 10 dont le groupe de Galois sur K’ est 1073q.

Le polynome suivant est celui de groupe de Galois 127593 sur QQ de la base de données
GALPOLS de MAGMA :

S(X) = X" 13X+ 65X° — 156 X° + 181.X" — 86X% + 7.

La factorisation de f sur K’ = Q(«) retourne deux facteurs linéaires et un facteur de
rupture de degré 10 :

R(X) = X0 4 X% —13X8 +a?X® — 1302 X5 +65X° + a® X1 — 130 X1
+6502X* — 156X + B X? — 130 X2 + 650 X? — 15602 X2
+181X2 + 0% — 1308 4+ 65a° — 156X + 1812 — 86.

D’aprés la table de rupture en degré 16, le groupe de Galois de h sur Q(«a) est donc
1075,.



Chapitre 4

Groupe de décomposition d’un idéal
triangulaire

Dans ce chapitre, nous présentons deux algorithmes de calcul du groupe de décom-
position d’'un idéal triangulaire. Ces algorithmes reposent sur des algorithmes classiques
de théorie des groupes (voir |54, [15] ou [53]).

La premiére partie de ce chapitre est extrait d'un article réalisé en collaboration avec
Inés Abdeljaouad, Guénaél Renault et Annick Valibouze (voir [1]). Nous y présentons un
premier algorithme, i.e. 'algorithme 4.2.12, de calcul du groupe de décomposition d’un
idéal triangulaire quelconque.

Dans [3], Anai, Noro et Yokoyama transposent aux idéaux de relations le théoréme de
prolongement des automorphismes de corps. Le théoréme 4.2.21 de ce chapitre généralise
ce résultat a tout idéal de Galois et fournit une interprétation du parcours d’arbre effectué
par I'algorithme 4.2.12.

Ce premier algorithme améliore I'algorithme StrongGenerators de 3] :

de par son champ d’application (StrongGenerators ne s’applique qu’aux idéaux
de relations) ;

— de par sa complexité (O(n®) formes normales sont nécessaires pour calculer le

groupe de décomposition d’un idéal de Galois pur alors que StrongGenerators
effectue O(n*) formes normales dans le cas d’un idéal des relations.

La seconde partie de ce chapitre est constituée de résultats personnels. Un second
algorithme, nommé EFG de calcul du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire y
est présenté. L’algorithme EFG améliore le premier de par sa complexité :

— appliqué aux idéaux de Galois purs, O(n?) formes normales sont nécessaires pour

ce calcul ;

(Dim(1))2
Card(S) Card(Dec(I))
un sous groupe de S, et Dim([I) la dimension de I, formes normales sont nécessaires

appliqué aux idéaux de Galois quelconques, O(n? ), ou S désigne

43
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pour ce calcul (alors que ce nombre peut étre égal a (n — 2)! avec le premier
algorithme).
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4.1 Nature du probléme

4.1.1 Notations

Dans toute la suite, les notations suivantes seront utilisées :
pour toute partie A de I’ensemble {1,...,n} et tout sous-groupe G de S, nous
noterons Fizg(A) le fixateur dans G de A, c’est a dire le sous-groupe constitué
des permutations o de G vérifiant Vi € A, o(i) = i;
(€) désignera le sous-groupe engendré par toute partie non vide £ de S, ;

K[Xy,...,X,] désigne 'anneau des polynomes a coefficients dans un corps parfait
K en les n indéterminées X, ..., X, ;
— [ est un idéal de K[Xi,...,X,]| engendré par un ensemble triangulaire S de n

polynomes de K[Xq,...,X,]:

S - {fl(Xl)a fQ(Xl,XQ), ey fn(X1>X27 P ,Xn)} .

Conformément a la définition donnée au chapitre 2, le groupe de décomposition de [’idéal
I, noté Dec(I), est le stabilisateur de l'idéal I pour 'action naturelle du groupe symé-
trique S, sur 'anneau K[Xq,..., X,]:

Dec(l)={oc €S, |VPel,oPcl}.

4.1.2 Nature et contraintes des algorithmes

Les deux algorithmes présentés ci-aprés calculent le groupe de décomposition de
I'idéal triangulaire I. Cet idéal étant engendré par les polynomes {fi, fo,..., fu}, le
groupe de décomposition de [ s’écrit :

Dec(l)={oe S, |Vie{l,...,n}, o.f; € I}.
Ainsi, nous avons ’équivalence :

[ilXo)) €1

fo(Xoq), Xog) €1

o € Dec(I) ssi {*}

[n(Xoqy, s Xom)) €1
Pour tout r € [1,n], définissons le prédicat logique P, en posant :
P.(ay,...,a,) est vrai ssi fr.(Xo, Xayy -, Xa,) €1
et notons P I’ensemble de ces n conditions :

P:{Pl,...,Pn}.
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Une permutation o € S, appartient donc au groupe Dec(I) ssi la conjonction logique

p1(a(1)) A pa(a(1),0(2)) A -+ A pu(o(1),...,0(n))

est vérifiée. Le groupe Dec([) est alors défini comme 'ensemble des permutations de S,
vérifiant I'ensemble des conditions P.

Les algorithmes de "backtrack search" utilisés en théorie algorithmique des groupes
(voir [54], [15] ou [53]) permettent de déterminer un groupe D défini comme ’ensemble
des permutations de S, vérifiant un ensemble de propriétés P. Une n-liste (aq,...,a,)
d’entiers de [1,n] étant donnée, ce type d’algorithme calcule un ensemble de générateurs
de chaque groupe de la suite croissante de fixateurs de D :

{Ids,} = Fizp({a1,...,an}) C Fizp({a1,...,an—1}) C--- C Fizp({a1}) C D,

chaque ensemble de générateurs de I'un des fixateurs servant au calcul de I’ensemble de
générateurs suivant.

[’ensemble de générateurs du groupe D obtenu est un ensemble fort de générateurs
de D : il s’agit d’'un ensemble E de générateurs de D tel que, pour tout i € [1,n],
Fizp({ai,...,a;}) N E engendre Fixp({ay,...,a;}).

Les algorithmes 4.2.12 et EFG du paragraphe 4.3.2 ci-apreés sont des algorithmes uti-
lisant des techniques de "backtrack search". Les coiits des calculs groupistiques étant
négligeables par rapport au coiit des formes normales modulo S, il est naturel de cher-
cher & diminuer le nombre de formes normales, i.e. de calcul de prédicats Py, ..., P,,
nécessaires au calcul de Dec(I) a I'aide de ce type d’algorithme.

4.2 Algorithme Generateurs - Application aux idéaux
de Galois purs

[’algorithme du paragraphe 4.2.1 retourne toutes les permutations d’un groupe D
défini comme ensemble des permutations de S,, vérifiant tous les prédicats de I'ensemble
P ={P,...,P,}. Cet algorithme est qualifié de "naif" car il n’exploite pas la structure
de groupe de D et retourne toutes les permutations de D. Modifié pour ne retourner
qu’une seule permutation, il sera appelé par I'algorithme 4.2.12 (nous verrons alors que,
sous la condition H du paragraphe 4.2.4, une permutation de D est retournée en au plus
n? calculs de prédicats).

4.2.1 Algorithme naif

Cet algorithme, nommé ToutesLesPermutations, repose sur l'équivalence {x} et
peut étre décrit comme suit :
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— A la premiére étape, cet algorithme détermine les valeurs possibles a; € {1,...,n}
telles que Pj(aq) soit vrai. La seconde étape est alors appliquée a chacune de ces
valeurs.

A la r®m¢ gtape (2 < r < n), lalgorithme a déterminé r — 1 valeurs distinctes
ay,...,a,_ telles que Vi€ {1,...,r — 1}, Pi(a,...,a;).

Les entiers a, € {1,...,n}\{a1,...,a,_1} pour lesquels les prédicats P.(ay, ..., a,)
sont vrais sont alors recherchés. Pour chacun de ces entiers a,, ’algorithme passe
a I'étape suivante.

Lorsque r = n + 1, I'algorithme a déterminé une permutation o = (, = ») du
groupe D.

Algorithme 4.2.1.
Fonction ToutesLesPermutations (P)

/*

Entrée :  T’ensemble des prédicats P = {P1,...,Pn}.

Sortie : Le groupe D.
*/
Retourner ConstructionDesPermutations (1, [ ], {Id}, P);

Fin Fonction

Fonction ConstructionDesPermutations (r[ay,...,a,_1],G,P)
/*
Entrées : . Un entier r de {1,...,n+ 1}.
. Une liste [a1,...,ar—1] d’entiers de {1,...,n}, distincts deux a deux, pour laquelle
est recherché des suffixes [ar, ..., an] tels que (), 1 ) € D.

. I’ensemble G des permutations de D déterminées aux étapes précédentes.
. L’ensemble des prédicats P = {P1,..., Py}.

Sortie : . I.’ensemble G auquel a été éventuellement rajouté une permutation de D.
*/
Sir=n+1 Alors
/* (all ) appartient a D */
G:=GU{(a = a)}s
Sinon
Pour Tout a € {1,...,n}\{ay,...,a,_1} Faire
/>X< Les images possibles a de r sont recherchées >X</
Si P.(ay,--- ,a,_1) Alors
G :— ConstructionDesPermutations (r + 1, [a1,...,a,_1,a], G, P);
Fin Si;
Fin Pour;
Fin Si;
Retourner G ;
Fin Fonction
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A la k*™° étape (K € [1,n]), la fonction ConstructionDesPermutations ne réa-
lise qu’au plus n + 1 — k appels récursifs ce qui assure la terminaison de ’algorithme.
Pour qu'une permutation o soit stockée dans G, il faut qu’elle vérifie les n conditions
Py, ..., P,; ainsi '’ensemble retourné par la fonction ToutesLesPermutations est bien
le groupe D.

Parcours d’arbre effectué

FEzemple 4.2.2. Considérons 'idéal de Galois I (voir Définition 6.1.1) de Q[zy, ..., xg]
engendré par les polynomes :

fi(z1) = 2% — 20 — 10z} + 23 + 1223 — 32, — 1,
folxq, 29 = 172y — 5% + 4at + 4423 + 1422 4 42, — 8,
1 1 1 1
f3(x1, 29, 03) = 1722 — 8x32) + 3x37] + 84373 + 362307 — 651371 — 613

—292% 4+ 1327 + 29623 + 13927 — 2762, — 77,
fa(zy, ... xq) = 17wy + 1723 — 823 + 3] + 8423 + 3627 — 6511 — 6,
f5(zy, ... x5) = 172} + 13w525 — Twsal — 128x523 — 50w52% + T8x571 — 35
+1125 — 1921 — 10723 + 9527 + 1682, — 115,
fo(w1,...,m6) = 17xe+ 17x5+ 1325 — To] — 12823 — 5027 + 787 — 3 .

Rappelons qu’ici le groupe D est le groupe de décomposition de I, Dec(I), et que
’ensemble des prédicats P = {P,..., P,} est défini, au paragraphe 4.1.2, par :

vr e [1,n], (P.(a,...,a.) est vrai) ssi (fr(Xoy, Xagy -+, Xa,) € 1) .

[’algorithme 4.2.1 parcourt I'arbre suivant, dans lequel a chaque entier correspond
un test d’appartenance a l'idéal :
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o) o o@ o4 o5 o)

5——6 Id
4 6 5 (56)
3 < 5——6 (34
2 4 3 6 5 (34)(5:6)

< < 3—— 4 (1,2)(3;5)(4:6)
2 < 4 3 (1;2)(3;5:4:6)

§ 3——4  (1,2)(3;6;4;5)
3 g 4 3 (1;2)(3;6)(4;5)

Remarquons qu’en cours de calcul 'algorithme détermine la suite ascendante des fixa-
teurs :

Fi.TDec(])({l, R ,77,}) << FixDeC([)({1,2}) < Fi.TDec([)({l}),

qui sera exploitée lors de la conception des algorithmes Generateurs et EFG des para-
graphes 4.3.2 et 4.2.12.

Dans cet exemple, un certain nombre de calculs sont inutiles. En effet, la permuta-
tion (3;4)(5;6) appartient au groupe ((3;4), (5;6)) et les permutations (1;2)(3;5;4;6),
(1;2)(3;6;4;5), (1;2)(3;6)(4;5) appartiennent au groupe ((3;4), (5;6), (1;2)(3;5)(4;6)).
La recherche d’'un algorithme ne retournant qu'un systéme de générateurs de Dec(I),
qui apparait ici comme naturelle, fera I'objet du paragraphe suivant.

4.2.2 Systéme fort de générateurs

Dans le cas ou D = §,,, 'algorithme 4.2.1 présente I'inconvénient d’effectuer n! calculs
de prédicats et de stocker les n! permutations de son groupe de décomposition.

Dans cette partie, nous allons reprendre cet algorithme en nous limitant a la déter-
mination d'un systéme de générateurs du groupe D. Ceci aura pour conséquence, dans
le cas ou D = S, de n’avoir a effectuer que n(n+1)/2 — 1 tests d’appartenance a I'idéal
pour déterminer un systéme de générateurs composé de n — 1 transpositions.
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Dans toute la suite, k désigne un entier quelconque de {1,...,n}.

Notons Gy, le groupe Fizp({1,...,k}) et posons Gy = D. Pour tout sous-groupe G
de S, notons Orbg(k) la G-orbite de k.

[’algorithme 4.2.1 détermine, en cours de calcul, tous les termes de la suite croissante
pour I'inclusion :

{[d}:Gn<Gn,1<"'<G2<G1<G0:D.

Pour ce faire, cet algorithme construit le groupe Gy_1, pour tout k& € [1,n], en ajou-
tant au groupe Gy, les éléments de Gj_1\Gy. Afin d’éviter d’avoir a calculer toutes les
permutations de Gy_1\Gy, les propositions du paragraphe suivant nous permettrons de
construire un systéme de générateurs du groupe Gy_; a partir de tout ensemble de gé-
nérateurs du groupe Gj. Nous obtiendrons ainsi un systéme fort de générateurs de D.

Construction d’un systéme de générateurs

A partir d’'un ensemble de générateurs d’un sous-groupe H de Gj_; contenant G

k k
et d'une permutation de G_; déterminée par 'algorithme 4.2.1, I'idée est de construire
un ensemble de générateurs d’un groupe H’' contenant strictement H en utilisant la
proposition 4.2.3. En réitérant ce processus, nous déterminerons alors, par 1’algorithme
4.2.11, une chaine croissante de groupes de premier terme G et de dernier terme Gj,_;.

) k k

Ces groupes seront représentés par des systémes de générateurs.

Proposition 4.2.3. Soit H un sous-groupe de S, tel que G, C H C Gi_1. Soient G un
systeme de générateurs de H et O une H-orbite de {1,...,n} incluse dans {k+1, ..., n}.
Supposons 'ensemble € = {0 € Gy_1 | o(k) € O} non vide et notons H' = (HUE).
Alors le groupe H' contient strictement H et il est engendré par GU {c} quelque soit
o choisit dans &.

Démonstration. Soit o € €. Puisque G U {0} engendre (HU{c}) et que (HUE) engendre
H’, il suffit de montrer que tout élément de I'ensemble H U £ appartient au groupe
(HU{o}). Soit o' € HUE.

Si ¢/ € H, le résultat est immédiat.

Si o' € & alors les entiers o’(k) et o(k) appartiennent a l'orbite O. Donc il existe
7 € H tel que 7(c(k)) = o'(k) et nous avons alors o~ *(77(c¢’(k))) = k. Puisque les
permutations o, 7 et ¢’ appartiennent a

Gk—l = FZI'D({l, . .,k — 1}),

I'égalité précédente montre que p = o~ '77 ¢’ € G}, C H. Nous avons alors o/ = Top,

ce qui prouve que la permutation ¢’ s’écrit comme produit d’éléments de H et de la
permutation o. O
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Le résultat suivant permet de limiter la recherche des permutations de £ en se limitant
a celles qui transforment k en a = Min(O). Ce sont ces permutations qui sont testées
en premier par l’algorithme 4.2.1.

Proposition 4.2.4. Reprenons les hypotheéses et les notations de la proposition 4.2.3 et
posons a = Min(O). Si € est non vide alors il existe o € & tel que (k) = a.

Démonstration. Si € n’est pas vide alors il existe o’ € Gy_; tel que o’(k) € O. Or o'(k)
et a appartiennent a l'orbite O, donc il existe 7 € H tel que 70'(k) = a. Puisque 7 et o’
sont deux permutations de (G,_1, nous obtenons 7o’ € £. ]

Les propositions 4.2.6 et 4.2.7 permettent de tester I'égalité H = GGj,_; et constituent
les conditions d’arrét de I'algorithme 4.2.12.

Lemme 4.2.5. Soit H un sous-groupe de S, tel que G, € H C Gj_1. Nous avons
l’égalité :
Card(H) = Card(Gy,) . Card(Orby(k)) .

Démonstration. Posons Orby (k) = {a1, ..., a,} et considérons, pour tout i € {1,...,r},
une permutation o; de H telle que o;(k) = a;. Nous avons :

H = Ule_l + -+ Uer_l,
d’ou le résultat. O

Proposition 4.2.6. Soit H un sous-groupe de S, tel que Gy C H C Gy_1. S’il n’existe
pas de H-orbite de {1,...,n} incluse dans {k+1,...,n} alors H = Gy_;.

Démonstration. La H-orbite contenant n est incluse dans {k,...,n} ( puisque H C
Gr_1 = Fizp({1,...,k—1}) ). Si cette orbite n’est pas incluse dans {k+1,...,n} alors
elle s’identifie a {k,...,n} et est donc égale a Orby (k).

L’inclusion H C Gy impose alors Orbg, (k) = {k,...,n}. D’aprés le lemme 4.2.5
appliqué & H et a Gy_1, il vient Card(H) = Card(Gy_1), d’ou le résultat. O

Proposition 4.2.7. Soit H un sous-groupe de S,, tel que G C H C Gj_1. Supposons
non vide l’ensemble O des H-orbites de {1, ... ,n} incluses dans {k+1,...,n} et notons
O ={01,...,0,}. Pour tout i € {1,...,1}, posons & = {0 € Gy_1 | o(k) € O;}.

Si, pour tout i € {1,...,r}, & =0 alors H = Gj_1.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant que H # Gj_q. Le lemme 4.2.5
montre que nous avons l'inégalité Orby (k) # Orbg,_, (k). De plus, I'inclusion H C Gj_4
implique Orby (k) C Orbg, _, (k). Ainsi, il existe a € Orbg, _,(k)\Orby (k) (vérifiant donc
a # k) et , par suite, une permutation o € Gy_1\H telle que o(k) = a. Nous avons donc
a€{k+1,...,n} et, quelque soit h € H, h(a) # k (sinon h= (k) = a € Orbg,_,(k)).
Donc la H-orbite O de {1,...,n} contenant a est une orbite O, appartenant a O. Nous
avons alors & # (0, ce qui est absurde. O
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Remarque 4.2.8. Les propositions 4.2.6 et 4.2.7 suffisent pour tester I'égalité H = Gj_1.

Pour appliquer les propositions 4.2.3 et 4.2.4, nous avons besoin de déterminer les
orbites de {1,...,n} sous I'action du sous-groupe H' = ({o} U H). La proposition 4.2.9
permet de déterminer ces orbites en fonction de celles de H et de o.

Proposition 4.2.9. Soit O l’ensemble des orbites de {1,...,n} sous l'action d’un sous-
groupe H de S, et O € O. Soit o une permutation de S, et notons H' le sous-groupe
engendré par {o} U H.

Notons (E,),en et (F.)ren les suites définies par récurrence par :

- E1=0c¢etF = (0.E)UE;

— Pour tout k € N*, Epq = Uroreo | O/ka;ﬁ@}Ol et Fpiq1 = (U.Ek+1) UFEri1 -
Alors, la suite (Ey)gen+ est une suite stationnaire & partir d’un certain rang ko et l’en-
semble Ey, est Uorbite de {1,...,n} sous l'action de H' contenant O.

Démonstration. Soit k € N*, nous avons Ej C Fj. Posons O = {Oy,...,O,}. Puisque
O1,...,0; est une partition de {1,...,n}, {Fr N O;}icq1,.. s} est une partition de Fy,.
Par suite F}, C Uiorco | onp20y0" = Eirqy et il vient : Ej C Epyqi. La suite (Ey)pen,
croissante pour l'inclusion et majorée par {1,...,n}, est donc stationnaire a partir d'un
certain rang k.

Notons Of, ..., O, les orbites de {1,...,n} sous I'action de H'.

Nous avons I'égalité Ey, = Ej, .. Ceci impose les égalités Fy, = Fy, et Ey = 0. Ey,.

Par ailleurs, E),, s’écrivant comme réunion d’orbites prises parmi Oq, ..., O, I'ensemble
3 ko 1 y sy
E}, est stable sous l'action de H. Ainsi, Ej, est stable sous I'action de H' = ({0} U H)
ce qui montre que Ej, s’écrit comme réunion d’orbites prises parmi {O7,..., O }.
Une récurrence immédiate montre que, pour tout k € {1,...,ko}, Fy (et donc, en
particulier, Ey,) est inclus dans la H'-orbite contenant O.
Par conséquent, Ej, est la H'-orbite contenant O. ]

4.2.3 Algorithme Generateurs

Dans ce paragraphe, est présenté I'algorithme 4.2.12, nommé Generateurs, de calcul
du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire ainsi que sa preuve de correction et
de terminaison.

Fonction NouvellesOrbites

La fonction NouvellesOrbites ci-dessous est appelée par la fonction De_Gk_a_G(k-1).
A partir de 'ensemble (noté orbites) des orbites de {1,...,n} sous I'action d’un groupe
H et d’une permutation ¢ appartenant a S, la fonction NouvellesOrbites détermine
les orbites de {1,...,n} sous I'action du groupe H' = (H U {c}).

Pour construire ces nouvelles orbites, I’algorithme part d’'une H-orbite O et construit
la H'-orbite E contenant O sous forme d’une réunion d’orbites associées & H, en générant
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les suites (Ey)ken+ et (F)gen+ de la proposition 4.2.9.

Algorithme 4.2.10.
Fonction NouvellesOrbites (orbites,o)

/>I<

Entrées : . I’ensemble, noté orbites, formé par les orbites de {1,...,n} sous ’action d’un sous-
groupe H de S,.
. s %
. Une permutation o appartenant a Sp,. /
Sortie : . nworbites qui est ’ensemble des orbites de {1, ..., n} sous 'action de H' = (HU{c}).

nvorbites := () ;
Pour O € orbites Faire
E=0;
P:=FUo.F,
Tant que E # P Faire
/* Construction du terme Ey4; de la suite (Ey)ren+ */
Pour O’ € orbites Faire
Si PNO" # () Alors

E=FEU{0'};
orbites := orbites \ O';
Fin Si:
Fin Pour;
/* Construction du terme Fj; de la suite (Fj)gen= */
P:=FUoF,;

Fin Tant que;

nvorbites := nvorbites U {E'} ;
Fin Pour;
Retourner nvorbites ;
Fin Fonction

Fonction TrouverUnePermutation

Considérons la fonction TrouverUnePermutation obtenue en modifiant la fonction
ConstructionDesPermutations (Algorithme 4.2.1) pour qu’elle retourne
une permutation du groupe D dés qu’elle est trouvée, si elle existe;
— la permutation identité sinon.
Le paramétre formel G de la fonction ConstructionDesPermutations, qui est un en-
semble de permutation, est remplacé par un paramétre ne représentant qu'une permu-
tation dans la fonction TrouverUnePermutation.
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Fonction De_Gk_a_G(k-1) - Preuve de correction et de terminaison

La fonction suivante De_Gk_a_G(k-1) construit inductivement a partir de G} une
suite croissante finie de groupes :

Gk:H0<H1<"'<Hm:G]€_1,

chaque groupe étant représenté par un ensemble de permutations I'engendrant.
Soit H 1'un des groupes H;, pour i € [0,m] et G un ensemble de permutation I’en-
gendrant. Cette fonction détermine, lorsqu’elle existe, une permutation Gy_1\H qui,
adjointe a G, formera un ensemble de générateurs d’un nouveau groupe H;, ;1 = H'. Ce
procédé sera réitéré jusqu’a ce qu’aucune nouvelle permutation ne puisse étre trouvée
auquel cas nous aurons 'égalité H = G_;.
Explicitons la méthode de calcul du groupe H' a partir de H.
Soit (O, ...,0,) une H-orbite de {1,...,n}. Nous avons alors deux cas :
Cas 1 : Aucune orbite est incluse dans {k+1,...,n} et alors H = G}_4
(cas 1. Proposition 4.2.6).

Cas 2 : Soient Of,...,0. les H-orbites incluses dans {k + 1,...,n}; la fonction
auxiliaire De_Gk_a_G(k-1) recherche un entier i dans [1,s] et une permutation
o € Gi_1\Gy, vérifiant o(k) = Min(O}). La détermination d’une orbite O} est réa-
lisée par I'appel :

TrouverUnePermutation(k + 1,[1,..., k, Min(O})], Id, P).

Pour tout ¢ € [1, s], nous posons & = {o € Gx_1\Gy | o(k) € O}}.

[’une des deux situations se présente alors :

Cas 2.1 : pour tout i € [1,s], I'ensemble des permutations de 0 € Gy_1\Gj vé-
rifiant o(k) = Min(O)) est vide; d’aprés la remarque 4.3.5, ceci équivaut a
Vi € [1,s], & = 0. Nous avons alors G = G_; (cas 2. Proposition 4.2.6 ).

Cas 2.2 : Tl existe ig € [1,r] tel que o(k) = Min(O;,). Dans ce cas, le groupe
H' = (H UE,,) est engendré par I'ensemble de permutations G' = G U {c} (voir
Proposition 4.2.3).
Si H = G_1, le procédé s’arréte. Dans le cas contraire, la Fonction De_Gk_a_G(k-1)
est appelée récursivement avec, pour nouveaux arguments, ’ensemble de permutations
G’ et la H'-orbite de {1,...,n} déterminée a 'aide de la fonction NouvellesOrbites.

Algorithme 4.2.11.
Fonction De_Gk_a_G(k-1) (k, G, orbites, P)

/>I<
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Entrée : . k, I'indice du groupe Gy,.
. G, la liste utilisée pour stocker les permutations d’un ensemble de générateur de
G_1 et égale, au premier appel, a ’ensemble de générateurs de Gy,.

. orbites, I'ensemble des orbites de {1,...,n} sous l'action de Gy. */
. I’ensemble de conditions P = (P1,..., P,) décrit dans le paragraphe 4.1.2.

Sortie : . G, un ensemble de générateurs de Gy _1.
. orbites, 'ensemble des orbites de {1,...,n} sous l'action de Gi_1.

elts := {Min(O) | O € orbites et O C {k+1,...,n}};
Tant que elts # () Faire
a := Min (elts);
elts :=elts \ {a};
Si P(1,2,...,k—1,a) Alors (Condition C)
0 := TrouverUnePermutation(k + 1, [1,2,...,k — 1,al,1d,P);
Si o # Id Alors
G:=GgU{o};
orbites := NouvellesOrbites(orbites, o);
elts := {Min(O) | O € orbites et O C {k+1,...,n}};
Fin Si;
Fin Si:
Fin Tant que;
Retourner G, orbites;
Fin Fonction;

Fonction Generateurs

La fonction Generateurs, définie ci-dessous, construit la suite croissante de groupes :
{Id} =G, < Gpq < <Gy <Gy <Gy

Pour chacun de ces groupes, un ensemble de générateurs est calculé par De_Gk_a_G(k-1).
Le cardinal du groupe de décomposition est aussi calculé : ceci nous sera utile au para-
graphes 4.2.5.

Algorithme 4.2.12.
Fonction Generateurs(P)

/*

Entrée : . L’ensemble de conditions P = (Pi,..., P,) décrit dans le paragraphe 4.1.2.

Sortie : . Le cardinal, noté Cardinal, du groupe Dec([);
. Une liste G de générateurs du groupe Dec([).
*/

G :={lds,};
orbites :== {{1},...,{n}};

k:=n-—1;
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Cardinal := 1;

Tant que k # 0 Faire
G, orbites :== De_Gk_a_G(k-1) (k, G, orbites, P);
Cardinal :== Card(Orbg, (k + 1)) * Cardinal ;
k=FkFk—1;

Fin Tant que;

Retourner Cardinal, G ;

Fin Fonction;

Remarque 4.2.13. L’égalité suivante, qui est une conséquence directe du lemme 4.2.5,
permet le calcul du cardinal du groupe G

Card(G) = h Card(Orbg,(i+1)) .

1=0

Remarque 4.2.14. Une récurrence directe montre qu’a chaque étape, nous avons 'égalité
Card(G) + Card(orbites) = n + 1.

Par conséquent, le nombre de générateurs retourné par cet algorithme est majoré par n.

Parcours d’arbre effectué par I’algorithme 4.2.12

Poursuivons I'exemple de I'idéal Igrs (voir Exemple 4.2.2).

[’algorithme récursif 4.2.12 parcourt l'arbre de la figure 4.1 et retourne la liste
[1d,(5,6),(3,4),(1,2)(3,5)(4,6)]. Le nombre de tests nécessaires au calcul du groupe
de décomposition de [ est alors de 32 alors qu’il est de 64 pour I’algorithme 4.2.1.

4.2.4 Complexité - Cas ot ’hypothése de prolongement des pré-
fixes est vérifiée

Dans ce paragraphe, nous étudions la complexité de l'algorithme 4.2.12. Puisque
le cotit total de cet algorithme est dominé par le cotit des formes normales effectuées,
son efficacité est évaluée en terme de formes normales. Nous allons faire ce calcul de
complexité lorsque I'hypothése ‘H de backtrack ci-dessous est réalisée.
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o) o o3 o4 o> a6

5—6 I
4= 65 (56)
4
3 5 - 6 (3;4)

2 4 3/
1<
1<
4 (1;2)(3:5)(4:6
2/ 5<6/3 (1;2)(3:5)(4;6)
3%

Fi1G. 4.1 Parcours d’arbre effectué par 'algorithme Generateurs

Définition 4.2.15. Nous dirons que I'algorithme 4.2.11 effectue un backtrack lorsqu’un
préfixe vérifiant la condition C' de cet algorithme ne peut pas étre prolongé, c’est a
dire quand TrouverUnePermutation retourne {I/d}. Rappelons qu'un préfixe vérifie la
condition C' s'il vérifie le prédicat P, et que, dans ce cas, I’algorithme cherche & compléter
ce préfixe en celui d’'une permutation de D.

Nous allons majorer le nombre de formes normales calculées effectué par I'algorithme
4.2.12 lorsque 1'hypothése suivante est réalisée :

H : aucun backtrack n’apparait lors du calcul de D.

Cette hypotheése revient a dire que tout préfixe de longueur ¢ apparaissant dans le
calcul de D par 'algorithme 4.2.12 et vérifiant les conditions P, ..., P, peut étre prolongé
en un préfixe de longueur ¢ + 1 vérifiant les conditions Py, ..., P.

Proposition 4.2.16. Lorsque I’hypothése 'H est vérifiée, le nombre de formes normales
calculées par la fonction Generators est majoré par O(n?).

Démonstration. Les calculs de formes normales effectués par I'algorithme Generateurs
le sont lors des appels de la fonction De_Gk_a_G(k-1).
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Etudions la complexité de cette derniére fonction.

Lors d'un appel de la fonction De_Gk_a_G(k-1), une forme normale est calculé pour
tester la Condition C de I'algorithme 4.2.11. Deux cas apparaissent alors :

— la condition C' est fausse et aucun autre calcul n’est effectuée pour le préfixe consi-
déré. Dans ce cas, une seule forme normale est calculée. De plus, pour un appel de
la fonction De_Gk_a_G(k-1), ce cas apparait au plus n fois;
la condition C' est vraie. La fonction TrouverUnePermutation est alors appelée et
I’hypothése H assure qu’'une permutation est retournée et adjointe au paramétre
G de De_Gk_a_G(k-1). Le théoréme 4.2.21 permet une analyse immeédiate de la
complexité de cette fonction : le nombre de formes normales nécessaires au calcul
de la permutation que cette fonction retourne est majoré par O(n?).

La fonction Generateurs appelle n — 1 fois la fonction De_Gk_a_G(k-1). LLe nombre
de formes normales calculées par lesquelles la condition C' est fausse est donc majoré par
O(n?).

Le cardinal du paramétre G est majoré par n (voir Remarque 4.2.14), donc la condi-
tion C est vraie au plus n fois. Par suite, pendant I'exécution de I'algorithme Generateurs,
le nombre de formes normales pour lesquelles la condition C est vraie est majoré par

n O(n?).
La complexité de I'algorithme Generateurs évaluée en terme de formes normales est
majoré par O(n?) +nO(n?) = O(n?). O

4.2.5 Applications aux idéaux de Galois purs

Dans ce paragraphe, la notion d’idéal de Galois du chapitre 2 est étendue afin de
définir un champ d’application plus large du résultat principal de ce paragraphe, le
théoréeme 4.2.21. Ce théoréme généralise celui d’Anai, Noro et Yokoyama (voir |3]) aux
cas des idéaux de Galois de la définition 4.2.18. Le résultat d’Anai, Noro et Yokoyama
ne s’applique qu’aux idéaux de relations (Voir Définition 2.2), seul cadre dans lequel il
leur est nécéssaire d’effectuer le calcul du groupe de décomposition d'un idéal.

Le théoréme 4.2.21 permet d’'interpréter le parcours d’arbre effectué par les algo-
rithmes 4.2.12 et EFG du paragraphe 4.3.2 et par ce biais d’évaluer leurs compléxités.

Soit [ un idéal triangulaire radical. Notons fi,..., f, un ensemble triangulaire sépa-

rable de générateurs de I (voir Définition 2.1.11) et V(1) sa variété (i.e. 'ensemble de
zéros de I dans K). Le cardinal de V(I), II(1), est donné par la formule :

(1) = [ dezx, (4.

(voir [7] ou Corollaire 2.1.19). La proposition 4.2.17 ci-dessous est une conséquence di-
recte de cette égalité.
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Proposition 4.2.17. Soit I un idéal triangulaire. Le groupe de décomposition Dec(I)
agit fidéelement sur la variété V(I) et nous avons

Card(Dec(I)) <TI(I) . (4.2.1)

Lorsque la majoration (4.2.1) est une égalité, la variété V(1) est déterminée unique-
ment par un élément o € K et par Dec(I) de par I'égalité :

V(I) = Dec(I).«c.

Dans ce cas, I'idéal I est un idéal de Galois pur.

Nous voulons déterminer si I est un idéal de Galois pur et, si tel est le cas, calculer
Dec(I). Ci-aprés, nous montrons comment spécialiser I'algorithme 4.2.12 dans ce cas
particulier.

Définition 4.2.18. Soit [ un idéal de K[Xy,..., X,] et o = (o, ..., o) dans V(I).
[’idéal I est un a-idéal de Galois si les deux conditions suivantes sont réalisées :

1. sii # 7 alors a; # oy ;

2. il existe L, un sous ensemble de .S, tel que
I={feK[Xy,...,X,] | Vo €L, flo.) =0}.

Un tel idéal est noté IQL et I’ensemble L est appelé son injecteur relativement a c.

Remarque 4.2.19. Le n-uplet a de la définition précédente n’est pas nécéssairement un
n-uplet des racines d’un polynome. Cette définition étend donc celle des idéaux de Galois
donnée au chapitre 2.

Définition 4.2.20. Soit o une permutation de S, et t € [1,n]. Le préfize de longueur t
de o est la suite (o(1),...,0(t)).

Théoréme 4.2.21. Soit I un idéal de Galois engendré par un ensemble triangulaire

T =A{fi.fos .-, fu}

Soit o l'un des zéros de I et L son injecteur relativement o «. Soit t € [1,n — 1] et
(c1, ..., c) unet-liste de 'ensemble {1, ..., n}. Soitd le produit degx,  (fir1) -+ degx, (fn)-

Pour tout i € [1,t], fi(ae,...,ac) = 0 ssi il existe un élément o € L admettant
(c1y...,¢c) pour préfize de longueur t.

Plus précisément, le nombre de permutations de L de préfive (ci,...,¢;) est d.
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Démonstration. Soit ¢ un entier de [1,n—1]. Puisque la variété V' de I est équiprojectable
(voir [7]), tout élément [ de la variété de I'idéal (f1, fa, ..., fi) est la projection sur les ¢
premiéres coordonnées de d éléments de V.

La correspondance bijective entre V' et L prouve alors le résultat. O

Remarque 4.2.22. Dans le cas particulier ou I est un idéal de Galois maximal, le Théo-
réme 5 de [3| est alors un corollaire du théoréme précédent.

La proposition suivante joue un role central pour I'amélioration de ’algorithme 4.2.12
afin de tester si I est un idéal de Galois pur et, le cas échéant, pour le calcul de son groupe
de décomposition.

Proposition 4.2.23. Soit I un idéal engendré par un ensemble triangulaire S de géné-
rateurs. Si un backtrack apparait lors d’un appel de la fonction Generateurs(S) par la
fonction De_Gk_a_G(k-1) alors I n’est pas un idéal de Galois pur.

Démonstration. Un backtrack apparait dans I'algorithme 4.2.11 lorsqu’un préfixe (¢q, ..., ¢),
vérifiant Vi € [1,¢] fi(ae,...,a,) = 0, ne peut pas étre complété en un préfixe
(c1,...,ciq1) tel que fipi(oe,, ..., Qe ) = 0. Autrement dit, 1'algorithme a trouveé une

permutation o & Dec(I) dont le préfixe de longueur ¢ vérifie la condition de la proposi-
tion précédente. D’apreés le théoréme 4.2.21, ceci ne peut se produire que si I n’est pas
un idéal de Galois ou si I est un idéal de Galois tel que Dec(I) ne soit pas I'injecteur de
I. La proposition suit. ]

Soit [ un idéal triangulaire. Pendant le calcul du groupe Dec(1) par I'algorithme 4.2.12,
seuls deux cas peuvent se produire :

1. un backtrack apparait et alors I n’est pas un idéal de Galois pur,

2. aucun backtrack n’apparait et alors I est un idéal de Galois pur ssi la condition
Card(Dec(I)) =TI(I) est vérifiée.

Afin de tester si I'idéal triangulaire I est un idéal de Galois pur, I'algorithme 4.2.12 peut
étre modifié en un algorithme appelé IsPureGaloisIdeal. Pour cela, il suffit en cours
de calcul de vérifier qu’aucun backtrack n’a lieu et, si tel est le cas, de tester I'égalité
Card(Dec(I)) = TI(I). Si aucun backtrack n’apparait alors ’hypothése H du paragraphe
4.2.4 est vérifiée et la proposition 4.2.16 admet alors pour corollaire :

Corollaire 4.2.24. Soit (S) un idéal triangulaire de K[X,...,X,]. Le nombre de
formes normales effectuées par la fonction IsPureGaloisIdeal est majoré par O(n?).
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4.3 Algorithme EFG - Application aux idéaux de Galois

Le premier algorithme de ce chapitre, I’algorithme Generateurs, n’exploite que par-
tiellement les sous-groupes obtenus en cours de calcul pour déterminer un ensemble de
permutations engendrant D.

Les propositions du paragraphe 4.3.1 vont permettre d’optimiser la fonction auxil-
liaire TrouverUnePermutation en imposant des contraintes plus fortes sur la permu-
tation qu’il recherche. Nous remplacerons alors la fonction TrouverUnePermutation de
I’algorithme Generateurs par la fonction TUP du paragraphe 4.3.1 pour définir un nouvel
algorithme nommé EFG.

[’étude de complexité de EFG est 'objet du paragraphe 4.3.3. Nous bornons le nombre
de formes normales effectuées par 1'algorithme dans le cas des idéaux de Galois quel-
conque. Lorsque I'idéal est un idéal de Galois pur, cette borne est alors en O(n?).

Au paragraphe 4.3.4, nous nous intéressons au cas ot un sous-groupe de Dec(])
est connu : cette information permet d’éviter de nombreux calculs. Une telle situation
se présente lorsqu’apparaissent des modules de Cauchy dans ’ensemble triangulaire de
générateur de I. C’est en particulier, le cas des idéaux de rupture.

4.3.1 Branch et cut complet

Reprenons les notations de la proposition 4.2.3.

La fonction TrouverUnePermutation de ce paragraphe effectue la recherche d’une
permutation de £ en se restreignant a celles qui transforment l'entier k en I'élément
minimal d'un orbite O. La proposition 4.3.5 ci-aprés énonce des propriétés permet-
tant d’imposer des contraintes supplémentaires a la permutation recherchée dans £. Ces
contraintes supplémentaires restreignent le nombre de tests d’appartenance a l'idéal [
(voir Proposition 4.3.6).

Notations 4.3.1. Soient r € {1,...,n} et G un sous-groupe de S,.
Pour tout r-liste [ay, ..., a,] d’entiers de {1,...,n}, nous noterons G, ., le fixateur
dans G (des éléments) de I’ensemble {ay,...,a,} :

G[al,...,ar] - {U €G | Vi€ [[LT]]? U(ai) = ai} :

Dans le cas particulier du r-uplet [1, ..., 7], conformément aux notations précédentes,
le fixateur Gy, ,) est noté G, ; la notation Gy désignant le groupe G' lui-méme.
Nous noterons Mg, = {Min(O) | O € Orb(G)} et, pour tout s € [1,n],

o] = {Min(O) | O € Orb(G,....a])} -

Ezxemple 4.3.2. Pour illustrer la notation MG[al considérons la permutation o =

(123439) et le sous-groupe G de Sg défini par

G =((1;2),(3;4),(5:6), (1;3;5)(2;4;6)) .
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Dans le tableau suivant, sont regroupés les groupes Gy(1)0(2), ... 0(s), leurs orbites

respectives dans {1, ... ,6} et les ensembles Mq_ . .
s Groupes Gi(1),0(2),....0(s)] | Orbites Ensembles Ma, 1) ). o)
0 G {1,2,...,6} Mg, = {1}
1 G[a(l)] = ((1;2),(3;4)) {1,2},{3,4}, {5}, {6} MG[U(U] = {1,3,5,6}
2 G[U(l),a(Z)} - <(1;2)7 (3;4)> {172}7{374}7{5}7{6} MG[U(1),0(2)] = {1737576}
3 G[a(l),. o(3)] — <(1§ 2)> {1’ 2}7 {3}7 co {6} MG[J(U ,,,,, o(3)] {1> 3,4,5, 6}
4 G[a(l)7 o(4)] = ((1;2)) {1,2},{3},...,{6} MG[U(U ..... o) — {1,3,4,5,6}
5,6 | Glo(1),...0(s)) = L) {1},..., {6} Mépay oy = 1L+, 6}

Pour déterminer une permutation de ’ensemble £ de la proposition 4.2.3, nous al-
lons nous ramener a la recherche d’une permutation o’ telle que Vs € [1,n], o/(s) €

Ma,

Lemme 4.3.3. Soit G un sous-groupe de S,,. Pour toute permutation o de S,, il existe
une unique permutation o’ de S, telle que :

1. VS 6 [[1,”]], O-/(S) 6 MG[U,(l),
2. oot €.

(1), ...,0’(s=1)] "

w0l (s—1)] ’

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur k pour montrer I’assertion suivante.
Pour tout k € [1,n], il existe une unique permutation o}, € S, telle que :

1. Vs € [1,k], o,.(s) € Ma
K

2. 0,0t eq.

Au rang k = 1, notons a le plus petit entier de la G-orbite contenant o(1). Tl existe
p € G tel que p(o(1)) = a car les entiers a et o(1) appartiennent a la méme G-orbite.
La permutation ¢} = p.o vérifie alors I'hypothése de récurrence pour k£ = 1.

Supposons I'assertion vraie au rang k pour k € [1,n—1]. Posons F}, = G[UL(1)7U;€(2)7,,,7U;€(;€)}.
Notons a le plus petit entier de l'orbite de Orb(Fy) contenant oy (k + 1). Il existe une
permutation p de Fj, telle que p(o},(k+1)) = a car un groupe agit transitivement sur ses
orbites.

En posant 0}, = p.o,, la définition de p et la premiére assertion de I'hypothése de
récurrence montre que nous avons :

Vs € [1,k], 0j.41(s) = 03,(s) € Mg,

...,U;C,(sfl)] ’

'y, et (s1y & MG[U;C+1(1), s (5= 1))

car toute orbite de Orb(Fj1) est incluse dans une orbite de Orb(Fy). De plus, I'égalité
p(oy,(k + 1)) = a implique o} (k + 1) = p(o},(k + 1)) = a et, par suite, o, (k + 1) €
MG[U;C+1(1),.‘.,a;c+1(s—l)]'

L’égalité oy, = p~'.0},, avec p € G, et l'assertion o,0~! € G de I'hypothése de
récurrence prouvent l’assertion U,QHa*l € (. Ceci prouve le lemme. O
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permutation ¢ = (133339) de Se. En effet, en choisissant 7 =
dans G,

I'égalité o = 7o’ confirme l'assertion 2. ;
— la condition 1. est vérifiée comme le montre le tableau suivant.
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Ezxemple 4.3.4. Poursuivons 'exemple 4.3.2. Le lemme 4.3.3 se vérifie en considérant la

(1:3;5)(2;4;6)(5;6)

S Groupes G[U/(l)p/(g)’m’g/(s)] Ensembles MG,U’,S g (S)

0 GH =G MG,U’,O = {1} Ul(l) =1e€ MG[]

1| Gy = ((3:4), (5;6)) Maoi=1{1,2,3,5] |02 =2€ Ma,_,

2 G[cr’(l) o'(2)] = (3;4), (5; 6)> MG7U/72 = {1, 2,3, 5} UI(3) =5€ MG[a/(l),a’(Q)]

3 G[a’(l) o' (3)] = ((374» MG,U’,3 = {1, 2,3, 5,6} 0/(4) =6¢c MG[a/(l) """ ! (3)]
4 G[a’(l) o' (4)] = ((374» MG,U’A = {1, 2,3, 5,6} UI(5) =3€ MG[a/(l) """ o' (4)]
5) G[a’(l) o' (5)] = {Id} Maor 5 = {1,...,6} o'(6)=4¢€ MG[ ‘1), ol (5)]

Proposition 4.3.5. Soient H un sous-groupe de S, tel que G, C H C Gy_1 et O une
H-orbite de {1,...,n} incluse dans {k+1,...,n}.
Si & ={o € Gy_1|0a(k) € O} est non vide alors
Jo' € &, Vs € [L,n], o'(s) € Mg,

'(1),07(2), ...,0!(s=1)] "
Démonstration. D’aprés le lemme 4.3.3 appliqué 4 une permutation o appartenant a
I’ensemble &, il existe une permutation ¢’ de S, telle que

Vs € [1,n], o'(s) € Mp,

1), ...,0'(s=1)] °
D’aprés ce lemme, nous avons, de plus, o’ € €.

Soit s € [1,n]. Puisque G} C H, toute H,/1), ... o(s—1y-Orbite s’écrit comme réunion
de Gor(1), ... o'(s—1)-OTbite et donc

Mn ) © Mg

[0/ (1),07 (2), ..., (s—1) o!(1),07(2), ... .o/ (s=1)]

d’ou le résultat. O

Proposition 4.3.6. Avec les notations de la proposition 4.3.5, si [’ensemble £ est non

vide alors il existe une permutation (4 7 =) € & telle que :

as € {Min(O) | O € Orb(Ga, as,....0.)} \ {a1, -
Vs € [k,n], < et
Ps(al, .

. CLS_l}
(4.3.1)

,Qs)

Démonstration. Supposons que £ soit non vide. D’aprés la proposition 4.3.5, il existe
une permutation ¢’ vérifiant :

Vs € [k,n], o'(s) € Mg,

1(1),07(2), ..oy (s=1)]
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Posons, pour tout i € [1,n], a; = o’'(i). 11 vient :
Vs € [k,n], as € {Min(O)|O € Orb(Ha, as,....a.)) } \ {1, .., a5} . (4.3.2)

De plus, la permutation o’ = (4, . /) appartient & Dec(]). Ainsi :

Vs € [1,n], Ps(ay, ..., as). (4.3.3)

Or, pour tout s € [1,k — 1], a; = i car o' € £; assertion (4.3.3) est donc triviale
pour tout s € [1,k — 1]. Cette observation et I'assertion (4.3.2) terminent la preuve. [J

La fonction TUP du paragraphe suivant repose sur la proposition 4.3.6.

4.3.2 Algorithme de calcul d’un ensemble fort de générateurs du
groupe Dec([])

Fixons k dans [1,n — 1] et reprenons les notations du paragraphe 4.2.3.

En cours de calcul, la fonction De_Gk_a_G(k-1) fait appel a la fonction TUP pour
déterminer, si elle existe, une permutation o appartenant a £ = {0 € Gy_ | o(k) € O},
ou O désigne une certaine H-orbite de {1,...,n}.

Plus précisément, le préfixe [aq, ..., ax] de la permutation recherchée vérifie :

* ap = Min(O) et
x a1 =1,...,a,_1 =k —1lorsque k > 1.

Soit [ay, ..., ax] un préfixe vérifiant les conditions (4.3.1) de la proposition 4.3.6 seule-
ment au rang s = k.

La fonction TUP est une fonction récursive ayant pour argument un entier s € [[k +
I,nm—1] et Il = [aq,...,as_1] une liste d’entiers deux a deux distincts. Initialement, nous
avons s = k + 1.

Si s =n+ 1, la permutation o = (4, = 2 ) de €\ {Id} vérifie les conditions (4.3.1)

de la proposition 4.3.6; elle sera renvoyée par 'algorithme.
Si s <n+1, I'ensemble

M = {Min(0)|O € Orb(H,....ar )} \{a1, .. as_1}

apparaissant dans les conditions (4.3.1) de la proposition 4.3.6 est calculé. L’algorithme
évalue alors le prédicat Py(aq,...,as_1,a) on a = Min(M) pour déterminer si le préfixe
lai, -+ ,as_1,a] est celui d'une permutation de €. Deux cas se présentent :
Cas 1 : L’entier a vérifie ce test et donc les conditions (4.3.1) de la proposition 4.3.6
aux rangs i € [k, s|. La fonction s’appelle alors récursivement avec pour arguments
s+ 1let[ay,... a5 1,qa]



4.3. ALGORITHME EFG - APPLICATION AUX IDEAUX DE GALOIS 65

Cas 2 : L’entier a ne vérifie pas ce test. Le s-uplet [aq,...,as_1,a] ne vérifie donc
pas les conditions nécessaires (4.3.1) de la proposition 4.3.6 (au rang s). Il n’existe
donc pas de permutation £ de préfixe [aq,...,as_1,a]. L'entier a est exclu de M

et alors I'une des deux situations suivantes se présente :

Cas 2.1 : L’ensemble M est non vide. Dans ce cas, ’algorithme réitére sa recherche
d’un entier a € M pour lequel Ps(ay,...,as_1,a) est vrai, en considérant I’entier
a = Min(M).

Cas 2.2 : L’ensemble M est vide, nous avons donc :

Va € M, Py(ay,...,as_1,a) .

Les conditions nécessaires (4.3.1) de la proposition 4.3.6 montrent qu’il n’existe
pas de permutation de £ admettant pour préfixe le (s — 1)-uplet [ay, ... ,as 1]
Dans ce cas, la fonction renvoie la permutation o = Id.

Algorithme 4.3.7.
Fonction TUP (s, [ay,...,as 1], o, P)

/*
Entrées : . Un entier s de {1,...,n+ 1}.
. Une liste [a1,...,as—1] d’entiers de {1,...,n}, distincts deux a deux.
. Une permutation o égale a Id jusqu’a ce qu’une permutation de £ soit trouvée.
. I’ensemble de conditions P = (P1,..., P,) décrit dans le paragraphe 4.1.2.
Sortie : . Une permutation ¢ = (al1 “I ) appartenant a £ si elle existe, Id sinon.
Note : . Avec ces entrées, si la fonction TUP s’appelle récursivement, c’est avec un préfixe [a1,...,as—1,a] vérifiant
les conditions Vj € [1,s], Pj(a1, ... ,a;) et Ps(ay,...,as—1,a).
*/
: _ (1 - n\.
Sis=n+1Alorso=(, = J):
Sinon
M = {Min(0)|O € Orb(Hia,,..a;1))} \ {01, a5-1};
Tant que M #( et o= Id faire
a = Min(M);
M= M\ {a};
/* Recherche d’une image possible a de s */
Si Py(ay,...,as_1,a) Alors
o—TUP (s+ 1, [a1,...,as 1,a], o, S);
. Fin Si;
Fin Tant Que;
Fin Si;

Retourner o ;
Fin Fonction

Nous appelons EFG 'algorithme obtenu en substituant la fonction TUP du paragraphe
4.3.2 a la fonction TrouverUnePermutation dans l’algorithme Generateurs .
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Parcours d’arbre effectué par 1’algorithme

Pour comparer les parcours d’arbre effectués par les algorithmes Generateurs et EFG,

nous allons considérer I'idéal engendré dans Q[X1, ..., Xg] par 'ensemble triangulaire de
polynomes :
fi(z1) = X{—2X] —9X% + 10X} + 22X{ — 14X3 — 15X? +2X; + 1
fo(z1,22) = Xo+1/2X] —3/2X0 —4X] +10X{ + 10X3 — 16X7 — 11/2X; + 3/2
fa(z1,20,23) = X3+ X3X? — X3X] — 9X3X{ — X3 X7 + 14X3X7 + 6X3X; — X3

+1/2X7 —1/2X9 — 5X7 + X{ +9X3 — 2X7 — 1/2X, +1/2
fa(z1,...,m4) = Xa+ X3+ X8 — X7 —9X} — X3 +14X7 +6X; — 1

f5(z1,...,m5) = X2 —3/2XsX{ +2X5X0 + 14X X) — 5X5 X1 — 28X5X5 + 3X5 X7
+19/2X5X7 +3/2X% — X7 — 15X{ —4X7 +27X2 +11X; — 9/2
fo(z1,...,m6) = Xe+ X5—3/2X] +2X0 +14X7 — 5X{ — 28X} +3X? +19/2X4

fr(z1,...,m7) = X2+ X7X] —3/2X7 X8 — 9X7 X7 +4X7X{ + 19X7 X5 — X7 X? — 9X7.X,
—5/2X7 —1/2X] + X% + 5X7 — 6X{ — 14X3 + 8X?% +23/2X; + 1
fs(z1,...,m8) = Xg+ X7+ X] —3/2X0 —9X7 +4X} + 19X} — X2 —9X; —5/2

(Cet idéal est I'idéal induit de 'idéal de rupture du polynome X® — 2X7 — 9X6 +
10X° +22X* — 14X3 — 15X? + 2X + 1 de Q[X]. Ce type d’idéaux de Galois est défini
au Paragraphe 5.1)

L’algorithme récursif Generateurs du paragraphe 4.3.2 appliqué a I'idéal I parcourt
I'intégralité de I'arbre 4.2 ci-aprés. Le sous-arbre de I'arbre 4.2 constitué des parties non
grisées est celui parcouru par EFG.

A chaque nombre apparaissant dans cet arbre correspond un test d’appartenance a
I'idéal, sauf pour la branche supérieure, ot seuls les 2 derniers entiers correspondent a
des tests non triviaux. Lorsque ce test d’appartenance est négatif, I’entier est barré .
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6(1) 6(2) G(3) 4 (5 o (6) o(7) G(8)
5 6 8 7 (7,8)
4 6 :4
\
3<Z<4 5 7 8 (356)
2<4 3 5 6 7 8 (43)
5 5
1 r #
1
2 1 4 g 5
3 7<
5 8 5 6 (1,2)(57)(638)
7
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| =

SRAN - do b e

F1G. 4.2 — Arbres parcourus par les algorithmes

Décrivons le calcul de la permutation (1;2)(5;7)(6;8) par la fonction TUP a partir de
I’appel par la fonction De_Gk_a_G(k-1). Rappelons qu’ici le groupe D est le groupe de
décomposition de I, Dec(I), et que I'ensemble des prédicats P = { P, ..., P,} est défini,
au paragraphe 4.1.2, par :

vr e [1,n], (P.(a,...,a,) est vrai) ssi (fr(Xoy, Xagy -+, Xa,) € 1) .

Le calcul de lI’ensemble fort de générateurs du fixateur G; ayant été effectué, nous
avons Gy = ((3;4), (5;6), (7;8)) et, a partir de cet ensemble de générateurs, la fonction
De_Gk_a_G(k-1) commence le calcul de Dec(I). Pour cela, la fonction De_Gk_a_G(k-1)
détermine l'ensemble {{2},{3;4},{5;6},{7;8}} des Gi-orbites de {1,...,n} incluses
dans {2,...,n} et calcule I'ensemble M = {2,3,5,7} des éléments minimaux de ces
orbites. La fonction TUP est alors appelée par la fonction De_Gk_a_G(k-1) pour recher-
cher une permutation de préfixe [Min(E)| = [2] via I'appel :

TUP(2, 2], Id, P) .
La fonction TUP calcule alors I'ensemble

My, o \ {2} = {Min(0)|0 € Orb(Gpz)} \ {2} = {1,3,7}
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puis teste pour a =1 € Mg, , \ {2} l'appartenance a I'idéal I du polynome fo(Xo, X,).
Ce test retournant la valeur vraie, la fonction s’appelle récursivement pour compléter
le préfixe [2, 1].

De la méme maniére, les préfixes [2,1,3] et 2,1, 3,4] sont obtenus par deux appels
récursifs de la fonction TUP, en calculant les ensembles Mg, , \ {2,1} = {3,5,7} puis
Mg, \{2,1,3} = {4,5,7} et en testant 'appartenance des polynomes f3(Xs, X1, X3)
et fu(Xo, X1, X3, Xy) a l'idéal 1.

La fonction cherche alors a compléter la liste [2, 1,3, 4] en le préfixe [2,1, 3,4, a] d’une
permutation o € Dec([I) (si toutefois cette permutation existe), ol a est un entier appar-
tenant a l'ensemble Mg, .\ {2,1,3,4} = {5,7}. Le polynome f5(Xa, X, X3, X4, X5)
n’appartenant pas a I, I’entier a = 5 apparait donc barré dans ’arbre 4.2.

Ensuite, I'algorithme détermine alors si [2, 1, 3,4, 7] est un préfixe possible d'une per-
mutation de Dec(7) ; pour cela, il teste 'appartenance du polynome f5(Xs, X7, X3, Xy, X7)
a l'idéal I.

Ce test étant positif, ’algorithme s’appelle alors récursivement pour compléter la
suite [2,1,3,4,7] en un préfixe [2,1,3,4,7,b], ot b € Mg, ,,, \{2,1,3,4,7} = {5,8}.
Le polynome fg(Xso, X1, X3, X4, X7, X5) n’appartenant pas a I'idéal I, 'entier 5 apparait
barré dans I'arbre 4.2 et 'appartenance de fs( X2, X7, X3, Xy, X7, Xg) a I'idéal I est alors
testé.

Ce test retournant la valeur vraie, la fonction s’appelle récursivement pour compléter
le préfixe [2,1,3,4,7,8].

Aprés les deux appels récursifs suivants, la fonction TUP retourne la permutation
(1;2)(5;7)(6; 8).

Les algorithmes Generateurs et ’algorithme EFG calculent respectivement 73 et 48
formes normales pour calculer Dec(7).

4.3.3 Complexité - Cas général

Ce paragraphe est consacré a I'étude de la compléxité de I'algorithme EFG appliqué a
un idéal de Galois /. Comme dans le cas de I’algorithme IsPurGaloisIdeal, nous cher-
chons a majorer le nombre de prédicats calculés par 'algorithme, c’est-a-dire de tests
d’appartenance a l’idéal 1.

Nous allons, tout d’abord, majorer le nombre de r-liste [ay,...,a,]Jon 1 <r<n—1
vérifiant les conditions

Vs e [1,r], Ps(ay, ... as); 3.
Vse[l,r],as € Mp, ,. .o \{a1,. .. a1} (4.3.5)

Toute r-liste passée comme argument a la fonction De_Gk_a_G(k-1) ou a la fonction
TUP pendant l'exécution de l'algorithme generateurs2 vérifie les conditions ci-dessus
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(voir Paragraphe 4.3.2).

[’ensemble des r-listes d’entiers de [1,n] vérifiant les conditions (4.3.4) sera noté E.

Majoration du nombre de r-listes vérifiant les conditions (4.3.4) et (4.3.5)

Soit r € [1,n — 1]. Notons ~ la relation d’équivalence définie sur E par : pour tout
lai,...,a] € Eet|d),...,a.] € E,

»

lai,...,a.] ~[a},...,a.] ssi 3d € Dec(l), [ai,...,a,] = [d(a}),...,d(a])] .

)y r T

Proposition 4.3.8. L’ensemble des r-listes de E vérifiant la condition (4.3.5) est un
systéme de représentants des classes de ~-équivalence de E.

Démonstration. En effet, tout élément ¢ € E appartient a la classe Dec(]).a de ~-
équivalence de E et I’élément minimal b de cette classe, pour l'ordre lexicographique
<ie sur E, vérifie la condition (4.3.5). O

L’ensemble de r-listes vérifiant les conditions (4.3.4) et (4.3.5) est donc égal au nombre
de classes de ~-équivalence de F.

Considérons un injecteur L de [.
Notons ~p la relation d’équivalence définie sur L par : pour tout oy € L et tout
oy €L,
o1 ~p oy ssi 3d € Dec(I), o1y =doy .

Proposition 4.3.9. L’application définie par
HT: L/ ~NpD E/ ~

est bien définie et est surjective.

Démonstration. 11, est bien définie. Soient oy et 09 deux permutations de L. Supposons
que o1 ~p oy. Il existe donc d € Dec([) telle que o1 = dos. Nous avons alors

(o1(1), ..., 00(r)) = (doa(1), ..., dos(r)) = d.(02(1), ..., o2(1)) ;

et donc 11, (o) = I1,.(09)
I1, est surjective. En effet, d’aprés le théoréme 4.2.21, toute r-liste de E est le préfixe
d’une permutation o de L. O

LLe nombre de classes de ~p-équivalence de L majore donc le nombre de r-listes
vérifiant les conditions (4.3.4) et (4.3.5).
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Définition 4.3.10. Le sous-groupe de S,, défini par Inj(L) = {0 € S,, | 0.L = L} est
appelé I'injecteur de L. (Cet ensemble est un groupe car c’est une partie de S,, stable
pour le produit dans S,,.)

Lemme 4.3.11. Soient Fy et Ey deuz parties de S,. Si By = Ey Fy (resp. Ey = E1 Es)
alors Ey est réunion de classe a droite (resp. a gauche) de Ey modulo Es, i.e. il eziste
T C FE; tel que Ey s’écrive comme ['union disjointe :

El == U EQ’T (r‘esp., El == U TEQ).

TeT TeT
E E
De plus, nous avons Card(T') = SZ%EE;% (resp. Card(T') = (C]Z%EE?;)' L’ensemble T

sera appelé une transversale a droite (resp., a gauche) de Ey modulo E.

Démonstration. En effet, si 7 € E; alors £y D FEs.7; ainsi, F est réunion d’ensemble
Es.m ou 7 € E;. De plus, pour tout 7 € E; et tout 7/ € Ey, I'égalité 7E, N 7' Ey # ()
implique 7FEy = 7' Ey; d’ou le résultat. O
Proposition 4.3.12. Notons dy,...,d; une tranversale a droite de L modulo Inj(L) et
Uy, ..., s une tranversale a gauche de L modulo Dec(I). Nous avons :

t = Card(L)/ Card(Inj(L)) et s = Card(L)/ Card(Dec([)) .
Pour toute permutation o de L, il existe i € [1,t] et j € [1,s] tel que o € Dec(I)¢; d;.

Démonstration. Nous avons les égalités Inj(L)L = L et L Dec(I) = L qui proviennent de
la définition de Inj(L) et de la proposition 2.4.11. Le lemme 4.3.11 justifie I’existence des
transversales de L considérées dans la proposition et les égalités ¢ = Card(L)/ Card(Inj(L))
et s = Card(L)/ Card(Dec([)).

Soit o € L. Puisque L = |J;_, Inj(L) d;, il existe i € [1,t] et p € Inj(L) tel que o = pd;.
Or Inj(L) est un groupe, ainsi p~—' € Inj(L) et, puisque Inj(L) C L (car Inj(L)L = L et
L, étant un injecteur de I, contient Ids, ), p~" € L. L’égalite L = J7_, ¢; Dec(I) montre
qu'il existe j € [1,s] et d € Dec(I) tel que p' = (; d. Par suite, 0 = d(;" d;. O

Nous allons maintenant majorer le nombre de r-listes vérifiant les conditions (4.3.4)
et (4.3.5) a l'aide des classes de ~p-équivalence de L.

Corollaire 4.3.13. Le nombre de classes de ~p-équivalence de L, et donc le nombre de
r-listes de E vérifiant la condition (4.5.5), est au plus égal a

Card(L)?
Card(Dec(/)) Card(Inj(L))
Démonstration. D’aprés la proposition précédente, I'ensemble des permutations { ¢; d; |

i€[1,t], j €[1,s]} contient au moins un représentant par classe de L/ ~p. Le nombre

de classe de ~p-équivalence de L est donc majoré par le produit st, autrement dit par
Card(L)? ]
Card(Dec(])) Card(Inj(L)) *
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Majoration du nombre de prédicats calculés par I’algorithme EFG

Rappelons tout d’abord que toute r-liste [ay, ..., a,] ou 1 < r < n — 1 passée comme
argument a la fonction De_Gk_a_G(k-1) ou a la fonction TUP vérifie les conditions (4.3.4)
et (4.3.5). Pour déterminer un entier a,,; € [1,n]\ {ai,...,as} tel que P.yq(aq,...,as),
les fonctions De_Gk_a_G(k-1) et TUP effectuent au plus n — r calculs de prédicats. Pour
compléter une r-liste vérifiant les conditions (4.3.4) et (4.3.5) en des r + 1 listes vérifiant
ces mémes conditions, 1’algorithme EFG effectue donc au plus

Card(L)? (n—r)
Card(Dec(1)) Card(Inj(L))

calculs de prédicats (i.e. le produit du majorant du nombre de r-listes vérifiant les condi-
tions (4.3.4) et (4.3.5) (voir Corollaire 4.3.13) par le majorant du nombre de prédicats
par r-liste considérée).

En sommant les majorants des nombres de prédicats calculés pour r parcourant [1,n—1],
nous obtenons la complexité de 1’algorithme EFG en terme de calculs de prédicats :

( Card(L)? n2)
Card(Dec(I)) Card(Inj(L)) /)~

Cas des idéaux de Galois purs

Dans le cas d’un idéal de Galois pur, nous avons L = Dec(/) = Inj(L) (voir Proposi-
tion 2.4.12 et définition 2.4.13). Le coiit de cet algorithme est alors en O(n?) calculs de
prédicats.

4.3.4 Cas ol un sous-groupe est connu

Dans cette partie, nous supposons connu un sous-groupe G du groupe G = Dec(1).
Ce type de situation sera illustré par le cas des idéaux de rupture. La donnée du groupe
G permet de déterminer sans calcul de prédicat des permutations recherchées par la
fonction De_Gk_a_G(k-1).

Notons G un ensemble fort de générateurs de G. Posons Gy = G et, pour tout k €
[2,n], Gro1 =GN Gy

Soit k un entier quelconque de [1,n].

Rappelons que la fonction De_Gk_a_G(k-1) appelle la fonction TUP pour rechercher
des permutations o de G_1 \ Gj. Les permutations trouvées sont alors adjointes a 1’en-
semble fort de générateurs de G;, pour construire ’ensemble fort de générateurs de G_1,
cette construction s’appuie sur la proposition 4.2.3.

Or cette proposition peut s’appliquer a tout ensemble de générateurs £ d’un sous-groupe
L de Dec(I) vérifiant G, C L C Gj_1, ce qui est le cas de la réunion de G;_; et de l'en-
semble fort de générateurs G, de Gj.
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Ainsi, pour exploiter la donnée du sous-groupe G du groupe de décomposition G, il
suffit, lors de I’appel de la fonction De_Gk_a_G(k-1) par la fonction Generateurs, de
passer comme argument 1’ensemble de permutations £ = Gr_1 UG et les (L)-orbites
de {1, ... ,n}. Ceci est réalisé par la fonction SousGroupeConnu ci-dessous qui vient en
substitution a la fonction Generateurs.

La fonction De_Gk_a_G(k-1) permettra alors de compléter I'’ensemble £ en un en-
semble fort de générateurs de Gj_;.

Algorithme 4.3.14.

La fonction Orbits de cet algorithme retourne les orbites dans {1,--- ,n} du groupe engendré par 1’en-

semble fort de générateurs qui lui est passé comme argument.

Fonction SousGroupeConnu (P, G)
/*
Entrée : . L’ensemble des conditions P = (P1,..., P,) décrit dans le paragraphe 4.1.2.
. Un ensemble fort de générateurs G du sous-groupe G de Dec(I).

Sortie : . Un ensemble, noté Gg, de générateurs du groupe Dec([).
*/
Go = {]d};
orbites :== {{1},...,{n}};
k:=n-—1;
Tant que k # 0 faire
Gr=0GNGy;
L=GyUGy:
orbites = Orbites( L );
Gy, orbites = De_Gk_a_G(k-1)( k, L, orbites, P);
k=FkFk—1;
Fin Tant que;
Retourner G
Fin Fonction;

Le théoréme suivant permet de déterminer facilement un sous-groupe du groupe de
décomposition d'un idéal triangulaire. Le paragraphe ci-aprés présente une situation ou
il sera appliqué.

Théoréme 4.3.15. (voir [50] et [17]) . Soit g € A[X] un polynome a coefficient dans
un anneau A de degré d. Notons

Co(Xy), C1(X1, X2), ..., Ca(Xy, ..., X0)

les modules de Cauchy de g (voir Définition 2.2.4). Le groupe de décomposition de [’'idéal
engendré par Co(X1), C1(X1,Xa), ..., Ca(Xy, ... , Xg) est Sy.
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Remarque 4.3.16. Un ensemble fort de générateurs du groupe symétrique Sy est

Cas des idéaux de rupture

Soit f désigne un polynome séparable de K[X]| de degré n et oy, ..., a, les n racines
du polynéme f dans une cloture algébrique de K. Nous définissons rapidement la notion
d’idéal de départ d’un polynoéme qui sera vue au chapitre 5.

Notons g1(a1, X) = X — aq, ga(a, X), ..., g-(a1, X) les facteurs irréductibles de f
sur K (ay)[X] ordonnés dans 'ordre croissant de leurs degrés respectifs dy, ds, ..., d, en
X.

Posons s; = 1, s,41 = n+ 1 et Ty, (oq) = {f(X1)}. Pour tout ¢ € [2,r], posons
Sizl—i‘dl‘f‘ dg + -+ di—l et

Tgi(Ql) - {fsi(Oéla Xsl) - gi(OébXsi)? ... 7f8i+171(041a Xsia .. 7XS»;+1*1)} )

I'ensemble des modules de Cauchy du polynome g; pris dans K[Xy,,..., X, 1]

L’idéal de départ du polynéme f est I'idéal triangulaire [r de K[X1, ..., X,] engendré
par I’ensemble triangulaire :

s = UJT(x)
= Z{_fl(Xl)a fo(X1, Xo), o fa(X, o X))

Proposition 4.3.17. Le stabilisateur Dec(If)p) est égal au produit direct de groupes
S{l} X S{SQ,...,S3*1} X e X S{sr,---,sr-‘-l*l}'

Démonstration. Montrons 'inclusion :

S{l} X 5{827“.753,1} X .- X S{sr,...,sr+171} C Dec(If)m . (4.3.6)
Soit 0 € Sy X Sfey,.s5—13 X -+ X Ss,s,1—1)- 1l existe r permutations oy, ... , 0,
appartenant respectivement a Sg1y, Sge,,.s5—1}s -+ » Sfsr,sipa—1) tellesque o =0y - - - 0.

Soit k € [1,n] et considérons le polynome fi (X, ..., X)) de 'ensemble triangulaire S.
Montrons que o.f(X1,..., Xy) € I;.

Le cas k = 1 est trivial car 1 est invariant sous l'action de o. Si k € [2,n], notons m
Uentier de [2,7] tel que fi(Xi,...,Xx) € T,, (X1). D’aprés la proposition 4.3.15, la per-
mutation o, appartient au groupe de décomposition de I'idéal des relations symétriques
J de g,,. Par suite, le polynome o.fi(X1,..., Xy) = o fu(X1, ..., Xi) appartient & J.
L’inclusion J C Iy montre que o.f, (X1, ..., X)) appartient & I;.
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Ainsi, pour tout k € [1,n], o.fi(X1,..., Xx) € I;. L’idéal I; étant engendré par les
n polynomes {fi, fa, ..., fu}, ceci implique que Vg € I, 0.g € I;. D’ou I'inclusion.

Pour montrer I'inclusion inverse, raisonnons par 'absurde.
Supposons qu'il existe une permutation o € Dec(/;)n; qui n’appartienne pas a Spy x
Ssonsz—13 X 0 X Sys,s,1—1}- Sous cette condition, I'un des ensembles

{1}, {s2,.--ys3—1}, ... {sr, ..., S — 1}

n’est pas invariant sous I’action de . Nous pouvons supposer, sans perte de généralité que
o transforme un entier as € {ss,...,s3—1} en un entier az € {ss,...,ss—1}. L’inclusion
(4.3.6) assure l'existence de deux permutations oy et o3 de Dec(Iy)p telles que oy(sz) =
ay et que o3(s3) = as. De l'égalité o3 0 09(sy) = s3, il vient 03! 0 09.fs, (X1, Xs,) =
[so( X1, Xs,) € Iy, ainsi fy,(aq,3) = 0. Les facteurs go = f,, et g3 = f,, de f sur
K(aq)[X] ont donc une racine commune et f une racine double. Ceci contredit ’hypo-
theése de séparabilité de f. O

Remarque 4.3.18. Dans le cas des idéaux de départ, le stabilisateur Dec(If)p) est donc
a priori connu. Ainsi, pour adapter 1’algorithme SousGroupeConnu au cas des idéaux de
départ, il suffit :

1. d’initialiser la variable k£ a 1 dans la boucle Tant que de cette fonction, ce qui a
pour effet de ne pas calculer Dec(/f).

2. de passer comme argument a cette fonction 'ensemble fort de générateurs du sta-
bilisateur Dec(/f)py :

{ (82;$2+1),(82+1;82+2), ,(82+d2—2;82+d2—1),
(s3;83+1),(s3+1;83+2), ... ,(s3+ds—2;83+d3—1),
(sp;8r+ 1), (sr +1;8.4+2), ..., (sp+d, —2;8,+d. — 1) }.

Parcours d’arbre dans le cas d’un idéal de rupture

[’idéal I de ce paragraphe étant un idéal de départ, la proposition 4.3.17 montre
I’égalité
DeC(If)m = S{l} X 5{273} X 5{374} X 5{5,6} X 5{778},
qui permet d’appliquer I'algorithme SousGroupeConnu du paragraphe 4.3.4. Ce dernier

ne parcourant, de la branche supérieure de 1’arbre 4.2, que le sous-arbre 4.3, le nombre
de formes normales est de 36 pour cet algorithme.
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o(1) G (2) c(3) G (4) G (5) G (6) o (7) o (8)
(7.8)

5\
3<§<4 ’ (36)

) S (43)
3
1

F1G. 4.3 — Branche supérieure parcourue par l'algorithme SousGroupeConnu

La remarque 4.3.18 permet d’éviter les calculs de la branche 4.2 et restreint ainsi a
27 le nombre de formes normales nécessaires au calcul d’'un ensemble fort de générateurs

de Dec(I).

4.4 Comparaison des algorithmes

Dans ce paragraphe, la nomenclature n7; des sous-groupes transitifs de .S,, est celle
¢tablie par Butler et McKay (Voir [16]).

Tous les algorithmes de ce chapitre ont été implantés dans le logiciel de calcul formel
Magma (voir [11]) et nous noterons f, ; le polynéme de groupe de Galois n7T; figurant dans
le package galpol de ce logiciel.

4.4.1 Algorithmes STRONG_GENERATORS et Generateurs

Le tableau comparatif 4.1 recense les temps de calcul des algorithmes STRONG_GENERATORS

d’Anai, Noro et Yokoyama (voir |3]) et Generateurs (Algorithme 4.2.12). L’algorithme
STRONG_GENERATORS ne s’appliquant qu’aux idéaux de relations, nous nous limitons a ce
cas pour ce tableau.
Nous avons considéré, pour chacun des groupes transitifs n7;, un idéal des relations I,, ;
du polynome f, ; calculé par la méthode présentée au chapitre 5. Remarquons que, dans
ce cas, le groupe de Galois n7; du polynome f,, ; sur Q est, a isomorphisme prés, le groupe
de décomposition de I'idéal I,, ;. Pour chaque idéal I, ;, nous comparons le temps de cal-
cul nécessaire aux algorithmes STRONG_GENERATORS et Generateurs pour déterminer le
groupe Dec(I,, ;).
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Idéal I | Card(Dec(I)) | StrongGenerators | Generateurs
Ts1o 16 0.04 0.01
Tsar 32 0.15 1.9

Ts.o6 64 709.6 1.65
Ts.35 128 55.6 0.129
To.os 648 317 0.169
Tsar 1152 7.2 0.06

Lo a3 28 800 > 700 0.611

I3 50 40 320 1.719 0.019
T12.299 1036 800 =700 5.06

TAB. 4.1  Algorithmes StrongGenerators et Generateurs .

(Implantation en Magma - AMD Duron 800 Mh - 256 Mo - Temps en s.)

Remarque 4.4.1. L’algorithme STRONG_GENERATORS exploite, pour le calcul du groupe de
Galois, des propriétés liées a la tour d’extensions de corps :

Q) C Qag,an) C -+ C Qg ..., a),

o Q(ay, ..., q;) est isomorphe a Q[X1,..., X;]/(f1,..., fi) pour i € [1,n]. Ces proprié-
tés ne sont pas utilisées par les algorithmes de ce chapitre.

4.4.2 Algorithmes Generateurs et EFG

Pour établir le tableau 4.2, deux types d’idéaux ont été utilisés :
des idéaux de relations obtenus par la méthode décrite au chapitre 5, idéaux mar-
qués d'une astérisque ;
des idéaux de départ (Voir Paragraphe 4.3.4 ou Chapitre 5).

Pour chaque ligne, la premiére colonne indique que I'idéal I, ; a été obtenu a partir
du polynome f,, ;. La seconde colonne précise le cardinal du groupe de décomposition
de l'idéal correspondant. Les quatre derniéres colonnes indiquent le temps de calcul
nécessaire a la détermination d’un ensemble fort de générateurs du groupe Dec(1,, ;) res-
pectivement par les algorithmes Generateurs (Algorithme 4.2.12), EFG (voir Paragraphe
4.3.2), SousGroupeConnu et par celui obtenu en effectuant la modification décrite dans
la remarque 4.3.18.

Pour les deux derniéres colonnes, lorsqu’aucun sous-groupe du groupe de décompo-
sition n’a été utilisé ou que 1’algorithme n’est pas applicable a 1’idéal considéré le champ
a été rempli d’'un signe —.
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Les cas ot le cardinal du groupe de décomposition de I'idéal coincide avec celui de la
variété de l'idéal sont repérés par I'astérisque *. Lorsqu’un idéal vérifie cette condition,
nous savons que le groupe de décomposition de I'idéal 1, ; est aussi son stabilisateur. Ceci
permet alors d’appliquer I'algorithme GaloisIdeal (voir [61]) & I'idéal I,,; qui, pour dé-
terminer le groupe de Galois du polynéme ainsi qu'un idéal des relations de ce polynome,
nécessite de connaitre un stabilisateur de I'idéal I,, ;.

Ideal ‘ Card(Dec(1)) ‘ Generateurs ‘ EFG ‘ SousGroupeConnu | Remarque 4.3.18

I 16 63 56 - -
I o 16 65 58 . .
II 16 57 50 - -
I s 32 72 60 - -

T 32 A7 38 - -
I3 06 64 66 56 - -
I 00 64 64 54 - -
1%, 128 61 50 - -
T1021 480 82 57 27 21
Tos 96 82 54 31 25
T12.22 2304 147 84 44 33
Ti2.43 8640 129 80 32 25
Tis4 13824 125 93 30 18
Tiar2 40320 152 104 44 32
T1a26 181440 134 98 27 18
Ti51: | 1935360 185 115 33 25

TaB. 4.2  Comparaison des algorithmes de ce chapitre.

Dans le cas des idéaux du tableau ci-dessus, le nombre de formes normales nécessaires
au calcul de Dec(I) est, avec 'algorithme EFG, de 10 % a 40 % plus faible qu’avec
I’algorithme Generateurs. La comparaison des trois derniéres colonnes montre que la
connaissance plus ou moins précise d’un sous-groupe permet d’améliorer grandement le
calcul du groupe de décomposition.

Remarque 4.4.2. 11 est possible d’améliorer ces trois algorithmes en utilisant le calcul
modulaire pour optimiser les tests d’appartenance a 'idéal I : si un polynéme R modulo
un entier p n’appartient pas a I modulo p alors R n’appartient pas & /. Sur certains
des exemples précédents, ce pré-test modulaire réduit jusqu’a un facteur 20 les temps de
calcul et, en général, p égal & 2 ou 3 suffit.
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Chapitre 5

Un algorithme mixte de calcul de corps
de décomposition

Ce chapitre est consacré a I'étude d’'une méthode mixte de calcul du corps de décom-
position d'un polynéme f c’est dire de I'un de ses idéaux de relations. Cette méthode
rend compatible les algorithmes de calcul d'un idéal de Galois maximal par factorisations
successives et I'algorithme GaloisIdeal (voir [61]).

L’objectif de cette méthode est de compenser les faiblesses respectives de ce deux
types d’algorithmes : lorsque l'ordre du groupe de Galois de f est élevé, les derniéres
étapes des algorithmes procédant par factorisations successives (voir [59], [36], [3] et
[45]) peuvent s’avérer trés couteuses (et éventuellement infaisables) alors que, pour 1'al-
gorithme GaloisIdeal(voir Paragraphe 5.5.2 et [61]), ce sont les premiéres étapes qui
sont les plus cofiteuses.

La méthode mixte de ce chapitre procéde en deux temps :

1. Factorisation de f sur un de ses corps de rupture K. Cette factorisation fournit un
idéal de Galois de f appelé idéal de rupture de f et permet d’identifier un ensemble
de groupes contenant des représentations symétriques du groupe de Galois de f
(voir Chapitre 3 ).

2. Application de I'algorithme GaloisIdeal pour le calcul d'un idéal des relations de

f.

A partir de la factorisation de f sur K, il est facile d’obtenir un idéal de rupture
de f. La principale difficulté est d’obtenir la deuxiéme entrée nécessaire a ’algorithme
GaloisIdeal : un injecteur de cet idéal (voir Définition 2.1.25). En effet, la factorisation
de f sur K permet d’identifier un ensemble de classes de conjugaison de groupes dont
certaines permettent le calcul d’un injecteur de l'idéal. Dans certains cas, il s’avére né-

79
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cessaire de réduire le nombre de classe.

Avant d’appliquer I'algorithme GaloisIdeal, il nous sera parfois possible d’obtenir, sans
calcul, un idéal de Galois contenant strictement 1'idéal de rupture. La difficulté est encore
d’identifier un injecteur de I'idéal obtenu.

Dans ce chapitre, nous nous restreignons a la factorisation de f sur I'un de ces corps
de rupture tout en veillant & ce que les résultats soient assez généraux pour étre appli-
cables aux factorisations de f dans des extensions de degré supérieure. La construction
d’'un idéal de Galois a partir des facteurs irréductibles de f sur I'un de ses corps de
rupture est 'objet du paragraphe 5.1. Nous y définissons les notions d’idéal de rupture
et d’idéal induit. Les paragraphes 5.2 et 5.3 sont consacrés aux résultats permettant
de calculer un injecteur d’un idéal de rupture. Notre algorithme de calcul de corps de
décomposition est décrit au paragraphe 5.5. Au paragraphe 5.6, nous étudions le degré
8 qui offre un panel complet des situations possibles. Est exclu de cette étude, le cas des
groupes 2-transitifs : ce cas s’inscrit dans une étude globale des extensions supérieures
qui s’appuie sur les résultats de ce chapitre. Le paragraphe 5.7 est dédié a 'implantation
et a 'expérimentation.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus en collaboration avec G. Renault et A.
Valibouze. 11 s’agit d’une version simplifiée et plus algébrique des résultats de [46].
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Dans toute la suite de ce chapitre,

— k est corps infini et k une cloture algébrique de k;
f est un polynome irréductible univarié a coefficient dans k ;
a=(ai,...,a,) € k™ désignera un n-uplet de n racines distinctes de f.

5.1 1Idéal de rupture et idéal induit

Dans ce paragraphe, nous allons construire un idéal de Galois de f a partir des fac-
teurs irréductibles de f sur son corps de rupture k(aq)[z]. Tl s’agit de I'idéal induit (voir
Définition 5.1.2) de I'idéal de rupture de f (voir Définition 5.1.6). Au corollaire 5.1.12,
nous verrons qu'un ensemble de générateurs de cet idéal est facile a obtenir.

Supposons que f posséde trois facteurs dans k(o)[z]

f(z) = (z —aq).9(ar, z).h(ag, ) .

Notons m le degré en la variable x de g et p celui de h. Ordonnons le n-uplet a =
(a1,...,qy) des racines de f dans k" de telle sorte que ao, ..., Qy,41 Soient les racines
de g et aupia, ...,y soient celles de h.

Notons T, (aq) (respectivement, T}, (o)) I'ensemble triangulaire formé par les modules
de Cauchy de g dans k(ay)[xa, ..., Tmy1] (respectivement, de h dans k(aq)[@mie, - .., Tn))
(voir Définition 2.2.4).

Dans k(aq)[xy, ..., z,], 'idéal I, engendré par I’ensemble triangulaire de polynomes

{1 — a1, Ty(on), Th(ar)}

est I'idéal de Galois de f sur le corps k(aq) s’annulant en a. L'injecteur de cet idéal
relativement a o est Sy ,,, ,. En effet, le cardinal m!p! de S ,,, est égal au cardinal de la
variété de I, et Sy ,,, est naturellement inclus dans le groupe de décomposition de I,.
Ceci montre que le groupe Dec(/,) = S, est 'unique injecteur de I, dans les idéaux
maximaux qui le contiennent (voir Egalité (2.4.7) et Proposition 2.4.12).

Cette construction se généralise naturellement a toute factorisation de f sur k(aq)[z] :
notons fo, ..., f, les facteurs de rupture de f sur k(ay)[z] (voir Définition 3.2.1). Pour
tout ¢ € [1,n], notons T, () 'ensemble triangulaire formé par les modules de Cauchy
du facteur f; dans 'anneau de polynomes adéquat. Rappelons que A(f) est la suite des
degrés des facteurs de rupture fo, ..., f..

Notations 5.1.1. Soit V' C k. Nous noterons Idy,(V) I'idéal de k[z1, ..., z,] s’annulant
sur V.
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Définition 5.1.2. L’idéal de Galois I, de k(o)[z1,...,2,] inclus dans Idya,) (o) et
d’injecteur S1 a(y) est appelé un idéal de rupture de f.

[’idéal de rupture I, est engendré dans k(aq)[x1,. .., z,] par 'ensemble triangulaire :
{[L’l — Oél} U Tfl(l'l) U---u Tfr(l'l).

Ezemple 5.1.3. Dans cet exemple, k désigne le corps des rationnels Q. Soit le polynome
f=a®—a5—at+2%+1, irréductible sur k. 11 se factorise sur son corps de rupture k(a;)
en :

f=@—a)(z+a)@®—al+af +a? —1)(a*+ (af —af)r? — 1)
et A(f) = 1,2,4. D’aprés la table de rupture en degré 8, Galg(f) est un sous-groupe
de 8T35. Les modules de Cauchy des facteurs de rupture de degré 2 et de degré 4 sont

respectivement les deux ensembles de polynomes :

Ti(oy) ={ 25—aS+af+a?—1,
x4 + 23} dans k(aq)[xs, 4] et
() ={ a5+ (af —ap)zs — 1,
Tp+ 18+ 22v6 + w578 + (S — a)ws + (af — af)w,

2 2 2 6 4
r7 + x5 + 5T + 527 + T + TeT7 + ] — Oy,

xs + 7 + x6 + w5} dans k(ay)[xs, z6, x7, 23] .

Il n’existe qu'un idéal de rupture de f d’injecteur Sz 54 (inclus dans I'idéal Idj ) (o),
ou o = (aq,...,0qp) est ordonné correctement); il est donc engendré par 1’ensemble
triangulaire T :

T = {Il — Oél} U {IQ + xl} U Tl(xl) U TQ(ZEl) .

Remarque 5.1.4. A partir des facteurs de rupture de f, peuvent étre construits autant
d’idéaux de rupture que de permutations de .S, laissant la suite A(f) invariante (I'ordre
des facteurs de rupture n’est pas unique dés que deux d’entre eux ont le méme degré).
Néanmoins, tous admettent S; o¢y) comme injecteur.

Notations 5.1.5. Dans toute la suite de ce chapitre, a sera un élément de V(I;) et [
désignera un idéal de k(aq)[zy, ..., x,] vérifiant :

I, CcI C [dk(al)(g) (5.1.1)

[’idéal I; est un idéal de Galois de f (voir Définition 2.4.1). Nous supposons que [;
posséde son groupe de décomposition L pour injecteur. D’aprés la proposition 2.4.18,
I'idéal I; est engendré par un ensemble triangulaire

{[L’l — O, FQ(.CEl,.CEQ), .. .,Fn([Bl, P ,[L‘n)}

ol les polynémes Fj, ..., F, sont a coefficients dans k.
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Pour tout ¢ € S, et K une extension algébrique de k, nous avons o.ldg(a) =
Idg(0~'.a). Par définition du groupe de décomposition et puisque V(I;) = L.a, pour
tout € V([1) (nécessairement () = ay), les inclusions (5.1.1) s’étendent a (3 :

I, CI; C Idk(ﬁl)(@)- (5.1.2)

De I'idéal I; se déduit naturellement un idéal de Galois de f de 'anneau k[xq, ..., z,]
(voir Corollaire 2.4.4) :

Définition 5.1.6. L’idéal induit de [’idéal I; est 1'idéal I de Galois de f sur k défini
par :
[:[1ﬂk’[x1,...,xn].

Par extension, nous dirons qu’un idéal de Galois de f est induit s’il satisfait la condition
précédente pour un idéal de Galois I; contenant un idéal de rupture de f.

Notations 5.1.7. Nous noterons M(I) I'ensemble des idéaux maximaux de k[xq, ..., z,]
contenant .

Proposition 5.1.8. Pour tout M € M(I), nous avons
M(I)={oM | 0L}
Ceci s’écrit encore :
M) = {dp(p) | BeV(N)}.
Démonstration. Les égalités
I = LNk[zy, ..., 2,] = Tdpey (V1)) Nklx, ... @)
= Idy(V(L) = () 1du(B)=()oldr(c).

QGV(Il) oelL

prouvent la proposition. O

Proposition 5.1.9. Tout M € M(I) vérifie :
(1) Dec(M)py C L C Siagp s
(2) OTb(DGC(M){l}) - OT‘b(L) = O?"b(SLA(f)) .

Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idi(a); i.e. Dec(M) = Galg(a).
Nous obtenons les inclusions inverses des injecteurs (relatifs a ) des idéaux de (5.1.2) :

Galg(ay) (@) C L C Siagy - (%)

Des identités Galy(a,)(a) = Galy(a)y et Orb(Gal,(8)y) = Orb(Sh,a(y)) (par définition
de A(f)), nous en déduisons, avec (x), les assertions (1) et (2) de la proposition. O
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Nous allons maintenant donner une décomposition de l'idéal I :

Proposition 5.1.10. Soit M € M(I) et soient T, ...,T,, des permutations du groupe
Dec(M) telles que, pour tout i € [1,n], 7;(1) = i. Nous avons :

n

k) @ I = [(7i(k(Q) @k 1) -

i=1

Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idi(«a) car pour tout § € V([),
f1 = ;. Notons V' = L.a la variété de I; et posons W = Galg(a).V. Comme V est
stable par Galy(q,)(a) (voir Proposition 2.4.11) et que 7,...,7, est une transversale a
gauche de Galg(a) modulo Galy(a,)(a), nous avons

i€[1,n]
Par définition, W est la variété de I'idéal de Galois Id (V') (voir Propositon 2.4.11).
Alinsi,
Idk(W) = Idk(V) = ]1 N ]{Z[Il, ce ,In]

et donc, comme W est une variété définie sur k (i.e. son idéal posséde un systéme de
générateurs a coefficients dans k)

Idk(g)(W) = k(g) R ([1 N k[l‘l, e ,xn]) .

Par définition de I, il vient

k(a) @ I = k(a) @ (L Nk[zy, ... 2]) = Idyo) (W) = () Tdp(r.V)

i€[1,n]
Or, d’apres le lemme 5.3.2, nous avons les égalités
Vi € [[1,77,]], Idk(g) (Ti.V) = ﬁ([dk(g)(V)) = f(k(g) Ok(ay) Il) ,

d’on le résultat.
O

Notations 5.1.11. Pour tout anneau A et toute partie non vide E de A, nous noterons
(E) 4 I'idéal engendré par E dans A.

De la proposition précédente, nous déduisons un ensemble de générateurs de 1'idéal
induit [ :



5.2. ENSEMBLE A(L), APPLICATION v ET GROUPES L-CONJUGUES 85

Corollaire 5.1.12. Posons Fy = f et A= k(o)[x1,...,2,). Lidéal I induit de l'idéal
I = (x1 — aq, Fy, F3, ..., F,,) 4 est engendré par ’ensemble :

S == {Fl(xl), FQ(I‘l, 1'2), ey Fn(Il, . ,xn)}
qui est triangulaire.

Démonstration. Comme les polynomes Fs, ..., F, sont a coefficients dans k, d’aprés la
proposition 5.1.10, nous avons :

n
ko) @l = (Vo1 —To)a+ (Fo... . F)a
i=1
n
= H<$U1 —ai)a+(Fo, ..., Fo)a
i=1
= <F1($1),F2,...,FH>A.
Nous avons donc démontré que I'ensemble S engendre [ et comme {z1—ay, Fy, F3, ..., F,}
est un ensemble triangulaire il en est de méme pour S. U

5.2 Ensemble A(L), application ¥ et groupes L-conjugués

Dans ce paragraphe, sont présentés les résultats techniques portant uniquement sur
les ensembles de permutations.
Nous utiliserons ces résultats au paragraphe 5.3 pour le calcul d’un injecteur d’'un idéal I
induit de I; lorsque le groupe de décomposition de I ne constitue pas I'unique injecteur
de I (voir Proposition 2.4.12). L’ensemble L sera alors l'injecteur Inj(I;, a), ’ensemble
A(L) défini ci-aprés contiendra 'ensemble des groupes de Galois des éléments de V(1)
et 'application ¥ permettra le calcul de I'injecteur de I & partir du groupe de Galois de
tout élément de V().

5.2.1 Ensemble A(L) et application ¥

Considérons un sous-groupe L de Sy, (i.e. tel que Vo € L, o(1) =1).

Définition 5.2.1. Nous appellerons groupe admissible tout sous-groupe transitif H de
Sy, vérifiant Hyyy C L et tel que Orb(L) = Orb(Hyy). L’ensemble des groupes admissibles
sera noté A(L).

Remarque 5.2.2. Notons 1, e la suite croissante des cardinaux des éléments de Orb(L).
Pour H un sous-groupe transitif de .S,,, il est facile de montrer 1’équivalence :
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He A(L) ssi A(H)=1,e et Hyy C L.

Ainsi, pour obtenir A(L), il suffit de déterminer les groupes H’' de 7 (n) tel que A(H') =
1,e (a l'aide de la table de rupture en degré n), puis de calculer les groupes H conjugués
de H' vérifiant Hyyy C L.

Proposition 5.2.3. Soit H € A(L) et soient {oy,...,0s} et {o],...,0L} deux transver-
sales a droite de L modulo Hyyy. Alors

Hoy+---+Hoy=Hoy+---+ Hol, .

Démonstration. Puisque, pour tout i € [1,n], o; appartient a L, nous avons o; €
Hgyoy + -+ -+ Hypyo), puis successivement,

Vi e [1,n], Ho; C Hoy +---+ Hol,
Hoy+---+Hoy, C Hoy+---+ Hol.
[’inclusion réciproque se démontre de la méme maniére. O
Cette proposition montre que I'application ¥ ci-dessous est bien définie.

Notations 5.2.4. Nous noterons ¥ Iapplication de A(L) dans 'ensemble des parties
de S,, définie pour tout H € A(L) par :

V(H)=Hoy+ - -+ Hoy ,
ou {01, 09,...,0s} est une transversale a droite de L modulo Hyy.

Proposition 5.2.5. L’application U posséede les propriétés suivantes :
1. Si He A(L) et siy =1id,..., T, désignent n permutations de H telles que, pour
tout i € [1,n] (1) =1, alors
V(H)=nL+---+71,L.

2. Si H et G appartiennent o A(L) et si HN G est un sous-groupe transitif de S,
alors U(G) = V(H).

Démonstration. Démontrons la premiére assertion. Puisque le groupe H est transitif,
les permutations 7; existent et H = 7y Hyy + -+ + 7,Hy. Nous avons alors, pour
{o1,02,..., 04} une transversale a droite de L modulo Hy :

V(H) = (TlH{l}+"'+TnH{1})01+~'~+(T1H{1}+"~+TnH{1})O'S
= nL+---+7,L.

Pour la seconde assertion, il suffit de prendre 7,...,7, dans l'intersection transitive
H NG et lassertion (1) donne W(H) =7 L+ ---+7,L =V(G). O
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Corollaire 5.2.6. Soit H € A(L). Alors, le cardinal de V(H ) ne dépend que de celui de
L :
Card(V(H)) = sCard(H) = nCard(L) .

Définition 5.2.7. Soient deux sous-groupes G et H de S,. Le groupe G est dit L-
conjugué o H s’il existe o dans L tel que H = G° = 0Go L.

Proposition 5.2.8. Soient H et G deuz groupes L-conjugués appartenant a A(L). Nous
avons les assertions suivantes :

1. si o désigne une permutation de L telle que H = G, alors
W(H) = 0 W(G):;

2. si {o1,...,05} désigne une transversale a droite de L modulo Hyyy alors il existe
i € [1,s] tel que H = G ; en particulier, le nombre de groupes L-conjugués o H
est majoré par s.

Démonstration. Montrons 'assertion (1) et reprenons les notations de la proposition
5.2.5. Posons, pour tout ¢ € [1,n], p; = o' 7,0. Les permutations py,...,p, appar-
. < —1 .

tiennent & G = H? = et nous avons successivement,

V(H) = nL+--+m7,L
= opo 'L+ +opo 'L
opmL+---+op,L
o U(G),

d’aprés 'assertion (1) de la proposition 5.2.5 et le fait que {p;(1) | i € [1,n]} =

{1,...,n}.

Montrons I"assertion (2). Si G et H sont L-conjugués, il existe o € L tel que H = G7.
L’égalité L = Hyyor+ Hjyoo+- - -+ Hyo, impose a o d’appartenir a 'un des ensembles
Hyiy0;, pour un entier ¢ € [1, 5], et donc de s’écrire o = ho;, ot h désigne une permutation
de H. Le résultat se déduit alors des égalités successives : G = o, 'h"'Hho; = 0; ' H 0.

O

5.2.2 Classes de L-conjugaison

Au paragraphe 5.3, nous serons amenés a rechercher ’ensemble des groupes H € A(L)
permettant le calcul d’un injecteur d’un idéal de Galois I induit de I;. Ces groupes se
répartissent en différentes classes dites de L-conjugaison. Nous verrons au Théoréme 5.3.4
que si un groupe de 1'une de ces classes permet le calcul d'un injecteur I alors il en est
de méme de tout autre groupe de cette classe; c’est en particulier le cas des groupes de
Galois des éléments de V(I) qui ne forment qu’une seule classe de L-conjugaison.
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Proposition 5.2.9. Soit H un groupe appartenant a A(L). Alors, pour tout o € L, le
groupe H appartient & A(L).

Démonstration. Pour tout sous-groupe G de S, et toute permutation o € S,, nous
avons :

(G7)y = (Goray) et (5.2.1)
Orb(G?) = 0.0rb(G) . (5.2.2)

Il s’en suit les égalités successives suivantes :

Orb((H?)qy) = Orb((Hgy)7), d’aprés I'égalité (5.2.1) et puisque o(1) = 1,
= 0.0rb(Hpy), d'aprés I'égalité (5.2.2),
= 0.0rb(L), car H € A(L),
= Orb(L),caroc € L.

Le groupe HY étant transitif, H? appartient a A(L). O

Nous poursuivons notre étude par celle de L = S1 . C S, avec e = (ey,...,e,) € N,
un r-uplet d’entiers croissants de somme n — 1.

Nous rappelons que la suite d’orbites Orb(S;.) = (Op = (1), Oy, ..., O,) est ordonnée
par cardinalité croissante (i.e. Card(O;) =e; pouri=1,...,7).

Notations 5.2.10. Dans toute la suite, nous noterons M le sous-groupe de S,, défini
par :
M={o€S,|o(l)=1 et Orb(S1.) =0.0rb(S1.¢)} .

D’aprés l'identité (5.2.2), le groupe M est le normalisateur de S;. dans Sy,_1; en
particulier, le groupe S . est distingué dans M.

Le groupe M agit sur Orb(S; ) en laissant fixe une orbite (par les permutations de
S1.e) ou en I'envoyant sur une autre orbite de méme cardinal. Le groupe S . est le noyau
du morphisme surjectif :

¢: M — Fixg (e)
o — T1:7(1)=jsic0;=0;pouri=1,...,r.

Le cardinal N du stabilisateur Fixg, (e) de e dans S, est aussi I'ordre du groupe M /S ..
Nous considérons {7, = id, ..., 7y} une transversale a droite de M mod S . (c’est aussi
une transversale a gauche).
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Lemme 5.2.11. Soit H € A(S.). Alors l’ensemble des groupes S,-conjugués a H
appartenant a A(S1.) est formé des H? ot o parcourt M.

Démonstration. Soit o € M. Nous avons d'une part (voir (5.2.1)) :

(H7)qpy = (Hg1001)” = (H{1y)” C ST = Sie

)

et d’autre part (voir (5.2.2)) :
Orb(H?) = 0.0rb(H) = 0.0rb(S1,¢) = Orb(S1) -

Donc H? € A(S).). Pour Iinclusion inverse, prenons 7 € S, tel que H™ € A(S1.).
Puisque H est transitif, il existe h € H tel que 7h(1) = 1. Posons ¢ = 7h. Nous avons
H™ = H?. Donc, d’une part, o(1) = 1 et, d’autre part, Orb(S;.) = 0.07b(S; ) puisque
Orb(H?) = Orb(Si¢) et que Orb(H) = Orb(S;). Dot 0 € M. O

Lemme 5.2.12. Soit H € A(S,.) et considérons les m classes de conjugaison par Sy .
des S,-conjugués de H appartenant a A(S1.) (i.e. les H? ou o parcourt M ). Alors nous
avons les assertions suivantes :

(1) soit o € S1..7; ; la conjugaison par o induit une bijection entre la classe de H et celle
de H™ ;

(2) chaque classe est celle d’un groupe H™, ot i € [1, N| formé des H ou o € S} .7;.
(3) m < N.

Démonstration. Pour montrer (1), il suffit de constater que si [ € Sy, alors (H')” =
(H)?'"™" appartient a la méme classe que H? puisque S1.e est distingué dans M. Cette
orbite est celle de H™ puisque 0 = 77; € M avec 7 € Sy, et donc H? = (H™)".

Pour montrer (2), considérons une classe. Elle est celle d’'un groupe H? ot o € M (voir
Lemme 5.2.11) ; c’est-a-dire qu'il existe i € [1, N] tel que o € S;.7;. Donc la classe est
celle de H™.

Il est évident que le nombre de classes est inférieur a V. O

5.3 Calcul des injecteurs d’un idéal induit

Dans ce paragraphe, I'idéal I; est celui du paragraphe 5.1 (voir Notation 5.1.5) et [
est I'idéal induit de I; (voir Définition 5.1.6). D’aprés la proposition 5.1.9, I'injecteur L
de I vérifie L C Sl,A(f)'

Nous cherchons & déterminer les injecteurs de I dans les idéaux de M ().

5.3.1 Formulation des injecteurs de I’idéal induit

Le résultat principal de ce paragraphe est le théoréme 5.3.4. Ce résultat exprime
tout injecteur d’un idéal induit en fonction de certaines représentations symétriques du
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groupe de Galois de f.

Dans tout ce paragraphe, K désigne une extension algébrique de k.

Notations 5.3.1. Le groupe de Galois Galx () est isomorphe au groupe des K-automorphismes
de K(«) par l'application qui a tout élément 7 de Galy(a) associe T dans Auty (K (o))
défini par T(a;) = a,¢). L'action de Autg (K (o)) sur K(a) est étendue naturellement a

K(a)[x1,...,z,] par action sur les coefficients des polynomes.

Pour tout 7 € Galg(a) et tout g € K(«)[xy,...,x,], nous avons donc deux notations
distinctes :

— 7(g) désignant le polynéme obtenu par I'action de 7 sur les coefficients de g et

— 7.g désignant le polynome g(z-qy, ..., Trm))-
Lemme 5.3.2. Pour tout idéal J de k(a)[xy,...,x,] et tout T € Galp(a), nous avons

[identité suivante :
Inj(7(J),a) = 7Inj(J, ). (5.3.1)
Démonstration. Pour V un sous-ensemble de S,.«, montrons que :
T(Udeo)(V)) = Idyey(r.V). (5.3.2)

Avec les notations de I’énoncé, nous avons les égalités successives :

Tdp(o)(T.V) = ﬂ (T1 = Bra)s > Tn = Br(n)) k(@)lwr,mnn]

Bev
= ﬂ <?(‘T1 - 51)7 s 7?(1'71 - 6n)>k(g)[xl ..... Zn)
BeV
= ﬂ T((z1 = Brye T — ﬁn>?_1(k(g)[x1 ..... zn]))
Bev
= ?(ﬂ«[’l _517"'7In_6n>k(g)[xl ..... xn})
Bev
= T(Idpo)(V))
ou I’avant derniére égalité est obtenue car 7 est k-automorphisme de I'algébre k(a)[z1, . . ., ).
Montrons maintenant que :
j(7(J), ldpey (@) = Inj(/,7 " (Idya (@) - (5.3.3)

Nous avons les égalités suivantes :

Inj(7(J), Idi () = {o€ 5, |VPeT(J), 0.P € ldya(a)}
{U S | VP e J, U.?(P) S ]dk(g)
{0 €8, |VP e J T(0.P) € Idy
= {0€8,|VPeJ, o] eT (Idyy(a
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d’ou le résultat. Pour terminer, les égalités successives suivantes prouvent l'identité
(5.3.1) :
Inj(7(J), Idyay () = Inj(J,7 ' (Idya)(a))), d’apres lidentité (5.3.3)
= Inj(J, Idg) (7 ")), d’aprés identité (5.3.2),
= 7Inj(J, Idy) (), d’aprés la proposition 2.4.9.
O

Dans ce chapitre, tous les idéaux considérés seront triangulaires ou bien par construc-
tion ou bien par la proposition 2.4.18. Nous supposerons donc, a partir de maintenant,
que [ est engendré par I'ensemble triangulaire séparable

T = {fl(l'l), fg(l'l,xg), ey fn(ZEl, e ,xn)}
Proposition 5.3.3. Pour tout M € M(I), le groupe de Galois Dec(M) appartient a
A(L) et
Inj(1, M) = W(Dec(M)) |
ou W est l'application définie dans la notation 5.2.4.

Démonstration. Le groupe Dec(M) appartient a A(L) d’aprés la propositon 5.1.9. D’aprés
la proposition 5.1.8, nous pouvons supposer que M = Idi(a) avec a € V(I1); i.e
Inj(I, M) = Inj(I, ). Soient n permutations 7y, ..., 7, de Dec(M) telles que, pour tout
€ [1,n], 7;(1) = 4. D’aprés la proposition 5.1.10, nous avons ’égalité :

n

k(a) @ I =()7i(k(2) @kan) Th) -

=1

L'idéal 7;(k(a) ®p(a,) I1) contient le polynome z1 — ;. Puisque les racines ay, ..., oy,
sont distinctes, les idéaux 7(k(@) Qo) 11), pour i € [1,n], sont deux a deux comaxi-
maux. Nous avons les égalités suivantes :

Inj(l,a) = Inj(k( Q) ®k(ar) I, @), d’apres I'égalité (2.4.3),

= ZII]J (T3 (k(a) ®k(ar) 1), ), d’aprés I'égalité (2.4.9),
= ZT’ Inj((k(a) @k(ay) 11), @), d’aprés le lemme 5.3.2,

= Z’Ti Inj(1, @), d’aprés la remarque 2.4.6,

— W(DeeM).

ou la derniére égalité est obtenue en appliquant I’assertion (1) de la proposition 5.2.5 a
L =Tnj(,q). U
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Théoréme 5.3.4. Soit H € A(L) et M € M(I) tels que H N Dec(M) soit un sous-
groupe transitif de S,,. Alors l'ensemble des injecteurs de l'idéal I induit de I; dans les
1déaur mazrimaux qui le contiennent est formé des

Inj(1,0.M) =W (H?)
ot o parcourt l'injecteur L de I.

Démonstration. D’aprés les propositions 5.1.8 et 5.3.3, ’ensemble des injecteurs de I dans
les idéaux maximaux qui le contiennent est formé des Inj(I,0.M) = ¥(Dec(o.M)) ol o
parcourt L. Soit ¢ € L. Comme H N Dec(M) est transitif, le groupe H? N Dec(M)7 =
H? N Dec(0.M) est aussi transitif. Selon 'assertion (2) de la proposition 5.2.5 appliquée
au groupe G = Dec(0.M), nous avons donc V(H?) = ¥(G). O

Corollaire 5.3.5. Reprenons les hypothéses du théoréeme 5.3.4 et notons s lindice de
Hyyy dans L. Alors

Card(Inj(I/, M)) = s. Card(H) = n. Card(L) .

Démonstration. Ces deux égalités sont des conséquences immédiates du corollaire 5.2.6
et du théoréme 5.3.4. U

5.3.2 Classes de L-conjugaison associées aux idéaux induits

Si un groupe H vérifiant les hypothéses du théoréme 5.3.4 est connu, il est alors
possible de calculer un injecteur de I. Il n’est pas toujours immeédiat de tester si H N
Dec(M) est transitif pour un idéal M € M(I); et ce d’autant plus lorsqu’au moins
deux des facteurs de rupture de f sont de méme degré. Ce paragraphe est consacré aux
tests assurant la transitivité du groupe H N Dec(M).

Définition 5.3.6. Un groupe H € A(L) est dit associé a l'idéal I s'il existe M € M([)
tel que H N Dec(M) soit transitif (i.e. si H vérifie les hypothéses du théoréme 5.3.4).

Il s’agit d’étudier a quels idéaux sont associés les différents conjugués dans A(L)
d’un groupe H de A(L). Les groupes L-conjugués a H appartiennent aussi a A(L) (voir
Proposition 5.2.9) et si H est associé a [ alors tout groupe de sa classe de L-conjugaison
C l'est aussi (voir Démonstration du théoréme 5.3.4) et {U(H') | H' € C} est 'ensemble
des injecteurs de I dans les idéaux maximaux qui le contiennent (voir Théoréme 5.3.4).
Nous pouvons donc introduire la définition suivante :

Définition 5.3.7. La classe C de L-conjugaison d'un groupe H € A(L) est dite associée
a lidéal I si H est associé a [.
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Au paragraphe 5.2.2. nous avons étudié les classes de conjugaison par S; . des conju-
) l,e

gués H dans A(S;.). Nous cherchons a savoir a quels idéaux induits des idéaux de

rupture de f ces classes sont associées lorsque :

- e = A(f), la suite croissante des degrés des facteurs de rupture fi, ..., f,. (voir Chapitre
3), que

- H est associé a I'idéal de rupture I, construit a partir de fi,..., f, (voir Paragraphe
5.1) et que

- I est I'idéal induit de I, (i.e. I = I, Nk[zy, ..., z,)]).

Rappelons que le groupe M est le normalisateur de S, . dans 51,1 et que 7,...,7n
sont des représentants respectifs des N classes de M/S ..

Les facteurs de rupture sont ordonnés en respectant la croissance des degrés. Donc
il existe exactement N, le cardinal de Stabg, (e), listes de facteurs de ruptures distintes
(car les racines de f le sont) induisant par construction N idéaux de rupture distincts.
Plus précisément, comme S; . est le noyau du morphisme surjectif ¢ (voir Paragraphe
5.2.2), ces N listes sont les

(f¢(7'z)(1)77f¢(7'1)(7~)) 1=1,...,N

respectivement aux origines des constructions des N idéaux de rupture 7;.7,., d’idéaux
induits respectifs :
nd, o, ... 1Tn.d .

Remarque 5.3.8. Le groupe S . étant celui de décomposition de chaque idéal de rupture,
par définition de 71, ..., 7y, 'ensemble {0.] | o € M} est I'ensemble des idéaux induits
des idéaux de rupture. Soit M € M([). Nous avons Dec(M) € A(S; ) (voir Proposition

5.1.9). Comme M(I) = {tM | 7 € S} (voir Proposition 5.1.8) , I'ensemble des
idéaux maximaux contenant un idéal induit est

F={oM | oe M}

L’ensemble des groupes de décomposition des idéaux de F est formé des Dec(M)?
(=Dec(0.M)) ou o parcourt M ; c’est-a-dire 'ensemble des conjugués de Galg(f) (i.e.
de Dec(M)) appartenant a A(S; ) (voir Lemme 5.2.11).

Lemme 5.3.9. Soit 0 € M. Si le groupe H est associé a l’idéal I alors le groupe H® est
associé a lidéal 0.1 induit de o.1,.

Démonstration. Soit M € M(I) tel que H N Dec(M) soit un sous-groupe transitif de
Sn. Alors H? N Dec(0.M) est également transitif avec o.M € M(o.1) (i.e. I'idéal o.M
est un idéal maximal contenant o.7). O
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Les résultats précédents et ceux du paragraphe 5.2.2 permettent d’énoncer le théo-
réme suivant :

Théoréme 5.3.10. Soit H € A(S1 ) supposé étre associé a l'idéal I induit de I,.. Alors :
(1) a chaque idéal 7;.1 induit de l'idéal de rupture ;1,1 =1,..., N, est associée la classe
de Sy -conjugaison du groupe H™ ;

(2) tout groupe H° € A(S1.) (i.e. 0 € M) est associé a l'idéal 0.1 induit de l’idéal de
rupture o.1,.. Donc toute la classe de S .-conjugaison de H est associée a o.1.

Une conséquence directe de ce théoréme est le corollaire suivant utilisé pour les pré-
calculs :

Corollaire 5.3.11. Soient G, un conjugué de Galy(f), et H deux groupes de A(Si.)
tels que H NG soit un sous-groupe transitif de S,,. Alors il existe un groupe conjugué de
H appartenant a A(S1.) qui est associé a I (ainsi que sa classe de Sy .-conjugaison). En
particulier, si les groupes conjugués a H appartenant a A(S1.) sont tous Sy .-conjugués
alors H est associé a I.

Remarque 5.3.12. Supposons qu’on ait su déterminer un sous ensemble E de 7 (n) auquel
appartient le groupe de Galois Galg(f). L’hypothése du corollaire 5.3.11 est vérifiée
lorsque tout groupe de E posséde un conjugué dans A(S;.) d’intersection transitive
avec le groupe H.

Remarque 5.3.13. Plagons nous dans le cas ou les parts e; du n-uplet e = (ey,...,¢€,)
sont distinctes deux a deux (i.e. N =1, M = 5. et Stabg, (e) est réduit a 'identité). 11
n’existe qu’'un seul idéal de rupture de f. Si H € A(S).) alors les conjugués de H dans
A(Sy ) sont S; .~conjugués a H (voir Lemme 5.2.11).

Considérons désormais L, injecteur d’un idéal [; vérifiant la suite d’inclusions (5.1.1).
Soit I I'idéal induit de I;. D’aprés la proposition 5.2.9, les groupes qui appartiennent a
A(L) se répartissent en classes de L-conjugaison.

Corollaire 5.3.14. Soit H € A(L). Supposons le groupe H associé a l'idéal I. Alors,
pour tout conjugué G de H appartenant a A(L), il existe o0 € M tels que G = H? et G
est associé a l'idéal 0.1 induit de 0.1;.

Démonstration. Comme A(L) C A(Sie) (voir Proposition 5.1.9), il existe o € M tels
que G = H? (voir Lemme 5.2.11). L’idéal 0.1 contient I'idéal 0.1, qui est de rupture
puisque 0 € M (voir Remarque 5.3.8). En reprenant la démonstration du lemme 5.3.9,
le groupe H? est bien associé a I'idéal ¢. induit de o.1;. U

Remarque 5.3.15. Pour tout M € M(I), Dec(M) € A(L) (voir Proposition 5.1.9) est
associé a I. Lorsque Galg(f) est déterminé, nous connaissons ses S,-conjugués apparte-
nant a A(L). Tl s’agit de pouvoir identifier la classe de L-conjugaison de M.
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5.3.3 Association d’une classe de L-conjugaison & 1’idéal induit

L’étude des liens entre les classes de S; .-conjugaison et les idéaux induits d’idéaux
de rupture du paragraphe précédent ne résoud pas le probléme de l'identification de la
classe associée a I. Ce paragraphe est consacré a ce probléme.

Dans ce paragraphe, I désignera un idéal induit d’un idéal de rupture I, et € Ien-
semble des classes de L-conjugaison des groupes appartenant a A(L). Nous savons qu’au
moins une de ces classes est associée a [ (voir Remarque 5.3.15) et que cette classe per-
met le calcul des injecteurs de cet idéal. Les résultats de ce paragraphe permettent de
tester si une classe de L-conjugaison de € est associée ou non a l'idéal [.

La proposition suivante, conséquence du corollaire 6.2.2 du chapitre 6, permet tou-
jours de déterminer un injecteur de I.

Proposition 5.3.16. Un groupe H de A(L) est associé a I si et seulement s’il vérifie
I +V(H).I #klxy,...,x,] .

Démonstration. Cette derniére inégalité est vérifiée si et seulement si il existe 5 € V(I)
tel que W(H) C Inj(I, ) (voir Corollaire 6.2.2). Puisque Card(¥(H)) est le cardinal de
tout injecteur de I (voir Corollaire 5.2.6 et Corollaire 5.3.5), W(H) est égal a Inj(I, 8). O
Remarque 5.3.17. Soient C; et Cy deux classes de €. D’aprés les propositions 5.2.5 et
5.2.8, §’il existe deux groupes H; € C; et Hy € Cy tels que Hy N Hy soit un sous-groupe
transitif de S, alors

(W(H) | HeC)={U(H)|HeC).

Supposons que [ + V(Hy).I = k[zy,...,x,]. Avec cette hypothése, la proposition 5.3.16
prouve qu’aucun des groupes de C; et de Cy ne permet le calcul d’un injecteur de I.
Supposons que [ + W(Hy).I # k[z1,...,x,]. Avec cette hypothése, la proposition 5.3.16
montre que W(H;) est un injecteur de I et qu’aucune des classes C telle que V(H;) ¢
{U(H) | H € C} n’est associée a I.

La proposition 5.3.16 ne permet pas de préétablir des critéres d’association entre
les classes de € et les idéaux induits ce qui sera souvent possible avec la proposition
suivante :

Proposition 5.3.18. Si C € € est associée a l'idéal induit I, alors

I=()HI (: (J{oR | c€H. REI}) .

HeC HeC
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Démonstration. Soit H € C. Par hypothése, il existe a € V(1) tel que Inj(/,a) = V(H)
(voir Théoréme 5.3.4). Par définition de W, I'injecteur Inj(7, ) s’écrit donc

Inj(I,a) = Hoy +---+ Ho,

ot {01,...,0,} est une transversale a droite de L modulo Hyyy. Par suite, I'idéal I se
décompose comme suit :

I = Idy(Inj(I, @) ﬂ]dk ((Hoy).a ﬂldk H% (0i.q)) . (5.3.4)

=1

Soient H° € Con o € {o;',...,0,'} C Let R€I.
D’aprés 'égalité (5.3.4), nous avons R € Idy(H?.(c7 .a)) et donc, par la proposi-
tion 5.4.1, il vient H°.I C Idi(H?.(c'.a)). La décomposition (5.3.4) permet d’en dé-
duire I'inclusion (o H'.I C 1. Or I C (Ve H'.1, d’01t le résultat. O

[’étude du degré 8 que nous menons au paragraphe 5.6 fait apparaitre, qu’en dehors
du cas Galg(f){8Ts,875}, la proposition 5.3.18 est suffisante pour établir des critéres
d’association tels que ceux présentés dans I'exemple 5.3.19 qui suit.

Ezemple 5.3.19. Supposons que f soit un polynome de degré 8 tel que A(f) = 13,22
L’injecteur de tout idéal de rupture I, est L = Sy 92. Tout idéal initial I induit par un
idéal de rupture est engendré par un ensemble triangulaire T de la forme :

{f(21), 22+ go(21), w3+ g3(21), 74+ ga(z1),
fs(xs, 1), w6 + go(5, 1), fr(z7,21), fs(ze, 1)},
ou les polynomes ¢s, g3, g4 sont distincts.

Supposons que Galg(f) soit impair, il s’agit alors d’'un conjugué de 877, c’est a dire
I'un de ses 6 conjugués dans A(L) qui sont :

H, =((1,5,3,7,2,6,4,8),01 = (1,2)(3,4)), Hso=1{((1,6,3,7,2,5,4,8),01),
H3 = <(1’572’77 376747 8)702 = (173)(274»’ H4 <( 75’278’376747 7)7 2>’
Hs =((1,5,2,7,4,6,3,8),03 = (1,4)(2,3)), He=1((1,5,2,8,4,6,3,7),03).

Ces 6 groupes se répartissent en trois classes de L-conjugaison :
C1 = {H,, Ha}, Co = {Hs, Hy} et C3 = {Hs, Hg},

avec Hy =7 YH7, Hy =7 'H3st et Hy =7 'Hs7 et 7 = (5,6) € L.

D’aprés le théoreme 5.3.10, il existe 7 € {1,2, 3} tel que [ = ()., H.I. La proposition
5.3.18 permet ensuite de déterminer la classe associée a I sous la forme d’un critére
d’association.
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A partir du polynome R = z54go(x1) de T et des permutations oy = (1,5,3,7,2,6,4,8)
de Hy et 09 = (1,6,2,5,3,7,4,8)(1,2)(3,4) de Hs, nous formons le polynome P, =
01.R = 09.R = 26 + go(75) qui appartient & (), H.I. De méme, nous construisons le
polynome P = 6+ g3(5) de (e, H.I et le polynome Py = 6 + ga(ws) de (e, H.1.

Les polynomes P, et P, ne peuvent appartenir simultanément a [ car, si tel était
le cas, le polynome go(z5) — gs(v5) = Py — P, appartiendrait a I et, étant de degré
strictement inférieur a f, il diviserait f sur k. Il en va de méme, pour les couples (Py, Ps)
et (P, P3). Nous obtenons ainsi les critéres d’association :

i) si P, € I alors la classe C; est associée a [ ;
ii) si P, € I alors la classe Cy est associée a [ ;
iii) si P3 € I alors la classe Cs est associée a [.

Supposons que C; soit associée a I. Alors I est 'intersection de deux idéaux maxi-
maux (ceux de M(I)) : I = M; N My avec H; = Dec(M;), i = 1,2. Les ensembles
V(H,) = Hy + Hy7 et W(H,) sont les injecteurs de I dans M et My, respectivement
(voir Théoréme 5.3.4).

Remarque 5.3.20. Nous constatons sur I’exemple ci-dessus que la proposition 5.3.18 est
utilisable pour préétablir des critéres d’association. Il s’agit d’une conséquence du fait
que les variables et les degrés des polynomes intervenant dans I’ensemble triangulaire
engendrant 'idéal induit ne dépendent que du groupe de Galois de f.

Le résultat de la proposition suivante est moins fort que celui de la proposition 5.3.18,
mais il est parfois suffisant :

Proposition 5.3.21. S"il existe 0 € (e V(H) et g dans I tel que 0.g ¢ I alors C
n’est pas associée a I.

Démonstration. Montrons la contraposée de la proposition. Supposons donc la classe C
associée a I. D’apres le théoréme 5.3.4, les injecteurs de I sont les W(H) ot H parcourt
la classe C. L.a proposition 6.1.5 montre qu’alors

Dec(l) = (] U(H).

HeC

Le résultat découle alors de la définition du groupe de décomposition d’un idéal. ]

Remarque 5.3.22. La recherche d’un polynome g € I de la proposition 5.3.21 peut étre
restreinte a un ensemble de polyndmes engendrant I.

5.4 Adjonction de relations a 1’idéal induit

Considérons un idéal I induit d’un idéal I;. Il est parfois possible de construire, sans
coiit supplémentaire, un idéal de Galois contenant strictement I. Dans ce paragraphe,
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nous décrivons une telle méthode.

Pour pouvoir appliquer 1'algorithme GaloisIdeal a ce nouvel idéal, nous devons,
comme pour I, connaitre un de ses injecteurs.

Proposition 5.4.1. (voir [61], Proposition 3.6) Soit H un sous-groupe de S,,. Le groupe
de décomposition de l'idéal Idx(H.o) contient H.

Proposition 5.4.2. Soit H un sous-groupe de S, vérifiant H C Inj(I, ). Soient 0 € H
et R e l. L'idéal J =1 + (0.R) est un idéal de Galois contenu dans Idy(H.q).

Démonstration. Montrons 'inclusion J C Idy(H.cv). Puisque H C Inj(I, @), nous avons
I C Idy(H.«) et il suffit donc de montrer que o.R appartient a Idy(H.«).

D’apres la proposition 5.4.1, le groupe H est inclus dans le groupe de décomposition de
Idy(H.a) et donc 0.R € Idi(H.«r), d’ou I'inclusion.

Ceci implique, en particulier, que J est un idéal propre et, comme il contient les relations
symétriques, J est un idéal de Galois (voir Proposition 2.4.1). ]

Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.3. Reprenons les notations de la proposition 5.4.2. S1 F' = o.R est de la
forme a:? +g(z1,...,xj-1) avec d > 0 et si l'ensemble S ={f1,..., fj—1, F, fi+1,-- -, fu}
engendre un idéal I' contenant I, alors S est triangulaire séparable et I' = J.

Dans le corollaire 5.4.3, il suffit que F' soit un facteur de f; dans k[zy,...x;] pour
que I’hypothése d’inclusion soit vérifiée.
Le résultat suivant montre que cette méme hypothése d’inclusion est vérifiée sous cer-
taines conditions moins contraignantes.

Corollaire 5.4.4. Reprenons les notations du corollaire 5.4.3 et supposons que :
~ F soit de la forme x9+ g(x1,... x;_1), avec d = deg, (Idx(H.a)) ;
— pour tout i € [1,5 — 1], deg, (I) = deg, (Idy(H.c)).
Alors, J est un idéal de Galois de f et il est engendré par l’ensemble S.

Démonstration. D’aprés le corollaire 5.4.3, il suffit de montrer que f; € (S). D’aprés la
proposition 5.4.2, nous avons la suite d’inclusions d’'idéaux de k[zy,...,z;] :

<f1, e fj—h F> C <f1, ceey fj—17 F, fj) - Idk.(Hg) N I{Z[Il, - ,Ij].
Or I'hypothése faite sur les degrés initiaux des idéaux
[dk(HQ) N ]C[.’L"l, C ,.Tj] et <f1, ceey j71>F>

montre que ces idéaux sont égaux. Le corollaire s’en suit. O
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Soit H un groupe associé a I et contenant Galg(a), le corollaire 5.4.3 (ou le corol-
laire 5.4.4) permet d’en déduire un polynome F et un idéal de Galois J = I + (F) de
f. Connaissant un ensemble triangulaire de générateurs de J, nous pouvons calculer le
cardinal de sa variété (voir Egalité (2.4.7)). Si Card(V(J)) = Card(H) alors, d’aprés la
proposition 2.4.12, J = Idy(H.a) et H est I'injecteur de J. Dans le cas ou H n’est pas
I'injecteur de .J, nous pouvons, dans certains cas, calculer un injecteur de J.

Rappelons que L est I'injecteur de I'idéal I; dont [ est induit. Soit E une transversale
a droite de L modulo Hyyy. Nous avons :

J=1+(F)=()Id(Hr.c)+ (F).

TeE

Soit E) l’ensemble des permutations 7 € E telles que F' € Idy(H7.«0). Comme les
idéaux I et (F') sont inclus dans [ . Idp(HT.a), L'idéal J = I + (F) 'est également.
La proposition immédiate suivante permet, dans certains cas, de calculer un injecteur

de J :

Proposition 5.4.5. Supposons que Galy(«) C H. Si nous avons ['égalité Card(V (J)) =
Card(FEy) . Card(H) alors J =) Idi(HT.a) et linjecteur de J s’écrit :

TeE

Inj(J,a) = Z Hr.

TeE

Ainsi, pour construire un injecteur de l'idéal J a partir de I et de la classe de L-
conjugaison de H, il faut pouvoir tester la condition de la proposition 5.4.5; autrement
dit, nous devons connaitre F;. La proposition suivante permet, dans certains cas, de
calculer cet ensemble :

Proposition 5.4.6. Reprenons les notations précédentes. Une permutation T € {7y, ..., Ts}
appartient a Ey des qu’elle vérifie la condition suivante :

WR,0)elxH ,F=0R.

Démonstration. Montrons la contraposée de cette condition. Supposons donc que la per-
mutation 7 n’appartient pas a Fy, i.e. F ¢ T = Idy(HT.c). Nous avons donc, par
définition du groupe de décomposition :

V(R,0) € T x Dec(Z), F # o.R ,

puisque 0. R € 1.
Comme [ C Z, d’aprés la proposition 5.4.1 nous avons

H™ ' C Dec(Idy(H™ ' 7)) (= Dec(Idy(HT.q))) .
Donc, V(R,0) e Ix H ', F #0.R . O
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Application des résultats du paragraphe 5.4

Soit H un sous-groupe de S, vérifiant Gali(a) C H (donc H est associé a I). Sup-
posons que nous ayons calculé un polynéome F' = ¢.R comme dans le corollaire 5.4.4.
Soit

V(H)=Hn+...+ Hry,

ou 7, ..., 7, sont les permutations telles que T{lHTi vérifient les mémes hypothéses que
H pour le méme polynoéme F' (au signe prés). D’aprés la proposition 5.4.6, nous avons
{m,...,7.} C E et donc :

Card(V(J)) > Card(E,) Card(H) > r Card(H) .

Le cardinal de V/(J) étant connu, si r Card(H) = Card(V'(J)) alors, d’aprés la proposi-
tion 5.4.6, nous avons £y = {m,..., 7.} et

Ezxemple 5.4.7. Soit I un idéal induit d’un idéal de rupture d’un polynome f de degré 8.
Supposons que A(f) = 12,22, Notons f7(x1, 27) le 7-iéme polynome de T;. A T'aide de la
table de rupture en degré 8 (voir Chapitre 3), nous calculons I'ensemble des groupes H
vérifiant Hyyy C Syag2 et A(H) = A(f). Tous ces groupes vérifient £(H) = (8,1%,2,1%).
En comparant avec £(I) = (8,1%,2,1,2,1), nous en déduisons, qu'en remplagant le
polynome f; de T; par une relation r7(xy, x5, x7) linéaire en x7, nous obtiendrons un
idéal de relations de f.

5.5 Construction d’un algorithme

5.5.1 Meéthologie de pré-calculs

Dans ce paragraphe, nous décrivons une méthologie a suivre pour établir les pré-calculs
d’un algorithme de détermination des injecteurs de tout idéal induit (voir Définition
5.1.6). Cette méthodologie met en ceuvre les résultats théoriques des paragraphes précé-
dents.

Nous allons distinguer plusieurs étapes. La premiére n’intervient que dans le cadre ot
le polynéme f est factorisé sur I'un de ses corps de rupture. Ceci permet de déterminer
les groupes susceptibles d’étre injecteurs des idéaux de rupture. A 'aide de la table de
rupture en degré n, est déterminé 1’ensemble

G={GeTm) | AG) =1,¢}.
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Remarquons que le groupe Galy(f), qui est un représentant dans 7 (n) du groupe des
k-automorphismes du corps de décomposition de f, appartient & I’ensemble G.

A partir de la deuxiéme étape, nous désignerons par L un groupe qui, lors du calcul
du corps de décomposition d'un polynome f de degré n, est susceptible d’étre I'injecteur
d’un idéal de Galois I de k(oy)[z1, ..., x,]. Notons 1, e la suite croissante des cardinaux
des orbites de {1,...,n} sous 'action de L (i.e. des éléments de Orb(L)).

Les étapes 2 a 5 ont pour objet de prévoir, en fonction du groupe de Galois de f sur
k, I'injecteur d’un idéal de Galois de f contenant l'idéal I induit de I; (cet idéal sera
obtenu en appliquant les résultats du paragraphe 5.4 & I ou bien sera I'idéal I lui-méme).

Remarque 5.5.1. L’idéal I; peut lui-méme provenir d’un idéal induit d’un idéal de Galois
I de k(oq, ao)[z1, ..., x,] contenant les polynomes xq; — oy et xg — as. Si l'idéal induit
de Iy n’a pas un groupe pour injecteur, il est possible, avec 'algorithme GaloisIdeal,
de calculer un idéal le contenant ayant cette propriété. Par ce biais, notre algorithme
s’applique aussi aux polynomes de groupe de Galois 2-transitifs.

Pour décrire ces étapes, nous devons introduire les relations d’équivalence qui y seront
utilisées.

Relations d’équivalence

Pour tout groupe G € G, nous notons A(L,G) I'ensemble des S,-conjugués de G qui
appartiennent a A(L) :

AL,G)={G? |o € S,} NA(L) .
(Pour la définition de A(L), voir Définition 5.2.1.) Nous avons naturellement :

A(L) = | AL, G). (5.5.1)

Geg

Relation ~ sur I'ensemble A(L).
Nous noterons ~ la relation d’équivalence induite par la L-conjugaison sur les ensembles
A(L).
Soit C € A(L)/ ~ et H € C. D’aprés le théoréme 5.3.4, si W(H) est 'un des injecteurs
de l'idéal I alors 'ensemble des injecteurs de I est égal a {¥(H')| H' € C}.

Relation R sur I'ensemble des classes de L-conjugaison A(L)/ ~.
Soient C et C" deux classes appartenant a A(L)/ ~. Nous posons

CRC ssi {U(H)|HeC={U(H) HeC).

Ainsi, si {U(H)| H € C} est I'ensemble des injecteurs de [ alors il en est de méme de
I'ensemble {U(H') | H' € C'} pour toute classe R-équivalente C' de C.
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Remarque 5.5.2. La proposition 5.2.5 montre que s’il existe H € C et H' € C’ tels que
H N H' soit un sous-groupe transitif de S,, alors C R C'.

Par ailleurs, la proposition 5.2.9 montre que s'il existe Hy € C et H} € C' tel que
Hy N H{ soit un sous-groupe transitif de S,, alors, pour tout H € C, il existe H' € C’ tel
que H N H' soit un sous-groupe transitif de .S,,.

Relation R pour les groupes de G.
Soient GG et G’ deux groupes de G. Nous posons

G R G sl existe C € A(L,G)/ ~et C' € A(L,G")/ ~ telles que C R C'.

En cours de calcul, certains groupes peuvent étre retirés de I’'ensemble G ou de A(L).
De telles réductions de 'ensemble A(L) ne modifient pas la méthodologie que nous allons
décrire.

Etape 1 : Utilisation des tables de rupture

Avec la table de rupture en degré n, nous déterminons I'ensemble E des entiers e tels
que 1,e € {A(G) | G € T(n)}. Les groupes susceptibles d’étre les injecteurs des idéaux
de rupture d'un polynome de degré n sont les S; . ol e parcourt E.

Etape 2 : Calcul de A(L) et des ensembles A(L, Q)

Avec I'un des systémes GAP ou Magma, sont calculés les ensembles A(L, G), pour tout
groupe G € G. L’ensemble A(L) est obtenu avec I'égalité (5.5.1).

Etape 3 : Détermination de la classe de Galy(f) dans G

Il s’agit d’utiliser des critéres pour distinguer les classes de R-équivalence de G afin d’étre
en mesure de déterminer la classe de R-équivalence du groupe Galg(f) (parité du groupe
de Galois, critére de Dedekind, etc). En fait, il faut chercher, pour chaque classe, des
informations communes aux groupes de cette classe qui la discriminent des autres classes.
Dans le cadre de ce chapitre, en plus des critéres classiques (parité du groupe de Galois,
critére de Dedekind, etc), nous disposons du critére décrit ci-apreés.

Test du groupe de décomposition
D’aprés le corollaire 5.3.5, nous savons que si L est 'injecteur de 1'idéal I; alors

Card(V (1)) = n.Card(L).
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Supposons que, pour un groupe G € G, nous ayons Card(G) = n. Card(L) alors
Card(G) = Card(V (1)).

Par suite, pour tout H € A(L,G), W(H) = H et nous sommes en présence de deux cas :
1. Cas ou Dec(I) € A(L,G). Comme, dans ce cas particulier, pour tout M € M(I),
Dec(M) C Dec(I) (voir Proposition 2.4.12) et Dec(M) € A(L) (voir Remarque
5.3.15), 'algorithme GaloisIdeal peut étre utilisé avec pour paramétres I, son
injecteur Dec(I) et la liste des sous-groupes de Dec(I) dans A(L).
2. Cas ou Dec(I) ¢ A(L,G). Le groupe de Galois Galg(f) n’est pas dans la classe
de R-équivalence du groupe GG. Pour tout groupe G’ de cette classe, aucun groupe
de A(L,G’) n’est associé a I'idéal I.

Ezemple 5.5.3. En degré n = 8.

* Lorsque e = 13,4, le critére de parité distingue la classe de Tr de celles de Ty, T}

et T}

x Lorsque e = 1,23, le test du groupe de décomposition est utilisé.
Remarque 5.5.4. Cette étape est parfois simplifiable en faisant intervenir les étapes 4
et/ou 5. Par exemple, en appliquant les étapes 4 et 5 lorsque n = 8, ¢ = 13,4 et
que Galy(f) est pair, il n’est pas nécessaire de distinguer les classes de Ty, T}, et Ti.
De maniére générale, si nous avons su construire (voir Etape 5) un idéal J contenant
strictement [ alors le test du groupe de décomposition est utilisable si un groupe G €
A(G) vérifie Card(G) = Card(V(J)). Il suffit de tester si Dec(.J) appartient oil non a
A(L,G).

Etape 4 : Discrimination des classes de L-conjugaison dans A(L, G)

Dans cette partie, nous considérons Cjy une classe de R-équivalence de G. Nous
sommes en présence de deux cas :

4.1 Tl existe G € Cy tel que tous les groupes de A(L, ) soient L-conjugués entre eux.
Si Galg(f) € Cy (pour ce test, voir Etape 3) alors tous les groupes de A(L, G) sont
associés a [ et ses injecteurs sont les W(H) ou H parcourt A(L,G) (voir Théoréme
5.3.4).

4.2 L’hypothése du Cas 4.1 n’est pas vérifice. Soit G € Cj. Les résultats du para-
graphe 5.3.3 sont utilisés pour se ramener au Cas 4.1. Afin de pouvoir faire des
pré-calculs, la méthode est de fixer une classe de L-conjugaison dans A(L, G) et de
déterminer quelles permutations il faudra opérer sur tout idéal induit I afin que
cette classe lui soit associée (dans le cas ot Galg(f) € Cj sinon ce sera impossible).

Etape 5%

Nous utilisons les résultats du paragraphe 5.4 (Corollaire 5.4.4 et Proposition 5.4.5) afin
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de savoir s’il sera possible de calculer un idéal J contenant strictement I. Nous avons
constaté que cette étape peut intervenir lors de I’étape 3, en passant éventuellement par
I'étape 4. Cette étape peut aussi intervenir dans I'étape 4 dans les cas 4.1 et 4.2 (voir
n = 8 avec e = 1,3%). Cette étape 5 intervient donc a tout niveau de I'étude et permet
parfois d’éviter de résoudre les problémes soulevés dans ’étape 3 et /ou dans le cas 4.2 de
I'étape 4. A cet égard, le degré 8 illustrera parfaitement toutes les situations possibles.

5.5.2 Algorithme GaloisIdeal

Soit I un idéal de Galois de f donné par un ensemble triangulaire T de générateurs.
Nous supposons déterminés un injecteur L de I et un ensemble 2 de groupes auquel
appartiennent les groupes de Galois Dec(M), M € M(I) (dans le cadre de ce chapitre,
2 est un sous-ensemble de A(L)). I’algorithme

GaloisIdeal(T,L,2 )

calcule un idéal des relations M contenant [ ainsi que le groupe de Galois Dec(M) (cet
algorithme décrit dans [61] nécessite que Ientrée L est un groupe; sa généralisation a
tout injecteur a été réalisée dans [62]). La méthode utilisée pour cet algorithme est celle
évoquée dans l'introduction. Il s’agit de construire récursivement une chaine ascendante
d’idéaux de Galois

I=LclLhc---Ccl,=M,

o, pour calculer ;1 a partir de I; (avec ¢ € [1,r — 1]), il est nécessaire de connaitre un
ensemble triangulaire engendrant I; et un injecteur de I;.

5.6 FEtude en degré 8

Pour illustrer ce chapitre, nous avons choisi d’étudier le degré n = 8. L’objectif est
I’élaboration d’un algorithme de calcul d’un idéal des relations M = Idi(«), ot « est
un 8-uplet des racines de f, et du groupe de Galois correspondant Gali(a) = Dec(M)
(ce groupe est rapidement calculable avec I'algorithme décrit dans [1]).

Nous excluons le cas ot A(f) = 7, ¢’est-a-dire celui ou le groupe de Galois de f est
2-transitif. Nous supposons construit un ensemble triangulaire

T ={fi(z1),..., fs(x1,...,28)},

de générateurs de lI'idéal I induit d’un idéal de rupture de f d’injecteur L. Nous avons
L= Siap)-

Les groupes 87T; de I’ensemble 7 (8) sont notés T;. Nous utilisons des groupes conjugués
G; =T7" des groupes T; oi les permutations o; sont données ci-dessous :
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o6 = (2,7,6,3,5) o, = (2,7,3,4,5)(6,8)

os = (4,8)(2,53,6,7) o = (2,7,6,4,5)

o3 = om=1(2,46)578) |04 = (24,6,7,8,3,5)

o7 = (2,3,4,5,6,8) os = (1,5)(2,7)(3,8)(4,6)
o9 = (2,3)(4,7,6,8) o3 = (2,7,6,8,3,5)

039 = (276)(77 8) 033 = ( )

pour i € {23,38,40,44}, 0; = (2,5)(4,7) et,
pour i € {46,45,42,41,34,33}, 0; = 047.

Dans les paragraphes suivants et a I’aide de la table de rupture en degré 8 (voir

Chapitre 3), nous appliquons la méthodologie prescrite au paragraphe 5.5 en examinant
les différentes situations possibles en fonction de A(f).

5.6.1 A(f)=1";i.e. L=2Ss et L(I)= (8,17

G/R = {{T\}, {15}, {T5 }, {1}, {T5}}. L’idéal induit I est un idéal M de relations du
polynome f;

Ezemple 5.6.1. Le polynome irréductible f = 28 + 82% 4+ 202* + 1622 + 2 se factorise,
dans k(aq), en le produit de facteurs irréductibles :

(x—a1)(z +a1)(z — a3 —3a1)(x + af + 3a1)(z — af —5a3 — 5ay)
(z +af +5a3 + bar)(z — al — 7af — 14a3 — Taq)(z + of + 7af + 1403 + Tay).
Nous avons Dec(M) = T7 avec 0 = (2,3,7,8,5)(4,6) et

M = <f(l‘1), l‘g—i-xl, 1‘3—1‘:1')—31‘1,
Ty +:1::1" + 3z, x5 —xi’ — 53;? — dx1, Tg —i—azi’ +5:1::1" + 5z,
w7 — ] — Txd — 1423 — Tay, xg 4+ o] 4+ 72d + 1423 + Tay)

5.6.2 A(f)=1322;ie L=Suyet £L(I)=(81321,21)

G/R = {{Tx},{T, }, {15}, {1} }}. Pour tout H € A(L), nous avons L(H) = (8,13,2,13).
En comparant avec L£(I), nous savons que nous cherchons une relation de la forme
r7 = x7 + he(z1, ..., x¢) pour obtenir un ensemble triangulaire 77 = {f1,..., fo,77, fs}
engendrant un idéal des relations M. Les polynomes f; et f3 de T} sont respectivement
de la forme x5 + go(z1) et x3 + g3(21).

La parité de Galg(f) permet de distinguer deux cas (voir Etape 3).

Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe impair 77.
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Ce cas a été traité dans 'exemple 5.3.19 ot est décrit un critére d’association (Etape
4). En utilisant le théoréme 5.3.10, il est possible de réordonner les facteurs de premiére
rupture pour que la classe de L-conjugaison dans A(L) associée a I soit celle de G7 (ceci
est équivalent & xg + go(x5) € ).
En appliquant le corollaire 5.4.4 et la proposition 5.4.5 & H = (G, nous obtenons la
relation 77, = x7 + g3(x5) de T" avec Dec(M) = G; (Etape 5).

Cas B Gal,(f) € " = {1y, T, T11 }-
Pour G € GT, notons C;(G), i = 1,2, 3, les trois classes de L-conjugaison dans A(L,G).
Chaque classe est constituée de 2 groupes. En raisonnant comme dans I'exemple 5.3.19,
pour chaque groupe G' € G*, nous obtenons le critére d’association suivant (Etape 4) :
1) si 26 + ga(ws) € I alors I est associé a C;(G) ;
2) si xg + ga2(x5) € I alors I est associé a Co(G);
3) si xg + g3(xs) € I alors I est associé a C3(G).

Supposons l'idéal I induit de f associé a Cy(Galg(f)).
Quelque soit 7 € {9,10, 11} il existe H; € C;(T;") et une permutation o € H; telle que

r7 = 0.fy = 27 + go(x5) (Etape 5). L’ensemble triangulaire 7" étant ainsi obtenu, il reste
a déterminer lequel des trois groupes H;, © = 9,10, 11, est le groupe de décomposition de

M = (T").

5.6.3 A(f)=134;ie L= S, et £(I)=(8,1%,4,3,2,1)

G/R = {{Tv:},{T}%}}. Pour tout H € A(L), L(H) = (8,13,4,1,1,1). Nous cherchons
deux relations de la forme r¢ = xg+hg(z1, ..., x5) et r = x7+h7(xq, . .., 26) pour obtenir
un ensemble 7" = {fi,... f5,76,77, fs} engendrant 'idéal M. Les polynémes f; et f5 de
T; sont respectivement de la forme x5 + go(x1) et x5 + gs(z1). Le calcul du discriminant
de f permet de distinguer deux cas.

Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe pair T}%.

Les groupes de A(L,Ti) sont L-conjugués (Etape 4, Cas 4.1). A I'étape 5, nous
trouvons les relations rg = g + g4(xs5) et r7 = x7 + go(x5) de T” avec Dec(M) = Gis.

Cas B Le groupe de Galois de f est le groupe impair 777.

L’ensemble A(L,Ty7) est constitué de 3 classes C; de L-conjugaison de 6 groupes
chacune et satisfaisant le critére d’association suivant :

1) si @1 + ga(xe) € I alors I est associé a Cy ;
2) si x1 + g3(x9) € I alors I est associé a Cy;
3) si x1 + go(x2) € I alors I est associé a Cs.

Supposons la classe Cy associée a I'idéal induit I. A I'étape 5, nous trouvons les
relations r¢ = xg + g3(x5) et 77 = x7 + ga(x5) de T' et Dec(M) = G7.



5.6. ETUDE EN DEGRE 8 107

5.6.4 A(f)=1,2%;ie L=2Sp et £(I)=(8,1,2,1,2,1,2,1)

Il'y a 4 classes de R-conjugaison dans G : {Ts}, {7}, les sous-groupes de Ty; et ceux de
T3 dans G. Comme Card(Ty;) = Card(73;) = 8. Card(L) = 64, le calcul du groupe de
décomposition Dec(]) permet de distinguer trois cas (voir Etape 3) :

Cas A. Dec(I) € A(L,Ty;) (i.e. Dec(I) est conjugué a Toy).

Nous avons, pour tout a € V(I), Galg(a) C Dec(I) = Inj(I). Selon la parité du groupe
de Galois, le calcul de M est réalisé avec I'un des appels GaloisIdeal(Dec(I), 77,
[Hyl) ou GaloisIdeal(Dec(l), T;, [Hiel), oit Hig et Hog sont des sous-groupes de
Dec(I) conjugués respectifs de Tig et Thp.

Cas B. Dec(]) = G3; (car A(L,T31) = {G31}).

Selon la parité du groupe de Galois, le calcul de M est réalisé avec 1'un des appels
GaloisIdeal(Gsy,T7, [G21]) ou GaloisIdeal(Gay,Tr, [Gael), oul les groupes Gop et
Gy, sont les uniques sous-groupes de G3; conjugués respectifs des groupes Ty et Th).

Cas C. Dec(!) ¢ A(L,Ty) et Dec(!) # G

Lorsque les cas A. et B. ne sont pas vérifiés, Galg(f) € {Tg, T3}. Or, tout groupe G
de A(L,Ts) U A(L, Ty) vérifie L(G) = (8,1,2,1%). Nous savons donc que deux relations
linéaires r5 = x5 + hs(x1, 23) et 17 = x7 + hy(21, x3) sont a déterminer. Le polynome fo
de T est de la forme 5 + go(21).

Pour G = T ou G = Ty, en notant C;(G) les 3 classes de L-conjugaison de A(L,G),
nous avons le critére d’association suivant :

1) si 24 + ga2(x3) € I alors I est associé a Cy(G),

2) si wg + go(ws) € I alors I est associé a Co(G),
3) si g + go(x7) € I alors I est associé a C3(G).

Supposons Co(Galg(f)) associée a I'idéal I. Les groupes Gg de Co(T5) et Gg de Co(T5)
permettent d’obtenir la relation linéaire r; = 7 + go(x3) et U'idéal J = I + (r7) est
I'intersection de deux idéaux de relations (voir Egalités (2.4.2) et (2.4.3)). Pour i = 6, 8,
'autre groupe de la classe Co(7T;) permettant de rajouter cette relation est H; = G¢ avec
o= (5,6).

Le calcul d’un idéal des relations peut alors étre réalisé par 'appel
GaloisIdeal(L;,1,|G;])

ou L; = G; + Gio (i = 6,8) est I'injecteur de J selon que le groupe de Galois est Tg ou

Ts. (Pour le calcul de L;, voir Théoréme 5.3.4 et Proposition 5.4.6). La proposition 5.3.16

permet d’identifier le groupe de Galois en déterminant lequel des ensembles Lg ou Lg est
un injecteur de J.

5.6.5 A(f)=1,2,4;i.e. Ly=Sps4et L(I)=(8,1,2,1,4,3,2,1)

Dans I’ensemble G, tous les groupes sont R-équivalents car ils sont tous des sous-groupes
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du groupe T35 de G. Les degrés des facteurs de ruptures étant distincts deux-a-deux, il
n’y a qu'une classe de L-conjugaison dans chaque ensemble A(L,G), pour tout G € G.
Nous passons donc les étapes 3 et 4 et arrivons a I'étape 5.

En comparant £(Gss) = (8,1,2,1,4,1,2,1) a L(I) et en considérant le polynome fo
de la forme x5 + go(x1), nous trouvons l'idéal J d’injecteur G35 et engendré par

Tr=A{fi,---, f5,26 + 92(x5), f7, fs}-

[’ensemble des groupes de Galois des éléments de V' (J) est celui des sous-groupes de G
inclus dans A(L, Galg(f)). Selon que le groupe de Galois Gal(f) soit pair ou impair, le
calcul se termine par les appels respectifs :

GaloisIdeal(Gss,Ty, [Gag, Gio, Hio]) et
GaloisIdeal(Gss, Ty,[Gas, Gas, Gso, Gis, His]),

ou Hig = T1(92’3)(4’8)(6’7) et His = T1(52’8’6’7’4’5).

Le groupe de Galois sur k(a;) du facteur de rupture fs(ay,x) = 2% + g(ay,x) de f
départage Tip et Ty ; de plus, d’aprés les tables de ruptures en degré 8 (voir Annexe A),
la parité de ce groupe de Galois détermine si Galy(f) est ou non Tis.

5.6.6 A(f)=1,32;ie L=25p5p et £(I)=(8,1,3,2,1,3,2,1)

Nous avons G/R = {{T}%, T, Tohi}, {Ti5}}. Bien que, pour chaque groupe de G, I'en-
semble A(L,G) posséde plusieurs classes de L-conjugaison et que G posséde plusieurs
classes de R-équivalence, I'étape 5 va pouvoir s’appliquer dés le départ. La relation fy
de T; est de la forme x5 + go(z1). Pour tout groupe de A(L), il existe un groupe G dans
sa classe de L-conjugaison tel que r¢ = xg + ga2(x3) et r7 = x7 + go(x4) appartiennent
a Id,(G.a) (voir Corollaire 5.4.4). L’ensemble T; = {f1,..., f5,76,77, fs} engendre un
ideal de Galois J tel que [[5_, deg,.(.J) = Card(T5) = 48. Nous passons a I'étape 3 avec
I'idéal J a la place de [I.

Cas A Dec(J) € A(L,Tyy) = {G247T2(27876)(377)}‘
Galg(f) € {Ts4,T13,T14}. Ordonnons les facteurs de premiére rupture de f de sorte que
Dec(J) = Gy. Le calcul de I'idéal M est réalisé avec 1'appel

GaloisIdeal(Gaoy, Ty,[Gh3,G14]).

Cas B Dec(J) n’est pas un conjugué de Tyy.

Le groupe de Galois est alors T15. Les conjugués de Ty, appartenant a A(L) ne forment
qu'une seule classe de L-conjugaison. D’aprés le théoréme 5.3.4, nous savons que 1'idéal
des relations M peut étre choisi de telle sorte que Inj(J, M) = G2 + G12(3,4)(6, 7). Son
calcul peut se faire avec 1’appel
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GaloisIdeal( Gy + G12(3,4)(6,7), Ty, [G12]).

Remarque 5.6.2. D’aprés les tables de rupture en degré 8, si le groupe de Galois d’un
des facteurs de rupture de degré 3 est 3T, (i.e. S3) alors Galy(f) = T

5.6.7 A(f)=1,6;ie L=_Spget £(I)=(8,1,6,5,4,3,2,1)

Le groupe de Galois est un sous-groupe de Tyy. Le polyndéme fy de T; est de la forme
xy + go(z1). A Vétape 5, avec L(Gyy) = (8,1,6,1,4,1,2,1), nous trouvons l’ensemble
triangulaire T = {f1, fo, f3, 24 + g2(x3), f5, 26 + g2(x5), f7, fs} engendrant l'idéal J d’in-
jecteur Gy4. Les calculs se terminent, selon la parité de Galg(f), avec I'un des appels :
— GaloisIdeal(Gu,Ty,[G4y, G{,1) ou
— GaloisIdeal(Gyy,Ty, [Gao, Gsg, Gosl).

5.6.8 A(f) = 3, 4, L= 8173’4 et E([) = (8, 3, 2, 1,4, 3, 2, 1)

Le groupe de Galois est un sous-groupe de G47. Nous avons [[;" ; deg, (I) = Card(Gur).
D’apres la proposition 2.4.12, le groupe G47 est I'unique injecteur de I. Selon la parité
du groupe de Galois de f, nous terminons le calcul de M avec I'appel

GaloisIdeal(Gur, Ty, [Gfs, G, Gf, G3y, G431)

ou I'appel GaloisIdeal (Gu7,T7,[Gasl).

5.7 Implantation et résultats expérimentaux

Nous appellerons FEGI (algorithme de Factorisation dans les Extensions puis algo-
rithme GaloisIdeal) l'algorithme que nous proposons dans ce chapitre. Nous allons le
comparer a celui de |3| que nous appellerons FE.

Nous avons implanté les deux algorithmes dans le systéme de calcul formel MAGMA.
Nous avons choisi ce logiciel car il permet de travailler avec toutes les structures mathé-
matiques dont nous avons besoin (groupes symétriques, polynomes univariés et multiva-
riés, algebres affines ...).

Nous avons rencontré un probléme pour la factorisation de polynémes a coefficients
dans un corps de nombres (d’aprés [58|, ce probléme sera corrigé dans une prochaine
version du logiciel MAGMA). Nous avons donc implanté 1'algorithme de factorisation
donné dans [3], version améliorée de celui de Trager (voir [60]).

Pour nos comparaisons, nous avons utilisé des polynomes de la base de données de G.
Malle et J. Kluners (voir [33]). Les temps de calcul, en “cpu-seconde”; sont recensés dans
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le tableau 5.1. Pour chaque ligne, la premiére colonne contient le polynéme considéré,
la seconde son groupe de Galois sur Q, la suivante 'ordre de ce groupe, et les deux
derniéres donnent respectivement le temps de calcul des algorithmes FE et FEGI. Tous ces
tests ont été effectués sur GIuLiA4 [27|. Remarquons que 'implantation de I'algorithme
FE faite dans le logiciel RISA/ASIR [51] (interfacé avec PARI |49 version 2.2.5 pour la
factorisation des polyndomes a coefficients rationnels) nous a donné des temps équivalents
a ceux de notre implantation en MAGMA.

| f | Gal(f) [ [Gal(f)] | FE [ FEGI |
8 — 2" — 728 +52° + 152 — 72 — 1022 + 22+ 1 8Ty~ 1152 3732.05 0.21
28 4+ 727 — 102% — 1312° — 2002* + 13123 + 38222 — 191 | 8746 576 8400.61 | 519.29
28 + 27 — 1425 — 325 + 6227 — 252° — 6322 + 24z + 16 8T s 576 6040.89 | 179.55
28— —xt -3 41 8T 44 384 66.35 0.19
54+ a2t — 4z +1 8T 39 192 10.54 0.17
28 4+ 220 — 1227 — 327 + 11 8T35 128 3.53 0.32
23 + 1225 + 4821 + 7222 + 31 8T, 64 0.66 0.26
-2 — 241 8159 64 2.03 0.65
28 —br® —3z* — 52 4+ 1 8T 64 1.8 1.44
25+ 20 + 222 +4 8T 32 0.63 0.82

TAB. 5.1 — Temps de calcul.

Les temps de calcul peuvent étre améliorés en employant :
- I'algorithme de factorisation de van Hoeij (voir [63]) adapté aux polynomes a coefficients
dans une tour d’extensions algébriques (une telle factorisation existe dans le systéme
PARI version 2.2.5 dans le cas ou les coefficients appartiennent & une extension simple
de Q (voir |49]))
- et des méthodes p-adiques pour I'algorithme FEGI (voir [65]).

5.8 Conclusion

Comme le montre le tableau 5.1, notre méthode de calcul d'un corps de décomposi-
tion s’avére comparativement d’autant plus efficace que son degré sur le corps de base
est élevé. Lorsque le groupe de Galois est connu, cette méthode peut étre éventuellement
améliorée en utilisant des méthodes d’interpolation pour rechercher les relations de degré
1 (voir [43]).

Nous avons supposé tout au long de ce chapitre que le polynéme f est irréductible sur
k, mais notre méthode est généralisable aux polynomes réductibles en I'appliquant a
chacun de ses facteurs et en utilisant les résultats de I'article [47].
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Les résultats de ce chapitre permettent d’utiliser inductivement notre méthode dans
les extensions supérieures. Pour pouvoir mettre en pratique cette généralisation, nous
nous sommes placés dans le cas d'un idéal I; contenant un idéal de rupture de f dés le
paragraphe 5.1. Elle pourra donc, en particulier, étre appliquée a certains polynomes de
groupe de Galois 2-transitif.
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Chapitre 6

Permutations et calcul d’idéaux de
(alois

Introduction

Dans [61] et dans le chapitre 5, un corps de décomposition d’un polynéme est obtenu
par le calcul d’une chaine croissante d’idéaux de Galois de dernier terme un idéal des
relations. Pour chaque idéal construit, un ensemble de permutations, un injecteur de cet
idéal (voir Définition 2.1.25), doit étre connu. Pour déterminer un idéal de Galois I’, a
partir d’'un polynome f ou d’'un idéal de Galois I de ce polyndéme, trois méthodes sont
utilisées :

i) calculs de résolvantes pour obtenir une nouvelle relation entre les racines de f,

puis calcul de I'idéal engendré par cette relation et par un ensemble de générateurs
de I;

ii) construction d’un idéal de rupture I’ (voir Définition 5.1.2) a partir des facteurs

irréductibles de f sur 1'un de ces corps de rupture;

iii) substitution de polynomes dans un ensemble de générateurs de I.

Lorsque la méthode ii) est appliquée, un injecteur de I’ n’est pas nécessairement
connu mais seulement des ensembles de permutations dont 'un est un injecteur de I’.

Dans la méthode iii), un injecteur de I'idéal I’ n’est pas connu lorsqu’il différe du
groupe de décomposition de I’. (I’algorithme IsPurGaloisIdeal du Chapitre 4 permet
de tester si le groupe de décomposition de I’ est I'injecteur de I'idéal).

Dans ce chapitre, nous caractérisons les permutations d’un injecteur de I’ : ceci assure
la détermination de I'un des injecteurs de tout idéal obtenu par la méthode ii).

Si le groupe de décomposition d’un idéal de Galois I ne coincide pas avec son groupe
de décomposition, nous montrons qu'’il est toujours possible, & partir de I et de I'un de

113
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ces injecteurs, de calculer un idéal de Galois I’ contenant strictement [ tel que l'injecteur
de I’ soit son groupe de décomposition. De plus, avant tout calcul d'une base de Grobner
de I’, le théoréme 6.2.1 montre que :
I’ est un idéal triangulaire ;
— linjecteur et les monomes initiaux de I’ se calculent uniquement & partir de L.
Ce théoréme s’applique, en particulier, a tout idéal obtenu par la méthode iii).

Dans le paragraphe 6.1, sont rappelés les résultats et les notions utilisés. Le para-
graphe 6.2 est consacré aux résultats principaux de ce chapitre. L’application de ces
résultats aux idéaux de rupture est I'objet du paragraphe 6.3 : le corollaire 6.2.2 de
ce chapitre est utilisé pour la détermination d’un injecteur d’un idéal de Galois et le
théoréme 6.2.1 pour l'obtention d’une base de Grobner et de linjecteur d’un idéal de
Galois.
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Notations

Dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes :

- S, est le groupe symétrique de degré n;

- Kzy,...,x,] est 'anneau des polynomes a coefficient dans le corps K en les n
variables algébriquement indépendantes zq,...,x,. Nous munirons cet anneau de
I'ordre lexicographique induit par les inégalités z; < --- < x,;

- pour tout ensemble non vide £ de K{zy,...,x,], I'idéal engendré par £ est noté
14(E).

Conformément aux notations du chapitre 2, le groupe symétrique S,, agit naturelle-
ment sur 'anneau K[z, ..., x,] : pour tout o € S, et tout g € K|zy,...,x,], le polynéme
0.9 est défini par :

o.9(x1, .. 2n) = 9(XTot), - - Tom)) -
Pour tout P C S, et tout £ C K[xy,...,x,], 'ensemble P.& est défini par :

PE={m.g| meP, ge Klry,...,x,]}.
Pour tout P, C S,, et tout P, C .S,,, nous noterons P; P, I’ensemble des permutations :

P1P2:{7T17T2’7Tl€P1, ’/TQEPQ}.

6.1 Galois ideals

6.1.1 Galois ideals and injectors

From now on, f denotes an irreducible polynomial of degree n and « a tuple (o, . .., )
of the roots of f in an algebraic closure of K.

Definition 6.1.1. A a-Galois ideal I is a radical proper ideal of K[z1,...,x,] such that
the variety of I, V(I), is included in S,,.q.
In particular, the a-Galois ideal defined by

MQ:{REK[I17:E27"'7‘T7Z]| R(a17a2""’an):0}’

is a maximal ideal of Klxy, ..., x,| called a-relations ideal.
Any splitting field K of the polynomial f is isomorphic to the quotient ring :

K[xbea cee wrn]/Mg'

Definition 6.1.2. Let I and I’ be two ideals of K[xq,xs,...,x,], the injector of I in I’
is the set of permutations defined by :

Inj(I,I"Y={c€S,| VgelI, ogel}.

We call injector of I any injector of I in one of the maximal ideals containing I.
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The next proposition shows that injectors of an Galois ideal is uniquely determined
by its algebraic variety V(I).

Proposition 6.1.3. Let I be a a-Galois ideal and L = Inj(1, M,). We have :
V(I)= L.a. (6.1.1)
The set of injectors of the Galois ideal I is {I"* L C S, | l € L} .

Proof. The first assertion comes from [61|. Equality (6.1.1) implies that the set of maximal
ideals containing I is {M,, | | € L}. The equality Inj(I, M;,) ="' Inj(I,M,) =1L
shows then the second assertion.

Remark 6.1.4. As the polynomial f is supposed irreducible, the group .S,, acts faithfully
on the set S,.a. Thus, there is a one-to-one map between L and the variety V().

6.1.2 Decomposition group and injectors

Definition 6.1.5. The decomposition group Dec(I) of I is the stabilizer of I for the
natural action of S, on K{zy,...,x,] :

Dec(I) = Inj(1,I) .

In particular, the Galois group of a on K, denoted by Galg(«), is the decomposition
group of the ideal M. This group is isomorphic to the Galois group of K-automorphisms
of any splitting field of f.

The computation of the decomposition group of a triangular ideal can be realized
by the algorithm DecompositionGroup of |1]. Injectors and decomposition group of a
Galois ideal are linked by the following proposition.

Proposition 6.1.6. The decomposition group Dec(I) of a Galois ideal I is the intersec-
tion of all injectors of 1.
In particular, if L is an injector of I, we have :

Dec(I) = ()" L. (6.1.2)
leL
Proof. By definition of the decomposition group, we have :
Dec(I) = {o€ S,|o.l CMerMint

mleL{U €5, ‘ ol C Ml,g}
= Mer Inj(I, Mya) .

The first assertion follows. Equality (6.1.2) is a direct consequence of Proposition 6.1.3.
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The next proposition can be seen as a consequence of Corollary 3.12 of |61] or as a
direct application of Proposition 6.1.3 and Equality (6.1.2).

Proposition 6.1.7. Let [ be an a-ideal. The following assertions are equivalent :
I admits an unique injector;

Dec(I) = Inj(1, M,).

Definition 6.1.8. A a-Galois ideal is said to be pure if I satisfies equivalent conditions
of Proposition 6.1.7.

In the case of triangular ideals, the Algorithm IsPureGaloisIdeal of |1]| can be used
in order to test whether a Galois ideal is pure.

6.1.3 Equiprojectable parts of S5,

This section is about two results of [7|. These results use the notion of equiprojec-
tability of a zero dimentional variety. In the case of an «a-Galois ideal I, we have the
one-to-one map between the variety V' (/) and the injector of I in the ideal M;, (See
Equality (6.1.1)). Definition 6.1.9 expresses the notion of equiprojectability defined in
[7] in terms of equiprojectable subsets of .S,,.

Definition 6.1.9. Let 0 € S,, and k € [1,n]. The first k-part of o is the finite sequence
[o(1),...,a(k)].

A subset L of S, is said equiprojectable if, for all k € [1,n] and all permutations
o € L, the cardinal ¢ of the set of all permutations of L which admits [o(1),...,0(k)] as
first k-part depends only on k :

#({reLl|Vie[lk], o7'r(i)=1i}) =c.

Notations 6.1.10. For all p € K[z, 2o, ..., x,], let init(p) be the leading monomial of
p for the induced order on K[zy,xs,...,2,] by 21 < -+ < x,.

Definition 6.1.11. An ideal [ is said triangular if I is separable and generated by
triangular set of generators G = {f1(x1), fo(z1,22), ..., fu(x1,...,2,)} with, for all i €
[1,n], init(f;) = ¥ where d; > 0.

As the list [dy, ... d,] does not depend on triangular set of generators, it makes sense
to set the following definition.

The list [dy,...d,] is called the list of the initial degrees of I.

The following theorem is a direct reformulation of Theorems 4.5 and 5.3 of [7]| applied
to the Galois ideal I of injector L = Inj(1, M,,).

Theoreme 6.1.1. Let L be an injector of a triangular Galois ideal I. The following
conditions are equivalent :
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— a triangular set G = {f1, fa, ..., fu} generates I ;
L s equiprojectable.
Moreover, the degree of each polynomial f; relatively to the variable x; satisfies the equa-
lity :
deg, (fi) = Card(L;—,)/ Card(L;).

When L is a subgroup of S,, the conditions below are true.
By definition of a pure Galois ideal, we have :
Corollary 6.1.12. Any pure Galois ideal is triangular.

Theorem 6.1.1 gives an effective condition on an injector of a Galois ideal I to test
whether [ is triangular and, if this condition is satisfied, this theorem enables the com-
putation, only from this injector, of the initial monomials of a triangular set generating
I.

6.2 Ideals Id(P.]) where P C 5,

Throughout this section, I denotes an a-Galois ideal and L = Inj(I, M) the injector
of I in the a-relations ideal M,. Note that, under these conditions, L contains the
permutation Idg, .

6.2.1 Subset P C S, such that Id(P.]) is a Galois ideal

Proposition 6.2.1. Let’s consider a non empty set € of Klxy,...,x,]. The following
conditions are equivalent :

1. Id(E U I) is an a-Galois ideal.
2. There exists | € L such that € C M.

Proof. By Seidenberg’s lemma (See [8], Lemma 8.13), the condition (1) of the proposition
is equivalent to Id(E U I) # Kz, ..., z,).

If the ideal Id(€ U I) is a proper ideal of K|z, ..., z,] then Id(€ U I) is contained in
a maximal ideal M. As M contains I, Proposition 6.1.3 implies that M = M, , where
[ € L. The inclusion & C M, follows.

The reciprocal is obvious.

The next corollary is a new tool to determine an injector of the Galois ideal I (see
Example 6.3.1) and can also be used to determine an injector of any ideal Id (P.I) where
P is a non-empty part of an injector of I containing Id;, .

Corollary 6.2.2. Let P be a non-empty subset of S, containing the permutation Id;, .
The two following conditions are equivalent :
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1. Id (P.1) is an a-Galois ideal ;
2. an ingector of I contains P.

Moreover, if the above conditions are satisfied, the injector of I in M, is :
Inj(Id(P.1),M,) ={c €S, | o.PCL}.

Proof. The first assertion is a direct consequence of Proposition 6.2.1. If the ideal Id(P.T)
is an a-Galois ideal then the second assertion comes from the successive equalities :

mj(Id(P.I),My) = {o€8, | o.1d(PI) C My}
= {o€b, | (edP)IC M.}
= {o€f,|oPCL}.

6.2.2 The ideal 1d(L.1)

The Galois ideal Id(L.T) is studied in Section 6.2.2. Theorem 6.2.1 shows that this
ideal is a pure Galois ideal which injector and initial monomials can be known before
any computation by Theorem 2.4.17.

Definition 6.2.3. Let L be a subset of S,,. The injector of L, denoted by Inj(L), is the
group defined by :

j(L)={o€S, |oL=L}=()Lo". (6.2.1)

Remark 6.2.4. A comparison between Equalities 6.2.1 and 6.1.2 shows that the decom-
position group of I can be written as the injector of L=} :

Dec(I) = Inj(L™") .

The computation of groups Dec(/) and Inj(L) can be computed, from the injector L,
by a unique algorithm of backtrack search (see [15]).

Theoreme 6.2.1. The ideal Id(L.1) is a pure Galois ideal an its injector is the group
Inj(L).

Moreover, if L = Inj(L) Dec(I) then the ideal Id(L.I) is the smallest pure a-Galois
ideal containing I and Inj(L) is the greater group included in L containing Galg («).

Proof. By Corollary 6.2.2, Id(L.I) is a Galois ideal. As L = Inj(/, M,), the Id(L.I) is
included in M, and is then an a-Galois ideal. The injector Inj(Id(L.I), M,) can be
written :

Ij(Id(L.1),M,) = {0 €S, | oL.IC My}

= {0 €S, | oL C L}, by definition of L,
= Inj(L), by definition of Inj(L).
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Let J be a pure a-Galois ideal containing I and let’s denote by H the injector of J in
M,. We have I C J C M, and it follows L O H D Inj(L). Equalities L = L Dec([)
and L = Inj(L) Dec(I) shows L = H Dec(I), then H L = L. The group H is therefore a
subgroup of Inj(L). This shows the inclusion Id(L.I) C J.

The injector Inj(L) of Id(L.I) being a group, Theorem 2.4.17 shows that the ideal
Id(L.T) is triangular and that initial monomials of a triangular set of generators of Id(L.I)
can be uniquely computed from Inj(L) and thus from L.

Proposition 6.2.5. A decomposition of the Galois ideal I into pure Galois ideals is :

I=()r 1d(L.I), (6.2.2)

TeT

where T is a subset of L such that L =5 __,Inj(L)T.

Proof. One can easily shows that such a subset T of L exists from the equality Inj(L) L =
L. The proposition is then a straighforward consequence of equality Id(Inj(L) 7.c) =
7. 1d(Inj(L) .«v) verified for all 7 € S,,.

Note that ideals of this decomposition are triangular and relatively prime.

6.3 Applications to stem ideals

In this section, we apply results of Section 6.2 to Galois ideals called stem ideals
defined in [46].

In sections 6.3.1 and 6.3.2 below, the nomenclature n7T; of transitive subgroups of .S,
is the one of Greg Butler and John McKay (See [16]). The list, denoted 7, of transitive
subgroups of S, is available up to degree 22 in the Computer Algebra System MAGMA
(See [11]).

Let’s consider an irreducible polynomial f of degree n on a perfect field K. As the
factorization of a polynomial f on the stem field K|z]/f(x) depends on the Galois group
of f, from the list of irreducible factors of f on this stem field, the authors of |46] deduce :

a triangular set generating a Galois ideal I called stem ideal ;
a list of transitive subgroups of 5, containing the Galois group of any element of
the variety V(I).
For any element of the variety V(I), Theorem 6.9 of [46] shows that the injector of I in
the relation ideal M, is given by

L = Galg () Dec(I). (6.3.1)
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6.3.1 Determination of an injector

From the list of the possible Galois group, a list of permutations sets containing all
injectors of I can be then computed by using Equality (6.3.1). If this list is not reduced
to an injector of I, Corollary 6.2.2 ensures that the determination of an injector of I can
always be determined by elimination. The following example illustrates this situation.

Ezample 6.3.1. Let’s consider the case C. of the Section 10.1.4 of [46]. The authors
compute a stem ideal from a polynomial f with Galois group 87% or 8T5.

The decomposition group of any stem ideal is the direct product of symmetric groups
Sy X Spay X Szay X S5y X Sprsy. Using results of [46], a stem ideal I of f can be
determined with, as injector, one of the two sets Lg and Lg :

Ls = Gg Dec(I) where Gg is the Sg-conjugate of 8Ty generated by the permutations
(1,7,5,3,2,4,6,8) and (1,8)(2,3)(4,5)(6,7);

Ls = Gg Dec(I) where Gy is the Sg-conjugate of 8Ty generated by the permutations
(1,8,5,7,2,4,6,3) and (3,4)(5,6)(7,8).

Let’s consider a permutation o € Lg \ Lg (respectively, ¢ € Lg \ Lg). By Corollary
6.2.2, the injector of I is Lg (respectively, Lg) if and only if the ideal Id(/ U 0.]) is a
proper ideal of K[xq,...,x,].

Hence, we can determine an injector of I.

6.3.2 Computation of a pure Galois ideal from a stem ideal

In this section, Theorem 6.2.1 is applied to stem ideal to obtain a triangular set of
generators of the pure Galois ideal Id(L.1).

Any stem ideal satisfies the equality L = Inj(L) Dec(I) of Theorem 6.2.1 (see Corol-
lary 3.12 of [61] and definition of Inj(L)). Therefore, the group Inj(L) can be searched
in the list of the transitive subgroups of S,, ordered by inclusion.

For any irreducible polynomial f, we denote by A(f) the list of the degrees of the
irreducible factors of f on the stem field K[z|/f(z). By construction, the leading mo-
nomial of each polynomial of a triangular set G generating a stem ideal is completely
determined from A(f); therefore, some leading term of polynomials o.g for o € L and
g € G are known before any computation. This can be used to determine if a triangular
set of generators of Id(L.1) is contained in the set L.G. This method simplifies the one of
[46] : results of |46] consist in determining conjugacy classes of transitive subgroups of S,
containing the Galois groups of elements of V(). In each of these classes, a group and a
permutation of this group are searched in order to obtain, as we do here, polynomials of
a triangular set generating the ideal Id(L.T). The search of such permutations is made
easier by the use of injectors of I as many groups can define the same injector.
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In Table 6.1, in function of the list A(f) for a polynomial f of degree 9, are collected

the following informations :
the cardinal of the variety V(1) of any stem ideal I of f;
the group 97; € 7y which is So-conjugate to the group Inj(L), where L denotes any
injector of I ;

— the cardinal of the group Inj(L) which is also the cardinal of the variety of the pure

Galois ideal Id(L.1);

the last column indicates if the set of polynomials L.G contains a triangular set
of generators of the ideal Id(L.7) (i.e. if a Grébner basis computation is useless
to obtain such a triangular set); remark that changing the injector considered is
sometimes necessary to find such a triangular set.

In Table 6.1, when the degrees of the irreducible factors A(f) are sufficient to know
that the stem ideal is a pure Galois ideal, the corresponding line has been omitted (in
such a case, Theorem 6.2.1 is useless). Note that, in the particular case of degree 9, the
stem ideal of a polynomial is not pure if and only if A(f) appears in the first column of
this table.

A(f) Card(V(I)) | Inj(L) | Card(V(Id(L.I))) Does L.G contains a
Grobner basis of Id(L.1)?
13, 23 72 9T} 18 yes
13, 32 81 9717 27 yes
13,6 6480 9T 162 yes
1, 2¢ 144 974 18 yes
1, 2¢ 144 975 18 no
1, 22, 4 | 864 975 36 no
1, 2,6 | 12960 9T, 1296 yes
1, 42 5184 976 72 no

TAB. 6.1 — Application to stem ideals of degree 9

This table shows that, when a stem ideal of degree 9 is not pure, a triangular set
generating the pure Galois ideal Id(L.I) may be found without Grébner basis computa-
tion.

6.4 Conclusion

The study in Section 6.2 of ideals Id(P.I) where [ is a Galois ideal and P a non-empty
subset of an injector L of I,

gives a caracterisation of subsets of an injector of a Galois ideal, see Corollary 6.2.2,

which can be used as a new mean to determine an injector of a Galois ideal (see
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Section 6.3.1);

shows that the ideal Id(L.I) is a pure Galois ideal which injector is computable
uniquely from L, see Theorem 6.2.1. The knowleddge of this injector can then be
exploited for the computation of a triangular set of generators of Id(L.I) as it can
be used for determining the initial degrees of this ideal (see Section 6.3.2).
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Chapitre 7

Relations entre les racines de
polynoémes réductibles

Nous nous intéressons dans ce chapitre au calcul d’un corps de décomposition d’un
polynéme f supposé réductible et séparable (c’est a dire sans racine multiple) a coeffi-
cients dans un corps calculable K.

Conformément aux notations du chapitre 2, nous noterons K une cloture algébrique
du corps K et a = (i, ...,,) € K™ un n-uplet des racines distinctes du polynome f.
Pour pouvoir calculer un corps de décomposition en appliquant I'algorithme mixte du
chapitre 5 aux facteurs irréductibles de f sur K(aq,...,q;) (i = 2) ou en exploitant la
notion d’injecteur dans les algorithmes procédant par factorisations successives a 1’aide
des techniques du paragraphe 5.4 ou du chapitre 6, nous devons savoir construire un
idéal de Galois d’un polyndéme réductible & partir des idéaux de Galois de ses facteurs
et d’injecteurs de ces idéaux. Le théoréme 7.1.2 de ce chapitre apporte une solution a ce
probléme. Il s’agit d’une généralisation, a 1’aide de la notion d’injecteur, d’un théoréme
établi par A. Colin pour les idéaux de relations (voir [18]).

Le paragraphe 7.1 présente le résultat principal de ce chapitre, le théoréme 7.1.2, que
nous illustrerons par des exemples au paragraphe 7.2.

Les résultats de ce chapitre, issus d’un travail collaboratif réalisé avec G. Renault et
A. Valibouze, font I'objet de I'article [47].
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Dans toute la suite de ce chapitre, nous conviendrons que la donnée d’un idéal de
Galois consiste en celle d'une base de Grobner et de I'un de ses injecteurs.

7.1 Idéaux de Galois de polynémes réductibles

Soient A = K{[z1,...,x,] et L une partie non vide de S,,. Notons I 'idéal de Galois
I =1d4(L.«) (voir Notation 2.4.20) et rappelons que la partie de S,, définie par

Inj({,M,) ={c €S, | oI CM,},

oit 0. = {R(2s01),.--Tom)) € A | R € I}, est appelée Uinjecteur de I dans M, ou
encore 'injecteur de I relatif a a et est notée Inj(/, ).
Nous dirons que 'idéal I est I'a-idéal de Galois d’injecteur Inj(I, ) relatif a «.

Supposons, dans cette partie, que le polynome f se factorise sur K en deux polyndémes
g et h de degrés respectifs m et p = n—m. Ordonnons le n-uplet o des racines de f de telle

sorte que § = (a, ..., Q) soit un m-uplet des racines de g et que v = (i1, .., )
soit un p-uplet des racines de h.
Posons B = K[z, ...,xy,] et C = K[Ty41,...,%,] et munissons les anneaux A, B et

C de l'ordre lexicographique induit par
T <To<...<Tpy < Tppp1 <...< Ty .

Dans la suite de ce chapitre, les bases de Grobner considérées le seront toujours relati-
vement a cet ordre.

Nous avons le résultat bien connu suivant :
Lemme 7.1.1. Galg(a) C Galg(B) x Galg (7).
Dans cette partie, nous allons démontrer le résultat plus général suivant :

Théoréme 7.1.2. Soient G une partie de S,, et H une partie de S,. Si G (resp. H) est
Vinjecteur de 'idéal 1dg(G.3) (resp. 1de(H.y)) relativement a 3 (resp. v) alors l'a-idéal
de Galois Id4((G x H).«) posséde G x H comme injecteur relatif a « et il vérifie :

1dA((G x H).a) = 1ds(G.8) A+Tde(HA) A . (7.1.1)

De plus, si Gi et Gy sont des bases de Gribner respectives des idéaur 1dg(G.3) et
Ide(H.y), alors G = G1 UGy est une base de Gribner de l'idéal Id4((G x H).).
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Démonstration. Posons I} = ldg(G.03), Io = Ide(H.y) et J = LA+ I, A. Montrons que
J =1d4((G x H).a). B a

Puisque G (resp. H) est I'injecteur de I; (resp. I3) relatif & 3 (resp. 7), nous avons,
d’aprés I'égalité (2.4.1), B a

V() =GB ={(Bsq)s - Bs0m)) | 0 €G}, (resp. V(I2) = H.).

Done V(LA) = {(@q), - Qo) 1, up) | 0 € G, u; € K} et V(LA) =
{(v1, .. Uy Qrmg1)s - - Q) | T € H, v € K} Ainsi,

V(J)=V(LHA+ LA) =V(LHA)NV(LA) = (Gx H).a. (7.1.2)
Le radical de I'idéal J est donc I'idéal de Galois Id 4((G x H).a) qui, d’apreés les identités

(2.4.2) et (7.1.2), posséde G x H comme injecteur relatif a a. Il reste donc a démontrer
que l'idéal J, de dimension 0, est radical.
D’apres le théoréme 2.4.3, les idéaux de Galois I et I vérifient le critére de Seidenberg
dans, respectivement, B et C. Ainsi, pour tout entier ¢ dans [1,m] (resp. [m + 1,n]), il
existe un polynome séparable g;(x;) dans I; (resp. I5) et donc dans J. Ainsi, I'idéal J
vérifie le critére de Seidenberg.

Montrons que G; U G, est une base de Grébner de J. Rappelons que, puisque G; est
une base de Grobner de [y, idéal radical, nous avons :

Dim(B/I;) = Card(V ([;)) = Card({z* € Bla & In(G;) + N"}), (7.1.3)
ou 2% = z{'x5? ... x%m et In(G;) est 'ensemble des exposants des monomes initiaux (pour

l'ordre lexicographique) de G;. Il en va de méme pour I5 et de toute base de Gribner de

J.
De plus, d’aprés I'égalité (2.4.2), nous avons Card(G) = Card(V (1)), de méme pour I,
et H, ainsi que pour J et G x H. D’aprés 1'égalité (7.1.3), il vient alors :

Card(G x H) = Card(G) Card(H) = Card({z* € A|a & In(G, U Gy) + N"}).

Si G1 UG, qui engendre J, n’était pas une base de Grobner de J, nous aurions nécessai-
rement la contradiction :

Card(G x H) = Card({z% € A|a & In(G, U Gy) + N"})
> Dim(A/J) = Card(V(J)) = Card(G x H) .
Par conséquent, G; U G, est une base de Grobner de J. O

D’aprés ce théoréme, des idéaux de Galois de chacun des facteurs du polynome f, se
déduit un idéal de Galois I de f vérifiant :

Card(Galg (B3)) Card(Galg (v)) < Card(V(I)) < m!p!

A partir de cet idéal, pourra étre construit 'idéal maximal M,,.
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Définition 7.1.3. Un sous-ensemble T" de Klxy,...,x,] est dit triangulaire si T est
constitué de n polynomes fi(x1), fo(x1,22), ..., fulz1,22,. .., 2,) tels que le plus grand
monome de f; pour l'ordre lexicographique soit de la forme xfl ou d; € N*.

Remarquons qu’un ensemble triangulaire de générateurs d'un idéal de K[xq,..., z,]
constitue une base de Grobner de cet idéal.

Remarque 7.1.4.

— Par induction, le théoréme 7.1.2 se généralise au cas ou f se factorise en plus de
deux facteurs.
Lorsque G; et G, sont des ensembles triangulaires, 'union G; U G5 'est également
car les monomes initiaux sont premiers deux a deux; elle constitue donc une base
de Grébner de I'idéal J.

— Le théoréme 7.1.2 généralise le résultat d’A. Colin qui établit 'identité (7.1.1)
lorsque G = Galg (), H = Galg(y) et G x H = Galg(a) (voir [18]).

Nous présentons maintenant quelques exemples.

7.2 Exemples

Le lemme suivant est utilisé dans les exemples de ce paragraphe ; nous I'utilisons sans
y faire référence.

Lemme 7.2.1. Si g et h sont K-irréductibles alors les Galg(a)-orbites de {1,...,n}
sont {1,2,...,m} et {m+1,m+2,...,n}.

Démonstration. Les racines aq, asg, ..., a, du polynome g sont les aq) on o parcourt
Galg () puisque g est irréductible sur K. Donc {1,2, ..., m} est I'orbite de 1 sous I’action
Galg(a). De méme {m+1,m+2,...,n} est I'orbite de m + 1 sous 'action Galg (). O

Ezxemple 7.2.2. Posons m =5 et p = 2.

Supposons que Galg () soit le groupe cyclique C5 = ((1,3,2,4,5)) et que Galg(v) =
S,. Comme le groupe C5 x S, n'a pas de sous-groupe propre dont I’action sur {1,2,. o 7}
ait une orbite de longueur 5(=deg(g)) et une de longueur 2(=deg(h)), nous avons néces-
sairement Galg(a) = C5 x Ss.

FEzemple 7.2.3. Posons m = 5 et p = 2. Supposons que Galg () soit le groupe diédral
Ds = (o =(1,5,2,3,4),7 = (1,3)(2,5)) et que Galg(y) = S,. Le seul sous-groupe propre
de D5 x Sy qui ait une orbite de longueur 5 et une de longueur 2 est le groupe Gy =
(0,7(6,7)). Le groupe de Galois Galg(a) est donc ou bien D5 x Sy ou bien Gs.
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Exemple 7.2.4. Ici m = 5 et p = 2. Soient les polynomes Q-irréductibles g = 2% — 2% —
403 + 32> +3x —let h=a>+1et f = g.h. L’ensemble

T ={ 20—l — 42} 4+ 323 + 32, — 1,

Ty + .CE% — 2,

I3 — Z’i’ + 31’1,

Ty — T + 25 + 327 — 221 — 1,

x5 + x] — 422 + 2}
engendre l'idéal Idg(f) des [-relations d’injecteur le groupe cyclique Cs5 = Galg(f3).
L’ensemble T, = {x§ + 1,27 + x6} engendre l'idéal Id¢(y) des y-relations d’injecteur le
groupe symétrique Sy = Galg(y). L’ensemble triangulaire 7} se calcule rapidement en
factorisant le polyndéme ¢ dans son corps de rupture de degré 5. D’aprés le théoréme
7.1.2 appliqué & G = C5 et H = 955, I'idéal I de A engendré par T} U T est I'a-idéal
de Galois d’injecteur C5 x So. Comme, d’aprés 'exemple 7.2.2, C5 x Sy est le groupe de
Galois Galg(a), I'idéal I est I'idéal des a-relations M.

Exemple 7.2.5. Ici m = 5 et p = 2. Soient les polynomes Q irréductibles g = 25 — 224 +
203 — 22 +1et h = 22+ 1 et f = g.h. Nous procédons de méme que pour 'exemple
précédent. L’ensemble triangulaire

_ 5 4 3 2
2 4 3 2
4 3 2
T3+ x9 — 2] + 2] — 2] +71 — 1,
— Tzt w01} — 2m02? 4 + ot — 223 + 222 —
Ty Todq Loy Loy ToXq Ty €Ty €Ty x1,

5+ oy +af —ad 4ot -1}
engendre Iidéal I; des S-relations d’injecteur le groupe diédral Ds = Galg(8) et To =
{af + 1, x7 + x4} engendre l'idéal I, des y-relations d’ injecteur le groupe S,. D’aprés
le théoréme 7.1.2, I'idéal I engendré par T1UT; est I'a-idéal de Galois d’injecteur Dy x Ss.

Montrons comment, a partir de I'idéal I, 'algorithme GaloisIdeal calcule l'idéal
des a-relations. Le groupe de Galois de « sur Q est ou bien G; = D5 x Sy ou bien
son sous-groupe Gy = (0, 7(6,7)) (voir Exemple 7.2.3). Le polynéme © donné ci-dessous
verifie Gy ={oc € G; | 0.0 =0} :

2 2 2 2 2
O = xToT6 + TIT3T7 + 12507 + T1T3T6 + THT4Te

2 2 2 2 2
FXox T7 + T3X5X7 + T3TETe + XjT5T6 + T4T5T7.

Nous avons G; = Gy + 7G5 le polynome R = (z — O(a))(x — 7.0(a)) s’appelle une
résolvante G1-relative de o par ©. Si cette résolvante posséde un facteur linéaire simple
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sur Q alors le groupe de Galois de o sur K est contenu dans Go (ce résultat est ancien :
par exemple, dans [57|, auteur l'utilise pour déterminer le groupe de Galois) ; il s’agit
donc de Gy. L’ensemble triangulaire T UT, qui engendre 1'idéal [ est utilisé pour calculer

cette résolvante (voir [7]) :
R=ua"—47

Comme le polynome R est irréductible sur @, le groupe de Galois Galg(a) est G et
I'idéal M, est donc I'idéal 1.



Annexe A

Tables de rupture

Table de rupture en degré 3

DG) | 5G) [ G [G] | L(G)
13 (1Ty)3 3T 31/2 3, 12]
2, 1] 1Ty, 2171 | 373 3! 3, 2, 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture

, S(G) : groupes de Galois des facteurs de rupture, £L(G) : degrés de rupture

Table de rupture en degré 4

D(G) | 5(G) G (G LG
[17] (1Ty)* ATy 4 [4, 17]

14] (1T7)? AT 4 4, 13]

2, 17] (IT1)?, 2Ty | 4Ty 8 4, 2, 17]
3, 1 1Ty, 3T, | 4T 412 4, 3, 12
3, 1 1Ty, 3Ty aTF 4l 4,3, 2, 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G) :

degrés de rupture

, S(G) : groupes de Galois des facteurs de rupture, £L(G) : degrés de rupture
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Table de rupture en degré 5

D(G) | 5(G) G (Gl [ L&)

[15] (1Ty)? 5T 5 [5, 14]

22 1] 1Ty, 211)% | 575 10 5, 2, 13

4, 1] 1Ty, 417 577 20 5, 4, 1°

4,1 1Ty, 4T, | 57y  5!/2 5,...,3,12]

4,1 1Ty, 417 5T5 51 5, ..., 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G)

: degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des facteurs de rupture, £L(G) : degrés de rupture

Table de rupture en degré 6

D(G) | 5(6) G [G] ]| L(G)

16 (1T1)8 6T 6 6, 1°

16 (11y)" 675 6 6, 1°

3, 13] (1T1)3, 3T, 677 18 6, 3, 1*

22, 17] (1Ty)2, (2T1)2 6T5 12 6, 2, 17

22 12 (1T1)?%, (2Th)? | 6T 12 6, 2, 11]
22,12 (1Ty)2, (2T1)2 6T¢ 24 6, 22, 17]
4, 17] (1Ty)?, 4 6T 24 6, 4, 17]

4, 12 (111)?, 4T+* 6T 24 6, 4, 19]

4, 12 (1T1)?, 4T* 677, 48 6, 4, 2, 1°
3,2, 1] | 1Ty, 271, 3T* 6Ty 36 6, 3, 2, 1°
3,21 1Ty, 2T, 3Ty | 670" 36 6, 3, 2, 17]
3,2, 1 1Ty, 2Ty, 3T | 677, 72 6, 3, 22, 17]
5, 1 1Ty, 5T, " 6T, 60 6, 5, 2, 13
5,1 1Ty, 5713 6714 120 6, 5, 4, 1°
5, 1 1Ty, 5T, 6T 61/2 6,...,3,1%
5, 1 174, 5715 6T16 6! 6, ..., 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des facteurs de rupture, £(G) : degrés de rupture

Table de rupture en degré 7

D(G) | S(G) G (G L&)
17] (1Ty)7 7 7, 19]

23 1] 1Ty, (2T1)3 Ty 14 7, 2, 17]
32, 1] 1Ty, (3779 | 717 21 7,3, 1°

6, 1] 1Ty, 675 T 42 7,6, 1°

6, 1] 1Ty, 67" 7T 168 [7, 6, 4, 1%]
6, 1 1Ty, 6T4% Ty T/2 7,...,3,1%
6, 1 1Ty, 6T 7T, 7! 7, .., 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G) :

degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des facteurs de rupture, £(G) : degrés de rupture
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(G) | 5(G) G |G| | LG)
[1%] (1Ty)8 8T} 8 [8, 17]
[1%] (11y)8 8T, 8 [8, 17]
[18] (11y)3 8T, 8 8, 17]
[1%] a7)® 8T, 8 [8, 17]
18] (111)3 8T 8 8, 17]
22 19 (1T, (2T1)? 8T 16 8, 2, 19]
[22, 19] (1Ty)%, (2Ty)? 8Ty 16 8, 2, 16]
[22, 19] (1Ty)%, (2T%)2 8TH" 16 8, 2, 16]
22, 14 (1Ty)%, (2T1)? 8TH* 16 8, 2, 16
4, 17] (1Ty)%, 4Ty 8Ty, 32 8, 4, 1°
4, 19 ()%, 41, 8T 32 8, 4, 16
2312 (1Ty)2, (211)3 8T 16 8, 2, 1°
23 12 (1Ty)2, (2Th)? 8Ty 16 8, 2, 16
23,12 (IT1)%, (2T1)° 8T}, 32 8, 22, 17]
2312 (1Ty)2, (2T1)3 8T 32 8, 22, 15
23,17 (1Ty)2, (2Th)3 8Ty, 32 8, 22, 1°
23,12 (1Ty)2, (2T1)3 8T,L" 32 8, 22, 1°
2312 (1Ty)2, (2Th)3 8T, 64 8, 23, 1%
2312 (1Ty)2, (2Th)3 8T, 64 8, 23, 1%
[4, 2, 12] | (1T1)2, 2Ty, ATy 8T 32 [8, 22, 15]
4, 2, 12 (1Th)?, 2Ty, AT, ™ | 8Ty, 32 8, 4, 19
4, 2, 12 (1Tv)?, 2T, 4T3 8T 64 8, 4, 2, 1°
4,2, 17 (1Ty)?, 2T, 4T3 8T5 64 8, 4, 2, 1°
4, 2, 12 (1Ty)2, 2T, 4T3 8T,L" 64 8, 4, 2, 1°
4, 2, 17 (1Ty)?, 2Ty, AT 8T73, 64 8, 4, 2, 1°
4, 2, 12 (1Tv)?, 2T, 4T3 8T 128 8, 4, 22, 17]
[32, 12 (1T1)2, (377 %)? 8T 24 8, 3, 19]
[32, 12] (1T1)?, (3T, *)? STL" 24 8, 3, 1]
32, 12 (1T1)?%, (3T, *)? 8T 24 8, 3, 16]
32, 12 (171)2, (3T5)2 8T,H" 48 8, 3, 2, 19]
6, 17] (1T1)?, 6T5 8T, 48 8, 6, 19]
6, 12 (1T1)?, 67, 875" 96 8, 6, 2, 1°]
6, 12 (1Tv)?, 6T 8T 192 8, 6, 22, 17]
6, 12 (1T1)?, 6757 8Toh" 192 8, 6, 4, 1°
6, 12 (1T1)?, 6T 8T, 192 8, 6, 4, 1°
6, 12 (1T1)?, 617, 8T, 384 8, 6, 4, 2, 17]
[4, 3, 1] 1Ty, 3177, 4T | 8T 96 8, 4, 3, 15]
[4,3,1] | 1Ty, 317", 47, | 8Ty," 96 8, 4, 3, 19]
[4, 3, 1] 1Ty, 3T, ", 4T, | 8T, 288 8, 4, 32, 11]
[4, 3, 1] 1Ty, 375, 4T¢ 8T," 192 8, 4, 3, 2, 14]
4,3, 1 1Ty, 3T5, ATZ 8Tt 576 8, 4, 32,2, 13
4,3, 1 1Ty, 3Ty, AT7 8T 576 8, 4, 32, 2, 13
4,3, 1 1Ty, 3T5, AT: 8T, 1152 8, 4, 32, 22, 17]
[7, 1] 1Ty, 717" 8TLE* 56 8, 7, 19]
[7, 1] 1Ty, 715" 8T,k 168 8, 7, 3, 19]
7,1 1Ty, 715" 873 168 8,7, 3, 1°
7, 1 1Ty, 7T} 8T 43 336 8, 7,6, 1°
[7, 1] 1Ty, 715 8TL 1344 8, 7, 6, 4, 11]
7,1 1Ty, 7T, 8T, 8!/2 8, ...,3,17]
7,1 1Ty, 717 8Ts0 8! 8, ..., 1]
G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des facteurs de rupture, £(G) : degrés de rupture
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Table de rupture en degré 9

D(@) [ S(@) G (G L&)

[19] (1Ty)° 9T 9 [9, 18]

19] (1Ty)° 9T, 9 9, 18]

23 17] (IT1)3, (2T1)° 9T 18 9, 2, 17}

[32, 1] (1Ty)3, (3T+*)2 9T 27 [9, 3, 17]

[32, 13] (171)3, (317 %)? 9T 27 [9, 3 17]

32, 19 (1T1)3, (3 +*)2 9TE* 81 9, 32, 1]

6, 1° (1Ty)3, 6 977, 54 9,6, 17]

6, 1° (1Ty)3, 9T, 162 9, 6, 3, 19]
24, 1] 171, (2T1) 9T 18 [9, 2, 17]

2%, 1] 1Ty, (2T1)* 9T " 18 [9, 2, 17]

4, 22 1] | 17y, (210)?, 4Ty " | 9Ty 36 9, 22, 19
32,2, 1] | 1Ty, 2Ty, (3T5)?2 9Ty, 54 9, 3, 2, 19]
32,2, 1] | 1T, 2T, (315)? 9T, 162 9, 32, 2, 17]
32,2, 1] | 1Ty, 2Ty, (315)? 9T," 324 9, 32, 22, 14
32,2, 1] | 1Ty, 2Ty, (3Ty)2 9T, 648 9,32, 23,13
6, 2, 1] 1Ty, 2T1, 6T} 9TH" 54 [9, 6, 17]

6, 2, 1 1Ty, 2Ty, 6T} 9T " 54 9, 3, 2, 16

6, 2, 1 1Ty, 214, 6Ty 9Ty, 108 9, 6, 2, 1°

6, 2, 1 1Ty, 2T, 6T% 9T * 162 9, 32, 2, 19]
6, 2, 1 1Ty, 2T, 613 9Ty, 324 9, 6, 3, 2, 17]
6, 2, 1 1Ty, 2Ty, 677, 975, 648 9, 6, 3, 22, 17]
6, 2, 1 1Ty, 274, 6T}, 9" 648 9, 6, 3, 22, 1*
6, 2, 1 1Ty, 214, 677, 9T, 1296 9,6, 3, 25, 13
42,1 1Ty, (4T7)? 9T, 36 9, 4, 17]
4Z7,1 1Ty, (4T5)? 9T} 72 9, 4, 2, 19]
8, 1] 1Ty, 8Ty 9Ty 72 9,8, 17]

8, 1 1Ty, 8T5 " 9T T2 9, 8, 17]

8, 1 1Ty, 8T% 9Ty, 144 9, 8, 2, 19]
8, 1 1T, 8T, 9TL" 216 9,8, 3, 16
8,1 1Ty, 873, 9Ty, 432 9, 8, 6, 1°

8, 1] 1Ty, 8T55" 9755 504 9, 8, 7, 19]
8, 1] 1Ty, 815" 975, 1512 [9, 8, 7, 3, 19]
8, 1 1Ty, 8145 9T, 91/2 9,...,3,12]
8, 1 1T, 8T50 9734 9! 9, ..., 1]

G : Groupes de Galois possibles, D(G) : degrés de rupture , S(G) : groupes de Galois des facteurs de rupture, £(G) : degrés de rupture
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D(G) | 5(G) G |G| | L(G)

110 (17y)10 1075 10 10, 19

110 (111)™0 1075 10 10, 19

5, 1°] (1T1)®, 5177 10T¢ 50 10, 5, 18

2% 12 (1Ty)2, (2T1) 1075 20 10, 2, 1

2% 12 (1Ty)2, (2Th)* 1075 20 10, 2, 18

24 12 (1T1)2, (271)* 1075 < 80 10, 23, 16

21712 (IT1)Z, (2T1)* 1077, 160 10, 2%, 1°

4212 (1Ty)?, (4T7)? 1077 40 10, 4, 17]

42,12 (171)2, (4T%)3 107" 160 10, 4, 22, 16
4212 (1Ty)2, (4T*)2 1077, 160 10, 4, 22, 16

4%, 17 (1Ty)?, (4T5)? 1075, 320 10, 4, 23, 1°

[42, 12 (1T%)32, (4T+*)2 10Ty, 120 [10, 4, 3, 17]

42, 12 (1T1)2, (4T, %)? 10712 120 10, 4, 3, 17]
42712 (1T1)?, (47%)? 10Tp2 240 10, 4, 3, 2, 15]
8, 17] (1T1)?, 8T}, 1075 320 10, 8, 22, 19]

8, 12 (1T1)?, 8T, 1075,F 320 10, 8, 22, 16

8, 17 (1T41)%, 8T 1075, 640 10, 8, 23, 1°

8, 12 (171)2, 813" 1075, 960 10, 8, 6, 2, 19]
8, 12 (1T1)?, 8Ty 10736 1920 10, 8, 6, 22, 19]
8, 12 (1T1)?, 8T, 107 1920 10, 8, 6, 4, 16

8, 12 (1T1)Z, 8T}, 10738 1920 10, 8, 6, 4, 16

8, 12 (1Ty)?, 8T}, 10739 3840 10, 8, 6, 4, 2, 17]
[5, 22, 1] | 111, (2T1)2, 57, | 10Ty 100 (10, 5, 2, 17]

[5, 22, 1] | 1Ty, (211)2, 5T, | 1075, 100 (10, 5, 2, 17]

[5, 22, 1] | 1Ty, (2Th)?, 57,7 | 10Ty, 200 (10, 5, 22, 19]

6, 3, 1 1Ty, 375, 613 1077 60 10, 6, 18]

6, 3, 1 1Ty, 3T5, 615 10713 120 10, 6, 2, 17

5, 4, 1 1Ty, 4Ty, 5T5 107}, 200 10, 5, 4, 17

5, 4, 1 1Ty, 4T}, 575 10775° 200 10, 5, 4, 17

5, 4, 1 1Ty, 477, 515 1075, 200 10, 5, 4, 17

5, 4, 1 1Ty, 4Ty, 575 1075, 200 10, 5, 4, 17

5, 4, 1 1Ty, 4Ty, 5T5 10Ty, 400 10, 5, 4, 2, 15]
5, 4, 1 1Ty, 477, 515 10755° 400 10, 5, 4, 2, 19]
5, 4, 1 1Ty, 4T}, 573 1073, 800 10, 5, 42, 19]
5,4, 1 1Ty, 4T, ", 5T 10Ty 7200 10, 5, 42, 32, 14]
5, 4, 1 1Ty, AT7, 5T5 10741 14400 10, 5, 42, 32, 2, 17]
5,4, 1 1Ty, 4Tz, 575 107, 14400 10, 5, 42, 32, 2, 19]
5,4, 1 1Ty, 417, 575 10743 28800 10, 5, 42, 32, 22, 17]
[9, 1] 1Ty, 974~ 10755 360 (10, 9, 4, 17]

9, 1 1Ty, 9T, 1075, 720 10, 9, 8, 17

9,1 1Ty, 975 10730 720 10, 9, 8, 17

9, 1 1Ty, 9T, 1073, 720 10, 9, 4, 2, 16
9, 1 1Ty, 977, 10735 1440 10, 9, 8, 2, 1°
9, 1 1Ty, 975, 107,  10!/2 10, ..., 3,12]
9,1 1T, 9734 10Tys 10! 10, ..., 1]

G

: Groupes de Galois possibles, D(G)

: degrés de rupture , S(G) :

groupes de Galois des facteurs de rupture, £L(G)

: degrés de rupture
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Annexe B

Implantation de ’algorithme
Generateurs

Cette annexe est consacrée 'implantation en MAGMA (version 2.10) du premier algo-
rithme. [’algorithme IsPurGaloisIdeal calcule le groupe de décomposition d'un idéal
triangulaire (Algorithme 4.2.12). Cette implantation a été réalisée en collaboration avec
G. Renault.

Les entrée de la fonctions ci-dessous sont une permutation ¢ et I’ensemble des orbites
d’un sous-groupe G de S, noté orbites. Cette fonction retourne les orbites de {1,...,n}

sous I'action du groupe (G U o).

function NouvellesOrbites (orbites,sigma);

nvorbites := {};

while IsEmpty(orbites) eq false do
e := Random(orbites) ;
p := e join Image(sigma,e) ;
orbites := Exclude(orbites,e) ;

while not(p eq e) do
for oprime in orbites do
if not(#(p meet oprime) eq 0) then
e := e join oprime;
orbites := Exclude(orbites,oprime) ;
end if;
end for;
p := e join Image(sigma,e) ;
end while ;
nvorbites := Include(nvorbites,e) ;
end while;
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return nvorbites;
end function;

procedure TUPm(r,1,%sigma ,~S,”SP,”n,”sn);

/* Cette procédure recherche une permutation sigma dans dec(I) de suffixe

1. Si elle est trouvée, le calcul s’achéve. Lors de 1l’appel initial de tup,
sigma doit etre initialisée & la permutation identité (voir condition d’arrét
sigma not eq Id). Un prétest modulaire d’appartenance a 1’idéal est utilisé.

*/

if r eq O then
sigma:= sn ! 1;
else
ens:=Reverse(Sort (SetToSequence({1..n} diff Set(1))));
for a in ens do
if sigma eq Id(sn) then
11 := [a] cat 1;
rho := SetToSequence({1..n} diff Set(1l)) cat 11;
if NormalForm((SP[r])~(sn! rho ,SP)) eq O then
if NormalForm((S[r])~(sn! rho ,S)) eq O then
TUPm(r-1,11 ,%sigma ,~S,”SP,"n, sn);
end if;
end if;
end if;
end for;
end if;
end procedure;

procedure dehOahnm(k,~G,~S,~SP,"n, sn, “orbites);

/* Cette procédure détermine un systéme de générateurs du fixateur de {k-1..n}
du groupe de décomposition D de 1’idéal engendré par les polyndme de 1’ensemble
S en fonction d’un systéme de générateurs du fixateur de {k-1..n} de D. Un
prétest modulaire d’appartenance a 1’idéal est utilisé */

elt:={1..(k-1)} meet {Max(o): o in orbites};
while (not(IsEmpty(elt))) do
ak := Max(elt);
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elt := elt diff {ak};
11:= SetToSequence({1..k} diff {ak}) cat [ak] cat [(k+1)..n];
if NormalForm((SP[k])~(sn! 11) ,SP) eq O then
if NormalForm((S[k])~(sn! 11) ,S) eq O then
sigma:= Id(sn);
TUPm (k-1,[ak] cat [(k+1)..n], sigma ,”S,”SP,™n, sn);
if not (sigma eq Id(sn)) then
G:=G cat [sigmal;
orbites:=NouvellesOrbites (orbites,signma);
elt:=elt meet {Max(o): o in orbites};
end if;
end if;
end if;
end while;
end procedure;

Generateurs:=function(S);

/* Cette fonction calcule un systéme de générateurs du groupe de décomposition
de 1’idéal engendré par les polyndmes de la liste S; un prétest modulaire
d’appartenance d 1’idéal y est ajouté */

n:=Rank (Parent (S[1]));
sn:=Sym(n) ;
G:=[1;
orbites := {{i}: i in {1..n}} ;
p:=2;
rep:=false;
while rep eq false do
polmod:=PolynomialRing(FiniteField(p) ,n);
k:=1;
rep:=true;
while (rep eq true) and (k le n) do
rep:=IsCoercible(polmod,S[k]);
k:=k+1;
end while;
if rep eq false then
p:=NextPrime (p) ;
end if;
end while;
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polmod:=PolynomialRing(FiniteField(p) ,n);

SP := [(polmod ! S[i]l) : i in [1..n]];

for k:= 2 to n do
dehOahnm(k,~G,~S,~SP, n, ~sn, “orbites);

end for;

return PermutationGroup<n|G>;

end function;
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