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Introduction

L’axe de cette thése est la théorie de Galois effective. Nous allons nous intéresser
a la résolution d’équations polynémiales f = 0 de degré n et a I'action du groupe de
Galois de f sur ces solutions. Avant de commencer, il nous faut répondre & la question
centrale (chére a Daniel Lazard) : « Que signifie résoudre ? ».

Dans le cadre du calcul formel, résoudre ’équation f = 0, c’est se donner les moyens
informatiques permettant de manipuler symboliquement les racines du polynome f.
En plus de pouvoir manipuler ces racines de maniére symbolique, nous voulons aussi
connaitre 'action du groupe de Galois sur celles-ci.

D’un point de vue mathématique, ceci revient a pouvoir calculer dans I’extension
du corps des coefficients de f engendrée par les racines de ce polynome. Cette extension
est appelée corps de décomposition de f. Il s’agit alors de se donner une représentation
effective de ce corps afin de I'implanter en machine. Pour simplifier I’exposé, supposons
dans cette introduction que le corps des coefficients de f est le corps Q des rationnels.

Représentation des données

Représentation sous forme de radicaux

En rajoutant la possibilité de représenter les racines n® d’entiers, les solutions de
certaines équations peuvent étre représentées. En effet, il est bien connu que les so-
lutions d’une équation du second degré peuvent étre données sous forme de radicaux
(c’est-a-dire sous la forme d’expressions algébriques et d’extractions de racines). D’aprés
les travaux de ’école italienne du XV I€ siécle (Cardan, Tartaglia, Ferrari), il en est de
méme pour les équations du troisiéme et quatriéme degré. Pour les degrés suivants, de-
puis les travaux de Lagrange, Abel et Galois (voir |4, 163, 162, 44]), nous savons que nous
ne pouvons plus en faire de méme. Plus précisément, cette représentation est possible
uniquement si le groupe de Galois de f est résoluble. Pour de tels polyndémes de degré
cing, Dummit donne dans [36] des formules pour exprimer les racines sous forme de radi-
caux et Lazard, dans [72], expose des formules optimales en terme de nombre de racines
a extraire. Plus généralement, des algorithmes pour le calcul des racines (sous forme
de radicaux) d’un polynéme de groupe de Galois résoluble sont donnés par Miller et
Landau, Anai et Yokoyama, Hanrot et Morain dans [67, 64, 66, &, 52| (voir aussi [39, 51
pour des résolutions partielles). Toutefois, lorsque 'on peut exprimer les racines sous
forme de radicaux, ces formules sont souvent trop compliquées pour pouvoir étre mani-
pulées aisément (voir Paragraphe 9 dans [72]). Comme nous voulons travailler avec des
polyndémes de groupe de Galois quelconque, nous ne choisissons pas cette représentation.



Introduction

Représentation a la Kronecker

C’est & la fin du X1X¢€ siécle que Kronecker donne la notion de corps abstrait,
construit comme quotient d’algébre (voir |60, 61]). Cette construction est complétement
effective et permet de représenter le corps de décomposition de f de deux maniéres
différentes (au moins).

Une premiére représentation possible du corps de décomposition K de f, est donnée
sous la forme d’une extension simple de Q. Ainsi K sera représenté par 1'algébre Q[x]
quotientée par un certain polynéme P de Q[x]. Dans ce cas, les racines de f pourront
étre représentées symboliquement & partir de 'image de l'indéterminée x modulo P.
L’action de son groupe de Galois sur ses racines symboliques pourra étre calculé & 'aide
de I'un des algorithmes de Kliiners (voir [51]), Acciaro et Kliiners (voir |3]) ou Allombert
(voir [@]).

La seconde représentation possible du corps de décomposition K du polynéme f
est donnée sous la forme de l'algébre Q[zq,...,z,] quotientée par 'idéal M de toutes
les relations algébriques entre les racines de f, plus communément appelé idéal des
relations de f. Dans ce cas, les racines de f sont représentées par les images des indé-
terminées x1, ..., T, modulo 'idéal M. Pour pouvoir calculer dans une telle structure,
il faut connaitre une base de Grobner de M qui sera triangulaire (puisque M est maxi-
mal). L’action du groupe de Galois de f sur ces racines est alors calculable a l'aide
de lalgorithme de Anai, Noro et Yokoyama (voir [7]) ou celui de meilleur complexité
que nous présenterons au chapitre Bl (voir aussi les travaux de Mertens [76] et ceux de
Tchebotarev [100]).

La représentation du corps K sous la forme d’une extension simple de QQ est appa-
remment la mieux adaptée. Toutefois, lorsque 'ordre du groupe de Galois grandit, le
calcul du polynéme P devient de plus en plus inefficace. De plus, les algorithmes actuels
permettant un tel calcul, & partir du polyndéme f, ont pour résultat intermédiaire une
base triangulaire de 'idéal des relations de f.

C’est donc la deuxiéme représentation que nous choisissons pour manipuler les ra-
cines de f. Cette représentation de K sera dite en tour totale d’extensions.

Problématique

Etant donné le polynome f, il s’agit de calculer une base triangulaire de I'idéal des
relations et 'action du groupe de Galois de f sur les racines symboliques.

L’algorithme classique, noté FE, pour le calcul d’une telle base triangulaire, re-
pose sur la construction de ’algébre quotient représentant K donnée par Kronecker. Il
consiste en la factorisation du polynéme f sur les extensions intermédiaires entre Q et
K (voir par exemple l'article de Anai, Noro et Yokoyama [1] et celui de Roblot [92]).

Une autre méthode pour le calcul d’une base de Gobner de I'idéal des relations est
donnée par Annick Valibouze dans [L0€] (voir aussi article [35] de Ducos qui donne le
meéme résultat vu sous un angle différent). L’avantage de cette méthode est de fournir en
plus I'action du groupe de Galois sur les racines symboliques du polynéme. Pour cette
méthode, de nouveaux objets ont été introduits : les idéaux de Galois. Cet algorithme
repose sur le calcul symbolique de résolvantes relatives et le calcul de base de Grobner
ou d’ensembles triangulaires (voir les travaux de Arnaudiés, Valibouze, Aubry, Lehobey,
Colin, Rennert et Abdeljaoued [9, 14, 28, 90, [73, 2]).
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Dans les systémes de calcul formel, c’est le premier algorithme qui est le plus sou-
vent implanté. Cette implantation est inefficace en pratique dés que l'ordre du groupe
devient élevé. Ceci vient du fait que cet algorithme est généraliste. Pour le second algo-
rithme, dans certains cas, des étapes de calculs de résolvantes séparables a ’aide d’outils
symboliques sont impraticables. En effet, ces cas se rencontrent lorsque les invariants
utilisés pour les cacluls de résolvantes sont de grande taille (nombre de termes et arité).

Dans cette thése, nous avons pour objectif de fournir des algorithmes et des im-
plantations efficaces permettant un tel calcul (a la fois celui d’une base triangulaire
engendrant M et celui de 'action du groupe de Galois sur les racines symboliques).
Nous nous intéresserons a des polyndémes séparables dont les coefficients sont dans un
corps k supposé infini. Lorsque le corps k est fini et de petit ordre, les algorithmes de
factorisation de polynomes sont trés efficaces (voir [56, 41l 183, B1]) et ainsi il en va de
méme pour le calcul d’une représentation du corps de décomposition. Lorsque 'ordre
du corps fini k est grand on pourra toujours utiliser 'algorithme de factorisation de
Berlekamp (voir [1§]) mais le calcul est plus difficil. Cependant, dans certains cas parti-
culiers, ’obtention des racines d’un polynéme modulo un grand premier peut étre faite
assez efficacement (par exemple, on pourra consulter les sections 3.1 et 3.2 de la thése
de F. Morain [7§]).

Contributions et descriptions des chapitres

Nos contributions sur le sujet peuvent étre divisées en trois parties. Ce sont aussi
ces trois parties qui nous ont servi de cadre pour organiser ce mémoire. Dans la suite de
cette introduction, nous ne faisons qu’une bréve présentation des chapitres, pour plus
de détails le lecteur pourra se reporter a leur introduction.

Dans la premiére partie, nous nous intéressons aux idéaux de Galois de f et a leur
variété. Le chapitre 1 contient des résultats de base sur la représentation des groupes et
sur ’algébre commutative qui seront utilisés dans les chapitres suivants. Le chapitre 2
contient les définitions et résultats de base sur les idéaux de Galois. Nous en présentons
aussi de nouveaux portant sur la structure de ces idéaux et sur le cas particulier d’un
polyndéme réductible f. Ces nouveaux résultats permettent, pour certains, d’améliorer
I’algorithme GaloisIdéal et pour d’autres, de mieux envisager 'utilisation de ces idéaux
dans une nouvelle méthode de calcul de 'idéal des relations (voir Chapitre H). Ces
nouveaux résultats ont été obtenus en collaboration avec S. Orange et A. Valibouze et
sont exposés dans les articles |84, 87]|. Dans le chapitre 3, nous nous intéresserons aux
groupes de permutations laissant globalement invariant des idéaux triangulaires. Plus
précisément, si 'on considére I'action naturelle du groupe symétrique S,, sur 'anneau
de polynoémes k[z1,...,x,]| définie par

Sp X k[z1,...,xy] — k[z1,...,24]

(O',P(,Il,...,In)) — U‘P:P('Ia(l)?"‘)xa(n))a

le sous-groupe de S, laissant globalement invariant un idéal triangulaire I est noté
Dec([I) et défini par

Dec(I) ={oc €S, : oI =1}.
Dans le cas particulier ou I est 1'idéal des relations de f, Anai, Noro et Yokoyama
donnent, dans [7], un algorithme permettant le calcul du groupe Dec(I) qui est 'image
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de la représentation symétrique de ’action du groupe de Galois de f sur ses racines
symboliques. Ils montrent que la complexité de leur algorithme est de I'ordre de O(n*)
en terme de nombre de formes normales modulo I calculées. Dans ce chapitre, nous
donnons un algorithme plus général, puisque permettant le calcul de Dec(I) pour I
triangulaire quelconque, et montrons que pour une certaine classe d’idéaux de Galois,
dont les idéaux de relations font partie, sa complexité est en O(n?) formes normales
modulo [ calculées. De plus, nous verrons que I'implantation de notre algorithme est
plus efficace de maniére générale. Les résultats de ce chapitre sont issus du travail en
collaboration avec I. Abdeljaoued-Tej, S. Orange et A. Valibouze (voir [3]).

Dans la deuxiéme partie nous nous intéressons au calcul d’'une base de Grébner
de l'idéal des relations de f. Comme nous 'avons dit plus haut, l'algorithme FE est
trop général pour résoudre efficacement notre probléme et 'algorithme GaloisIdéal
souffre d’inefficacité & cause d’étapes coiiteuses. Nous avons donc étudié les possibilités
de faire cohabiter ces deux algorithmes au sein d’une seule méthode plus efficace. Plus
précisément, nous verrons au chapitre [, comment, aprés avoir factorisé f sur son corps
de rupture, on peut terminer le calcul de I'idéal des relations de f a ’aide de I'algorithme
GaloisIdéal tout en évitant des calculs. Nous avons réalisé une implantation de cette
méthode dans le cas de polynémes de degré 8 et obtenu des résultats intéressants et
encourageants. Pour pouvoir passer de ’algorithme F'E a GaloisIdéal il nous faut
des informations sur le groupe de Galois de f. Pour ce faire, nous avons étudié (voir
Chapitre ) le lien entre la factorisation de f sur son corps de rupture L et ce groupe. Ces
informations sont rassemblées dans des tables que nous appelons tables de rupture. Ces
tables généralisent celles de McKay et Soicher (voir [97]) car elles fournissent le groupe
de Galois de chacun des facteurs de f dans L[x] en fonction du groupe de Galois de
f. Nous montrons aussi comment utiliser ces tables afin de valider en pratique certains
calculs de groupe de Galois en fournissant des polyndémes de groupe de Galois donné
et a coefficient dans une extension simple de Q. Tous ces résultats ont été obtenus en
collaboration avec S. Orange et A. Valibouze (voir |87, 86]). Dans le chapitre B nous
présentons une application particuliére des résultats du chapitre Bl Ici, nous supposons
que le groupe de Galois G de f est de type dihédral. Nous montrons comment obtenir
I'idéal des relations de f et I'action de G sur ses racines symboliques & partir de la
factorisation de f sur son corps de rupture en ne faisant que des calculs de formes
normales. Plus précisément nous montrons qu’il faut au plus O(n?) calculs de formes
normales pour terminer le calcul. Ce résultat peut étre vu comme une généralisation
symbolique de celui de B. K. Spearman et K. S. William (voir [98]). Dans cet article, il
est montré comment obtenir les racines d’un polynéme de groupe de Galois D5 & partir
de deux d’entre elles et de la factorisation de f sur son corps de rupture.

Dans la troisiéme partie, réduite au chapitre [ rédigé en anglais, nous nous intéres-
sons & un algorithme proposé par Yokoyama (voir la Section 5.3 de [113]|) permettant
le calcul d’'un idéal des relations de f. Dans ce chapitre, le polynome sera supposé a
coefficients dans Q. Cet algorithme a besoin, en entrée, de beaucoup plus de données
que les algorithmes étudiés dans la partie précédente. En effet, en plus du polynéme f,
il suppose connue l'action du groupe de Galois de f sur des approximations p-adiques
de ses racines. Dans ce chapitre, nous donnons une étude approfondie et aussi une amé-
lioration de cet algorithme. Nous montrons comment la connaissance de cette action
permet d’éviter et de réduire les calculs nécessaires a cet algorithme. Nous montrons
aussi que le choix de la représentation symétrique du groupe de Galois de f ne doit pas
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étre faite au hasard pour pouvoir optimiser les calculs. L’implantation que nous avons
faite de cet algorithme se réveéle étre trés efficace. Ce chapitre est issu d’un travail en
cours et en collaboration avec K. Yokoyama.
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Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et résultats mathématiques généraux
dont nous aurons besoin dans tout le restant de cette thése. Dans toute la suite, les corps
seront supposés commutatifs et la loi des groupes sera toujours notée multiplicativement
(I’élément unité d’un groupe G sera alors noté 1¢). Les ensembles que nous considérerons
ici ne seront jamais vides.

1.1 Représentation symétrique d’un groupe de Galois

Le but de cette section est de retracer la construction de la représentation symé-
trique d’un groupe et plus particuliérement celle du groupe de Galois d’une extension
galoisienne. Ces résultats peuvent étre retrouvés dans le cours de J.-M. Arnaudiés et A.
Valibouze (voir [L(]) ou dans tout autre ouvrage plus général (voir [68] par exemple).

Représentation par permutations

Soit G un groupe et E un ensemble. On appelle action (4 gauche) du groupe G sur
I’ensemble E, notée ., une application
GxE — FE
(g.¢) — ge

vérifiant les deux assertions suivantes
i V(g1,92) € G?, Ve€e E, g1-(92.€) = (9192).€;
ii Vee B, lge=c¢.

A une telle action on peut associer un homomorphisme p du groupe G dans le groupe
Perm(FE) des permutations de ’ensemble F, ou I'image par p d’'un élément g de G est
définie par

plg) : £ — E

e — g.e

Inversement, si on se donne un homomorphisme p du groupe G dans le groupe
Perm(FE), alors on peut en déduire une action de G sur E (notée .). En effet, si on
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Chapitre 1. Généralités

considére I'application définie par

GXE — F
(g,) +—— g.e:=p(g)(e)

on vérifie aisément qu’elle satisfait les assertions i) et ii).

Un homomorphisme du groupe G dans le groupe des permutations Perm(FE) est
appelé représentation par permutations du groupe G. D’aprés ce que nous venons de
voir, il est donc équivalent de se donner une action d’'un groupe G sur un ensemble
FE ou une représentation par permutations du groupe G. Ainsi nous ne distinguerons
plus une action de sa représentation par permutations qui lui est associée. Nous allons
maintenant étudier le cas ol 'ensemble E est fini.

Représentation symétrique

Soit G un groupe agissant sur un ensemble fini E de cardinal I'entier n. Notons p
la représentation par permutations qui est associée a cette action.

Nous appellerons numérotation de E toute application bijective de ’ensemble {1,...,n}
dans E. Fixons N une telle numérotation de E. Nous avons alors l'isomorphisme de
groupe :

Perm(E) — S,
s — N losoN

et nous en déduisons I’homomorphisme de groupe suivant :

on G — S,
g — N lop(g)oN

Un tel homomorphisme sera appelé représentation symétrique par rapport & la nu-
mérotation N et lorsque la situation est sans ambiguité sur A, c’est-a-dire lorsque la
numérotation est fixée, nous parlerons de représentation symétrique.

Soit N7 et My deux numérotations de E. Alors, il existe une permutation o dans S,
telle que :

NQZO’ONl,

et donc :
-1
¢N2 =0 © ¢N1 c0o.

Soit H le sous-groupe de .S, image d’une représentation symétrique de G. D’aprés ce
qui précéde, G peut étre représenté par un groupe quelconque de la classe de conjugaison
de H dans S, et uniquement ces groupes.

Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Le stabilisateur d’un élément e de F
sous l'action de G est le sous-groupe de G noté Stabg(e) et défini par

Stabg(e) :=={g : g€ Get ge=ce}.

L’action du groupe G sur 'ensemble E est dite fidéle si la représentation symétrique
correspondante est injective, ou si, de maniére équivalente, le sous-groupe Nee pStabg(e)
de G est réduit a I’élément unité.
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L’orbite d’un élément e de E sous 'action de G est le sous-ensemble noté G.e et défini
par

G.e:={ge : geG}.

Plus généralement, un tel ensemble est appelé G-orbite. L’action du groupe G sur ’en-
semble E est dite transitive si 'orbite d’un élément quelconque e de F est ’ensemble
FE tout entier.

Un sous-groupe G de S, est dit transitif si 'action canonique de G sur {1,...,n}
est transitive.

1.2 Groupes de Galois

Soit k un corps commutatif, k une cloture algébrique de k et f un polynéme non
constant en une variable x et & coefficients dans k. Le polynéme f est dit séparable s’il
n’a aucune racine multiple dans k, ou, de maniére équivalente, si le pged de f et de
son polynome dérivé est constant. Nous avons le résultat bien connu suivant (voir par
exemple [21, Chapitre 5]) :

Théoréme 1.2.1. Si le polynéme f est séparable alors son corps de décomposition kj
dans k est une extension galoisienne sur toute extension intermédiaire L entre k et ky.

Supposons a présent le polynéme f séparable. Soit E ’ensemble fini des racines
(distinctes) de f dans k et L un corps intermédiaire entre kf et k. Le corps ks est
alors engendré sur L par E. Comme la restriction & L d’un élément ¢ du groupe des L-
automorphismes de £y se réduit a I'identité, la définition de ¢ ne dépend que des images
qu’il prend sur les éléments de E. Ainsi nous pouvons construire un homomorphisme
injectif p de la forme

Autr(kf) — Perm(a)

et défini par

p¢)  E — E

e — ¢le)

De cette maniére, nous obtenons une action fidéle du groupe des L-automorphismes
sur I'ensemble E. Soit N/ une numérotation des racines de f, c’est-a-dire des éléments de
FE, alors nous avons une représentation symétrique injective du groupe G dans S,,. Soit
H l'image dans S, de cette représentation, alors GG est isomorphe & H et, d’aprés ce que
nous avons vu plus haut, nous pouvons construire un isomorphisme entre G et chacun
des conjugués de H dans S,. Ainsi le groupe de Galois d’un corps de décomposition
d’un polynéme de degré n pourra toujours étre associé a une classe C de conjugaison
d’un groupe H dans S,,.

Définition 1.2.2. Soit f un polynéme séparable de k[z] de degré n un entier strictement
positif et L un corps intermédiaire entre k; et k. Nous appellerons groupe de Galois
de f sur L, un représentant quelconque de la classe de conjugaison dans .S, de I'image
d’une représentation symétrique du corps de décomposition de f sur L. Ce groupe sera
noté Galg,(f).
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Exemple :

Soit k = Q et f = x5 — 102* + 3122 — 30. Comme f se factorise sur k en f =
(22 — 2)(2® — 3) (22 — 5) les racines de f sont toutes réelles et sont données par £ =
V2, V3 V3 /3. \/5,— 5},

Exhibons le groupe des k-automorphismes du corps ky = k[E]. Le groupe Auty(ky)
contient [ky : k| éléments et ici nous avons clairement [k : k| = 8. Soit ¢ € Auty(Ky)
et € F. Comme l'image de « par ¢ ne peut étre qu'un conjugué de o« dans E nous
avons :

p(a) = —a.
Nous obtenons ainsi la définition de chacun des éléments du groupe des k-automorphismes

de k¢ = k[E] a partir de leur action sur I'ensemble E. Si I’on choisit de numéroter E a
laide de la fonction N définie par :

N:E — {1,...,6}
Vi — i+ (i mod 2)
—Vi — N(Wi) -1

alors le groupe Auty(ky) est représenté symétriquement par le sous-groupe H de Sg en-
gendré par 'ensemble de permutations {(12), (34), (56)} noté C'(2) xC(2)xC(2). Sinous
avions choisi une autre numérotation N5 pour l'ensemble E alors, en notant o I'unique
élément de Perm({1,...,6}) tel que Ny = o o NV, le groupe des k-automorphismes de
kg serait représenté par le sous-groupe de S engendré par ’ensemble de permutations

{(0(1),0(2)), (0(3),0(4)), (2(5),5(6))}

qui n’est autre que le conjugué de H par o~ !. Quel que soit la numérotation choisie,
nous dirons que le polynéme f a pour groupe de Galois C'(2) x C(2) x C(2).

Soit L le corps k[v/2] intermédiaire entre k et k. Le groupe des L-automorphismes
de k¢ est isomorphe a C'(2) x C'(2). Sinous choisissons de numéroter I’ensemble E a ’aide
de N alors une représentation symétrique de Autr(ks) sera donnée par le sous-groupe
de Sg engendré par I'ensemble des permutations {(3,4), (5,6)}.

1.3 Algébre commutative

Dans cette partie, nous donnons les définitions et résultats de base sur le lien entre
la géométrie et 'algébre commutative ainsi que ceux sur les idéaux triangulaires. Le
corps k est supposé infini et nous notons k une cléture algébrique de k.

1.3.1 Variétés et idéaux radicaux

Soit S = {fi1,..., fs} un ensemble fini de polynoémes de 'anneau k[z1,...,z,]. Le
but de la géométrie algébrique est de pouvoir décrire certaines propriétés géométriques
a partir de propriétés algébriques. Plus exactement, les propriétés de l'ensemble des
solutions du systéme :

hi=fo=...=[f=0,
c’est-a-dire, ’ensemble des éléments de I qui annulent simultanément les polynémes
fi,-.., fs, sont données a 'aide de propriétés algébriques de ’ensemble S.
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Définition 1.3.1. Soit S = {fi,..., fs} un ensemble fini de polynomes de k[z1, ..., zx].
L’ensemble V' des solutions (ou zéros) de S dans k" est appelé variété (algébrique affine)
de S et est noté V(f1,..., fs). Par abus de langage, nous dirons de V' que c’est une
variété.

Soit I un idéal de k[xq,...,z,]. D’aprés le théoréme de Hilbert (voir [15]), il existe
un ensemble fini S de polynémes de K|[z1,...,x,]| engendrant 1'idéal I. Ainsi, la variété
V(I) de I sera définie comme celle de S.

Inversement, étant donné un ensemble L d’éléments de k", on peut définir I'idéal
Idy(L) des polynomes de k[x1,...,z,] s’annulant sur L. Il est bien connu que cet idéal
est radical et le dictionnaire de géométrie algébrique permet de faire le lien entre les
idéaux radicaux de k[z1,...,z,] et les variétés de k.

Dans cette thése, nous nous intéressons aux idéaux dont la variété est non vide et
de cardinal fini ou autrement dit de dimension zéro. Ainsi, nous nous restreignons ici
a l'étude de telle variété. Un idéal s’annulant sur une telle variété est lui aussi dit de
dimension zéro.

Comme le montre 'exemple suivant, un ensemble fini d’éléments de & ne correspond
pas forcément a la variété d'un idéal de k[z1, ..., ]

Ezemple 1.3.2. Supposons k = Q. Soit a = (v/2,—v/2) un élément de % Lideal
Idi({a}) de k[z1,xo] est engendré par I'ensemble des polynomes {3 — 2, 29 — 21} et sa
variété V(I) est donnée par {a, —a}.

En fait, un ensemble fini (non vide) L quelconque de k" est toujours la variété d’un
idéal de k[z1,...,x,]. En effet, il suffit de prendre I'idéal engendré par l'ensemble de
polynémes

U{xl_ely-”axn_en}-

ecL

. . o,y . . Tn
Ainsi, nous appelons wariété un ensemble fini quelconque de ket nous donnons la
définition suivante.

Définition 1.3.3. Une variété V est dite définie sur k (ou k-variété) s’il existe un
ensemble fini S de polynémes de k[z1,...,z,] tel que

V(S)=V.

Pour pouvoir décomposer une variété V comme une réunion de points de 'espace
affine, il est inutile de considérer le corps k. En effet, 'extension k(V) de k obtenue
en adjoignant a k toutes les coordonnées de V suffit. En fait, k(V') est la plus petite
extension de k ayant cette propriété. Ainsi, une variété V est toujours une k(V')-variéteé.

FEzxzemple 1.3.4. En reprenant les mémes notations que dans I'exemple [[32 ’ensemble
{a} est une k(1/2)-variété mais n’est pas une k-variété.

Nous supposons, pour toute la suite de ce chapitre, que les variétés considérées
sont toutes séparables, c’est-a-dire, telles que les coordonnées de leurs éléments soient
séparables. Ainsi, les variétés considérées ici sont des sous-ensembles finis de (") o &~
est la cloture séparable de k contenue dans k. Cette hypothése permet ’énoncé suivant.

Lemme 1.3.5. Soit V une variété définie sur k et S un ensemble de polyndmes de
klzi,...,2,) s’annulant sur V. Alors ’ensemble S est générateur de l'idéal Ide(V').
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Démonstration. Comme V est séparable, 1'idéal de E[ml, ...,Zp] engendré par S est
radical et donc s’identifie & I'd(V) (voir |[15] pour plus de détails). O

L’exemple classique suivant montre que ce dernier lemme n’est plus vrai en toute
généralité.
Ezxemple 1.3.6. Supposons k = F5(T). Soit P = 2% — T et a une racine de P dans k.
Alors P est irréductible sur k et se décompose en P = (z — «)® sur k . Ainsi I'ensemble
{a} est une variété non séparable définie sur k. L’idéal Id (V') est engendré par  — «
et non pas par P.

La proposition qui suit généralise le procédé vu dans les exemples [L3 2 et [[34 Elle
permet de construire effectivement la plus petite k-variété contenant une variété V de
k"

Proposition 1.3.7. Soit V une variété de k. La plus petite k-variété contenant V
s’identifie a l’ensemble

U {p@) = (p(en),....plan)) : € €V},

pGGalk(L)
ot L est la cloture galoisienne de k(V).

Démonstration. Par définition de k(V'), la variété V est définie sur ce corps et donc sur
L. Si k contient L alors le résultat est clair, supposons donc que L est une extension
non triviale de k.

Soit S un ensemble fini de polynémes de k(V)[z1,...,x,] tel que V = V(S). Comme
il y a équivalence entre le fait que S est & coefficients dans k et le fait que Vp €
Gali(L), p(S) = S, d’apres [111, Theorem 3 Chapter IV] ceci équivaut au fait que V'
vérifie

V= J {el@)=(pla),....p(em)) : @ €V},

pEGalk (L)

et le résultat suit. OJ

1.3.2 Bases de Grobner

Parmi tous les ensembles engendrant un idéal I de k[xq,...,z,] il y en a des plus
intéressants que d’autres. En effet, certains permettent le test d’appartenance a cet
idéal.

Parmi ces ensembles intéressants il y a les bases de Grébner. La théorie autour de ces
bases a été développée principalement depuis les travaux de Buchberger (voir [22,23]).
En effet, c’est lui qui donna le premier algorithme permettant le calcul d’une telle base
a partir d’un ensemble de générateurs de I.

Pour pouvoir généraliser I’algorithme d’Euclide pour le test d’appartenance a ’idéal
I, nous avons besoin d’une notion d’ordre sur k[zy,...,x,]. Dans cette thése, nous
ordonnons les indéterminées de la maniére suivante

1 <To <...<Zp,

et on s’en sert pour ordonner les mondémes.
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Définition 1.3.8. Un ordre monomial admissible sur k[xi,...,z,] est une relation
d’ordre total sur I’ensemble des monoémes de cet anneau noté < et vérifiant :
- pour tout monéme m de k[x1,...,zy] onal <m;
- si mq, ma, mg sont trois monoémes de k[x1, ..., xz,] tels que m; < mgy alors myms <
moms.

Il existe plusieurs ordres admissibles pour k[x1,...,z,]. Celui que nous utiliserons
dans cette thése est défini comme suit.

Définition 1.3.9. L’ordre lezicographique sur k[xy,...,xz,] noté < est défini par :
it oalr < alt. ..z si le premier terme (le plus a gauche) non nul dans (o —

B, ..., — By) est négatif.

Dans cette thése, anneau k[zq,...,z,] sera muni par défaut de cet ordre. Main-
tenant que l'ordre est fixé sur k[xi,...,z,] nous pouvons définir le plus grand terme
d’un polynéme f, noté HT(f), ainsi que la généralisation de la division euclidienne sur
/{?[1'1, oo ,.’L‘n].

Définition 1.3.10. Soit f et fi,...,fs des polynomes de k[xi,...,z,]. Une forme
normale de f modulo ensemble B = {fi,..., fs} est un polynéme g de k[z1,...,x,]
tel qu’il existe un s-uplet (aq,...,as) d’éléments de k[xq, ..., z,] tel que

f:a1f1+---+asfs+g

ol aucun des termes de téte des f; ne divise un terme de g. Cette forme normale est
notée NF(f, B).

Nous pouvons a présent donner la définition d’'une base de Grobner.

Définition 1.3.11. Un ensemble fini S d’éléments d’un idéal I de k[x1,...,zy] est une
base de Grébner (pour un ordre donné) si S vérifie

(HT(g) : g€ S)=(HT(g9) : g€ I).

Nous dirons de S que c’est une base de Grébner réduite s’il vérifie également :

— Pour tout g € S, le terme de téte HT(g) est un monome;
— pour tout g € S, g = NF(g,5\ {g}).

Le théoréme suivant récapitule les deux résultats centraux sur les bases de Grébner,
dont une preuve est donnée dans |11] par exemple.

Théoréme 1.3.12. Supposons qu’un ordre admissible pour k[xy,...,x,| soit fixé. Soit
I un idéal de k[z1,...,x,]. Nous avons
— L’idéal I posséde au moins une base de Grébner et une unique qui soit réduite.
— Un ensemble fini S de I est une base de Grébner si et seulement si l’assertion
sutvante est vérifiée

Vfeklz,...,zy], f €l < NF(f,S)=0.
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D’aprés ce théoréme, il devient naturel de parler de la base de Grobner de I pour
distinguer la base de Grobner réduite de cet idéal (une fois quun ordre est fixé).

11 existe plusieurs algorithmes permettant le calcul d’une base de Grébner d’un idéal
a partir d’un de ses ensembles de générateurs. Dans notre cadre spécifique d’idéaux de
dimension zéro de k[x1,...,x,]|, Faugére, Gianni, Lazard et Mora montrent dans [3§]
que le calcul d’une base de Grobner est polynomial en d”, ot d est le degré maximal
des polynomes engendrant I. L’algorithme F5 de Jean-Charles Faugere (voir [37]) est
celui dont I'implantation est la plus efficace a ce jour. Pourtant, il n’est pas démontré
que F5 est de complexité polynomiale en d" (voir [104] au sujet des derniéres avancées
concernant la complexité de F5). Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier un
type particulier de base de Grébner.

1.3.3 Variétés équiprojectables et ensembles triangulaires

Comme nous l'avons dit plus haut, nous allons nous intéresser a des idéaux de
dimension zéro. Lorsque k[zq,...,z,] est muni de 'ordre lexicographique, la base de
Grobner d’un tel idéal est toujours de la forme triangulaire générale suivante

fa(x1, o xp)
fnfl(xl, e ,l’n)
fm(x1, .o )
Sm—1(21, . Tn1)
fq(xl, D) >xn71)
qul(xl, e ,l’n,Q)
fi(z1)

Ici, nous allons nous intéresser a des ensembles de forme plus spécifique, c’est-a-dire
aux ensembles triangulaires au sens de D. Lazard (voir [71]). Pour les ensembles trian-
gulaires plus généraux on pourra consulter les travaux de Aubry, Kalkbrener, Lazard,
Moreno Maza (voir L1, 154, b5, 12, [13].)

Définition 1.3.13. Soit T = {fi,..., fn} un ensemble de n polynémes de k[z1, ..., xy).
L’ensemble T sera dit triangulaire s’il vérifie :

fi = 2% +gi(zr,...,m)

ot d; > 0 et deg, (g;) < d; pour tout i € [1,n]. De plus il sera dit séparable si I'idéal
(T) est radical.

Remarque 1.3.14. Comme les termes de téte des éléments d'un ensemble triangulaire
sont des mondémes deux & deux premiers entre eux, cet ensemble est une base de Grébner
(voir [30, Chap. 2 §9 Proposition 4]).
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Définition 1.3.15. Un idéal I de k[zq,...,x,] est dit triangulaire s’il est engendré par
un ensemble triangulaire.

Nous allons mettre en relation un certain type de variétés avec les idéaux triangu-
laires.

Définition 1.3.16. Soit L un sous ensemble fini de k. Pour i € [1,n], notons L; le
sous-ensemble de k' égal a la projection de L sur les ¢ premiéres coordonnées et m; la
projection de L sur L;. Pour i € [1,n], 'ensemble L est dit équiprojectable sur L; s’il
existe un entier c tel que pour tout point M dans L; nous avons Card(rw; ' (M)) = c. Plus
généralement L sera dit équiprojectable si L est équiprojectable sur L; pour i € [1,n].

Un exemple trés important d’ensemble équiprojectable est donné par le lemme sui-
vant.

Lemme 1.3.17. ([11, Proposition 6.5.5]) Soit G un sous-groupe de Sy, et a = (o, ..., an)
un n-uplet de valeurs différentes de k. L’ensemble

{oa = (as), Qo)) 1 0 €G}
est équiprojectable.

Le théoréme suivant met en relation les ensembles équiprojectables et les ensembles
triangulaires.

Théoréme 1.3.18. Soit V une k-variété séparable de dimension zéro. Les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes :
-V est équiprojectable ;
— il existe un ensemble T = {f1,..., fn} de k[z1,...,x,] triangulaire et séparable
tel que Idp(V) = (T).
De plus, nous avons ¢;(Viy1) = deg,, (fir1) et ¢;(V) = [}, degy, (f;)-

Démonstration. Une démonstration est donnée dans [14] dans le cas ot k est supposé
parfait, mais comme ici tous les éléments de V sont supposés séparables, cette preuve
peut étre reprise mutatis mutandis. [J

Calcul modulo un ensemble triangulaire

Soit T = {f1,..., fn} un ensemble triangulaire séparable de k[x1,...,xz,] tel que
le polynéme f; est de degré d;. Le calcul dans l'algébre k[z1,...,z,]/(T) peut étre vu
comme le calcul dans une tour d’extensions simples.

Notations 1.3.19. Soit D un anneau (commutatif). Notons M(d) le nombre d’opéra-
tions dans D nécessaires pour multiplier deux polynémes & coefficients dans D et de
degré d.

Proposition 1.3.20. ([110, Corollary 9.7]) Soit D un anneau (commutatif) et f un po-
lynome unitaire de degré d a coefficients dans D. Alors une multiplication dans D[x]/{f)
peut étre réalisée en utilisant au plus 6M(d) + O(d) opérations dans D.

A partir de la proposition on peut évaluer la complexité du calcul dans le
quotient k[zy,...,x,]/(T).
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Notations 1.3.21. La complexité, en terme d’opérations arithmétiques dans k, d’une
multiplication dans k[x1,...,x,]/(T) est notée M(dy,ds, ..., d,).

Proposition 1.3.22. La complezité M(dy,ds,...,d,) est majorée par
n
o(6" [ M(d:)) .
i=1

Démonstration. Découle de la proposition [L320, voir aussi |94, 69, [70]. O

Remarque 1.3.23. Lorsque les opérations sont répétés dans k[z1,...,x,]/(T), on peut
stocker une fois pour toutes les premiéres étapes de calcul. Dans ce cas, la constantes 6
intervenant dans la complexité de la proposition [[322 passe a 3 (voir [110, Page 258]).

Ainsi, la complexité du calcul d’une forme normale d’un polynéme modulo un en-
semble triangulaire dépend de la complexité donnée dans la proposition [L322 mais
aussi de la taille du polynome lui méme (nombre de termes et de facteurs).
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Chapitre 2

Idéaux de Galois

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et résultats sur les idéauz de Galois.

Etant donné un polynéme séparable f de degré n et a coefficients dans un corps
k, les idéaux de Galois de f sont les idéaux de k[zi,...,x,] qui s’annulent sur un
ensemble de permutations des racines (distinctes) de f. A un idéal de Galois de f sont
associés des ensembles de permutations de S, appelés injecteurs. Les idéaux de Galois
ont été introduits par A. Valibouze dans [106] en généralisant les notions classiques
d’idéal des relations et d’idéal des relations symétriques. Dans cet article, A. Valibouze
utilise ces objets dans le but de fournir des moyens mathématiques a 1’établissement de
I’algorithme GaloisIdéal. Cet algorithme prend en entrée un idéal de Galois de f et
un de ses injecteurs et renvoie un idéal des relations M de f ainsi que la représentation
symétrique du groupe de Galois de f correspondant a M.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous donnons les définitions et résultats
généraux sur les idéaux de Galois associés & un polynoéme séparable et sur les injecteurs
de tels idéaux. Ces résultats sont a la fois des rappels des articles [106, [14] mais aussi
de nouveaux résultats qui étendent les propriétés de ces objets. Ces nouveaux résultats
sont issus d’un travail réalisé en collaboration avec S. Orange et A. Valibouze exposés
dans [87, 84| et que nous avons choisi d’étendre ici au cas ou le corps de base k n’est
pas supposé parfait.

Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous présentons le lien entre les ensembles
triangulaires et les idéaux de Galois. Cette partie est une généralisation au cas d’un
corps non parfait des résultats de [14].

Dans la troisiéme section de ce chapitre, nous présentons l'algorithme GaloisIdéal
de A. Valibouze (voir [106]). Nous rappellerons les résultats mathématiques nécessaires
a I’établissement de cet algorithme.

Dans la quatriéme section, nous nous intéressons plus particuliérement au cas oil
le polynéme f est séparable et réductible. Ce travail est issu d’une collaboration avec
S. Orange et A. Valibouze et est exposé dans [87]. Nous montrons comment, a partir
de la donnée de facteurs fi,..., fr de f et d’'un idéal de Galois pour chacun de ces
polynémes f;, on peut construire un idéal de Galois I de f. De plus, nous montrons
comment obtenir un injecteur de I & partir d’un injecteur de chacun des idéaux de
Galois des f;. L’utilisation de I'idéal I et d’'un de ses injecteurs comme entrée de 1’algo-
rithme GaloisIdéal permet alors d’améliorer 'efficacité de ce dernier dans le cas ot le
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polynéme f est réductible.
Dans tout ce chapitre, on suppose le corps k infini, on note k une cléture algébrique
de k et on fixe K une extension algébrique finie de k contenue dans k.

2.2 Définitions et résultats généraux

Dans cette section, nous donnons la définition des idéaux de Galois et des injecteurs
de ces idéaux. Ces notions furent introduites par A. Valibouze dans [106] en généralisant
la définition d’idéal des relations et des relations symétriques (voir |[100] par exemple).
Nous donnons aussi des résultats généraux sur ces objets. Ces résultats sont a la fois
des rappels des articles [106] et [14], et des nouveaux repris des articles |84] et [81].

Dans toute la suite, nous considérons un polyndéme f séparable de degré n et a
coefficients dans le corps k. Nous notons o = (ay, ..., ;) un n-uplet des racines de f
dans k" numérotées a I'aide d’une application N, ¢’est-a-dire N () = .

2.2.1 Idéaux de Galois

Définition 2.2.1. Soit L un sous-ensemble de S, contenant I'identité et o un n-uplet de
racines (distinctes) d’un polynome séparable de degré n. L’idéal Idx(L.a) de 'anneau
Klzq,...,x,] formé des polynoémes s’annulant sur I’ensemble de k" donné par

L.g = {(aa(l),aa@, - ,Odg(n)) ’ (S L}

est appelé un idéal de Galois. Sil’on veut préciser que cet idéal s’annule sur les racines
de f, il sera appelé idéal de Galois de f et si I'on veut préciser le n-uplet exact des
racines de f (c’est-a-dire la numérotation choisie) sur lequel il s’annule, il sera appelé
a-idéal de Galois (sur K).

Pour commencer, nous étudions les deux types d’idéaux de Galois qui ont servi de
base & ’élaboration de cette théorie.

Idéaux des relations et des relations symétriques

L’idéal Idg(a) est un a-idéal de Galois appelé idéal des a-relations. Cet idéal est
maximal et permet de représenter le corps de décomposition (sur K) de f. En effet,
nous avons le morphisme surjectif suivant

Klzy,...,2,] — K(a) (2.1)
r; — N7U6) = (2.2)
qui a pour noyau l'idéal des polynéomes de K[z1,...,x,]| s’annulant en o, c’est-a-dire

l'idéal Idg(a). Clairement, cet idéal maximal contient tous les a-idéaux de Galois et
en particulier celui que nous allons étudier maintenant.

L’idéal Idg (Sp.) est un a-idéal de Galois appelé idéal des relations symétriques
de f. Remarquons que l'idéal ne dépend plus du choix de la numérotation N mais
uniquement de f. En effet, quelque soit la numérotation choisie, la variété associée a
cet idéal contiendra, par définition, le n-uplet des racines ainsi numérotées. Cet idéal
est engendré par un systéme triangulaire dont les éléments sont appelés les modules de
Cauchy de f. Plus précisément nous avons la proposition suivante qui est la traduction
moderne d’'un résultat dit & Cauchy (voir [26]).
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Définition-Proposition 2.2.2. ([90]) Soit les n polynomes fi,..., fn de klx1, ..., xy]
définis par la récurrence :

fi(z1) = f(z1),
et Vi € [2,n]

) = fic1(xi, xico, ..o x1) — fic1(wiz1, T2, ..., 21)
Ty — Ti—1 .

filzi i1, ..., 21

Alors ces polynomes sont appelés les modules de Cauchy de f et forment un systéme
triangulaire (voir Définition[Z313) et donc une base de Grébner (voir Remarque[l.3. 17
de l’idéal des relations symétriques de f.

Ezxemple 2.2.3. Ici nous avons k = K = Fa(t). Le polynéme f = 2* +ta® + 24+t + 1 de
Fo(t)[x] est irréductible et séparable, on peut aisément le vérifier en MAGMA :

> K<t>:=FunctionField(GaloisField(2));

> PR1<x>:=PolynomialRing(K) ;

> f:=x"4 + txx"3 + x +t + 1;

>

> // On vérifie que f est séparable

> // Pour ce faire on calcule le PGCD de f et de sa dérivée formelle
> Gcd(f,Derivative(£));

> 1

> // Comme il est différent de 0, f est séparable

> // Reste a tester son irréductibilité.

> // Pour ce faire, on utilise la fonction interne de Magma:
> IsIrreducible(f);

true

Les modules de Cauchy de f sont aussi trés facilement calculés :

> PR4<x4,x3,x2,x1>:=PolynomialRing(K,4) ;

>

> f1:=Evaluate(f,x1);

> £f2:=(f1 - Evaluate(f,x2)) div (x1 - x2);

> £3:=(f2 - Evaluate(f2,x2,x3)) div (x2 - x3);
> f4:=(f3 - Evaluate(f3,x3,x4)) div (x4 - x3);
>

> f1;

x174 + t*x1°3 + x1 + t + 1

> £2;

X273 + x272xx1 + t*x272 + x2*%x172 + t*x2*x1 +
x173 + t*xx1°2 + 1
> £3;
x372 + x3*xx2 + x3*%x1 + t*x3 + x272 + x2*%x1 +
t*xx2 + x172 + t*xx1
> f4,
x4 + x3 + x2 +x1 +t
Ainsi 'idéal
(T4 + 23+ 22 + 71 + 8,
x% + x3x0 + 371 + trs + x% + xox1 + txo + x% + txq,
x% + x%xl + tx% + $2$% + txoxy + x:f’ + tx% +1,
s +tad o+t +1)
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est idéal des relations symétriques de f et on vérifie immédiatement que c’est aussi
son idéal des relations puisqu’il est maximal.

> I:=ideal<PR4 | f1,f2,f3,f4>;
> IsMaximal(I);
true

Etudions maintenant les propriétés des idéaux de Galois généraux.

Propriétés des idéaux de Galois

Les idéaux de Galois sont radicaux par définition et, plus précisément, ils vérifient
le critére de radicalité suivant :

Proposition 2.2.4. Si I est un idéal de Galois de f (donc de dimension 0) de
Klxy,...,xz,], alors il vérifie le critére de radicalité de Seidenberg :

Vi € [1,n], 3gi(x;) € I avec g;i(x;) séparable.

Démonstration. Clairement, si un idéal I de K|[z1,...,x,]| contient un idéal J de di-
mension zéro vérifiant le critére de Seidenberg, il en va de méme pour I. Un idéal de
Galois I de f contient I'idéal des relations symétriques S de f qui vérifie le critére de
Seidenberg. En effet, 1'idéal S est de dimension zéro et il contient, pour tout entier i
dans [1,n], le polynéme f(z;) qui est séparable par hypothése. Ainsi, 'idéal de Galois
I vérifie le critére de Seidenberg et nous avons le résultat. [

La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux de Galois.

Proposition 2.2.5. Un idéal propre de K[x1,...,x,| est un idéal de Galois de f si et
seulement si il contient les modules de Cauchy de f.

Démonstration. Si un idéal propre I de K[x1,...,x,]| contient les modules de Cauchy
de f alors il veérifie le critére de Seidenberg et est radical (voir Proposition EZZ7)) et
il contient Idg (Sy.). Sa variété est alors incluse dans la variété S,.a. Il existe donc
un sous-ensemble L du groupe symétrique S,, tel que V(I) = L.«, et nous avons I =
Idg(V(I)) = Idg(L.cx). La réciproque découle de la définition des idéaux de Galois. [J

Il s’ensuit naturellement le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.6. Soient K1, Ko deux extensions algébriques de k telles que K1 C Ks.
Si I (respectivement J) est un idéal de Galois de f dans Ki[x1,...,zy] (respectivement
K[z, ... ,xy,]) alors

1. lidéal Ko @, I obtenu par extension des scalaires ;
2. et l'idéal trace de J dans Ki[z1,...,zy,] donné par Ky[zq,...,z,) N J
sont des idéauz de Galois de f.

Nous allons maintenant étudier les ensembles de permutations qui définissent les
idéaux de Galois.
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2.2.2 Injecteurs et groupe de décomposition

Définition 2.2.7. Soient I et J deux idéaux de K|[z1,z2,...,zy], l'injecteur de I dans
J, noté Inj(I, J), est le sous-ensemble des permutations o de S,, vérifiant 0.1 C J.
L’injecteur de I relatif a « est 'injecteur Inj(I, Idg («)), noté Inj(I, «).

Jusqu’a la fin de ce chapitre nous fixons I un a-idéal de Galois de f sur K. Sa
variété V(I) est donnée par (voir [106]) :

V) ={oa | o €nj(,a)} =Inj(,a).c (2.3)
et, comme le polynéme f est séparable, nous avons
Card(Inj(I,«)) = Card(V(I)). (2.4)

Remarque 2.2.8. L’identité ([Z3)) fait apparaitre que 'idéal I est entiérement déterminé
par un n-uplet de k" sur lequel il s’annule et par I'injecteur de I relatif a ce n-uplet.
Ainsi, Uinjecteur Inj(/,«) est de nature géométrique. En effet, pour toute extension
algébrique K’ de K, nous avons :

Inj(I, Idx () = nj(K' @k I, Idg: ()
qui s’écrit plus simplement
Inj(I,Idg () = Inj(K' @k I, q). (2.5)

Un injecteur peut étre un groupe, c’est en particulier le cas de I'injecteur d’un idéal
dans lui méme.

Définition 2.2.9. Soit I un idéal de Galois de f. Le groupe de permutations laissant
stable I, c’est-a-dire
{o €8, |0l cCI}=InjI,1I),

est appelé groupe de décomposition de I et est noté Dec(I).

Nous avons le résultat bien connu suivant.

Proposition 2.2.10. Soit I l’idéal des a-relations sur K. Alors, le groupe de décom-
position Dec(I) est égal a la représentation symétrique G du groupe de Galois du corps
de décomposition de f sur K selon la numérotation N .

Démonstration. Notons p I'application qui représente le groupe de Galois de Ky en le
sous-groupe G de S,, (voir Chapitre [[l) et ¥ I'isomorphisme entre Klzi,...,x,]/I et

K(a) (voir ZTI).

Montrons que G C Dec(I). Soit 0 € G'; nous avons pour tout polynéme P de I :
(O-P)(g) = P(xa(l)’ s axa(n))(g)

P(o.a)

= P(p (o) (e1),...,p " (0)(am)) -
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Comme p~ (o) est un K-automorphisme et que P est a coefficients dans K nous obte-
nons finalement

(0.P)(a) =

I
Oblb
—
Q
—~
=

et donc 0.P est dans 1.

Inversement, montrons que Dec(l) C G. Soit o € Dec(I) et ¢, "automorphisme de la
K-algebre K(r1,...,x,] défini par ¢q(2;) = 24(;). Comme o.] = I, "automorphisme
passe au quotient et on obtient un K-automorphisme ¢, du corps K[z1,...,x,]/I défini
par Ea (x; +I) = ¢po(x;) + I. Par transport par ¥, on obtient un K-automorphisme du
corps K () donné par w = Wo W' et vérifiant w(a;) = Qg (i) Ainsi, o est un élément

de G. O

Définition 2.2.11. Soit I I'idéal des a-relations sur K. Le groupe Dec(I) est appelé
groupe de Galois de « et est noté Galg («).

Notations 2.2.12. L’image inverse d’une permutation 7 de Galg () par la représen-
tation symétrique p du groupe des K-automorphismes de K (a) selon la numérotation
N sera notée T = p~1(7). L’action de Auty (K (a)) sur K(a) est étendue naturellement
a K(a)[zy,...,z,] par action sur les coefficients des polynomes.

Remarque 2.2.13. Pour tout 7 € Galg (a) et tout g € K(a)[z1,...,2,], nous avons donc
deux notations distinctes :

— 7(g) désignant le polynéme obtenu par l'action de 7 sur les coefficients de g et

— 7.9 désignant le polynome g(x,(1), ..., Tr(n))-

Le lemme suivant nous donne une propriété de translation, selon un K-automorphisme,
pour les injecteurs.

Lemme 2.2.14. Pour tout idéal J de K (a)[z1,...,zy] et tout 7 € Galk (a), nous avons
lidentité suivante :

Inj(7(J),a) = 7Inj(J,a). (2.6)

Démonstration. Pour V un sous-ensemble de .S,,.a, montrons que :

7([61[((@)(‘/)) = IdK(g) (TV) . (2.7)
Avec les notations de I’énoncé, nous avons les égalités successives :
Idg (V) = ﬂ (1= Bra)s -+ Tn = Brm)) K (@)[z1,..wn]

Bev

= ﬂ <F($1 _61)""’F('In _ﬁn»K(g)[xl,,arn]
Bev

= ﬂ T({z1 = B1,- - a0 — Bn>?’1(K(g)[x1,...,azn]))
Bev

= 7( ﬂ (1= 8150 — Ba) K(a) (w1, 2n])

Bev
= T(ldg(a)(V))
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ou l'avant derniére égalité est obtenue car 7 est K-automorphisme de ’algébre
K(a)[z1,...,xy).

Montrons maintenant que :

Inj(?(J)7IdK(g)(Q)) - In.](J (ZK(a)( )) (2'8)

Nous avons les égalités suivantes :

Inj(7(J), ldg(a)(@)) = {0 €Sy |VPeT(J), 0.P € ldg)(a)}
= {o€S,|VPeJ, o7(P )GIng( a)}
= {0€S,|VPeJ, T(0.P) € ldg)(a)}
= {o€S,|VPeJ oJeT (IdK(g)(_))},
d’ou l'égalité 7 Pour terminer, les égalités successives suivantes prouvent 1l’iden-
tité (Z9) :
Inj(F(J),IdK(g)(g)) = Inj(J, F_l(IdK(g)(g))), d’apres l'identité (23 ,
= Inj(J, Idg ) (T ~1.a)), d’aprés lidentité (IZZI),
= 7Inj(J, Idg(qa)(a)), d’aprés la proposition P

0

La proposition suivante permet, sous certaines conditions, de déterminer un injecteur

de l'idéal I.
Proposition 2.2.15. (voir [104]) Nous avons Galg (a) C Inj(I,«). Si L est une partie
de Sy, tel que I = Idg(L.) alors
Inj(f, @) = Galk(a)L
De cette proposition découle le résultat immédiat suivant.

Corollaire 2.2.16. Soit I lidéal des a-relations. Alors V(I) = Galg ()., en d’autres
termes, les injecteurs de I se réduisent tous a Dec([I).

Soit I un idéal de Galois de f. Pour tout 3 dans V/(I), I'idéal I est un (-idéal de
Galois. Ainsi, I est contenu dans les idéaux maximaux Idg () ou @ parcourt V(I).
Il existe alors un entier e et des permutations 7q,...,7, tel aue I se décompose en
intersection d’idéaux comaximaux :

I = ﬁ IdK(TZQ) (29)
i=1

(rappelons que « est un n-uplet des racines de f).
Nous en déduisons une décomposition, sous la forme de réunions deux & deux dis-
jointes, de l'injecteur de I relatif & o sous la forme d’une réunion disjointe : :

Inj(I, a) ZGalK (2.10)
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Ainsi les 7; peuvent étre vus comme une transversale généralisée & droite de I’ensemble
Inj(1, o) modulo le groupe Galg(a).

La proposition qui suit permet de caractériser les parties de .S,, pouvant étre des
injecteurs de I.

Proposition 2.2.17. Soit E une partie de S,,. Les deux assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. Il existe § € V(1) tel que E C Inj(1, B).
2. L'idéal (I UE.d)gly,,. o, est un idéal de Galois de f.

Démonstration. D’aprés la proposition 2220 idéal J de Klzy,...,z,] engendré par
I'U E.I est un idéal de Galois si et seulement si il est un idéal propre de K{z1,...,z,].
Soit a € V(I). De I'égalité 2O : I = Ngey (1) Ldi(B), nous déduisons que

J#K[.%'l,...,fljn] ssi ﬂ <IdK(ﬁ)UEI>K[Il,,:Bn} #K[xl,...,[l?n]
Bev(I)

ssi 3B V(I), (Td(B)UED) oy, 7 K1, -, 3]
ssi 3peV(I), E.1C Idk(B)

car Idy () est maximal. Par définition de 'injecteur, cette derniére assertion est équi-
valente & ’assertion 1 de la proposition, ce qui termine la démonstration. [

Les injecteurs de I'idéal de Galois I sont tous reliés par la proposition suivante :

Proposition 2.2.18. Sio € Inj(I, ) alors
Inj(I,0.0) = o ' Inj(I,q) .

Démonstration. Puisque o € Inj(I, @), nous avons bien o.«c € V(I et, par définition
de l'injecteur, il vient :

Inj(l,0.c) = {r€85,|VReI,(1.R)(0.a) =0}
= {reS,|VRel,(or.R)(a) =0} .

En posant p = o7, nous obtenons le résultat :
Inj(I,0.0) =0 YHp e S, |pI CIdg(a)} =c tInj(I,a) . O

La proposition EZZT8 généralise le corollaire 2216 en montrant que si un injec-
teur de I est un groupe alors tous les injecteurs de I coincident avec son groupe de
décomposition. En fait, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.2.19. Le groupe de décomposition est l’'intersection de tous les injecteurs

de l'idéal de Galois I :

Dec(I) = () Inj(I, Idk (7;.0)) -
=1
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Démonstration. L’égalité nous donne :

Dec(I) = {o € Sylol CNi_1Idx(m.)}
NS_1{o € Splo.I C Idg(7;.a)}
= ﬁle IHJ(I, IdK(TZQ))

0

Proposition 2.2.20. (106, Proposition 3.6]) Soit H un sous-groupe de S,,. Le groupe
de décomposition de l'idéal Idi (H.o) contient H.

Nous allons voir maintenant que certaines propriétés des injecteurs permettent
d’avoir des informations sur la structure des idéaux de Galois correspondants.

2.2.3 Idéaux de Galois et triangularité

Définition 2.2.21. Un idéal de Galois I est dit pur si tous ses injecteurs sont égaux a
son groupe de décomposition.

Proposition 2.2.22. ([14] dans le cas ou K est parfait) Si I est un idéal de Galois pur
alors I est un idéal triangulaire.

Démonstration. Découle du théoréme [L3.18 O

Définition 2.2.23. Soit I un idéal engendré par un ensemble triangulaire séparable
{f1,..., fn}. Le n-uplet £(I) défini par

ﬁ(I) = (degml (fl)? s 7deg:vn (fn))

est appelé liste des degrés initiaur de I. Nous noterons deg,, (1) le i®™me glément de la
liste £(I).

Lorsque I est un idéal de Galois pur, la liste £(I) ne dépend que de Dec(I) et se
calcule facilement. Nous nous interessons & ce point maintenant.

Notations 2.2.24. Soit G un sous-groupe de S,,. Pour i € [0, n], nous noterons :

Go = G
G; Stabg([1,...,d]), pour i € [1,n]

Définition 2.2.25. Soit G un sous-groupe de S,. Le n-uplet £(G) est défini par :
L(G) = (|Gol/IG1l,- -+ |Gl /IGal)

Le résultat qui suit permet de lier £(G) a tout idéal de Galois pur de groupe de
décomposition G.

Proposition 2.2.26. ([14/) Soit I un idéal de Galois pur de groupe de décomposition
G. Alors, nous avons l’égalité
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Dés que l'idéal I est triangulaire, nous pouvons calculer le cardinal des injecteurs
de I par la formule suivante :

Card(V (1)) = [ [ dega, (I) = Card(Inj(I,)). (2.11)
=1

Nous verrons, au chapitre B, des exemples d’idéaux de Galois triangulaires ayant
un injecteur différent de son groupe de décomposition. Notons néanmoins que tous les
idéaux de Galois ne sont pas triangulaires comme le montre 1’exemple ci-dessous :

Ezxemple 2.2.27. Soit le polynome z* — 23 — 322+ + 1 € Q[z] de groupe de Galois Dy.
Les deux idéaux triangulaires qui suivent sont deux de ses trois idéaux des relations :

2
I = (z4+x3+23 — 22 — 2z,
x%—l—xgﬂ:‘r{’—xgx% —2x311 — 1,
2
To — 2% + 2% + 311 — 1,

] —a3 =322 x4+ 1)

Iy = (x4+mz9+2} -2t — 21,
1‘3—1‘?4-.%'%4-31'1—1,
x%—i—mxi’—mx% — 2x9x1 — 1,

o —ad =322+ +1)
En effet, on peut facilement vérifier que ces deux idéaux vérifient la proposition 220 et
qu’ils sont maximaux. En MAGMA nous avons :

K:=Rationals();
PR1<x>:=PolynomialRing(XK) ;
f:=x"4 - x°3 - 3*%x"2 + x + 1;

PR4<x4,x3,x2,x1>:=PolynomialRing(K,4) ;
//Modules de Cauchy

f1:=Evaluate(f,x1);

£f2:=(f1 - Evaluate(f,x2)) div (x1 - x2);
£3:=(f2 - Evaluate(f2,x2,x3)) div (x2 - x3);
f4:=(f3 - Evaluate(£3,x3,x4)) div (x4 - x3);
//Idéal des relations symétriques
IdSym:=ideal<PR4 | f1,£2,£3,f4>;

//Ideaux des relations 7
I1:=ideal< PR4 |
x4 + x3 + x1°3 - x172 - 2x*x1,
x372 + x3*x1°3 - x3*x172 - 2%x3*%x1 - 1,
x2 - x173 + x172 + 3*x1 - 1,
x174 - x1°3 - 3*x1°2 + x1 + 1
>;
I2:=ideal<PR4 |
x4 + x2 + x1°3 - x172 - 2x*x1,
x3 - x173 + x172 + 3*x1 - 1,
X272 + x2*%x173 - x2*%x172 - 2%x2%x1 - 1,
x174 - x1°3 - 3*x1°2 + x1 + 1

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVVYVYVYVYV
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>

> // On vérifie que ces deux idéaux sont maximaux
> IsMaximal(I1);

true

> IsMaximal(I2);

true

>

> // On vérifie que ces deux idéaux contiennent 1’idéal
> // des relations symétriques.

> // L’opérateur booléen subset permet de faire

> // un tel test :
> IdSym subset I1;
true
> IdSym subset I2;
true

L’idéal I = I N I, est alors un idéal de Galois de f et un calcul immédiat d’une base
de Grobner réduite pour 'ordre lexicographique x1 < zo < x3 < x4, & 'aide de FGb
(voir [40]) ou de MAGMA,

> I:=I1 meet I2;
> GroebnerBasis(I);

[
x4 + x3 + x2 +x1 -1,
x372 + x3*%x1°3 - x3%x172 - 2*%x3*x1 + x272 + x2*%x1°3 -
x2*%x172 - 2%xx2%x1 - x1°3 + 3*x1°2 + x1 - 7,
x3%x2 - x3*x17°3 + x3*x172 + 3*x3*x1 - x3 - x2%x1°3 +
x2*%x172 + 3*xx2%x1 - x2 + x1°3 - 2*%x1°2 - 2*x1 + 4,
X273 + x272%x1 - x272 + x2*%x172 - x2%x1 - 3%x2 + x1°3 -
x172 - 3%x1 + 1,
x174 - x1°3 - 3*x1°2 + x1 + 1
]

montre que I est engendré par ’ensemble non triangulaire suivant :

{ mytaztasto—1,

xg + 2323 — x32? — 2w31) + 25 + Toxh —
Tox? — 2xoxy — x5 + 327 + 21 — 7,

r3xlo — 1‘31‘% + 1‘31‘% + 3.%'3.%'1 — I3 — 1‘2.%'? +
.%'2%‘% + 3x9x1 — 19 + xi’ - 235% —2x1 +4,

xg’ + x%xl — x% + $2$% — Taw1 — 3T2 + xi’ -
ﬂ:% -3z +1,

x] — b — 32 + 1 + 1}

La proposition suivante donne des conditions équivalentes pour qu'un injecteur
Inj(I, ) soit un groupe ainsi qu’un test effectif.

Proposition 2.2.28. ([106]) Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Dec(I) = Inj(1, av),
2. Galg(a) C Dec(1),
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3. Card(Dec(I)) =[] degq, (1),
4. les injecteurs de I relatifs aux éléments de V (I) sont égaux.

I1 est important de pouvoir tester si Dec(I) est I'injecteur de I (c’est-a-dire que [
est de Galois pur) car le groupe de décomposition est rapidement calculable & partir de
I (voir Chapitre Bl) alors que le calcul de Inj(1, o) nécessite, a priori, la connaissance de

IdK(Q).

2.2.4 Utilisation pratique du n-uplet £(G)

Soit I un a-idéal de Galois supposé engendré par I'ensemble triangulaire 7; =
{fi(z1) = f(x1), fo(x1,22), ..., fu(x1,...,2,)} formé de n polynémes de K|[z1,...,x,].
Supposons connu le groupe de décomposition G d’un a-idéal de Galois pur J contenant
1. Dans ce qui suit, nous allons voir comment déduire de 77 certains générateurs d’'un
ensemble triangulaire 7; engendrant .J.

Le n-uplet £(J) = (d1,ds, . ..,d,) s'identifie a la liste £L(G) (voir Proposition ZZZ.20])
et nous avons :

d; < L(I); pouri€ [1,n].
Ou L(I); est le i-éme élément de L£(I). La comparaison des listes £(I) et £(G) donne
alors le résultat suivant :

1. d; = L(I); si et seulement si on peut choisir le i-éme polynéme de ’ensemble 77

pour étre le i-éme polynome de I’ensemble 77 ;

2. si d; < L(I); alors on peut prendre pour i-éme polynéme de 'ensemble 7; un
facteur de degré d; dans K («) du i-éme polynéme de ’ensemble 77 (aprés avoir
remplacés les a;; par x; pour j < i). Ce facteur n’est pas irréductible sur k() si
d; > 1.

Pour calculer les polynémes manquants de ’ensemble 77, il est possible d’employer
les factorisations dans les extensions algébriques ou l'algorithme GaloisIdéal (que nous
allons étudier dans le paragraphe suivant). Quel que soit I’algorithme choisi pour le cal-
cul de 7; a partir de 77, les informations ci-dessus pourront étre utilisées pour accélérer
le calcul.

2.3 L’algorithme GaloisIdéal

Dans cette section, nous présentons 1’algorithme GaloisIdéal de A. Valibouze (voir
[106]). Cet algorithme permet le calcul d’une base triangulaire d’un idéal des relations
de f a partir d’un idéal de Galois I de f, ou plus exactement & partir d’une base de
Groébner de I et d’un de ses injecteurs.

Dans un premier temps, nous allons considérer le cas ou l'idéal de Galois I est
pur. Ainsi tous ses injecteurs sont identiques & son groupe de décomposition que nous
noterons L. De plus, nous supposons que L contient le groupe Galg(a) et donc I est
un a-idéal de Galois.

Définition 2.3.1. Soit © un polynoéme de K|z1,...,z,]. La résolvante L-relative de
selon © (voir [9,199]) est le polynome, en T défini par :

cse = [ @-o). (2.1)

o€eL.©
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Si le groupe L est le groupe symétrique S, le polynome ﬁé’g est appelé la résol-
vante absolue de f selon ©. Dans ce cas, ce polyndme ne dépend pas du choix de la
numérotation des racines de f.

Définition 2.3.2. Soient H et L deux sous-groupes de S, tels que H C L. Un polyndme
© de Klz1,...,xy,) est un H-invariant L-primitif si

H = StabL(@) .

De plus, il sera dit a-séparable si ©(a) est une racine simple de la résolvante L-relative
de « selon ©.

Remarque 2.3.3. Le terme primitif vient du fait qu'un polyndéme © qui est H-invariant
L-primitif est un élément primitif de Pextension K (z1,...,z,)" de K(z1,...,z,)".

Le calcul d’un invariant primitif est toujours possible (voir [49] et |2]). Par contre,
un tel invariant primitif ne sera pas forcément a-séparable. Lorsque le corps de base
K est infini (ce qui est le cas ici), on peut toujours en calculer un qui le soit. Pour ce
faire, il suffit d’appliquer une transformation de Tschirnhaus convenable (voir [103]).
Plus précisément, si 'on note © € k[z1,...,x,] un invariant primitif et ¢ un polynéme
en une variable la transformation de Tschirnhaus selon ¢ est donnée par

Ot(x1), ..., t(zn)) . (2.2)

Une telle transformation fournit un nouvel invariant primitif. A. Colin donne dans |28,
Proposition 8.5] une borne sur le nombre de transformations a réaliser avant d’en trouver
une qui fournisse un invariant primitif a-séparable (voir aussi [48]).

Le théoréme qui suit permet de construire un idéal de Galois J de f a partir de
I'idéal I. Cet idéal J contient alors I'idéal I et est contenu dans un idéal des relations
de f. Ainsi, en itérant le procédé, on obtiendra un idéal des relations.

Théoréme 2.3.4. ([104]) Soit H un sous-groupe de L et © un H-invariant L-primitif
a-séparable. Alors, le polynome minimal de ©(a) sur K noté F est un facteur irréduc-
tible de la résolvante Eé‘g et vérifie

Idg(H.q) = Idg(L.q) + (F(©)).

La proposition suivante permet de faire le méme genre de construction mais sous
des hypothéses moins contraignantes.

Proposition 2.3.5. ([104]) Soit L et H deuz sous-groupes de S, tels que Galg (o)) C L
et Galg(a)H est un groupe. Soit © un H-invariant L-primitif et 6 = O(a). Soit F le
polynéme minimal de 0 sur K. Si 0 est une racine simple de Eé‘g alors

Idg(H.q) = Idg(L.q) + (F(©)).

Dans le théoréme E234 si 'on désire construire un idéal J qui contient strictement
I, le choix du sous-groupe H ne doit pas se faire au hasard. Par exemple, nous avons le
résultat suivant déja utilisé par Stauduhar (voir [99]) pour calculer le groupe de Galois
d’un polynoéme.
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Proposition 2.3.6. (voir [9]) Soit H un sous-groupe de L et © un H-invariant L-
primitif. Si U'on note 6§ = O(a) alors on a les deuz assertions :

1. Si Galg(a) € H alors 0 est un élément de K.

2. S5i 0 est un élément de K et est une racine simple de la résolvante ﬁé’g alors
Galg (a) est contenu dans un conjugué dans L de H.

De ces résultats nous déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.7. Soit H un sous-groupe de L et © un H-invariant L-primitif. Sup-
posons Galg () C L. Nous avons les deux assertions suivantes :
— Si la résolvante Eé‘g n'a pas de racine dans K alors Galg (a) n’est pas un sous-
groupe de H.
— 51 la résolvante Eé’g a un facteur simple linéaire © — a alors Galg (a) est contenu
dans un conjugué de H dans L. De plus, l’idéal

Idg(L.a) +(© —a)
est un idéal de Galois pur d’injecteur H.

Plus généralement, c’est ’étude des résolvantes en utilisant les tables de partitions
ou tables de groupes (voir [104] et [9]) qui fournit la premiére méthode déterministe
pour le calcul du groupe de Galois d’un polynéme.

La derniére chose qu’il nous reste & voir est le calcul d’une résolvante relative. Si
I’on connait un systéme triangulaire engendrant 1'idéal I, il sera toujours possible de
calculer une a-résolvante L-relative pour tout élément o de V(I). Ce calcul se fera a
l'aide de calculs de résultants (voir [14|, [73] par exemple).

En appliquant tous ces résultats, on en déduit I'algorithme [ qui représente une
étape d’une version allégée (ici nous n’utilisons pas toute la puissance des tables de
groupes) de Palgorithme GaloisIdéal (voir |[106] pour la version étendue).

Ainsi, en utilisant de maniére itérative ’algorithme [ on construit, & partir d’un
idéal de Galois de f et d’une liste de groupes contenant Galg (f), une chaine croissante
d’idéaux de Galois allant jusqu’a un idéal des relations M de f :

Ic...lyClpyy1C...CM.

Plus généralement, on peut aussi commencer cette chaine avec un idéal de Galois
qui n’est pas pur. Dans ce cas on peut appliquer les résultats introduits dans [107].

2.4 Idéaux de Galois de polyndmes réductibles

Dans ce paragraphe, f sera supposé séparable et réductible. A partir d’idéaux de
Galois de chacun des facteurs de f, nous pouvons déduire un idéal de Galois I de f
contenant 1'idéal des relations symétriques entre les racines de f. Un injecteur et une
base de Grobner de I'idéal I étant connu, 'algorithme GaloisIdéal pourra étre utilisé
pour calculer 'idéal des a-relations.

Supposons, pour simplifier 'exposé, que le polynéme f se factorise sur K en deux
polynémes g et h de degrés respectifs m et p = n — m. Supposons le n-uplet o des
racines de f ordonné de telle sorte que 3 = (au, ..., ) soit un m-uplet des racines de
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Algorithme 1 GALOISIDEALUNEETAPE(T ,L,GrpTest)

Hypothése : 7 est un ensemble triangulaire engendrant un idéal de Galois I de f
d’injecteur le groupe L. L’ensemble GrpTest contient des classes de L-conjugaison
de sous-groupes de L. Le groupe de Galois de f est soit L soit 'un des groupes (&
conjugaison prés) de GrpTest

Sortie : S est un ensemble triangulaire engendrant un idéal de Galois J de f contenant
1. Le groupe H est l'injecteur de l'idéal J. L’ensemble GrpTest contient des sous-
groupes de H qui sont susceptibles d’étre le groupe de Galois de f (& H-conjugaison
prés). L’idéal J est un idéal des relations de f ssi GrpTest est vide.

Boucle := True
while Boucle do
Soit H un représentant d’un élément C de GrpTest.
GrpTest := GrpTest \ C.
Soit ©® un H-invariant L-primitif.
Soit R la résolvante ﬁé’g
if Le polynéme R posséde une racine dans K then
On applique des transformations de Tchirnhaus & © jusqu’a trouver une résol-
vante qui est séparable ou au moins posséde un facteur linéaire simple.
if R posséde un facteur linéaire simple x — a then
Soit S la base triangulaire de (7 U {© — a}) obtenue aprés un calcul de base

de Grobner.
Boucle := False
end if
end if
if L’ensemble GrpTest est vide then
S="1T.
H:= L.
Boucle = False
end if
end while

GrpTest := I'ensemble des sous-groupes de H contenus dans GrpTest.
Return S, H, GrpTest

43



Chapitre 2. Idéaux de Galois

g et que y = (W1, .., qp) soit un p-uplet des racines de h. Posons B = K|x1, ..., Zy,]
et C = K[zm41,-..,%,] et munissons les anneaux A, B et C de 'ordre lexicographique
induit par 1 < 22 < ... < Ty < Tyg1 < ... < Ty Dans cette partie, les bases

de Grobner considérées le seront toujours relativement a cet ordre et pour tout idéal
construit a partir d’'une variété, nous spécifierons I’anneau dans lequel il sera considéré.
Par exemple, pour une variété V de K lidéal de B des polynémes s’annulant sur V
sera noté Idg(V'). Nous avons le résultat bien connu suivant :

Lemme 2.4.1. Galg(a) C Galg(8) x Galg (7).
Nous démontrons le résultat plus général suivant :

Théoréme 2.4.2. Soient G une partie de Sy, et H une partie de S,. Si G (resp. H)
est l'injecteur de l'idéal 1dg(G.(3) (resp. Idc(H.7y)) relativement a 3 (resp. v) alors l'a-
idéal de Galois IdA((G x H).«t) posséde G x H comme injecteur relatif a « et il vérifie :

Ids((G x H).q) = Idg(G.8) A+ Ide(H7)A. (2.1)

De plus, si Gy et Go sont des bases de Grobner respectives des idéaur Idg(G.3) et
Idc(H.y) alors G = G UGy est une base de Grébner de l'idéal 1do((G x H).q).

Démonstration. Posons Iy = Idg(G.3), Iy = Idc(H.y) et J = I} A+ I A. Montrons
que J = Id4((G x H).«).
Puisque G (resp. H) est I'injecteur de I (resp. I3) relatif & 3 (resp. ), nous avons,

d’apres [23),
V() =G.B={(8s0)s--+Bsm)) | 0 €G}, (resp. V(Ia) = H.7).
Nous avons donc les deux variétés
V(LA = {(@), - Q) U1,-- - up) | 0 €G, u; €k}
V(LA = {(V1, U Crgonitys -2 Ory) | 7€ H, v; € K}
Ainsi,
V(J) = V(LA + LA) = V(LA N V(IA) = (G x H).a. (2.2)

Le radical de I'idéal J est donc 'idéal de Galois Id 4((G x H).a) qui, d’aprés les identités

E3) et (32, posseéde G x H comme injecteur relatif & «. Il reste donc a démontrer que
I'idéal .J, de dimension 0, est radical. Pour ce faire, nous allons montrer qu’il vérifie le
critére de radicalité de Seidenberg (voir, par exemple, Lemma 8.13 dans [15]).

D’aprés la proposition BZZ4] les idéaux de Galois I7 et I vérifient le critére de Seidenberg
dans, respectivement, B et C. Ainsi, pour tout entier ¢ dans [1,m] (resp. [m + 1,n]), il
existe un polynéme séparable g;(x;) dans I; (resp. I) et donc dans J. Ainsi, 'idéal .J
vérifie le critére de Seidenberg.

Montrons que G1 UGy est une base de Grobner de J. Rappelons que, puisque G est
une base de Grobner de I7, idéal radical, nous avons :

Dim(B/I,) = Card(V (1)) = Card({z* € B|a & In(G1) + N™}), (2.3)
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ou 22 = z{*x5% ... 2% et In(Gy) est ensemble des exposants des mondmes initiaux

(pour lordre lexicographique) de Gi. Il en va de méme pour I et de toute base de
Grobner de J.

De plus, d’aprés l'égalité (24)), nous avons Card(G) = Card(V (I1)), de méme pour Iy
et H, ainsi que pour J et G x H. D’aprés 'égalité 3), il vient alors :

Card(G x H) = Card(G) Card(H) = Card({z® € Ala € In(G1 U Ga) + N"}).

Si G1 U Gs, qui engendre J, n’était pas une base de Grébner de J, nous aurions néces-
sairement la contradiction :

Card(G x H) = Card({z% € A|a ¢ In(G; U Gy) + N"})
> Dim(A/J) = Card(V(J)) = Card(G x H) .
Par conséquent, G U Gy est une base de Grobner de J. [

D’aprés ce théoréme, des idéaux de Galois de chacun des facteurs du polynome f,
se déduit un idéal de Galois I de f vérifiant :

Card(Galg (8)) Card(Galg(y)) < Card(V(I)) <m!p!.

A partir de cet idéal I, pourra étre construit un idéal des relations M de f contenant

1.

Remarque 2.4.3. Nous avons les remarques suivantes a faire sur le théoréme P42

— Par induction, le théoréme se généralise au cas ou f se factorise en plus de
deux facteurs.

— Lorsque G; et Go sont des ensembles triangulaires, 'union G U Gy 'est également
car les mondmes initiaux sont premiers deux a deux; elle constitue donc une base
de Grobner de 'idéal J.

— Le théoréme généralise le résultat de Colin qui établit I'identité 1) lorsque
G = Galg(f), H = Galg(y) et G x H = Galg(a) (voir [2§8]). De méme il
généralise le théoréme 5.2 de _[QC] qui donne une base triangulaire pour l'idéal des
relations symétriques d’un polynéme réductible séparable.

Nous présentons maintenant quelques exemples.

2.4.1 Exemples

Les polynomes des exemples ci-aprés ont été pris dans la base de données de J.
Kliiners et G. Malle disponible sur internet (voir [59]).

Le lemme suivant est utilisé dans les exemples de ce paragraphe. Rappelons que les
hypothéses faites sur le n-uplet o nous donnent :

Lemme 2.4.4. Si g et h sont irréductibles sur K alors les Galg (a)-orbites de {1,...,n}
sont {1,2,...,m} et {m+1,m+2,... ,n}.

Pour la suite, posons k = K =Q, m =5et p = 2.
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Ezemple 2.4.5. Soient les polynomes ¢ = 2° — 2% —42® + 322+ 32— 1, h = 22 + 1
irréductibles (sur Q) et f = g.h. Calculons un ensemble triangulaire engendrant un idéal
des relations de g.

Le logiciel MAGMAnous donne facilement la factorisation du discriminant de g

> Factorization(Integers() !Discriminant(g));
[ <11, 4> 1]

qui est donc le carré 121%. Ainsi, le groupe de Galois de ¢ est pair. A une conjugaison
prés, le groupe de Galois de g est soit le groupe alterné As, soit le groupe dihédral Ds,
soit le groupe cyclique C5. Nous avons les inclusions

As D D5 D Cf.

Nous utilisons ’algorithme GaloisIdéal pour discriminer ces groupes et calculer un
idéal des relations de g. Les représentants que nous choisissons pour les groupes D5 et
Cs sont tels que Dy D C :

D5 =1((1,3,2,4,5),(4,2)(3,5))

Cs =((1,3,2,4,5)) .

Le calcul d’une base triangulaire de I'idéal des relations symétriques de g est immé-
diat

//Ideal des relations symetriques
IdSym:=ideal<PR5 | f1,f2,f3,f4,f5>;

> PR1<x>:=PolynomialRing(Rationals());

> PR5<x5,x4,x3,x2,x1>:=PolynomialRing(Rationals(),5);
> g:=x"5 - x74 - 4*x73 + 3*x72 + 3*x - 1;

> f1:=Evaluate(g,x1);

> £2:=(f1 - Evaluate(g,x2)) div (x1 - x2);

> £3:=(f2 - Evaluate(f2,x2,x3)) div (x2 - x3);

> f4:=(f3 - Evaluate(£f3,x3,x4)) div (x4 - x3);

> £f5:=(f4 - Evaluate(f4,x4,x5)) div (x5 - x4);

>

>

Commengons par tester si le groupe de Galois est contenu dans Djs. Le polynéme suivant
est un Ds-invariant Ss-primitif

O = w524 + 521 + T2 + T3T2 + T3X7 .

A partir de cet invariant et des modules de Cauchy de g nous calculons (voir |73, l14])
la résolvante absolue selon ©.

(x4 2)%(2° 4 102 + 7% — 11822 — 74 4 131) (2 + 102 + 72® — 11822 — 74 4 373)?

qui ne posséde aucune racine simple dans k. Nous ne pouvons pas appliquer la pro-
position 238 et devons changer d’invariant. Appliquons alors la transformation de
Tchirnhaus

0=0(x-2... 23-2).
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Cette fois, la résolvante calculée a ’aide de cet invariant est séparable :

(z —5)(z + 28)(x® + 412 — 57523 — 1837722 4 62668x + 1802503) (x> +
74zt + 94323 — 297622 — 600698z — 2672869).

Nous savons alors que le groupe de Galois de g est contenu dans Ds, il reste donc
a discriminer D5 de Cs. En appliquant le théoréme 234 nous calculons une base
triangulaire d’un idéal de Galois de g d’injecteur le groupe Ds.

> IdD5:=ideal<PR5 | Basis(IdSym),Theta - 5>;
> GroebnerBasis(IdD5);

[
x5 + x2*xx1°4 - 4*xx2*x1°2 - x2%x1 + 2%x2 - 1,
x4 + x2 - x174 + x173 + 4%x172 - 2*%xx1 - 3,
x3 - x2*%x174 + 4xx2*%xx172 + x2*%x1 - 2*x2 + x17°4 -
x17°3 - 4*xx1°2 + 3%x1 + 3,
X272 - x2%x174 + x2*%x1°3 + 4*x2%x1°2 - 2*x2%x1 -
3%x2 + x174 - x17°3 - 4*xx1°2 + 3*x1 + 2,
x17°5 - x174 - 4%xx1°3 + 3%x1°2 + 3*x1 - 1
]

Le polyndéme suivant
2 2., .2 2 2
O = x5T4 + 527 + TiT2 + T3 + T3T5

est un Cs-invariant Ds-primitif. Grace a © et & la base triangulaire de IdD5, nous
pouvons calculer la Cs-résolvante Ds-relative selon ©

(x — 4)?
qui n’est pas séparable. Si I'on applique la transformation
0=0(}-3,...,13-3).
la résolvante est cette fois séparable
(x 4+ 176)(x + 209) .

Ainsi, le groupe de Galois de g est C5 et nous pouvons calculer une base triangulaire
d’un de ses idéaux des relations.

> IdC5:=ideal<PR5 | Basis(IdD5),Theta + 209>;
> GroebnerBasis(IdC5);

[

x5 + x174 - 4%xx1°2 + 2,

x4 - x174 + x1°3 + 3*xx1°2 - 2xx1 - 1,

x3 - x1°3 + 3*x1,

x2 + x1°72 - 2,

x175 - x174 - 4*%xx1°3 + 3*x172 + 3*x1 - 1
]

47



Chapitre 2. Idéaux de Galois

Ainsi, I’ensemble

T, ={ 2} —a]— 423 + 322 + 32, — 1,
x2+x%—2,
$3—$?+3$1,
4, .3 2
$4—1’1+x1+31’1—2$1—1,
x5+ ot — 4a? + 2},

engendre l'idéal Idg(f) des [-relations dont I'injecteur Galg(() est le groupe cyclique
Cs. Clairement, Pensemble Ty = {22 +1,27+x6} engendre I'ideéal I dc(7y) des ~-relations
d’injecteur le groupe symétrique Sy = Galg(y). L’ensemble triangula?re T Eeut aussi
se calculer rapidement en factorisant le polyngme g dans son corps de rupture de degré
5.

Comme le groupe Cj5 x S n’a pas de sous-groupe propre dont 'action sur {1,2,...,7}
ait une orbite de longueur 5(=Deg(g)) et une de longueur 2(=Deg(h)), nous avons
nécessairement Galg(a) = Cs x Sy (voir Lemmes EZAT] et Z4.4). D’aprés le théoréme
B2 appliqué a G = C5 et H = S5, 'idéal I de A engendré par T1 U Ty est 'a-idéal
de Galois d’injecteur C5 x Sy. Comme C5 x S est le groupe de Galois Galg(a), l'idéal
I est celui des a-relations M.

Ezemple 2.4.6. Soient les polynomes irréductibles (sur Q) g = 2® — 22% + 223 — 22 +1,
h=2%+1et f = g.h. De méme maniére que dans I’exemple précédent, nous calculons
I’ensemble triangulaire

4 2
T ={ 2% —2z7+223 — 22 +1,
2 4 2
x5+ (-2 + 2} — 2t + 21 — Vg — 21 + 1,
4 2
T3+ T2 — 2]+ 2 — 2t + a1 — 1,
4 3 2 4 3 2
T4 — Tox] + 2wox| — 22027 + X271 + 27 — 227 + 2271 — 21,

r5+xy+af— o+t — 1)
qui engendre 'idéal I; des S-relations d’injecteur le groupe dihédral
D5 = (0 =(1,5,2,3,4),7 = (1,3)(2,5))

et Th = {x% + 1,27 + x¢} engendre l'idéal I5 des ~y-relations d’injecteur le groupe Ss.
Le seul sous-groupe propre de D5 x Sy qui admette une orbite de longueur 5 et une
de longueur 2 est le groupe G = (0,7(6,7)). Le groupe de Galois Gal,(a) est donc ou
bien G7 = D5 x Sy ou bien Gs.
L’idéal I engendré par Ty U Ty est 'a-idéal de Galois d’injecteur Ds x Sy (voir
Théoréeme ZZ2). Montrons comment, a partir de I, I'algorithme GaloisIdéal calcule
I'idéal des a-relations. Le polyndéme © donné ci-dessous vérifie Go = {0 € G | 0.0 =

O} :

2 2 2 2 2
O = xirowe + x7X3%7 + T 12527 + T1X3%6 + ToT4X6

2 2 2 2 2
+2oxyT7 + T3X5L7 + T3X5Te + TyT5X06 + T4T527.

Nous avons G = G2 +7G4 ; le polynome R = (x —O(a))(x —7.0(a)) est une résolvante
G1-relative de o selon ©. Si cette résolvante posséde un facteur linéaire simple sur Q
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alors le groupe de Galois de « sur k est contenu dans Go (voir Proposition 2230 ; il
s’agit donc de Gs. L’ensemble triangulaire 77 UT5 qui engendre 1'idéal I est utilisé pour
calculer cette résolvante (voir |73, [14]) :

R=2%—47

Comme le polynéme R est irréductible sur Q, le groupe de Galois Galg(a) est G; et
I'idéal M est donc l'idéal I.
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Chapitre 3

Calcul du groupe de décomposition
d’un idéal triangulaire

3.1 Introduction

Ce chapitre est une nouvelle rédaction des résultats publiés dans [3], article réalisé
en collaboration avec I. Abdeljaoued-Tej, S. Orange et A. Valibouze. Ici, nous avons
choisi d’exposer les résultats sur les algorithmes de branch-and-cut d’un point de vue
plus général et nous ne supposons plus le corps k parfait.

Dans le chapitre Bl nous avons vu qu’a un idéal de Galois I peut étre associé un
unique groupe appelé groupe de décomposition de I et noté Dec(I).

Dans ce chapitre, nous généralisons la définition du groupe de décomposition a
un idéal I de k[zy,...,x,]. En effet, Paction naturelle du groupe S, sur 'anneau
klxi,...,z,] permet de définir le groupe Dec(I) des permutations de S,, qui laissent
globalement invariant I'idéal I. Nous donnons un algorithme AL pour le calcul de Dec(7)
dans le cas ou I'idéal [ est triangulaire. Cet algorithme est basé sur la méthode classique
de branch-and-cut (voir |24]) qui renvoie un ensemble fort de générateurs (voir [96]). Sa
complexité, en toute généralité, est exponentielle en le nombre n de variables.

Dans le cas particulier d’un idéal des relations d’un polyndéme séparable f de degré
n, Anai, Noro et Yokoyama donnent dans [7] un algorithme calculant son groupe de
décomposition. Dans ce cas, ce groupe est une représentation symétrique du groupe de
Galois de f et ils montrent que la complexité de leur algorithme est de I'ordre de O(n?)
formes normales modulo I calculées. Ce résultat de complexité était le dernier connu.

Dans ce méme cas particulier, nous montrons que notre algorithme a pour complexité
O(n?), en terme de nombre de formes normales modulo I'idéal I calculées. Plus préci-
sément, nous montrons que ’algorithme AL permet, aprés modification de sa condition
d’arrét, le calcul du prédicat « l’idéal triangulaire I est-il un idéal de Galois pur ? ».
Un des sous-produits de ce calcul de prédicat, lorsque la réponse est positive, est le
groupe de décomposition de I'idéal I et nous montrons que I’obtention de cette réponse
nécessite au plus O(n3) formes normales modulo I calculées. Pour ce faire, nous avons
montré une généralisation de [, Theorem 5| au cas des idéaux de Galois.

Ainsi, notre algorithme est plus général et de meilleur complexité que celui présenté
dans [7]. Enfin, nous établirons une liste de tests permettant de comparer efficacité de
ces deux algorithmes sur des exemples concrets d’idéaux des relations.
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3.2 Algorithmes de branch-and-cut

Dans cette section, nous retracons les différentes stratégies pour 'utilisation d’al-
gorithmes de branch-and-cut sur les arbres et nous nous intéressons a leur complexité.
Pour évaluer la complexité, nous allons compter deux types d’opérations :

Définition 3.2.1. Nous appelons calcul de prédicat un calcul permettant de déterminer
si une étiquette d’un arbre vérifie une certaine propriété. Les opérations de base sont les
autres calculs apparaissant dans les algorithmes ( calcul de I'image d’un entier par une
permutation et I'accés aux cases d’un tableau (ce qui est équivalent ici), les opérations
arithmétiques sur les entiers, etc).

Ces algorithmes sont dits de branch-and-cut ou backtrack (voir [24| et [95] par
exemple) et leurs applications dans le cadre de la théorie algorithmique des groupes
permettent de résoudre des problémes du type : Etant donnée une propriété P sur S,
trouver l’ensemble G des éléments de S, qui vérifient P.

Pour tout ce chapitre, on se fixe une telle propriété P dont nous préciserons la nature
au fur et & mesure de la lecture.

Les arbres A et A’

Comme nous 'avons dit plus haut, les algorithmes de branch-and-cut sont définis

sur des arbres. C’est pourquoi I’ensemble des permutations de S, sera représenté sous
cette forme. Soit A I'arbre de profondeur n + 1 défini de la maniére suivante : la racine
est de niveau 0 et les feuilles de niveau n. Seuls les nceuds de niveau 7 > 1 ont une
étiquette contenant un entier de [1,n], la racine a une étiquette égale a 0. Une branche
correspond & une permutation de S,,, plus précisément nous avons :
Une permutation o de S, est représentée par la branche dont la valeur de I'étiquette
de niveau i, pour i € [1,n], est égale a o(i). Toutes ces branches sont alors reliées au
niveau de la racine (niveau 0). Ainsi, les noeuds de niveau i € [1,n] sont au nombre de
n!/(n — i)!. Pour faciliter la représentation de cet arbre nous ordonnons les branches &
I’aide de l'ordre lexicographique.

Définition 3.2.2. A un nceud N de niveau ¢ nous associons I'unique i-uplet

QSZ(N) = (al,... ,CLZ')

correspondant aux valeurs successives des étiquettes de ses ancétres (racine exclue) et a
la valeur de sa propre étiquette. Ce i-uplet est appelé racine de N. De plus, pour toute
permutation o de S, nous notons ¢;(c) la valeur ¢;(NN) ot N est le noeud de rang i de
la branche représentant o dans A. Le i-uplet ¢;(o) est appelé la i-racine de o.

Remarque 3.2.3. De maniére équivalente, étant donné un nceud N de A de niveau 1,
¢i(N) = (a1,...,a;) ol aj = o(j) avec o une permutation quelconque représentée par
une branche de A passant par N.

Cette représentation de S, peut aussi étre vue comme suit. L’ensemble des branches
de I’arbre A qui passe par un méme noeud N de niveau i, correspond & ’ensemble des
permutations de la classe C' de S,,/Stabg, ([1,...,i]) définie par C = {g € S, | ¢i(g9) =
¢;(N)}. Ainsi, nous pouvons associer a A I'arbre A" de profondeur n + 1 défini comme
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3.2. Algorithmes de branch-and-cut

suit. La racine de A’ (niveau 0) est le groupe S, et, un nceud de niveau i € [1,n] est
la classe de S,,/Stabg, ([1,...,i]) des permutations passant par ce méme noeud vu dans
A.

Les algorithmes de branch-and-cut que nous considérons ici traverseront indifférem-
ment les arbres A et A’ afin de trouver les permutations vérifiant la propriété P. Ces
algorithmes parcourent les arbres en commengant par la plus petite branche (pour 'ordre
lexicographique) et en progressant en profondeur (le branch du branch-and-cut) dans
les branches afin de toutes les inspecter de maniére croissante. Le but du jeu étant
de pouvoir arréter la recherche dans une branche (le cut du branch-and-cut) le plus
rapidement possible.

Le passage d’un nceud N de niveau i vers ses fils (progression en profondeur), se fait
si les informations données par IN ne suffisent pas pour contredire la propriété P. Si au
contraire les informations données par N suffisent pour contredire P alors la branche
commencant & ce noed peut étre coupée; dans ce cas ’algorithme retourne sur le nceud
pére afin de considérer une nouvelle branche. La notion de « retour en arriére »et de
« coupage de branche »est équivalente mais dans ce qui suit, nous utiliserons la premiére.
Donnons une définition plus précise de cette notion :

Définition 3.2.4. Soit N un nceud de A de niveau i € [1,n — 1]. Dans un algorithme
de branch-and-cut sur 'arbre A, nous dirons qu'un backtrack est effectué en N, si la
progression est possible vers ses fils, mais que la progression plus en profondeur est
impossible & partir de tous ces descendants. De maniére générale, nous dirons qu’un tel
backtrack est de niveau 1.

Clairement, plus un algorithme de branch-and-cut effectue des backtracks de petit
niveau et meilleure sera son efficacité. En effet, si I'on reprend la notion de « coupage
de branche », ceci revient & couper des branches le plus proche possible de la racine de
A. Cependant, il faut parfois se contenter de backtrack de niveau n — 1, c’est le sujet
du prochain paragraphe.

Branch-and-cut de base

Pour identifier les éléments de S, qui vérifient la propriété P, on peut traverser
I’arbre A tout entier et trouver quelles sont les branches qui correspondent & des per-
mutations qui vérifient P. Pour ce faire, I’algorithme Bl de branch-and-cut trivial est
utilisé.

Le probléme de ’algorithme Bl est qu’il parcourt ’ensemble des branches de A et
donc I'ensemble des éléments de .S,, en discriminant les permutations les unes aprés les
autres. En fait, dans ce cas, les backtracks ne sont effectués qu’en bout de branche (il
sont de niveau n — 1). Ainsi, sa complexité (en terme de nombre de prédicats calculés)
est en n!.

Ici, les hypothéses faites sur P ne sont pas assez fortes pour pouvoir utiliser toute
la force du branch-and-cut.

Une propriété pouvant se décomposer

Nous supposons & présent que la propriété P peut se décomposer en n sous-propriétés
P1, ..., Pn. Chaque propriété P; est définie sur les classes de S, /Stabg, ([1,...,i]) de la
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Chapitre 3. Calcul du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire

Algorithme 2 FONCTIONDEBASE(A)

Hypothése : A est sous-arbre de A et G est une variable globale initialisée a ’ensemble
vide.

Sortie : G est 'ensemble des éléments de S,, qui vérifient la propriété P.

if A est une feuille then
if la branche qui va de la racine jusqu’a A correspond & une permutation o qui
vérifie P then
G=GU{o}
end if
else
for all sous-arbre B de A do
FONCTIONDEBASE(B)
end for
end if

Algorithme 3 BACKTRACK
Sortie : G est 'ensemble des éléments de S,, qui vérifient la propriété P.

G:={}
FONCTIONDEBASE(.A)
Return G

maniére suivante : une classe de S, /Stabg, ([1, ... ,1]) vérifie P; si un de ses représentants
vérifie la propriété P. De cette maniére, la propriété P, est équivalente a P.

A la propriété P;, est associé le prédicat P; défini sur 'ensemble des i-arrangements
de {1,...,n} par:

Pi(ay,...,a;) est vrai si la classe (dans A’) correspondant au nceud N
de niveau i (dans A) tel que ¢;(N) = (a1, ...,a;) vérifie la propriété P;.

L’algorithme Bl peut alors étre amélioré en utilisant 1’algorithme Bl qui prend en entrée
un j-arrangement a de {1,...,n} et permet de déterminer l'ensemble {g € G |Vj €
[1,4], 9(4) = a;} (rappelons que I'ensemble G est la partie de .S,, vérifiant la propriété
P). En effet, puisque la propriété est décomposée, des backtracks de niveau plus petit
que n — 1 peuvent étre effectués.

Remarque 3.2.5. Dans I'algorithme Bl un backtrack de niveau i est effectué lorsque dans
la boucle for aucun des prédicats n’est vérifié.

De 'algorithme Bl découle le suivant qui, au lieu de renvoyer un ensemble de permu-
tations GG, renvoie une unique permutation de cet ensemble.

Ces deux algorithmes sont toujours de complexité factorielle en 'entier n (il suffit
de voir ce qui se passe lorsque ’ensemble GG des éléments qui vérifient P est le groupe
Sy tout entier). Mais, ils améliorent les calculs en pratique car ils permettent d’éviter
beaucoup de tests dés qu’un backtrack est détecté & un niveau i < n.

Proposition 3.2.6. Les algorithmes [] et B terminent et renvoient le résultat escompté.
De plus, si l’on suppose que l’algorithme [A ne produit aucun backtrack lors de sa pro-
gression alors il calcule au plus O(n?) prédicats.
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3.2. Algorithmes de branch-and-cut

Algorithme 4 TOUTESLESPERMUTATIONS(a)

Hypothése : a est un arrangement de {1,...,n} de longueur ¢ vérifiant le prédicat P;.
Sortie : Renvoie 'ensemble {g € G| ¢i(g9) = a}.

1 := la longueur de a
N = ¢; (a)
E = {}
if N est une feuille (i.e. i =n) then
o := la permutation correspondant & la branche passant par N
Return {0}
else
for all nceud N’ successeur de N do
if Pi1(¢it1(N')) then
E := E U TOUTESLESPERMUTATIONS(¢; 1 (N"))
end if
end for
Return F
end if

Algorithme 5 UNEPERMUTATION(a)

Hypothése : a est un arrangement de {1,...,n} de longueur ¢ vérifiant le prédicat P;.

Sortie : Un ensemble vide ou bien I'’ensemble réduit & un élément ¢ € G tel que
¢i(g) = a et g est minimal.

On lance TOUTESLESPERMUTATIONS(a) mais dés qu’une permutation o est trouvée
on renvoie {o} et si aucune permutation n’est trouvée on renvoie 1’ensemble {}.
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Démonstration. L’algorithme Hl fait au plus n — 7 appels récursifs, ou i est le niveau du
neeud en entrée, et pour chacun des appels récursifs le nceud donné en entrée est de
niveau ¢ + 1, ainsi il termine. Il en est donc de méme pour 'algorithme Bl Ces deux
algorithmes renvoient donc le bon résultat. Pour I'algorithme Bl le nombre de calculs de
prédicats pour une entrée de longueur 7 est majoré par :
n
>k
k=n—i

qui est de 'ordre de O((n —4)?). O

Remarque 3.2.7. Le fait de supposer qu’aucun backtrack n’est effectué lors de la pro-
gression de I'algorithme B semble peu réaliste. Pourtant, ceci nous servira dans le para-
graphe B3 pour montrer un autre résultat de complexité.

L’algorithme [l est donc une amélioration de I’algorithme Bldans le cas ot la propriété
est décomposable.

Algorithme 6 BACKTRACK?2
Hypothése : La propriété P est décomposable
Sortie : G est 'ensemble des éléments de S, qui vérifient la propriété P

G :=1{}
for all nceud N de niveau 1 dans A do
G := GUTOUTESLESPERMUTATIONS(¢1 (IV))
end for
Return G

Ici, 'algorithme Bl ne fait plus, dans tous les cas, un parcours exhaustif de la tota-
lité des feuilles de I’arbre A pour calculer I'ensemble G. Nous allons voir maintenant
comment améliorer ce dernier lorsque la propriété P impose a G d’étre un groupe.

L’ensemble G est un groupe

Lorsque l'on sait, a 'avance, que ’ensemble G est un groupe, il est possible d’amé-
liorer I'algorithme [@l En effet, on peut alors donner en sortie un ensemble de générateurs
de G au lieu de I'ensemble de tous ses éléments.

Nous supposons donc, & partir de maintenant, que la propriété P impose & G d’étre
un groupe. Nous noterons Gy, (k € [1,n]) le sous-groupe Stabg([1,...,k]) de G, et Gy =
G. L’algorithme que nous allons étudier détermine les éléments de la suite croissante :

{Id} =G, < Gp1 <...< G < Gy=G

Pour ce faire, nous allons montrer comment, & partir d’'un ensemble de générateurs
de G, on peut obtenir un systéme de générateurs de G_1.

De G vers Gj_1

Etant donné un ensemble de générateurs d’un groupe L tel que G, C L C Gj_1, nous
allons voir comment construire un ensemble de générateurs d’un groupe L’ contenant
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strictement L et contenu dans Gj_y. En itérant le principe, nous aurons alors une
méthode pour construire Gi_1 a partir de Gy.

Proposition 3.2.8. Soit G un ensemble de générateurs d’un groupe L tel que Gy C
L C Gi—1 et O une L-orbite de {1,...,n} incluse dans {k +1,...,n}. Notons € l’en-
semble {0 € Gi_1|o(k) € O} et L' = (LUE). Si & nest pas vide alors le groupe L'
contient strictement L et est engendré par l’ensemble GU{c} C Gi_1 avec o un élément
quelconque de .

Démonstration. Supposons que £ n’est pas vide. Comme l'intersection de £ et L est vide,
le groupe L' contient strictement L. Soit o € £. Pour montrer que GU {o} engendre L',
il suffit de montrer qu'une permutation w de L U & est un élément de (G U {o}).

Si w est dans L, le résultat est immédiat. Supposons donc w € €. Comme w(k) et o(k)
sont dans la L-orbite O, il existe un élément 7 de L tel que 7(o(k)) = w(k) et donc
o~ (77 (w(k))) = k. Ainsi, la permutation p = 0177 1w est un élément de Gj_; qui
fixe k et donc appartient & GG, C L. Finalement, la permutation w peut s’écrire comme
le produit Top de trois éléments de L U {o}. O

Remarque 3.2.9. Dans la proposition BZZ8 lorsque 'ensemble £ n’est pas vide, nous
pouvons choisir ¢ minimal (pour l'ordre lexicographique imposé a I’arbre A) dans £ et
donc se restreindre aux permutations de Gj_1 qui envoient k sur min(O).

Nous allons voir maintenant comment tester si le groupe L est maximal, c’est-a-dire

L=G,_;.
Lemme 3.2.10. Soit L un sous-groupe de S, tel que G, C L C Gy_1. Alors
Card(L) = Card(Gy,) Card(Orby(k)) .

Démonstration. Ce résultat est une conséquence immédiate du théoréme de Lagrange.

0

Proposition 3.2.11. Soit L un sous-groupe de S, tel que G C L C Gy_1. Deux cas
sont alors possibles :
1. Aucune des L-orbites n’est un sous-ensemble de {k+1,...,n} et alors L = Gy_1.
2. 1l existe au moins une L-orbite sous-ensemble de {k + 1,...,n}. Dans ce cas,
notons O = {01, ...,0,} Uensemble de ces L-orbites. S’il existe i dans [1,r] et
o dans Gy_1 tels que o(k) € O; alors L # Gg_1, sinon L = Gi_1.

Démonstration. Ce résultat est une conséquence immédiate du lemme B2ZT0l [

Il s’agit & présent, d’utiliser la proposition afin de construire un algorithme
de calcul d’un ensemble de générateurs de Gi_1 a partir d’'un ensemble de générateurs
de Gj.. Comme nous le montre la proposition BZZTTl cette mise en ceuvre nécessite le
calcul d’orbites. Ainsi, nous allons maintenant présenter un algorithme permettant un
tel calcul. Plus exactement, étant donné un sous-groupe L de S, et une permutation
o comme dans la proposition BEZZ8 il s’agit de calculer les orbites de {1,...,n} sous
l'action du groupe (LU {o}).

Proposition 3.2.12. L’algorithme [ termine et renvoie le résultat voulu. De plus, il
effectue au plus O(n3) opérations élémentaires pour fournir le résultat.
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Algorithme 7 ORBITES(O, o)

Hypothése : O est 'ensemble des L-orbites de {1,...,n} ou L est un sous-groupe de
S, et o est une permutation de S5,.

Sortie : O est 'ensemble des orbites de {1,...,n} sous 'action du groupe L' = (L U

{o}).

o ={}
Q:={}
for all O € O tel que O ¢ ) do
E1 =0
P:=0.F1UE;
Ey :=Ujoco|onp0y0’
while E1 ?é E2 do
E1 = E2
P:=0.F1UE;
Ey := Uioreo| 0rnp0y O’
end while
OI = O/ U {El}
Q:=QU {El}
end for
Return O’

Démonstration. Considérons une itération de la boucle for, ou de maniére équivalente
une L-orbite O, et étudions tous les appels effectués lors de cette itération.
Clairement, £y C F2 C {1,...,n} et donc la boucle while finit avec au plus n itérations.
Ceci nous donne la terminaison de l’algorithme.

Par construction, I’ensemble FE7, une fois sortie de la boucle while, est stable par L
et o, ainsi E; peut s’écrire comme union disjointe de L’-orbites de {1,...,n}. Comme
E; est, a chaque itération de la boucle while, contenu dans la L’-orbite de {1,...,n}
contenant O. Aprés cette boucle, E; est égal a cette L’-orbite.

Le calcul de E; et P nécessite au plus n opérations élémentaires et celui de Fy au plus
n?.

Finalement, comme ©Q C {1,...,n}, il faudra au plus O(n?®) opérations élémentaires
pour retourner le résultat. [

Nous pouvons maintenant donner un algorithme pour le calcul d’un ensemble de
générateurs de G_1 a partir d’'un ensemble de générateurs de Gy.

Proposition 3.2.13. L’algorithme[d termine et renvoie le bon résultat. De plus, si l’'on
suppose qu’aucun backtrack n’est effectué durant la progression, le nombre de prédicats
calculés est borné par O(n3) et le nombre d’opérations élémentaires par O(n?).

Démonstration. Pour la terminaison, il suffit de voir qu’a chaque itération de la boucle
while ’ensemble elts perd au moins un de ses éléments.

D’aprés la proposition B2Z8 les groupes (G) obtenus au cours du calcul forment une
suite croissante vérifiant tous Gy C (G) C Gi_1. Notons L un de ces sous-groupe de
Sp et O = {04,...,0,} les L-orbites de {1,...,n}. D’aprés la proposition B2ZTI] si
aucune des orbites O; n’est incluse dans {k + 1,...,n} alors L = Gj_1. De méme, si
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Algorithme 8 DE. GK_VERs G(k-1)(G,k,0)
Hypothése : G un ensemble de générateurs de Gy, k est I'indice du groupe (G), O est
I'ensemble des Gy-orbites de {1,...,n}.

Sortie : G est un ensemble de générateurs de Gj_1 et O est 'ensemble des G,_1-orbites
de {1,...,n}.

elts := {min(0) |0 € O et O C {k+1,...,n}}
while elts # () do
a := min(elts)
elts := elts \ {a}
if P.(1,2,...,k—1,a) then
E := UnePermutation([1,2,...,k — 1,a])
if E # () then
o := l'unique élément de F
G:=GU{o}
O := Orbites(O, o)
elts ;= {min(0) |0 € O et O C {k+1,...,n}}
end if
end if
end while
Return G, O

pour toute orbite O; incluse dans {k + 1,...,n} on ne peut trouver une permutation
0 € Gi_1 envoyant k dans O; alors L = Gj_1. De plus, d’aprés la remarque B2Z9, dans
le second cas on peut se restreindre a la recherche de permutations de Gy envoyant k
sur min O;. En conclusion, dés que l'on sort de la boucle while le groupe L s’identifie
a Gk,l.

Il est clair que I’étape qui nécessite le plus de calculs de prédicats est I'appel a la
fonction UnePermutation, et que ’étape qui nécessite le plus d’opérations élémentaires
est Pappel a Orbites. Ce sont donc ces deux étapes que nous allons dénombrer. A
chaque itération de la boucle while, il y a au plus un appel & UnePermutation et a
Orbites. Comme il y a au plus n itérations de cette boucle, nous obtenons le résultat
car I’hypothése permet d’appliquer les propositions et O

Nous en déduisons 'algorithme [l qui permet le calcul du groupe G et de son cardinal.

Proposition 3.2.14. L’algorithmeld termine et renvoie le bon résultat. De plus, si au-
cun backtrack n’est effectué durant les appels @ UnePermutation, le nombre de prédicats
calculés est de lordre de O(n?3) et le nombre d’opérations élémentaires nécessaires est
de Uordre de O(n*).

Démonstration. La terminaison est claire. D’aprés la proposition B2.T3 en fin de calcul,
la variable G contient un ensemble de générateurs de G. D’apreés le lemme BZ2ZT0 nous

avons
n—1

Card(G) = H Card(Orbg, (i + 1))
i=0
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Algorithme 9 BACKTRACK3(Py, ..., FP,)

Hypothése : la propriété P est décomposable et nous avons en entrée 1’ensemble des
prédicats Pi,..., P,.

Sortie : G est un ensemble de générateurs de G et Card son cardinal.

G:={lds,}

orbits := {{1},...,{n}}
k:=n-1

Card:=1

while k£ # 0 do
G, orbits := De_Gk_vers_G(k-1)(k, G, orbits)
Card := Card(Orbg, (k + 1)) *x Card
ki=k—1

end while

Return G, Card

et ainsi nous obtenons le fait que la variable C'ard est égale au cardinal de G en fin de
calcul.

Pour évaluer le nombre d’opérations élémentaires et le nombre de calculs de prédicats
effectués, nous allons, comme pour I’algorithme B compter le nombre d’appels & Orbites
et UnePermutation. Une analyse immédiate de l'algorithme B nous montre qu’a tout
moment du calcul nous avons :

Card(G) + Card(orbits) =n+1.

Ainsi, il y a en tout, au plus n permutations calculées et donc (voir algorithme B) au
plus n appels & Orbites et UnePermutation. Nous avons donc le résultat d’aprés les
propositions 212 et 226 O

Remarque 3.2.15. Notons respectivement C, Cy les complexités de calcul sur des mots
machines d’une opération élémentaire et du calcul de prédicat. Lorsque Cy > nChq, la
complexité de calcul sur des mots machines de 'algorithme [ sera donc de l'ordre de
O(n3Cy) (voir Proposition B2ZT4) et donc il devient naturel de ne plus s’intéresser aux
opérations élémentaires.

Nous avons donc maintenant un algorithme permettant le calcul d’un sous-groupe
défini & partir d’'une propriété décomposable, ainsi que son analyse de complexité lors-
qu’aucun backtrack n’est rencontré. Comme nous 'avons dit plus haut, tous ces algo-
rithmes sont, de maniére générale, de complexité factorielle en n. C’est la nature méme
de la propriété P qui permet de montrer que dans certains cas ces algorithmes sont
polynomiaux. Par exemple, le calcul du centralisateur d’'un groupe de permutations H
utilise la méthode du branch-and-cut et est de complexité polynomiale en la taille de
la base de H (voir [42]). Nous allons maintenant appliquer ces résultats au calcul du
groupe de décomposition d’un idéal.
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3.3. Application pour le calcul du groupe de décomposition.

3.3 Application pour le calcul du groupe de décomposition.

A Tinstar des idéaux premiers (voir [21, Définition 2 page 36]) nous définissons la
notion de groupe de décomposition d’un idéal I de k[z1,...,x,] :

Définition-Proposition 3.3.1. Soit I un idéal de klz1,...,x,]. La partie G des per-
mutations o de S, vérifiant la propriété

P:ol=1I,
est un groupe appelé groupe de décomposition de I. Nous noterons P(I) cette propriété.

La propriété P(I) qui permet de définir le groupe de décomposition d’un idéal peut
étre défini a I'aide du prédicat P qui suit :
Etant donné S = {fi,..., fr} un ensemble de générateurs de I alors

P :Vie[l,n],of;el.

Pour calculer un tel prédicat, on pourra calculer une base de Groébner de I ou utiliser
les formes normales généralisées (voir [79, 80, [102]). Ici, nous supposons que S est
une base de Grobner de I. Ainsi, le prédicat P peut se récrire sous la forme (voir
Theéoréme [C3TD) :

P : Vie[l,n], NF(o.f;,S) =0.

A priori, la propriété P(I) n’est pas décomposable. Ainsi, le seul moyen de calculer

le groupe de décomposition d’un idéal I de k[zq,...,x,] est d’utiliser 'algorithme
qui est inefficace. Mais, dans certains cas, nous allons pouvoir appliquer les résultats du
paragraphe

Dans tout le restant de ce chapitre, le calcul d’un prédicat reviendra au calcul d’une
forme normale d’un polyndéme. La complexité de calcul, sur des mots machines, d’une
forme normale modulo une base de Grobner est clairement n fois plus grande que celle
d’une opération élémentaire (voir Proposition [[322). Ainsi (voir Remarque BZTH),
dans toute la suite de ce chapitre, on ne s’intéressera plus aux calculs d’opérations
élémentaires.

3.3.1 Application aux idéaux triangulaires

Fixons un systéme

S={f1,---, fn}

triangulaire (voir Définition [[3TH) de polynomes de k[z1, ..., x,], et supposons 'idéal
I engendré par S. Nous dirons de l'idéal I qu’il est triangulaire.

Nous allons voir que dans ce cas la propriété P(I) est décomposable. En effet,
I’ensemble S est une base de Grébner de I et donc, une permutation o de S, vérifiera
la propriété P(I) si et seulement si pour tout entier j € [1,n] elle vérifie la propriété
P(I); définie a l'aide du prédicat Pj :

Pj Vi e [[1,j]], NF(O’fZ, {fh . ,fj}) =0.

Soit j un entier de [1,n]. Reste & montrer que la propriété P(I); passe au quotient,

c’est-a-dire qu’elle peut étre définie sur les classes de S, /Stabg, ([1,...,j]). Comme f;
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est un élément de k[xy,...,x;] pour tout entier i € [1,j] et pour toute permutation w
de Stabg, ([1,...,j]) nous avons :

w.fi = fi.

Ainsi, pour toute permutation o de S,, on obtient

o(w.fi) =o0.fi,

et la propriété passe au quotient. En résumé, nous pouvons énoncer la proposition
suivante :

Proposition 3.3.2. Dans le cas ou lidéal I est triangulaire, la propriété P(I) est
décomposable.

Nous pouvons dés lors donner un exemple de calcul du groupe de décomposition a
Paide de I’algorithme

Ezemple 3.3.3. Considérons l'idéal triangulaire J de Galois (voir Définition EZZTl) de
Q[z1,...,x¢] engendré par les polyndmes :

fi(z1) = 28 — 27 — 102f + 29 + 1229 — 321 — 1,

falxy,x2) = 17zo — 529 + 4] + 4423 + 142? + 421 — 8,

fa(xy,mo,23) = 17x§ — 8x3m§’ + 336336‘11 + 84%‘3.%':1)’ + 3630335% — 6bx3r1 — 623
—292% + 1327 + 29623 + 13922 — 27621 — 77,

fa(wy, ... xq) = 17wg + 17x3 — 825 + 32 + 843 + 3622 — 6521 — 6,

f5(z1,...,m5) = 1722 4+ 13525 — Tzsa] — 1282523 — 502522 + 78521 — 375
+1125 — 192 — 10723 + 9523 + 168z, — 115,

fo(w1,...,x6) = 17w+ 17Tx5 + 132] — 7o — 12823 — 5022 + 78x1 — 3 .

L’algorithme @ parcourt les branches suivantes de I’arbre .A. Dans cette illustration,

chaque étiquette foncée correspond & un calcul de prédicat qui a renvoyé vrai et inver-
sement.
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o) o o o4 o5 o)

56 Id
4 6 5 (5;6)
3 g 5—6 (34
2 4 3 6 5 (3:4)(5:6)
1
1
3—— 4  (1;2)(3;5)(4;6)
2 2 ie 4 3 (1:2)(3:5:4:6)
§§ 33— 4 (1;2)(3;6,4,5)
S 5= 43 (L236)45)

g
5——
6——

Remarquons que 64 prédicats ont été calculés.
Voyons ce qu’il en est lorsque 1'on applique I'algorithme @

Exemple 3.3.4. Considérons l'idéal J de I'exemple Ici, nous allons détailler la
marche suivie par l'algorithme @ pour calculer une base de générateurs du groupe de
décomposition G de I'idéal J. Cet algorithme construit successivement les stabilisateurs
Gy pour k allant de 5 & 0. Comme G5 = (Id), nous commengons donc par calculer
G4 et G prend pour valeur initiale le groupe identité. Dans le reste de cet exemple,
nous noterons les entétes de permutations sous forme de tableaux. Par exemple, le
tableau [2, 1, 6] représentera toutes les permutations de Sg telles que o(1) = 2, 0(2) = 1,

o(3) = 6.
Calcul de G4 : Les G-orbites sont {1},...,{6}, et une seule est contenue dans {6}.
L’entéte t = [1,2,3,4,6] vérifie le prédicat Ps, ainsi, il faut chercher une per-

mutation d’entéte ¢ qui stabilise ’ensemble triangulaire engendrant 1'idéal J. La
fonction UnePermutation se charge de ce travail et nous renvoie la permutation
(5, 6). Ainsi, G prend la valeur )G, (5, 6)( et il n’existe plus de G-orbite contenues
dans {6}. Nous passons donc au calcul de Gj.

Calcul de G5 : L’ensemble elts des G-orbites contenues dans {5,6} est réduit au
seul élément {5, 6}. Le prédicat Ps est faux lorsqu’on le teste avec 'entéte [1, 2, 3, 5].
Comme l'ensemble elts est réduit & un élément, nous en déduisons alors que
(G5 = G4 et nous passons au prochain stabilisateur.

Calcul de G5 : Dans ce cas, I’ensemble elts est

{{4}, {5,6}} .

L’entéte [1,2,4] vérifie le prédicat Ps et la fonction UnePermutation nous ren-
voie la permutation (3, 4) que l'on rajoute & G. Il reste la G-orbite {5,6} dans
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{4,...,6}. L'entéte [1,2,5] ne vérifie pas le prédicat Ps, ainsi G = Gbs.
Calcul de G : L’ensemble elts des G-orbites contenues dans {3,...,6} est donné
par

elts = {{3,4},{5,6}}.

Les entétes [1,3] et [1,5] ne vérifient pas le prédicat P,. Le groupe G s’identifie
donc a Gy.
Calcul de G : Ici I'ensemble elts est

{{2},{3,4},{5,6}}.

L’entéte [2] vérifie le prédicat P; et la fonction UnePermutation renvoie la permu-
tation (1, 2)(3, 5)(4, 6) que nous rajoutons a G. L’ensemble {3,...,6} est la seule
G-orbite de minimum un nombre plus grand que 4. L’entéte [3] vérifie le prédicat
Py mais, la fonction UnePermutation renvoie I'identité (c’est un backtrack). Nous
avons fini le calcul.

En conclusion, ’algorithme [ renvoie ’ensemble de générateurs

[1d, (5,6), (3,4), (1,2)(3,5)(4,6)].

Le parcourt effectué sur A se résume par la figure suivante.

o(1) a(2) a(3) o(4) o(5) o(6)
4— 65 (56

3 5——6 (34)

e = s 34 (23540
2 6

Il effectue 32 calculs de prédicats au lieu de 64 pour l'algorithme Bl ce qui améliore
nettement le temps de calcul.

Plus généralement, nous avons effectué plusieurs tests pour le calcul du groupe de
décomposition d’un idéal de Galois. Dans le tableau Bl qui suit, nous avons recensé
le nombre de calculs de prédicats nécessaires & ces deux algorithmes. Dans la premiére
colonne, sont cités les noms des idéaux utilisés. Dans la deuxiéme, figure le cardinal du
groupe de décomposition correspondant. Les deux derniéres sont réservées aux nombres
de calculs de prédicats effectués.
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3.3. Application pour le calcul du groupe de décomposition.

Idéal | Card(Dec(l)) | Algorithme Algorithme
Trx | 7 154 31
IZRE 115 19
Toax | 24 144 28
Tos | 24 258 52
I73 36 193 38
16710* 72 264 30
16713* 72 264 30
Igog* | 648 2637 64
Ig12% | 720 1956 20
Ig o0 | 2160 5970 42
I7 4% | 5040 13699 27
I7 5% | 5040 13699 27
I7 6% | 5040 13699 27

TaB. 3.1 — Comparaisons des algorithmes [ et

Les résultats du tableau Bl approuvent le fait que 'algorithme B est de complexité
factorielle. Par contre, ces premiéres expérimentations sembleraient montrer que 1’al-
gorithme [ est polynomial lorsqu’on I'utilise pour calculer le groupe de décomposition
d’un idéal de Galois. En fait, nous allons montrer qu’il existe des exemples ou le com-
portement de cet algorithme est factoriel.

Complexité dans le cas général

Notons f1,..., fe les générateurs de I'’ensemble triangulaire engendrant l'idéal J de
I’exemple Dans cet exemple, un backtrack apparait lorsque I’algorithme recherche
une permutation o dans G telle que o(1) = 3. En effet, le prédicat P; est vérifié pour
le nceud de niveau 1 et d’étiquette 3 mais aucun de ses fils ne vérifie le prédicat Ps.

C’est a partir de cette constatation que nous allons construire un exemple d’ensemble
triangulaire 7 de n > 6 éléments tel que 'algorithme [ appliqué a P((7)), calcule un
nombre factoriel de prédicats.

Soit n un entier strictement positif et g le polynéme a coefficient rationnels ayant

pour racines les entiers 1,...,n. Notons ¢i,...,¢g, les modules de Cauchy de g (voir
Proposition BZZ2). L'idéal I,, € k[z1,...,Tn16] que nous allons considérer maintenant
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est celui engendré par le systéme triangulaire 7 suivant :

hi = fi(z1)
ha = gi(x2)
hs = g2(3,72)
hn+1 = gn(xn-i-la s ,3]'2)
hnyo = fo(@pio, 1)
hpnts = f3(@n+3, Tni2, 1)
hnye = fo(Tni6-- ) Tni2,T1)

Soit ¥ le morphisme injectif de groupes défini par

VS — Suie

o — Y(o)
ou ¥(o) envoie tous les éléments de {2,...,n + 1} sur eux mémes et

1 sio(i) =1
o(i)+n+1 sinon.

W(0)(i) = {

Soit @ le morphisme injectif de groupes défini par

D Sn — Sn+6

o — ®(0)
ot (o) envoie tous les éléments de {1,n +2,...,n + 6} sur eux mémes et
®(o)(i) =0(i—1)+ 1 pourie€ [2,n+1].

Puisqu’aucun polynoéme engendrant I, n’a a la fois des indéterminées dans {x1, n 42, ..., Tni6}
et dans {z2,...,Zn41}, si on note G le groupe de décomposition de J et H celui des
modules de Cauchy de g alors les groupes ¥(G) et ®(H) sont inclus dans le groupe

de décomposition de I,,. De plus, comme ¢ et f n’ont aucune racine en commun, le
groupe de décomposition de I,, s’identifie & ¥(G)P(H) qui est isomorphe au produit
direct G x H. Nous en déduisons alors le résultat suivant.

Proposition 3.3.5. L’algorithme[d appliqué a la propriété P(I,) effectue au moins n!
calculs de prédicats.

Démonstration. Reprenons les mémes notations que dans 'exemple B34 et notons L
le groupe de décomposition de I,,. Nous avons L1 = U(G1)P(H) qui est isomorphe a
G171 x H. Ainsi, lorsque 'algorithme [ cherche a calculer Ly a partir de Ly il va, comme
pour le calcul de G, chercher une permutation dont I'entéte vérifie le prédicat P; mais
qui ne pourra étre continuée. Dans I’exemple J cette entéte était [3], par transport par
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U, dans le cas de I, elle correspond a [n + 3]. Comme H = S,, (voir Proposition ZZZ7),
pour tout n-arrangement [i1, . ..,i,] de {2,...,n+1} I'entéte t = [n+3,141,...,1,] vérifie
le prédicat P,,4+1. Si 'entéte t pouvait étre prolongée en une permutation o de L alors
U~1(g) serait une permutation de G qui enverrait 1 sur 3, ce qui est impossible.
Avant de pouvoir arréter le processus de recherche, I'algorithme a parcouru au moins
toutes les branches de 'arbre correspondant & H. Ainsi, il a fait au moins n! calculs de
prédicats. [J

Corollaire 3.3.6. La complexité asymptotique de [’algorithme [@ appliqué au calcul du
groupe de décomposition d’un idéal triangulaire de k[zq,...,xy], est factorielle en n.

D’aprés ce que nous venons de voir, ’algorithme [ est de complexité factorielle lors-
qu’il est appliqué aux propriétés P(I) ou I est un idéal de Galois triangulaire. L’exemple
permettant de montrer ce dernier résultat est trés particulier. Il est donc naturel de
se demander dans quelle mesure on peut trouver une classe d’idéaux triangulaires ou
I’algorithme [, appliqué au calcul du groupe de décomposition, est de complexité poly-
nomiale. Dans le paragraphe suivant, nous allons étudier cet algorithme dans un cadre
plus restreint : celui des idéaux de Galois purs.

3.3.2 Application aux idéaux de Galois purs

Dans ce paragraphe, nous allons étudier I’application de tout ce que nous venons de
voir au probléme suivant qui porte sur les idéaux de Galois purs (voir Définition ZZ2Z2T]) :

Etant donné un idéal triangulaire, pouvoir décider s’il est de Galois pur ou non, et
si tel est le cas, calculer son groupe de décomposition.

Pouvoir répondre a ce probléme a des applications dans plusieurs cadres de la théorie
de Galois effective. Il sera utilisé dans le chapitre Bl et peut étre utilisé pour calculer la
représentation symétrique du groupe de Galois d’un corps de décomposition donné sous
la forme d’une tour compléte d’extensions.

Rappelons qu’un idéal de Galois pur I est un idéal triangulaire caractérisé par les
deux propriétés suivantes (voir Paragraphe ZZ2Z3) :

1. L’idéal I est de Galois;
2. pour tout élément « de sa variété V(I) on a Dec(I).a = V(I).

Nous allons fournir les moyens théoriques pour tester ces deux conditions.

Théoréme 3.3.7. Soit I un idéal de Galois de k[z1,...,x,]| engendré par un systéme
triangulaire

T=A{f1,---, [n}-
Soit a un zéro de I et L le a-injecteur de I. Soit t un entier de [1,n—1] et (c1,...,¢)
un t-arrangement de {1,...,n}. Soit D le produit [}, | deg,. f;.
Alors, pour tout entier i dans [1,t], fi(ae,, ..., ac) =0 ssi il existe une permutation o
dans L telle que ¢;(0) = (c1,...,¢). Plus précisément, il existe D telles permutations
dans L.

Démonstration. Soit t un entier dans [1,n]. Puisque la variété V (I) est équiprojectable
(voir [14]), tout élément 3 de la variété (f1,..., fi) est la projection sur les ¢ premicres
coordonnées de D éléments de V(I). La bijection entre V(I) et L (voir Egalités
et [Z4) donne alors le résultat. O
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Remarque 3.3.8. En appliquant le théoréme B3 7 au cas particulier des idéaux de Galois
maximaux, on obtient le Theorem 5 de [1].

La proposition qui suit est la clé pour établir un algorithme permettant de répondre
au probléme précédemment posé.

Proposition 3.3.9. Soit I un idéal triangulaire de k[z1,...,xy,]. Si lors de appel
Backtrack3(P(I)) un backtrack apparait alors I n’est pas de Galois pur.

Démonstration. Dans 'algorithme B un backtrack apparait lorsqu’un t-arrangement
m = (c1,...,¢) (t € [1,n—1]) vérifiant le prédicat P; ne peut étre complété en un ¢+ 1
arrangement n = (cy,..., ¢, ¢y1) vérifiant le prédicat Pyi1. En d’autres termes, ceci
veut dire que I’algorithme exhibe une permutation o de S,,\\ Dec(I) vérifiant seulement
les t premiéres propriétés P(I);. D’aprés le théoréme B3 soit 'idéal I n’est pas un
idéal de Galois, soit I est un idéal de Galois tel que son groupe de décomposition n’est
pas un de ses injecteurs, c’est-a-dire qui n’est pas pur. Le résultat suit. [

Ainsi, nous en déduisons l’algorithme

Algorithme 10 ESTGALOISPUR 7(])

Hypothése : L’idéal est défini & I'aide d’un systéme triangulaire de générateurs.

Sortie : Renvoie vrai et un ensemble de générateurs G du groupe Dec(I) si I est de
Galois pur, feux sinon.

On lance G, Card :=Backtrack3(P(I)) en inspectant si un backtrack est effectué.
if un backtrack est effectué then
Return faux
else
if Card = Card(V(I)) then
Return vrai, G
else
Return four
end if
end if

Proposition 3.3.10. L’algorithme [l termine et renvoie le bon résultat. De plus, le
nombre de prédicats calculés est de lordre de O(n?).

Démonstration. Puisque le calcul arréte a 'apparition d’'un backtrack, le pire des cas
est rencontré lorsque aucun backtrack n’est effectué, c’est donc ce que nous supposons
a présent. La proposition B2ZT4] nous donne alors la terminaison de lalgorithme et la
complexité annoncée. La proposition et la caractérisation des idéaux de Galois
purs nous donnent le fait que le résultat renvoyé est le bon. [

Remarque 3.3.11. Dans 'algorithme [[ il est calculé le cardinal de la variété de 'idéal
1. Ce calcul peut étre trés cotiteux. Par contre, si nous savons a prior: que 1'idéal I est
radical alors ce cardinal se lit sur les degrés d; des monémes dominants des éléments de
I'ensemble triangulaire engendrant I. En effet, nous avons I'égalité Card(V (1)) =[], d.
En particulier, si 'on applique cet algorithme au cas des idéaux de Galois triangulaires
le calcul du cardinal de sa variété est immédiat.
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Corollaire 3.3.12. La complezité, en terme de nombre de formes normales calculées,
du calcul du groupe de décomposition d’un idéal de Galois pur est de l'ordre de O(n?).

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition B3 T et de la re-

marque B3 OJ

Remarque 3.3.13. L’algorithme [[ appliqué aux cas particulier des idéaux de Galois
maximaux, permet le calcul d’une représentation symétrique du groupe de Galois associé
et donc, la complexité annoncée dans le corollaire précédent est meilleure que celle
précédemment connue : O(n*) (voir [i]).

3.3.3 Expérimentations

Dans ce paragraphe, nous comparons des temps de calcul entre une implantation de
I'algorithme StrongGenerators de Anai, Noro et Yokoyama (voir [7]) et une implanta-
tion de l'algorithme [[ appliqués au cas d’un idéal de Galois maximal M & coefficients
rationnels. Soit 7 ’ensemble triangulaire réduit engendrant M.

L’algorithme StrongGenerators est de complexité O(n*) en terme de nombre de
formes normales calculées. Toutefois, cet algorithme utilise le fait que 'on connait a
priori le nombre de polynémes dans 7 qui sont linéaires en leur mondme de téte. Ainsi,
il est important de tester si une telle connaissance peut apporter plus d’efficacité par
rapport & lalgorithme [[0 La table recense des temps de calculs effectués sur des
idéaux de relations I; de groupe de décomposition un conjugué de d7;, (numérotation
de Butler et McKay). Ces tests ont été réalisés a 'aide d’implantations en MAGMA (ver-
sion 2.10) sur une machine équipée d’un processeur Pentium III & 500Mhtz et 128M
de mémoire vive. Pour ces deux implantations, nous avons utilisé des pré-tests modu-
laires pour le calcul des prédicats. En fait, nous choisissons un premier p (le plus petit
possible) ne divisant aucun des dénominateurs des coefficients de 7 et, avant chaque
calcul de forme normale, nous testons si cette derniére est nulle modulo p. Si tel n’est
pas le cas alors le calcul de la forme normale est inutile et nous évitons ainsi des réduc-
tions inutiles. Cette stratégie est classique lorsque l'on essaie de calculer une base de
Grobner (voir, par exemple, les versions modulaires des programmes Gb et FGb de J.-C.
Faugere [40]).
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TaAB. 3.2 — Comparaisons en temps
Idéal | Card(Dec(])) | EstGaloisPur? | StrongGenerators

Ts 10 16 0.01 0.04
Ts1r 32 0.4 0.15
I3 26 64 0.03 0.06
Ig 33 96 0.97 49.3
I3 35 128 0.129 55.6
I8,36 168 6.13 > 700
Ts.s7 168 5.8 ~ 700
Ts 38 192 0.4 23.9
Ts.30 192 2.59 105.16
Ig 40 192 0.68 17.35
Isa 192 1.66 37.26
I3 46 576 15.9 > 700
Ig 28 648 0.169 3.17
Ig 29 648 27.22 > 700
Ts.ar 1152 0.05 0.8
Iy 31 1296 0.81 66.17
110743 28 800 1.211 > 700
I3 50 40 320 0.060 1.719
I12.299 1 036 800 10.06 > 700

Comme nous pouvons le voir (les temps notés > 700 sont ceux arrétés aprés 700
secondes de calcul), notre algorithme est de meilleur efficacité sur tous ces exemples.
En fait, efficacité de ces deux implantations dépend surtout des caractéristiques des
ensembles 7 (tailles des coefficients et arité des polynomes par exemples) qui influencent
efficacité du calcul de forme normale. Ainsi, on peut s’attendre & une meilleur efficacité
de notre algorithme en toute généralité.
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Chapitre 4

Factorisation et groupe de Galois
d’un polynoéme

4.1 Introduction

Soit f un polynoéme & coefficients dans k supposé irréductible et séparable, G une
représentation symétrique de son groupe de Galois sur k pour une numérotation N
des racines de f (voir Chapitre [) et a une racine de f dans k. Dans ce chapitre,
nous montrons comment la factorisation de f sur son corps de rupture k(«) fournit des
informations sur le groupe G et inversement. De plus, nous donnons la relation entre
I’ensemble des représentations symétriques, pour la méme numérotation N, des groupes
de Galois des facteurs de f sur k(«) et le groupe G. Ce travail peut étre vu comme un
prolongement de celui de McKay et Soicher (voir [97]) puisque ici nous donnons la
représentation symétrique des groupes et non pas seulement leur degré.

Ces informations sont regroupées sous la formes de tables que nous appelons tables
de rupture. Nous donnerons les moyens algorithmiques permettant de les construire.

Ces informations sont appliquées pour le calcul de polynémes de groupe de Galois
donné et a coefficients dans une extension algébrique de k (probléme inverse effectif de
la théorie de Galois). Ceci nous a permis, par exemple, de donner des tests de validité
pour le calcul du groupe de Galois d’'un polyndéme & coeflicients dans une extension
simple de Q.

Ces tables peuvent étre aussi utilisées dans le probléme du calcul de I'idéal des
relations du polyndéme f et de son groupe de Galois sur k. Par exemple, ce sera le cas
dans le chapitre

Les résultats de ce chapitre sont issus d’un travail en collaboration avec S. Orange
et A. Valibouze et sont présentés dans l'article préliminaire [86]. Ici, nous avons choisi
de généraliser au cas d’un corps commutatif k& infini quelconque et nous présentons la
relation entre I’algorithme de Trager (voir [L01]) pour la factorisation dans les extensions
et le calcul de résolvante.

4.2 Tables de rupture

Dans cette partie, sont rassemblés tous les résultats théoriques permettant de construire
I’objet central de ce chapitre : les tables de rupture.
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4.2.1 Notations

Dans ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes.

— 7T (n) désignera une liste de représentants des classes de conjugaison des groupes
transitifs de degré n.

nT; est le i-éme groupe de 7 (n) conformément a la nomenclature de G. Butler et
J. McKay (voir [25]).

— & désignera la relation d’ordre sur les groupes transitifs définie par :

d<m
dT; < mTj si { ou
d=meti <y

— Pour toute partie O de ’ensemble {1, ..., n}, nous notons Sy le groupe symétrique
de degré Card(Q) agissant sur la partie O.
— Pour G un sous-groupe de S, et ¢ € {1,...,n}, nous noterons Stabg (i) le sous-

groupe formé par les éléments de G stabilisant .

4.2.2 Définition de la table de rupture

Fixons G un sous-groupe de S, et considérons O(G) l'ensemble des orbites de
{1,...,n} sous l'action naturelle de Stabg(1).

Pour chaque orbite O € O(G), l'action transitive de Stabg(1) sur O s’identifie a
celle d’un sous-groupe Gy de Sp appartenant a 'ensemble 7 (Card(Q)). Nous noterons
S(@G) la suite finie des groupes Gy ou O parcourt O(G) et dans laquelle les groupes sont
rangés dans 'ordre < croissant. De méme, nous noterons A(G) la suite des cardinaux
des orbites de O(G) rangés par ordre croissant.

Soit G’ un conjugué du groupe G. Nous avons S(G) = S(G’) et donc A(G) = A(G').
Ainsi les suites finies S(G) et A(G) sont des invariants pour la classe de conjugaison
de G.

Définition 4.2.1. La table recensant, pour un entier n fixé, les suites S(G) ou G
parcourt une liste de représentants des classes de conjugaison des sous-groupes transitifs
de S, (la liste 7 (n) par exemple) est appelée la table de premiére rupture de degré n.

A la table de premiére rupture, nous adjoignons la suite d’entiers A(G). Bien que les
entiers de la suite A(G) apparaissent indirectement dans la suite S(G), donner explici-
tement la suite A(G) dans les tables de rupture facilite leur lecture et leur exploitation.

4.2.3 Construction de la table de rupture

Les tables ont été générées a ’aide du logiciel MAGMA dans lequel ont été implantées
les fonctions calculant les suites S(G) et A(G) décrites au paragraphe L2Z2 Par exemple,
I'implantation suivante permet le calcul de S(G). On en déduira aisément la suite A(G).

GroupToSeq:=function(G) ;
//Etant donne un groupe de permutations G, cette fonction renvoie la
//suite S(G)
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Stab:=Stabilizer(G,1);
OrbsStab:=0rbits(Stab);
TypeGroup:=[];
for o in OrbsStab do
OrbIm:=0rbitImage(Stab,0);
NumGroup,DegGroup:=
TransitiveGroupIdentification(OrbIm);
TypeGroup [#TypeGroup+1] : =
[DegGroup, NumGroup] ;
end for;
return Sort(TypeGroup);
end function;

Une base de donnée de la forme 7 (m) pour m < 23 est accessible sous MAGMA
(c’est la fonction TransitiveGroup qui permet de donner un tel représentant).
La notation exponentielle est utilisée pour représenter les listes d’entiers et les suites
de groupes. Par exemple :
— laliste 1,1,1,1,2,3,3,3,4, 4 sera notée 14,2, 33,42 ;
— la suite 17y, 173, 2T, 2Ty, 4T%, 4T, 4T3 sera notée 1T2, 2T, ATy, 4T3.
Chaque ligne de la table de rupture de degré n est la ligne d’un groupe G = nT; de
7 (n) et rassemble les informations suivantes :
— la troisiéme colonne indique le groupe transitif G considéré ; les groupes pairs sont
marqués par ’exposant + (par exemple, 67 1';) et les résolubles par un astérisque
en exposant ; dans cette colonne est aussi inscrit le cardinal du groupe G
— la premiére colonne contient la suite A(G);
— la deuxiéme colonne contient la suite S(G);
Les lignes de la table de rupture de degré n sont ordonnées comme suit :
— les lignes des groupes G, ot G parcourt 7 (n), sont ordonnées de haut en bas par
ordre lexicographique (induit par I'ordre <) croissant sur les suites S(G);
— lorsqu’a plusieurs groupes correspondent la méme suite S(G), les lignes sont or-
données selon l'ordre < croissant sur les groupes G concernés.
Exemple 4.2.2. Montrons dans cet exemple, comment la table de rupture en degré 3 se
construit. En degré 3, il y a deux groupes transitifs 377 = Ag et 375 = S3. Les éléments
de 3T qui stabilisent I’élément 1 forment le groupe Stabsr, (1). L’action de Stabsr, (1)

sur 'ensemble {1, 2,3} posséde trois orbites. Ainsi les actions de ce groupe sur chacune

de ces orbites sont triviales. On obtient donc A(3T}) = 13 et S(3Ty) = {171, 1Ty, 1T} }.
Pour 375, les orbites de I’action de Stabsz, (1) sur 'ensemble {1, 2,3} sont {1} et {2, 3}.
L’action de ce groupe sur l'orbite réduit & un point est triviale. Par contre, pour la
seconde orbite I'action s’identifie a celle de 277. Ainsi on obtient, A(37%) = 1,2 et
S(3T,) = {171,215} et finalement on obtient la table Bl

Tas. 4.1: Table de rupture en degré 3

Degrés des facteurs Groupes de Galois des facteurs | Groupes possibles Ordre
1%] (1Ty)® 3T, 31/2
2, 1] 1Ty, 2T; 3T5 31

De méme, on peut on peut obtenir la table de rupture de degré 8 (voir E2)) qui sera
utilisée dans le chapitre B
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Tas. 4.2: Table de rupture en degré 8

Degrés des facteurs Groupes de Galois des facteurs | Groupes possibles Ordre
[15] (1T1)® 8Ty 8

1 (171)® 8T, ™ 8
18 (1Ty)® 8T, ™ 8

1 (1Ty)® 8T, ™ 8
18 (1Ty)® 8T 8
27 14 (1T)*, (2Th)? 8Ty 16
27 1* aT)?, 21)? 8Ty ™ 16
27 14 (1T)*, (2Th)? 8T, 16
22 17 T)?, (2Th)? 8T, 16
4, 11 (1T1)*, 417 8Ty, 32
4, 1% (1Ty)?, 4T, 8T,5* 32
2% 17 (1Th)?, (21h)? 8Tg 16
2317 (1Ty)?, (2Th)® 8T% 16
23,12 1T)?, (21)? 8T 32
23 12 (1Th)?, (21h)? 8oy 32
23,12 1T)?, (2T)? 815, 32
23 12 (1Th)?, (21h)? 8T 32
23,12 1T)?, (21)? 815, 64
2% 17 (1Th)?, (21h)? 875 64
4,2, 17] (1T1)?, 2T, 4T7 8T, 32
4, 2, 12 (1T1)?, 2T, 4T, 8175 32
4,2, 12 (1T1)?, 2T, 4T3 8155 64
4,2, 12 (1T1)?, 2T, 4T3 8155 64
4,2, 12 (1T1)?, 2Th, 4T3 8Ty 64
4,2, 12 (1Ty)?, 2T, 4T3 814, 64
4,2, 12 (1T1)?, 2Th, 4T3 8T 128
32,17 (1Ty)?, (3777)? 8T 5" 24
37, 17 (1T1)?%, (3T,)? 8T, 24
32,12 (1Ty)?, (3777)? 8T, 24
3%, 12 (1T1)?, (3T5)? 8T5" 48
6, 1° (1T1)?, 6T3 8155 48
6, 12 (1T1)?, 6T, 85" 96
6, 1° (1T1)?, 6T¢ 8T 192
6, 17 (1T1)?, 6T, 8T 5" 192
6, 1° (1T1)?, 6T% 8T 192
6, 12 (1T1)?, 617, 8Ty 384
4, 3, 1] 1Ty, 3Ty, 4T, 8T55* 96
4,3, 1 1Ty, 3T, 4T, 8T, 96
4,31 1Ty, 317", 4T, 8T, 288
4,3, 1 1Ty, 3T%, 4T% 8T, " 192
4,31 1Ty, 3715, 4T% 8T,-* 576
4,3, 1 1Ty, 3Ty, 4T% 8T s 576
4,3, 1 1Ty, 3Ty, 4T% 8Tsr 1152
7, 1 1Ty, 717 8T 56
7, 1 1Ty, 715 8T 168
7,1 1Ty, 715" 8Ty 168
7, 1 1Ty, 7T; 8Tu3 336
7, 1 1Ty, T4 8T, 1344
7,1 1Ty, 7T, 8T, 8!/2
7, 1 1Ty, 7T% 8Tx0 8!
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Lorsqu’un groupe G de 7 (n) est une représentation symétrique du groupe de Galois
d’un polynéme irréductible de degré n, il est naturel de s’intéresser a la correspondance
des propriétés de G (ou plus exactement de sa classe de conjugaison) avec celles de f. Par
exemple, les matrices de partitions (ou celles de groupes) établissent un lien entre une
paire (G, H), ou H C Sy, et la résolvante de Lagrange associée a f et selon un certain
invariant (voir Paragraphe EZ3). Plus exactement, ces tables et une telle résolvante R
permettent d’obtenir des informations sur le groupe de Galois de f a partir des degrés
des facteurs R ou de leur groupe de Galois (voir [9] et [105]).

Dans la partie suivante nous allons étudier 'utilisation des tables de rupture pour
obtenir ce type de correspondance.

4.3 Tables de rupture et groupes de Galois

Dans cette partie on considére un polynoéme irréductible f & coefficients dans k de
degré n et a une racine quelconque de f dans une cloture algébrique de k. Nous allons
étudier le lien entre les propriétés des facteurs de f sur k(a) et le groupe de Galois de

f.

4.3.1 Degrés et groupes de Galois des facteurs de rupture

Notons g1 (o, ) = x — a,g2(a, @), ..., gs(a, ) les s facteurs de f (avec s > 1) sur
son corps de rupture K = k(«).

Définition 4.3.1. Les polynémes gs,...,gs de f sont appelés les facteurs de rupture
du polynéme f. Les facteurs de rupture gs,...,gs seront rangés dans ’ordre croissant
de leurs degrés en x.

Pour tout i € [1, s], le groupe de Galois de g; sur K est conjugué a un groupe G;
de T (degx(gi)). Nous complétons 'ordre des polynémes g;, en décidant que g; < g; des

que G; < Gj.
La suite A(f) = degx(g2), - .. ,deg.(gs) sera appelée suite des degrés de rupture de
f et la suite S(f) = Gy, ... ,Gs sera appelée suite des groupes de rupture de f (notons

que G7 est toujours le groupe réduit a I'identité).
La théorie de Galois classique établit naturellement la proposition suivante :

Proposition 4.3.2. Nous avons

S(f) = 5(Gy)

et par conséquent, A(G¢) = 1,A(f). En d’autres termes, les groupes de Galois sur K
des facteurs de rupture du polynéme f sont les groupes (a conjugaison pres) de la suite
S(Gy) qui ne dépend que du groupe de Galois du polynome f sur k.

Démonstration. Soit M une extension algébrique de k et g un facteur irréductible de f
sur M. Notons Oy (resp. Oy) I'ensemble des racines de f (resp. de g) dans une cloture
algébrique de k contenant M.

Comme g est irréductible sur M, la théorie classique de Galois (voir [29] par exemple)
assure le fait que I'ensemble O, est I'orbite d’une racine de g sous l'action

AutM(M(Of)) X Of — Of .
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Comme tout automorphisme de Autp;(M(O,)) peut étre relevé en un automor-
phisme de Aut (M (Oy)) 'homomorphisme de restriction

AutM(M(Of)) — AUtM(M(Og))

—
g Tm(0g)

est surjectif.

Ainsi, I'action de Autpr(M(Oy)) sur O, est identique a celle de Autyr (M (Oy)) sur
Oy. Cette action peut étre représentée de maniere fidéle dans le groupe symétrique Sp,|
(voir le paragraphe [[1]) et est alors le groupe de Galois de g sur M.

Lorsque M = k(«), ce résultat montre que G4 est I'un des groupes de S(G). Réci-
proquement, un groupe de S(G) correspond & une unique orbite de 'action de Stabg(1)
sur {1,...,n} qui est un sous ensemble O de Oy. La théorie de Galois classique assure
que l'ensemble O est celui de tous les conjugués (sur K) d’un de ses éléments . Ainsi,
le polyndéme minimal de 3 sur K est un facteur irréductible de f dont le groupe de Ga-
lois s’identifiera a la représentation symétrique de I’action de Stabg (1) sur O. L’égalité
S(f) = S(Gy) suit. O

La fonction qui suit est une implantation en MAGMA qui permet le calcul de S(f).

PolToSeq:=function(f);

//Etant donne un polynome f,

//cette fonction renvoie la suite S_1,S(f).
//Elle teste aussi la factorisation de f.

N:=NumberField(f);
PRN:=PolynomialRing(N);
ff:=Factorization(PRN!f);
TypeGroup:=[];
for £ in ff do
NumGroup,DegGroup:=
TransitiveGroupIdentification(GaloisGroup(£f[1]));
TypeGroup [#TypeGroup+1] : =
[DegGroup, NumGroup] ;
end for;
/* Test de factorisation */
g:=&x[f[1] : £ in £f];
if g ne f then
print "s** ERROR FACT x**x*";
print f;
Print "sskskskokokskoskskkokkskokskokokok ! g
end if;
return Sort(TypeGroup);
end function;

La proposition met donc en lien les informations contenues dans la table de
rupture de degré donné n et le degré, ainsi que la représentation symétrique du groupe
de Galois, de chacun des facteurs irréductibles de f sur K. Dans la partie qui suit nous
allons mettre en rapport ces informations avec des résultats sur les résolvantes.
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4.3.2 La factorisation dans le corps de rupture et calcul de résolvante

La factorisation de f sur son corps de rupture K = k(a) peut étre donnée en
utilisant I’algorithme de Trager (voir [101] et |27, Algorithm 3.6.4]). D’aprés S. Landau
(voir [64]), lorsque k = Q, la complexité de cet algorithme est de I'ordre de

O(n*% < log? | f|o log® (| f |5 n®™))

ou |f|2 est la norme euclidienne de f vu comme vecteur de ses coefficients (voir [71]).
Comme z — « divise f sur K on ne s’intéresse qu’au polynéome h = f/(x — «). Dans
cet algorithme on calcule la norme N, (h) sur K d’une transformation h(z — ma) de
Tschirnhaus de h (m € k). Le polynome N,, est a coefficients dans le corps k et est
donné par :

n

Nin(h) = [[ hla = max) . (4.1)

i=1

Comme le corps k est infini on peut toujours trouver un élément m de k tel que Ny, (h)
soit séparable. Supposons qu'il en soit ainsi, N,,(h) est de degré n(n — 1) et ses facteurs
permettent de trouver les facteurs de f sur K. En effet, d’aprés 'algorithme de Trager,

si 'on note Ny, ..., N; les facteurs de N, on a :
t = s—1
gi(x —ma) = pged(N;—1, f(x + ma)) sur K pour i € [2,s]

ndeg(g;) = deg(V;)

Ainsi, la connaissance des degrés des facteurs de la norme N,,(h) est identique a la
connaissance des degrés des facteurs de f sur K. En fait cette norme est aussi une
résolvante.

Proposition 4.3.3. Soit © = —x1 + mxo un S1 X S1 X Sp_o invariant Sy,-relatif. La
résolvante absolue L de f selon © est égale a la norme Ny, (h).

Démonstration. Nous avons la suite d’égalités

B L f(z —ma)
Nin(h) = H (x —(m+1)a)

= [ —mai) —ay)

i=1 j#£i

= ]I @—ole)

OESn-@
Sn.a
= L@ a(ﬂf)
et le résultat suit. OJ

L’étude des degrés des facteurs irréductibles de cette résolvante, tout comme la
factorisation de f sur K, permet de donner une liste de sous-groupes de S, susceptibles
d’étre une représentation symétrique du groupe de Galois de f. Ce sont McKay et
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Soicher qui proposérent les premiers I’étude de ces résolvantes linéaires dans [97]. Ici, en
plus de I'étude des degrés nous étudions aussi les groupes de Galois des facteurs et nous
verrons comment utiliser toutes ces informations dans le cadre plus général du calcul
d’un idéal des relations de f.

Ce sont ces applications des tables de ruptures que nous détaillons dans la partie
suivante.

4.4 Applications

Dans cette partie, nous donnons des applications exploitant les tables de rupture.

4.4.1 Deétermination du groupe de Galois

Nous savons, d’apreés la proposition 32 que le groupe de Galois Gy figure parmi les
groupes H de 'ensemble 7 (n) vérifiant S(H) = S(f). Nous appelons groupes candidats
ceux vérifiant A(H) = 1, A(f).

Une fois la factorisation de f sur K effectuée, la liste A(f) est connue.

S’il n’existe qu’un seul groupe candidat H ou si un seul des groupes H candidats
vérifie S(f) = S(H) alors nous savons que H = Gjy.

Pour déterminer, parmi les groupes candidats, le ou les groupes H vérifiant S(f) =
S(H), il n’est pas toujours nécessaire de calculer toute la suite S(f) : le calcul de certains
des groupes de Galois des facteurs de rupture de f peuvent suffire. D’autres méthodes
efficaces peuvent venir compléter cette recherche. Par exemple, en factorisant f modulo
un entier premier ne divisant pas son discriminant (voir [25] et [74]) ou en utilisant la
parité du groupe de Galois de f.

Les exemples ci-apreés font référence aux tables que nous donnons dans les annexes.

Ezemple 4.4.1. Lorsque le groupe de Galois Gy est I'un des groupes 615, 7Ty, 1075,
13T§r, 14Ty, 14Tg, 1575, 15T6+, 1577, il suffit de calculer A(f) pour le déterminer.

Ezemple 4.4.2. Si un polynéme f de degré 15 vérifie A(f) = 2,4,8 alors, d’aprés la
table de rupture de degré 15, nous savons que son groupe de Galois est I'un des groupes
15T1J6, 1577, 15T2J5, 15T53 ou 15Thg. Le calcul du groupe de Galois sur k(«) du facteur
de rupture de degré 4 suffit & la détermination du groupe de Galois de f.

Ezemple 4.4.3. Si un polynoéme f de degré 15 vérifie A(f) = 4,52 et si le discriminant
de I'un de ses facteurs de rupture de degré 5 est un carré dans le corps de rupture k()
alors le groupe de Galois de f est 15T9J5.

Ezemple 4.4.4. Si un polynome f de degré 9 vérifie A(f) = 2,32, la liste des groupes
candidats est 9713, 9759, 9T2Jg, 9T5s.

Ezxemple 4.4.5. Sile polynome f est de degré 16 et A(f) = 17,8, il y a alors trois groupes
candidats a étre le groupe de Galois de f. Si, de plus, le calcul de son discriminant montre
que le groupe de Galois de ce polynéme est impair alors, d’aprés la table de rupture en
degré 16, Gf = 16T289.

Ezemple 4.4.6. Si f est de degré 15 et A(f) = 2, 3% alors f admet pour groupe de Galois
Gy I'un des quatre groupes suivants : 15733, 15T}y, 15T7JE et 15751 et S(f) ne peut les
distinguer. Si Gy est impair, il reste 3 groupes possibles. Donc les tables de rupture ne
sont pas suffisantes & la détermination de tous les groupes de Galois.
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4.4.2 Factorisation des polynémes sur leur corps de rupture

La table de rupture pour un degré donné n permet de connaitre ’ensemble A(n) des
listes de degrés possibles des facteurs de rupture d’un polynéme irréductible f de degré
n. Ainsi, lors de la factorisation de f sur son corps de rupture, la recherche des facteurs
possibles peut se limiter & ceux dont la liste des degrés est dans A(n). De cette maniére,
on peut éviter des calculs inutiles dans les algorithmes de factorisation classiques en
utilisant un algorithme interactif (voir [73] par exemple).

Exemple 4.4.7. A priori, le cardinal de 'ensemble A(7) est majoré par le nombre de
partions de lentier 6, c’est-a-dire 11. La table de premiére rupture en degré 7 nous
renseigne sur le cardinal exact de cet ensemble Card(A(7)) = 4. Ainsi on peut éviter
un nombre considérable de recombinaisons de facteurs probables dans un algorithme de
factorisation modulaire.

Bien str, si I'on connait des informations sur le groupe de Galois de f on peut se
limiter & un sous-ensemble de A(n).

4.4.3 Obtention de polyndmes de groupe de Galois donné dans une
extension algébrique

Soit 7 € N et H un sous-groupe transitif de S,. Les tables de rupture permettent
aussi la recherche de polynémes a coefficients dans une extension algébrique ayant pour
groupe de Galois le groupe H donné.

Supposons que, pour un entier n, il existe un sous-groupe G de .S, tel que le groupe
H apparaisse dans la suite S(G).

Supposons que l'on dispose d'un polynéme f de k[z] de groupe de Galois sur k
isomorphe au groupe G. Actuellement, lorsque n < 15, la base de donnée galpols de
MAGMA comporte un tel polynéme pour k = Q.

Soit « une racine f. Nous savons que, parmi les facteurs de rupture du polynéme f,
il existe au moins un polynome h de groupe de Galois H sur K = k(«).

Remarque 4.4.8. Si, dans la suite S(G), il existe au moins un sous-groupe de S, distinct
de H, il s’agit alors de déterminer lequel des facteurs de rupture du polynéme f posséde
H comme groupe de Galois. La méthode de détermination du groupe de Galois par des
calculs algébriques de résolvantes (voir par exemples, [19], [43], [4]], [97] ou [9]) est alors
la méthode la plus fiable pour cette détermination.

Exemple 4.4.9. Un polynome de groupe de Galois 10739 sur une extension monogéne
de Q peut étre obtenu a partir d’un polynéme de groupe de Galois 127593. En effet, la
table de rupture en degré 12 montre que :

1. tout polynome f € k[z] de groupe de Galois 127593 sur k se factorise dans un de
ses corps de rupture K en deux facteurs linéaires et un facteur de degré 10;

2. le facteur de degré 10 posséde 10759 comme groupe de Galois sur K.

Le polynéme suivant est celui de groupe de Galois 127593 présent dans la base de donnée
galpols de MAGMA.

f(z) = 2" — 132" 4 652° — 1562° + 1812" — 862” + 7.
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Son facteur de rupture de degré 10 :
h(z) = 210 4 280% — 132% + a8 — 130225 + 6525 + af2* — 13at2?
+650%2* — 1562t + a82? — 130522 + 65022 — 1560222
+1812% + o' — 13a® 4 65a° — 1562* + 181a” — 86

posséde 10739 comme groupe de Galois sur Q(«).

Des polynémes ainsi construits sont utilisables pour la validation de programmes de
calculs de groupes de Galois & coefficients dans des extensions algébriques. Le logiciel
de calcul formel MAGMA est le seul permettant le calcul du groupe de Galois d’un
polynome & coefficient dans une extension simple de Q ou Fy[z]. Pour pouvoir valider
(en partie) de tels calculs nous avons utilisé ces tables. Pour ce faire on peut utiliser les
fonctions présentées plus haut.

Nous avons réalisé des tests a ’aide de la base de données de J. Kliiners et G. Malle
(voir |58]) et nous avons mis & jour plusieurs bogues dans la version 2.11-10 de MAGMA.
Nous avons depuis communiqué ces erreurs a ’équipe responsable du développement de
ce logiciel qui reste extraordinaire. Par exemple, nous avons pour un des polynémes de
plus petit degré mettant & jour un de ces bogues :

> PR<x>:=PolynomialRing(Rationals());
> £f:=x"6 + 11*xx"4 - 42%x~3 + 85%x"2 - 12*x + 3;
>
> GroupToSeq(GaloisGroup(f));
[
(1,11,
[1, 11,
[ 4, 1]
]
> PolToSeq(f);
[
L1, 11,
[1, 11,
[ 4, 5]
]
Ainsi, Perreur est sur le facteur g de degré 4 de f sur Q(a) donné par :

g(r) = 1/1117(11172* + (1250° + 22a* + 1361a°
—47960° + 103260 + 1068)z> 4 (386a° + 59
443100 — 1509602 + 32262a + 10277) x>
+(2007a° 4 2460 + 2313903 — 8043602
+1702980 — 46548)x + (—522a° — T4a*
—58980° + 2060002 — 43872 4 571)

Le groupe de Galois calculé pour g est 475, celui attendu était 477 .

4.4.4 Deétermination d’un idéal des relations d’un polynéme

Nous verrons au chapitre Bl comment les informations obtenues aprés la factorisation
du polynéme f sur son corps de rupture et a l'aide de la table de rupture de degré n,
peuvent aider a la construction de 'idéal des relations de f.

80



Chapitre 5

Méthode hybride pour le calcul de
I’'idéal des relations

5.1 Introduction

Ce chapitre est une nouvelle rédaction faite en collaboration avec S. Orange et
A. Valibouze des résultats présentés dans [87]. Cette nouvelle rédaction est a la fois une
simplification et une algébrisation du rapport de recherche cité ci-avant.

Soit f un polyndme irréductible séparable de degré n a coefficients dans un corps k
supposé infini. Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle méthode pour le calcul
d’un ensemble triangulaire de générateurs d’un idéal des relations I de f et de son
groupe de décomposition Dec(I) (ce groupe est alors une représentation symétrique du
groupe de Galois de f).

De maniére générale, cette méthode peut étre décrite a I’aide de trois étapes Eq, Fo, Fs3
définies comme suit. Soient Ay et Ay deux algorithmes permettant le calcul d’une base
triangulaire de I a partir de f. Les s1 premiéres étapes de Ay sont utilisées pour débuter
le calcul et les so derniéres étapes de Ag pour le terminer. De plus, les informations
galoisiennes (nature du groupe de Galois de f) obtenues apreés les sy premiéres étapes
de Ay sont utilisées pour éviter des calculs, c¢’est-a-dire diminuer so au maximum. Ainsi,
FE est le calcul des s1 premiéres étapes de Ay, Es est le passage de l’algorithme Ay G Ao
en essayant de minimiser so et E3 est la terminaison du calcul a l'aide de As. L’étape
E5 se révele étre le point délicat de cette méthode. En effet, il n’est pas forcément
évident de récupérer aprés I, les entrées nécessaires pour débuter I’algorithme As.

Dans ce chapitre, nous étudions une spécification particuliére de cette méthode géné-
rale. Ici, algorithme A est I’algorithme de factorisation dans les extensions successives,
Asg est 'algorithme GaloisIdéal et nous n’utilisons que la premiére étape (s = 1) de
lalgorithme A; (c’est-a-dire la factorisation de f sur son corps de rupture). Les infor-
mations galoisiennes sont obtenues aprés F; en utilisant les tables de premiére rupture
(voir ChapitreHl) et se résument en un ensemble de groupes de permutations susceptibles
d’étre le groupe de Galois de f (& conjugaison prés).

Quel que soit Ientier so, les entrées pour débuter E3 sont : un idéal de Galois de
f ainsi que I'un de ses injecteurs. Nous verrons qu’une fois Fq passée il est facile de
construire un idéal de Galois I; de f (voir Paragraphe B2). Identifier un injecteur de
I est nettement moins facile. Il faut faire une étude préliminaire en fonction du degré
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de f. En effet, les informations galoisiennes obtenues aprés E; (un ensemble de groupes
de permutations contenant le groupe de Galois de f) ne sont données qu’a un certain
nombre de conjugaisons prés et pour construire un injecteur de I il faut, le plus souvent,
identifier un plus petit nombre de ces conjugués. Nous montrerons donc comment établir
des critéres qui permettent de reconnaitre ces groupes (voir Paragraphe B7).

Dans le paragraphe B0, nous présentons des techniques qui, & partir d’informations
partielles sur le groupe de Galois de f obtenues aprés E, permettent d’éviter un certain
nombre d’étapes de 'algorithme As,.

Nous appliquons cette étude dans le cas d’un polyndéme irréductible de degré 8 et
de groupe de Galois non 2-transitif (voir Paragraphe 7). Nous donnons ensuite des
résultats expérimentaux obtenus a ’aide de cette méthode.

Il est a noter que A. Valibouze expose, dans [108], un exemple de deux autres
spécifications de cette méthode générale. Si nous voulions généraliser cet exemple en un
algorithme, il faudrait, comme ici, faire une étude péalable cas par cas.

5.2 1déal de rupture et idéal induit

Dans ce paragraphe nous allons construire, & partir de la factorisation de f sur son
corps de rupture, un idéal de Galois de f sur k.
Soit fa, ..., fr les facteurs de rupture de f sur k(aq) (voir Définition EE3T) et A(f) =

da, ..., d, les degrés respectifs de ces polynomes. Soit a un n-uplet de racines de f dans
kE numéroté de telle maniére que ag, ,41,...,qq, soient les racines de f;.
Pour tout i € [1,n], 'anneau de polynomes k(a1)[Td,_,+1,---,%d;_;+1+d;] €st noté

A; (ot dy = 1 par convention) muni de l'ordre lexicographique induit par 1 < z9 <
... < y. Soit T;(aq ) 'ensemble triangulaire formé par les modules de Cauchy du facteur
fi dans 'anneau de polynomes A,;.

D’apres le théoreme l'idéal de k(aq)[z1, ..., x,] engendré par 'ensemble trian-
gulaire :

{1‘1 — 041} UTfl(ml) U--- UTfT(ml)

est un a-idéal de Galois sur k(o). De plus, son groupe de décomposition est son injec-
teur et est le produit direct de groupes symétriques

SLA(f) :Sl X Sd2 X ... X Sdr-

Définition 5.2.1. L’idéal de Galois I, de k(a1)[z1,...,7y,] inclus dans Idyq,)(a) et
d’injecteur Sy a(y) est appelé un idéal de rupture de f.

Exemple 5.2.2. Dans cet exemple, k désigne le corps des rationnels Q. Soit le polynéme
f=a%— 2% — 2% + 22 + 1, irréductible sur k. Il se factorise sur son corps de rupture
k(o) en :

f=@—a)(z+ 041)(952 — off + 0/11 + a% — 1)(354 + (a? — oﬁ‘)oc2 -1)

et A(f) = 1,2,4. D’aprés la table de rupture en degré 8, Galg(f) est un sous-groupe
de 8T35. Les modules de Cauchy des facteurs de rupture de degré 2 et de degré 4 sont
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respectivement les deux ensembles de polynomes :

Ti() ={ a3—af+af+ai-1,
x4+ x3} dans k(aq)[xs, x4] et
Ty(ar) ={ a3+ (af —aj)z3 -1,
x4+ a3 + e + 2522 + (af — a)as + (of — af)s,

m? + x? + r526 + T527 + x% + g7 + a? — 0/11,

xg + w7 + x6 + w5} dans k(o )[zs, xe, x7, 78] -
Il n’existe qu'un idéal de rupture de f d’injecteur Sy2 54 (inclus dans l'idéal Idj(4,)(2),
ol a = (ay,...,qy,) est ordonné correctement); il est donc engendré par l'ensemble

triangulaire 1" :
T = {.%'1 — 041} U {.%'2 + .%'1} U Tl(-%'l) U Tg(xl) .

Remarque 5.2.3. A partir des facteurs de rupture de f, peuvent étre construits autant
d’idéaux de rupture que de permutations de S, laissant la suite A(f) invariante (I’ordre
des facteurs de rupture n’est pas unique dés que deux d’entre eux ont le méme degré).
Néanmoins, tous admettent Sy A(y) comme injecteur.

Notations 5.2.4. Dans toute la suite de ce chapitre a sera un élément de V(1) ou I;
désignera un idéal de k(aq)[z1,. .., zy,] vérifiant :

I, C I) C Idy(a,)(@) (5.1)

L’idéal I; est un idéal de Galois de f (voir Proposition EZZH). Nous supposons qu’il
posséde pour injecteur L son groupe de décomposition. D’aprés la proposition 2227
I'idéal I; est engendré par un ensemble triangulaire

{1‘1 — Oél,FQ(.%'l,.%'Q), e ,Fn(.%'l, . ,xn)}

ou les polynémes Fo, ..., F,, sont & coefficients dans k.

Pour tout o € S,, et K une extension algébrique de k, nous avons o.ldg(a) =
Idk (o~ t.). Par définition du groupe de décomposition et puisque V(1) = L.a, pour
tout 3 € V(I1) (nécessairement 31 = a1), les inclusions (BJI) s’étendent & 3 :

I.C I C Idk(ﬁl)(é) . (52)
De l'idéal I; se déduit naturellement un idéal de Galois de f de 'anneau k[x1, ..., z,]
(voir Corollaire ZZZ0) :

Définition 5.2.5. L’idéal induit de l’idéal I; est I'idéal I de Galois de f sur k défini
par :
szlﬂk?[xl,...,l’n].

Par extension, nous dirons qu’'un idéal de Galois de f est induit s’il satisfait la condition
précédente pour un idéal de Galois I; contenant un idéal de rupture de f.

Notations 5.2.6. Nous notons M(J) ’ensemble des idéaux maximaux contenant I.
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Proposition 5.2.7. Pour tout M € M(I),
M) ={o.M | 0 €L}

Autrement formulé :

M(I) = {1dp(8) | BeV(I)}

Démonstration. La proposition est démontrée par la suite d’égalités suivantes.

I = Ilﬁk[xl,...,xn]:Idk(al)(V(Il))ﬁk[ml,...,xn]
Id(V(I) = () Idk(8) = () oTdi(a) .

éeV(Il) o€l

O

Proposition 5.2.8. Tout M € M(I) vérifie :
(]) DeC(M){l} CcLcC Sl,A(f) ;
(2) Orb(Dec(M)q3) = Orb(L) = Orb(S1 a(y)) -

Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idi(a); i.e. Dec(M) = Galg(a).
Nous obtenons les inclusions inverses des injecteurs (relatifs a o) des idéaux de ([B.2) :

Galk(al)(g) cLcC Sl,A(f) . (*)

Des identités Galy(q,)(a) = Galg(a)qy et Orb(Galg(8)113) = Orb(Sy a(y)) (par défini-

tion de A(f)), nous en déduisons, avec (x), les assertions (1) et (2) de la proposition.
O
Nous allons maintenant donner une décomposition de I'idéal I sur le corps k(a) :

Proposition 5.2.9. Soit M € M(I) et soient 11,...,T,, des permutations du groupe
Dec(M) telles que, pour tout i € [1,n], 7;(1) =i. Nous avons :

n

k(o) @k I = ﬂ Ti(k(Q) @k(ay) 11) -
i=1

Démonstration. Nous pouvons supposer que M = Idi(a) car pour tout g € V([y),
B1 = ai. Notons V' = L.a la variété de I et posons W = Galg(«a).V. Comme V est
stable par Galy(,,)(a) (voir Proposition EZZTH) et que 71,..., 7, est une transversale a
gauche de Galg(a) modulo Galy(,,)(a), nous avons

W = U .V
i€[1,n]

Par définitionle corps K (V') le corps K (V) , W est la variété de l'idéal de Galois
Idy (V') (voir Proposition ZZZTH). Ainsi,

1 (W) = Idy(V) = I; N k[z1, ... a0
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et donc, comme W est une variété définie sur k (i.e. son idéal posséde un systéme de
générateurs a coefficients dans k)

Idk(g)(W) = k‘(g) Rk (Il N k:[xl, ce ,xn]) .
Par définition de I, il vient

k(a) @k T = k(@) @ (I NE[z1,. .., 2n]) = Tdyay (W) = (1] Tdya)(7:.V)
1€[1,n]

Or, d’aprés le lemme EZZT4l nous avons les égalités
Vi € [1,n], Idya)(7:.V) = Tildg) (V) = Ti(k(Q) @p(ay) 11) 5
d’otu le résultat. [J

De cette proposition, nous déduisons un ensemble de générateurs de 1'idéal induit

I:

Corollaire 5.2.10. Posons Fy = f et A = k(a1)[z1,...,xy,]. Lidéal I induit de I, =
(r1 — a1, Fy, F3,..., F,) 4 est engendré par ’ensemble :

S = {Fl(xl),F2($1,$2), e ,Fn(ﬁﬂl, e ,xn)}
qui est triangulaire.

Démonstration. Comme les polynémes Fs, ..., F;, sont a coefficients dans k, d’aprés la
proposition (.29, nous avons :

n
ko) @I = (V@ —Talen)a+ (P, Fu)a
i=1
n
= H<$1 _ai>A+<F2""aFn>.A
i=1
= <F1(1‘1),F2, e 7Fn>A .
Nous avons donc démontré que ’ensemble S engendre I et comme {z1—aq, Fy, F3, ..., F,}

est un ensemble triangulaire il en est de méme pour S. [J

Etant donné L = Inj(I1,a), I'objectif est maintenant de calculer un injecteur de
I'idéal I induit de I; (voir Paragraphe ) pour le cas ou ce n’est pas le groupe de
décomposition de I. Pour cela, nous ferons appel aux résultats techniques du paragraphe
suivant.

5.3 Ensemble A(L), application ¥ et groupes L-conjugués

Dans ce paragraphe, sont présentés les résultats portant uniquement sur les en-
sembles de permutations. Ils seront utilisés dans les paragraphes suivants.
Considérons un sous-groupe L de S ,,—1 (i.e. tel que Vo € L, o(1) =1).
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Définition 5.3.1. Nous appellerons groupe admissible tout sous-groupe transitif H
de S, vérifiant Hyjy C L et tel que Orb(L) = Orb(Hy)). L’ensemble des groupes
admissibles sera noté A(L).

Remarque 5.3.2. Notons 1, e la suite croissante des cardinaux des éléments de Orb(L).
Pour H un sous-groupe transitif de 5,, il est facile de montrer I’équivalence :

He A(L) ssi A(H)=1,e et Hyy C L.

Ainsi, pour obtenir A(L), il suffit de déterminer les groupes H' de 7 (n) tel que A(H') =
1,e (al’aide de la table de rupture en degré n), puis de calculer les groupes H conjugués
de H' vérifiant Hypy C L.

Proposition 5.3.3. Soit H € A(L) et soient {o1,...,05} et {o},...,0L} deux trans-
versales a droite de L modulo Hyy. Alors

Hoy+---+ Hos=Ho| +---+ Ho', .

Démonstration. Puisque Vi € [1,n], o; € L, il vient o; € Hyy01 + -+ + Hypyoy, puis
successivement,
Vi € [1,n], Ho; C Hoy + -+ Ho?,

Hoy+ -+ HosC Hoy +---+ Hol,.
L’inclusion réciproque se démontre de la méme maniére. [
Cette proposition montre que 'application W ci-dessous est bien définie.

Notations 5.3.4. Nous noterons ¥ 'application de A(L) dans I’ensemble des parties
de S,, définie pour tout H € A(L) par :

V(H)=Hoy+ -+ Hoy
ou {o1,09,...,0} est une transversale a droite de L modulo Hyyy.

Proposition 5.3.5. L’application W posséde les propriétés suivantes :

1. SiH e A(L) et si g =1id,...,T, désignent n permutations de H telles que, pour
tout i € [1,n] 7;(1) =1, alors

V(H)=nL+---+71,L.

2. Si H et G appartiennent a A(L) et si H NG est un sous-groupe transitif de Sy,
alors ¥(G) = ¥(H).

Démonstration. Démontrons la premiére assertion. Puisque le groupe H est transitif,
les permutations 7; existent et H = 7y Hy + -+ + 7, H{1y. Nous avons alors, pour
{o1,02,...,0s} une transversale a droite de L modulo Hyyy :

V(H) = (mHpy+- +mHpy)or+- -+ (mHpy + - + mHpy)os
= nL+---+T1,L.

Pour la seconde assertion, il suffit de prendre 7q,...,7, dans 'intersection transitive
H NG et Passertion (1) donne W(H) =1L+ +7,L =9(G). O
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Corollaire 5.3.6. Soit H € A(L). Alors, le cardinal de W(H) ne dépend que de celui
de L :
Card(V(H)) = sCard(H) = nCard(L) .

Définition 5.3.7. Soient deux sous-groupes G et H de S,,. Le groupe G est dit L-
conjugué a H s'il existe o dans L tel que H = G° = cGo .

Proposition 5.3.8. Soient H et G deux groupes L-conjugués appartenant a A(L). Nous
avons les assertions suivantes :

1. si o désigne une permutation de L telle que H = G, alors
U(H) = o U(G):

2. si{o1,...,0s} désigne une transversale a droite de L modulo Hyyy alors il existe
i €[1,s] tel que H= G ; en particulier, le nombre de groupes L-conjugués & H
est majoré par s.

Démonstration. Montrons ’assertion (1) et reprenons les notations de la Proposition
h 30 Posons, pour tout i € [1,n], p; = o1 7;0. Les permutations p,...,p, appar-
tiennent & G = H° ' et nous avons successivement,

V(H) = nL+--+71,L

opro 'L+ +oppo L
oppL+---4+o0p,L

— oU(G),

d’apres l'assertion (1) de la proposition et le fait que {p;(1) | i € [I,n]} =

{1,...,n}.

Montrons I'assertion (2). Si G et H sont L-conjugués, il existe o € L tel que H =
G7. Légalite L = Hyjyo1 + Hyyoa + -+ + Hyjyos impose a o d’appartenir a l'un
des ensembles H(jyo;, pour un entier i € [1,s], et donc de s’écrire o = hoy, ou h
désigne une permutation de H. Le résultat se déduit alors des égalités successives :
G = O';lh_thO'i = o*;lH o;. O

Les deux propositions suivantes nous seront utiles pour exprimer ’ensemble des in-
jecteurs d’un idéal induit de I et pour déterminer de maniére constructive cet ensemble
méme lorsqu’il existe plusieurs idéaux de rupture (voir Remarque B2Z3).

Proposition 5.3.9. Soit H un groupe appartenant o A(L). Alors, pour tout o € L, le
groupe H? appartient o A(L).

Démonstration. Pour tout sous-groupe G de S,, et toute permutation o € .S,, nous
avons :

(G)y = (Go-11)y)7 et (5.1)
Orb(G?) = 0.0rb(G) .
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Il s’ensuit les égalités successives suivantes :
Orb((H?)g13) = Orb((Hyqy)7), d’apres I'égalité (BI) et puisque o(1) = 1,
= 0.0rb(Hyyy), d’aprés I'égalité (B2),
= 0.0rb(L), car H € A(L),
= Orb(L),caroc € L.
Le groupe H? étant transitif, H? appartient a A(L). OJ

Nous avons maintenant assez de résultats sur les groupes admissibles pour exhiber
un des injecteurs d’un idéal induit.

5.4 Calcul des injecteurs d’un idéal induit

L’idéal I; de ce paragraphe est celui du paragraphe (voir Notation B24). L’in-
jecteur L de Iy vérifie L C Sy a(y) (voir Proposition BZF). L'idéal I est induit de I
(voir Définition B22ZH) et M(I) est 'ensemble des idéaux maximaux contenant I. Nous
cherchons & déterminer les injecteurs de I dans les idéaux de M(I).

5.4.1 Formulation des injecteurs de I’idéal induit

Dans ce paragraphe, sont exposés des résultats théoriques pour le calcul d’un injec-
teur de I.
Proposition 5.4.1. Pour tout M € M(I), le groupe de Galois Dec(M) appartient a
A(L) et

Inj(I, M) = ¥(Dec(M)) ,

ot U est Uapplication définie dans la notation [5-3.4)
Démonstration. Le groupe Dec(M) appartient & A(L) d’aprés la proposition
D’aprés la proposition 227 nous pouvons supposer que M = Idy(a) avec o € V (I7);
i.e. Inj(I, M) = Inj(I, «). Soient n permutations 7y, ..., 7, de Dec(M) telles que, pour
tout i € [1,n], 7;(1) = i. D’aprés la proposition B229, nous avons 'égalité :

n

k(a) @p I = [ Tilk() @pan) 1) -
i=1
L’idéal 7;(k(a) Qk(ay) 1) contient le polynéme x1 — ;. Puisque les racines ag, ..., ay,
sont distinctes, les idéaux 7 (k(a) ®p(ay) I1), pour i € [1,n], sont deux a deux comaxi-
maux. Nous avons les égalités suivantes :

Inj(I,a) = Inj(k(a) ®pay) I,a), d’apres 'égalité [3),

= > Ij(T@(k(Q) k(o) 11); )
i=1

= Zn Inj((k(@) ®@k(ar) I1), @), d’apres le lemme 2T
i=1

= Z 7; Inj(I1, «), d’aprés la remarque ZZZJ
=1
= U(Dec(M)),
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ou la derniére égalité est obtenue en appliquant ’assertion (1) de la proposition a
L = Inj(l1,a). O

Théoréme 5.4.2. Soit H € A(L) et M € M(I) tels que H N Dec(M) soit un sous-
groupe transitif de S,. Alors l’ensemble des injecteurs de l'idéal I induit de Iy dans les
idéauxr mazimaux qui le contiennent est formé des

Inj(I,0.M) = V(H?)
ot o parcourt linjecteur L de I.

Démonstration. D’aprés les propositions BoZ1 et BEZTl I'ensemble des injecteurs de I
dans les idéaux maximaux qui le contiennent est formé des Inj(1, 0.M) = ¥(Dec(c.M))
ou o parcourt L. Soit ¢ € L. Comme H N Dec(M) est transitif, le groupe H? N
Dec(M)? = H? N Dec(0.M) est aussi transitif. Selon 'assertion (2) de la proposi-
tion appliquée a G = Dec(0.M), nous avons donc ¥(H?) = ¥(G). O

Corollaire 5.4.3. Reprenons les hypothéses du théoréeme [5.7.9 et notons s l'indice de
Hyyy dans L. Alors

Card(Inj(I, M)) = s.Card(H) = n.Card(L) .

Démonstration. Ces deux égalités sont des conséquences immédiates du corollaire B.3.6]
et du théoréme B4 [J

5.4.2 Classes de L-conjugaison associées aux idéaux induits

Si un groupe H vérifiant les hypothéses du théoréme est connu, il est alors
possible de calculer un injecteur de I. Ici, nous voulons construire un des idéaux M de
M(I) a partir de I, il n’est donc pas immédiat de tester si H N Dec(M) est transitif.
Il nous faut donc trouver un moyen effectif pour réaliser ce test. C’est a cette question
qu’est consacré ce paragraphe.

Définition 5.4.4. Un groupe H € A(L) est dit associé a l'idéal I s'il existe M € M(I)
tel que H N Dec(M) soit transitif (i.e. si H vérifie les hypothéses du théoréme BA2).

Il s’agit d’étudier a quels idéaux sont associés les différents conjugués dans A(L)
d’un groupe H de A(L). Les groupes L-conjugués & H appartiennent aussi a A(L) (voir
Proposition B3 et si H est associé a I alors tout groupe de sa classe de L-conjugaison
C Pest aussi (voir Démonstration du théoréme BZ2). Nous pouvons donc introduire la
définition suivante :

Définition 5.4.5. La classe C de L-conjugaison d’'un groupe H € A(L) est dite associée
a l’idéal I si H est associé a I.

Remarque 5.4.6. Si la classe C est associée & I'idéal I alors, d’aprés le théoréme A2
{¥(H'") | H € C} est l'ensemble des injecteurs de I dans les idéaux maximaux qui le
contiennent.
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Nous commengons notre étude par celle plus simple de A(S] ), c’est-a-dire dans le
cas ot 'idéal I est induit d’un idéal de rupture I, avec e = (eq,...,e,) € N un r-uplet
d’entiers croissants de somme n — 1. Les résultats sur A(L) avec L un sous-groupe de
S s’en déduiront aisément.

Soit le sous-groupe de S),

M ={ce€S,|o(1) =1 et Orb(S1¢) = 0.0rb(S1,¢)}

D’apreés l'identité (B2), le groupe M est le normalisateur de Sj. dans Sy ,—1; en
particulier, le groupe S est distingué dans M.

Le groupe M agit naturellement sur I’ensemble Orb(S; ) en laissant fixe une orbite
ou en 'envoyant sur une autre orbite de méme cardinal. Notons Oy = {1}, 01, ..., O, les
orbites de {1,...,n} sous I'action S} . et supposons les indicées par cardinalité croissante
(i.e. Card(O;) = e; pour i =1,...,7). Le groupe S . (distingué dans M) est le noyau
du morphisme surjectif :

¢: M — Stabg (e)
o — 1:7(i)=7si00; =0;(i=1,...,r).

Le cardinal N du stabilisateur Stabg, (€) de e dans S, est aussi I'ordre du groupe M /S ..

Lemme 5.4.7. Soit H € A(S1,). Alors Uensemble des groupes Sy-conjugués o H
appartenant a A(S1.) est formé des H? ou o parcourt M.

Démonstration. Soit o € M. Nous avons d'une part (voir (&) :
(H )y = (Hio11)y)” = (Hy)? C 87 = Sie
et d’autre part (voir (2)) :
Orb(H?) = 0.0rb(H) = 0.0rb(S1,¢) = Orb(S1) -

Donc H? € A(Si.). Pour I'inclusion inverse, prenons 7 € S, tel que H™ € A(S1.).
Puisque H est transitif, il existe h € H tel que 7h(1) = 1. Posons o = 7h. Nous avons
H7™ = H?. Donc, d'une part, o(1) = 1 et, d’autre part, Orb(Si ) = 0.0rb(S ¢) puisque
Orb(H?) = Orb(S) ) et que Orb(H) = Orb(S; ). D’ou o € M. O

Considérons {7] =1id, ..., Ty} une transversale a droite de M mod S (c’est aussi
une transversale a gauche).

Lemme 5.4.8. Soit H € A(S1,.) et considérons les m classes de conjugaison par Si .
des Sy,-conjugués de H appartenant a A(S1,¢) (i.e. les H? ou o parcourt M ). Alors nous
avons les assertions suivantes :
(1) Soit o € Sy 7 ; la conjugaison par o induit une bijection entre la classe de H
et celle de H™.
(2) Chaque classe est celle d’un groupe H™, ou i € [1,N] formé des H? ou o €
Sl,eTi-
(3) le nombre m de classes est magjoré par N.
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Démonstration. Pour montrer 'assertion (1), il suffit de constater que si [ € i, alors

(HY? = (H")"l‘f1 appartient & la méme classe que H? puisque 57, est distingué
dans M. Cette orbite est celle de H™ puisque 0 = 77; € M avec 7 € S, et donc
HO' — (HTi)T.

Pour montrer P'assertion (2), considérons une classe. Elle est celle d'un groupe H? ou
o € M (voir Lemme BZAT) ; c’est-a-dire qu'il existe ¢ € [1, N] tel que o € S} 7. Donc
la classe est celle de H™.

Il est évident que le nombre de classes est inférieur & N. [

Ayant étudié les classes de conjugaison par Si . des conjugués H dans A(S; ), nous
cherchons a savoir les associer aux idéaux induits des idéaux de rupture d’un polyndéme

fou:

- ¢ = A(f), la suite croissante des degrés des facteurs de rupture fo,..., f, (voir
Chapitre H), que

- H est associé a 'idéal de rupture I, construit a partir de fo,..., f, (voir Para-
graphe B2) et que

- J est I'idéal induit de I, (i.e. J = I, Nk[x1,...,xy]).

Les facteurs de rupture sont ordonnés en respectant la croissance des degrés. Donc
il existe exactement N, le cardinal de Stabg, (e), listes de facteurs de ruptures distinctes
(car les racines de f le sont) induisant par construction N idéaux de rupture distincts.
Plus précisément, comme Si . est le noyau du morphisme surjectif ¢, ces N listes sont
les

(fory@)s-- > o) i=1...,N

Chacune de ces N listes permettent de construire respectivement les N idéaux de rup-
ture 7;.1,, d’idéaux induits respectifs :

T1.J,19.d, ... TN

Remarque 5.4.9. Le groupe 51 . étant celui de décomposition de chaque idéal de rupture,
par définition de 7y,...,7n, Pensemble {0.J | o € M} est 'ensemble des idéaux
induits des idéaux de rupture. Soit M € M(J). Nous avons Dec(M) € A(S; ) (voir
Proposition BZY). Comme M(J) = {tM | 7 € Si.} (voir Proposition BE2Z7) ,

I’ensemble des idéaux maximaux contenant un idéal induit est
F={oM | oce M}

L’ensemble des groupes de décomposition des idéaux de F est formé des Dec(M)?
(=Dec(0.M)) ot ¢ parcourt M ; c’est-a-dire 'ensemble des conjugués de Galg(f) (i.e.
de Dec(M)) appartenant & A(S1¢) (voir Lemme BEZ).

Lemme 5.4.10. Soit 0 € M. Si le groupe H est associé a lidéal J alors le groupe H®
est associé a lidéal o.J induit de o.1,.

Démonstration. Soit M € M(J) tel que H N Dec(M) soit un sous-groupe transitif de
Sp. Alors H? N Dec(0.M) est également transitif avec o.M € M(o.J) (i.e. I'idéal o.M
est un idéal maximal contenant o.J). O
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Les résultats précédents permettent d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 5.4.11. Soit H € A(S1.) supposé étre associé a lidéal J induit de I,.
Alors :

(1) & chaque idéal 7;.J induit de l'idéal de rupture 7;.1., i = 1,..., N, est associée
la classe de Si.-conjugaison du groupe H™ ;

(2) tout groupe H? € A(S1.) (i.e. 0 € M) est associé a l'idéal o.J induit de l’idéal
de rupture o.1,.. Donc toute la classe de S1 -conjugaison de H? est associée a o..J.

Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 5.4.12. Soient G, un conjugué de Galg(f), et H deux groupes de A(S1,)
tels que H NG soit un sous-groupe transitif de S,,. Alors il existe un groupe conjugué de
H appartenant & A(S1.c) qui est associé a J (ainsi que sa classe de Sy .-conjugaison). En
particulier, si les groupes conjugués o H appartenant a A(S1,) sont tous S .-conjugués
alors H est associé a J.

Remarque 5.4.13. L’hypothése du corollaire B.Z T2 est vérifiée lorsque nous savons que le
groupe de Galois Galg(f) appartient & un ensemble et que tout groupe de cet ensemble
posséde un conjugué dans A(S],) d’intersection transitive avec le groupe H.

Remarque 5.4.14. Plagons-nous dans le cas ou les parts e; du n-uplet e = (eq,...,e,)
sont distinctes deux & deux (i.e. N =1, M = S} et Stabg, (e) est réduit a l'identité).
Il n’existe quun seul idéal de rupture de f. Si H € A(S)) alors les conjugués de H
dans A(S7 ) sont S; .-conjugués & H (voir Lemme BZAT).

Nous pouvons désormais revenir au cas d'un groupe L, injecteur de I’idéal I; dont
I est I'idéal induit. Soit H € A(L). D’apreés la proposition B39 les S,,-conjugués de H
qui appartiennent & A(L) se répartissent en classes de L-conjugaison.

Corollaire 5.4.15. Supposons le groupe H associé a l’idéal I. Alors, pour tout conjugué
G de H appartenant o A(L), il existe 0 € M tels que G = H? et G est associé a l'idéal
o.I induit de o.17.

Démonstration. Comme A(L) C A(Sy.) (voir Proposition B.2ZJ), il existe o € M tels
que G = H? (voir Lemme BEZT). L’idéal .17 contient 'idéal 0., qui est de rupture
puisque 0 € M (voir Remarque 9. En reprenant la démonstration du lemme 210
le groupe H? est bien associé a 'idéal ¢.1 induit de o.1;. [J

Remarque 5.4.16. Pour tout M € M(I), Dec(M) € A(L) (voir Proposition B2 est
associé I. Lorsque Galg(f) est déterminé, nous connaissons ses S,-conjugués apparte-
nant a A(L). Il s’agit de pouvoir identifier la lasse de L-conjugaison de M.

5.4.3 Association d’une classe de L-conjugaison a l’idéal induit /

Nous venons d’étudier les liens entre les classes de S -conjugaisons et les idéaux
induits d’idéaux de rupture. Nous n’avons pas résolu le probléme d’identification de la
classe associée & I. C’est ce a quoi nous allons nous consacrer maintenant.

Dans ce paragraphe, I désignera un idéal induit d’un idéal I; contenant un idéal de
rupture I, et € I’ensemble des classes de L-conjugaison de groupes appartenant a A(L).
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Nous savons qu’au moins une de ces classes est associée a I (voir Remarque BZT6). Les
résultats de ce paragraphe permettent de tester si une classe de L-conjugaison de € est
associée ou non a l'idéal I.

La proposition suivante permet toujours de déterminer un injecteur de I.

Proposition 5.4.17. Un groupe H de A(L) est associé a I si et seulement si il vérifie
I+VY(H).I#k[z,...,2,) .

Démonstration. Cette derniére inégalité est vérifiée si et seulement si il existe g € V(1)
tel que W(H) C Inj(/, 3) (voir Proposition ZZTT). Puisque Card(W(H)) est le cardinal
de tout injecteur de I (voir Corollaire B8 et Corollaire BZAJ), W(H ) est égal a Inj(I, ).
O

Remarque 5.4.18. Soient C; et Co deux classes de €. D’aprés les propositions et

B3R s’il existe deux groupes Hy € C1 et Hy € Cy tels que H1 N Hy soit un sous-groupe
transitif de .5, alors

(U(H) | HeC)={U(H)|HeC).

Supposons que I +V(Hy).I = k[z1,...,x,]. Avec cette hypotheése, la proposition BZT1
prouve qu’aucun des groupes de C; et de Co ne permet le calcul d’un injecteur de I.
Supposons que I +W(Hy).I # k[z1,...,x,]. Avec cette hypotheése, la proposition BZT1
montre que W(H;) est un injecteur de I et qu’aucune des classes C telle que V(H;) ¢
{U(H) | H € C} n’est associée a I.

La proposition B.AT7 ne permet pas de pré-établir des critéres d’association entre
les classes de € et les idéaux induits ce qui sera souvent possible avec la proposition
suivante :

Proposition 5.4.19. Si C € € est associée a 'idéal induit I, alors

I=()HI (: (J{o.R | o€ H, ReI}) .

HeC HeC

Démonstration. Soit H € C. Par hypothése, il existe a € V(1) tel que Inj(I,a) = ¥(H)
(voir Théoréme BZA2). Par définition de W, l'injecteur Inj(7, o) s’écrit donc

Inj(I,a) = Hoy +---+ Hos ,

ot {01,...,0,} est une transversale & droite de L modulo Hyy. Par suite, I'idéal I se
décompose comme suit :

I = Id,(Inj(I,0).0) = (| Idx((Hoi).c) = () 1du(H* (01.0)) . (5.1)
=1 i=1

Soient H” € Cou o € {o7',...,0,'} CLet Re .
D’aprés l'égalité (), nous avons R € Idy(H?.(c7'.a)) et donc, par la proposi-
tion 2220, il vient H°.I C Idy(H?.(c !'.a)). La décomposition () permet d’en
déduire l'inclusion (e H' I CI. Or I C (e H' I, d’ott le résultat. O
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L’étude du degré 8 que nous menons au paragraphe BE7fait apparaitre, qu’en dehors
du cas Galg(f) € {8Ts,8Ts}, la proposition BT est suffisante pour établir des critéres
d’association tels que celui présenté dans 'exemple B42{ qui suit.

Ezxemple 5.4.20. Supposons que f soit un polynéome de degré 8 tel que A(f) = 13,22
L’injecteur de tout idéal de rupture I, est L = Sja 92. Tout idéal initial I induit par un
idéal de rupture est engendré par un ensemble triangulaire 7" de la forme :

T = {f(x1), z2+g2(21), 23+ g3(21), 24 + ga(21),
fs(@s,z1), w6 + g6(s, 1), fr(z7,21), fs(xe,21)},
ou les polynémes g9, g3, g4 sont distincts.

Supposons que Galg(f) soit impair, il s’agit alors d’un conjugué de 877, c’est a dire
I'un de ses 6 conjugués dans A(L) qui sont :

H, ={((1,5,3,7,2,6,4,8),01 = (1,2)(3,4)), H2=1{(1,6,3,7,2,5,4,8),01),
Hs ={((1,5,2,7,3,6,4,8),00 = (1,3)(2,4)), Hy=1{(1,5,2,8,3,6,4,7),02),
Hs =((1,5,2,7,4,6,3,8),03 = (1,4)(2,3)), Hs=1((1,5,2,8,4,6,3,7),03).

Ces 6 groupes se répartissent en trois classes de L-conjugaison :
C1 = {Hi, Ha}, Co = {Hj3, Hs} et C3 = {H5, Hg},

avec Hy = 77 Hy7, Hy = 77 H37 et Hg = 7 'Hs7 et 7 = (5,6) € L.

D’aprés le théoréme BT il existe i € {1,2,3} tel que I = (e, H.I. La proposi-
tion permet ensuite de déterminer la classe associée & I sous la forme d’un critére
d’association.

A partir du polynéme R = x9+go(x1) de T et des permutations oy = (1,5,3,7,2,6,4,8)
de Hy et 09 = (1,6,2,5,3,7,4,8)(1,2)(3,4) de Hj, nous formons le polynéme P; =
01.R = 09.R = x¢ + g2(x5) qui appartient a nHecl H.I. De méme, nous construisons le
polynéme P = x+g3(z5) de (\yce, H-I et le polynome P = x¢+ga(5) de (e, H-I.
Les polynémes P; et P» ne peuvent appartenir simultanément & I car, si tel était le cas,
le polynome go(x5) — g3(z5) = Py — P, appartiendrait a I et, étant de degré strictement
inférieur & f, il diviserait f sur k. Il en va de méme, pour les couples (P, P3) et (P, P3).
Nous obtenons ainsi les critéres d’association :

1. si P; € I alors la classe Cq est associée & [ ;
2. si Py € I alors la classe Cy est associée a [ ;
3. si P3 € I alors la classe C3 est associée a I.

Supposons que Cq soit associée a I. Alors I est I'intersection de deux idéaux maximaux
(ceux de M(I)) : I = My N My avec H; = Dec(M;), i =1,2. Les ensembles W(H;) =
Hy + Hyi7 et ¥(Hj) sont les injecteurs de I dans M; et Ma, respectivement (voir
Théoréme B22).

Remarque 5.4.21. Nous constatons sur ’exemple ci-dessus que la proposition est
utilisable pour pré-établir des critéres d’association. Il s’agit d’une conséquence du fait
que les variables et les degrés des polyndémes intervenant dans l’ensemble triangulaire
engendrant I'idéal induit ne dépendent que du groupe de Galois de f.
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Le résultat de la proposition suivante est moins fort que celui de la proposition
BEZT9, mais il est parfois suffisant :

Proposition 5.4.22. S"il existe 0 € (\yce V(H) et g dans I tel que 0.9 ¢ I alors C
n’est pas associée a 1.

Démonstration. Montrons la contraposée de la proposition. Supposons donc la classe C
associée a I. D’apreés le théoréme A7 les injecteurs de I sont les W(H ) ot H parcourt
la classe C. La proposition ZZTY montre qu’alors

Dec(I) = (] T(H).

Hel

Le résultat découle alors de la définition du groupe de décomposition d’un idéal. []

Remarque 5.4.23. La recherche d’un polynéme g € I de la proposition B.A22 peut étre
restreinte & un ensemble de polynémes engendrant I.

5.5 Adjonction de relations a l’idéal induit

Donnons-nous un idéal I induit d’un idéal Iy. Il est parfois possible de construire,
sans colt supplémentaire, un idéal de Galois contenant strictement I. Dans ce para-
graphe, nous décrivons un tel procédé.

Pour pouvoir appliquer l'algorithme GaloisIdéal & ce nouvel idéal, nous devons,
comme pour [, connaitre un de ses injecteurs.

Proposition 5.5.1. Soit H un sous-groupe de Sy, vérifiant H C Inj(I, ). Soient o € H
et Re I. L’déal J =1+ (0.R) est un idéal de Galois contenu dans Idy(H.q).

Démonstration. Montrons l'inclusion J C Idy(H.«). Puisque H C Inj(I, «), nous avons
I C Idp(H.«) et il suffit donc de montrer que o.R appartient a Id(H.qa).

D’aprés la proposition 2220, le groupe H est inclus dans le groupe de décomposition
de Idi(H.a) et donc 0.R € Idi(H.a), d’ou U'inclusion.

Ceci implique, en particulier, que J est un idéal propre et, comme il contient les relations
symétriques, J est un idéal de Galois (voir Proposition ZZZ0l). O

Une conséquence immédiate de cette proposition est le corollaire suivant :

Corollaire 5.5.2. Reprenons les notations de la proposition BLAl Si F' = o.R est
de la forme x? + g(z1,...,25) avec d > 0 et deg, (9) < d et si l'ensemble S =
{fi,-- -, fi=1, F, fj+1,-- -, fn} engendre un idéal I' contenant I, alors S est triangulaire
séparable et I' = J.

Dans le corollaire B2 il suffit que F' soit un facteur de f; dans klx1,...x;] pour
que I’hypothése d’inclusion soit vérifiée.
Le résultat suivant montre que cette méme hypothése d’inclusion est vérifiée sous cer-
taines conditions moins contraignantes.

Corollaire 5.5.3. Reprenons les notations du corollaire B0 et supposons que F' soit
de la forme x;-l +9(21,...,7;), avec d = deg, (Idy(H.c)) et deg, (g) <d. Alors, J est
un idéal de Galois de f et il est engendré par l’ensemble S.
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Démonstration. D’apreés le corollaire A2 il suffit de montrer que f; € (S). D’apres la

proposition BTl nous avons la suite d’inclusions d’idéaux de k[z1, ..., z;]
<f1, . 7fj—17 F> - <f1, ceey fj_l,F, f]> C Idk(Hg) N ]{3[1‘1, R ,.%‘j].
Supposons, sans perte de généralité, 'ensemble 7 = {f1,..., f,} réduit et F' égal a sa

forme normale modulo 7. Nous avons I'isomorphisme suivant :

Kove ool (e 5. F) = (Koo gl [ £ gl ).

L’anneau R = k[z1,...,xj-1]/(f1,--., fj—1) est un produit de corps (voir [L1, Théoréme
4.4.14]), ainsi nous pouvons considérer le pged P de F' et f; en tant que polynome a
coefficients dans R (voir |11, Chapitre 3|). L’idéal (f;,F) de R est donc monogéne
engendré par P et, en tant qu’idéaux de k[x1,...,x,], nous avons 1'égalité

(fio-o s FYy = (f1oo s fimts P fig1s - fn)

Comme P est de la forme xf + h(z1,...,2;) avec deg, (h) < k et qu’il est inclus dans
Idy,(H.o) nous avons k > d. Mais comme P est le pged de F' et f; nous avons k < d et
donc k£ = d. Ainsi nous avons P = F et le corollaire s’ensuit. [

Soit H un groupe associé a I et contenant Galg(a), le corollaire (ou le corol-
laire B53) permet d’en déduire un polynéme F' et un idéal de Galois J = I + (F') de
f. Connaissant une ensemble triangulaire de générateurs de J, nous pouvons calculer le
cardinal de sa variété (voir Egalité (ZI1)). Si Card(V (J)) = Card(H) alors, d’aprés la
proposition 2228 J = Idy(H.«) et H est I'injecteur de J. Dans le cas ot H n’est pas
I'injecteur de J, nous pouvons, dans certains cas, calculer un injecteur de J.

Rappelons que L est I'injecteur de I'idéal I1 dont I est induit. Soit £ une transversale
a droite de L modulo Hyqy. Nous avons :

J =TI+ (F)= () Id(Hr.0)+ (F).
TEE
Soit E; l'ensemble des permutations 7 € E telles que F' € Idi(Ht.cr). Comme les
idéaux I et (F) sont inclus dans (.cp, Idp(HT.Q), I'idéal J = I + (F) 'est également.
La proposition immédiate suivante permet, dans certains cas, de calculer un injecteur

de J :

Proposition 5.5.4. Supposons que Galg(a) C H. Si nous avons l’égalité Card(V (J)) =

Card(E1) . Card(H) alors J = (\,cp, Idx(HT.Q) et Uinjecteur de J s’écrit :

Inj(J,a) = Z Hr.
TeE!

Ainsi, pour construire un injecteur de 'idéal J & partir de I et de la classe de L-
conjugaison de H, il faut pouvoir tester la condition de la proposition Bh4l; autrement
dit, nous devons connaitre F7. La proposition suivante permet, dans certains cas, de
calculer cet ensemble :

Proposition 5.5.5. Reprenons les notations précédentes. Une permutation T € {T1,...,Ts}
appartient & Ey dés qu’elle vérifie la condition suivante :

IR,0) eI xH ', F=0.R.
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Démonstration. Montrons la contraposée de cette condition. Supposons donc que la
permutation 7 n’appartient pas a Eq, i.e. F ¢ 7T = Idp(H7.cr). Nous avons donc, par
définition du groupe de décomposition :

V(R,0) € T x Dec(Z), F # o.R ,

puisque o.R € 1.
Comme I C 7, d’aprés la proposition 2220 nous avons

H™ ' C Dec(Idy(H™ ' .7)) (= Dec(Idp(Hr.q))) .

Donc, V(R,0) € I x H ', F#0.R. O

Application des résultats du paragraphe

Soit H un sous-groupe de S, vérifiant Galg(a) C H (donc H est associé a I).
Supposons que nous ayons calculé un polynéme F' = ¢.R comme dans le corollaire
Soit

V(H)=Hr+...+ Hr,

ou 7,...,T, sont les permutations tels que TiilH 7; vérifient les mémes hypothéses que
H pour le méme polynéme F' (au signe prés). D’apres la proposition B50 nous avons
{m,...,7} C E et donc :

Card(V(J)) > Card(E;) Card(H) > r Card(H) .

Le cardinal de V'(J) étant connu, si r Card(H) = Card(V (J)) alors, d’apreés la proposi-
tion BB nous avons Fy = {1,...,7.} et

Exemple 5.5.6. Soit I un idéal induit d’un idéal de rupture d’'un polynéme f de degré
8. Supposons que A(f) = 13,22, Notons fr(x1,x7) le 7-iéme polynome de T7. A I'aide
de la table 2 nous calculons 'ensemble des groupes H vérifiant Hyjy C Spag2 et
A(H) = A(f). Tous ces groupes vérifient L(H) = (8,13,2,13). En comparant avec
L(I) = (8,13,2,1,2,1), nous en déduisons, qu’en remplacant le polynéme f; de T par
une relation r7(xy, x5, z7) linéaire en x7, nous obtiendrons un idéal des relations de f.

5.6 Construction d’un algorithme

Dans ce paragraphe, nous décrivons une méthodologie & suivre pour établir les pré-
calculs d’un algorithme de détermination des injecteurs de tout idéal induit (voir Défi-
nition (2Z0)). Cette méthodologie met en ceuvre les résultats théoriques des paragraphes
précédents.

Ici nous nous restreignons au cas des idéaux induits d’idéaux de rupture. Cette étude
pourra étre généralisée au cas d’un idéal induit d’un idéal de Galois de k(aq)[x1, ..., zy]
puisque les résultats généraux des paragraphes précédents ont été écrits dans ce sens.

Soit n un entier positif. Nous allons établir les différentes étapes permettant de
construire un algorithme de calcul d’un idéal de Galois, ainsi que d’un de ses injecteurs,
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d’un polynéme irréductible f de degré n a partir d’un de ses idéaux de rupture. L’idéal
de Galois ainsi construit sera le plus proche possible d’un idéal des relations. Pour ce
faire nous allons étudier comment distinguer au mieux le groupe de Galois du polynéme

1.

Etape 1 : Distinction des degrés de rupture

Avec la table de rupture en degré n, nous déterminons I’ensemble E des entiers e tels
que 1,e € {A(G) | G € T(n)} (voir Chapitre Bl pour la notation 7 (n)). Les groupes
susceptibles d’étre les injecteurs des idéaux de rupture d’un polynéme de degré n sont
les Sy, ot e parcourt E.

Pour chaque élément e de F nous suivons alors les étapes qui suivent. Fixons e dans
E, L = S; . l'injecteur d'un idéal de rupture d’un polynome f tel que A(f) =e et I un
idéal induit d’un de ces idéaux de rupture. A I’aide de la table de rupture de degré n
nous pouvons déterminer ’ensemble

G={GeTn) | AG)=1,e}.

Un polyndéme f tel que A(f) = e aura donc son groupe de Galois dans G.

Pour un groupe G dans G, nous avons vu au paragraphe B4l que les S,,-conjugués
de G qui sont des groupes de décomposition d’un idéal maximal contenant I sont exac-
tement ceux qui sont dans A(L). Il devient naturel de définir 'ensemble

A(L,G) = {G° | o € Sy} NA(L).

Etape 2 : Calcul de A(L) et des ensembles A(L, G)

Avec 'un des systémes GAP (voir [44]) ou MAGMA(voir [2(]), sont calculés les en-
sembles A(L,G), pour tout groupe G € G. L’ensemble A(L) est obtenu avec 1'égalité

A(L) = | J AL, G). (5.1)
Geg

D’aprés le théoréme B4, comme nous cherchons & exhiber un injecteur de 'idéal I
nous pouvons nous restreindre aux classes de G selon la relation R définie par : Soient
G1 et G5 deux groupes de G. Alors

G1RGy si H(Hl,HQ) € .A(L,Gl) X A(L, Gg) tq \I’(Hl) = \I’(HQ) .

Nous cherchons maintenant & discriminer certaines de ces classes.

Etape 3 : Discrimination des classes de G/R

Il s’agit d’utiliser des critéres pour distinguer les classes de R-équivalence de G afin
d’étre en mesure de déterminer la classe de R-équivalence du groupe Galy(f) (parité
du groupe de Galois, critére de Dedekind, etc). En fait, il faut chercher, pour chaque
classe, des informations communes aux groupes de cette classe qui la discriminent des
autres classes. Dans le cadre de cette étude, en plus des critéres classiques (parité du
groupe de Galois, critére de Dedekind, etc), nous disposons du critére décrit ci-apres.
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Test du groupe de décomposition

D’aprés le corollaire B3 nous savons que si L est U'injecteur de I'idéal I; alors Card(V (1)) =
n Card(L). Supposons que, pour un groupe G € G, nous ayons Card(G) = n.Card(L)
alors

Card(G) = Card(V (1)).

Par suite, pour tout H € A(L,G), V(H) = H et nous sommes en présence de deux
cas :

1. Casou Dec(I) € A(L,G). Comme, dans ce cas particulier, pour tout M € M(I),
Dec(M) C Dec(I) (voir Proposition ZZZTH) et Dec(M) € A(L) (voir Remarque
EZT1d), l'algorithme GaloisIdéal peut étre utilisé avec pour paramétres I, son
injecteur Dec(I) et la liste des sous-groupes de Dec(I) dans A(L).

2. Cas ou Dec(I) ¢ A(L,G). Le groupe de Galois Galg(f) n’est pas dans la classe
de R-équivalence du groupe G. Pour tout groupe G’ de cette classe, aucun groupe
de A(L,G’") n’est associé a l'idéal I.

Une fois qu'un maximum de classes de R-équivalence de G ont été discriminées, nous

cherchons & associer une classe de L-conjugaison a l’idéal I pour calculer son injecteur.

Etape 4 : Discrimination des classes de L-conjugaison dans A(L,G)

Dans cette partie, nous considérons Cjy une classe de R-équivalence de G. Nous

sommes en présence de deux cas :

4.1 Hexiste G € Cy tel que tous les groupes de A(L, G) soient L-conjugués entre eux.
Si Galg(f) € Co (pour ce test, voir Etape 3) alors tous les groupes de A(L, Q)
sont associés a I et ses injecteurs sont les W(H) ou H parcourt A(L,G) (voir
Théoréme B22).

4.2 I’hypothése du Cas 4.1 n’est pas vérifiée. Soit G € Cj. Les résultats du para-
graphe sont utilisés pour se ramener au Cas 4.1. Afin de pouvoir faire des
pré-calculs, la méthode est de fixer une classe de L-conjugaison dans A(L, G) et de
déterminer quelles permutations il faudra opérer sur tout idéal induit I afin que
cette classe lui soit associée (dans le cas ou Galg(f) € Cj sinon ce sera impossible).

11 est aussi possible d’appliquer cette étape avant la troisiéme afin d’éliminer plus faci-
lement des classes de R-équivalence de G. Ce qui suit n’est pas exactement une étape
puisque cette étude peut étre faite aprés ou avant chacune des étapes 2 et 3.

Etape 5 : Adjonction de relations

Nous utilisons les résultats du paragraphe (Corollaire et Proposition B5.7)
afin de savoir s’il sera possible de calculer un idéal J contenant strictement I. Cette
étape b peut intervenir & tout niveau de I'étude et permet parfois d’éviter de résoudre
les problémes soulevés dans 1'étape 3 et/ou dans le cas 4.2 de 1'étape 4. A cet égard,
I’étude faite pour le degré 8 illustrera parfaitement toutes les situations possibles.

5.7 Etude en degré 8

Pour illustrer ces résultats, nous avons choisi d’étudier le degré n = 8. L’objectif est
I’élaboration d’un algorithme de calcul d’un idéal des relations M = Idi(a), ol « est
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un octuplet des racines de f, et du groupe de Galois correspondant Galy(a)) = Dec(M)
(ce groupe est rapidement calculable avec 'algorithme décrit dans [3]).

Nous excluons le cas ou A(f) =7, c’est-a-dire celui ou le groupe de Galois de f est
2-transitif. Nous supposons construit un ensemble triangulaire

T[ = {fl(.%'l), N ,fg(.%'l, e ,.738)},

de générateurs de 'idéal I induit d’'un idéal de rupture de f d’injecteur L. Nous avons
L= 5y a0)

Les groupes 87T; de I’ensemble 7 (8) sont notés T;. Nous utilisons des groupes conju-
gués G; = T;" des groupes T; ou les permutations ¢; sont données ci-dessous :

o6 = (2,7,6,3,5) o7 = (2,7,3,4,5)(6,8)

98 = (4’ 8)(2’5’3a6’ 7) 12 = (2 7 6 4 5)

o3 = o094 =(2,4,6)(578) | o = (2,4,6,7,8,3,5)

oir = (2,3,4,5,6,8) oz = (1,5)(2,7)(3,8)(4,6)
o9 = (2,3)(4,7,6,8) o1 = (2,7,6,8,3,5)

939 = (27 6)(77 8) 033 = ( )

— pour i € {23,38,40,44}, 0; = (2,5)(4,7) et,
— pour i € {46,45,42,41, 34,33}, 0; = 047.

Dans les paragraphes suivants et a l'aide de la table de rupture en degré 8 (voir

Tables E2)), nous appliquons la méthodologie prescrite au paragraphe en examinant
les différentes situations possibles en fonction de A(f).

571 A(f) =17;ie. L= Sis et £(I) = (8,17)

G/R = {1} AT AT AT 1 {75} Lidéal induit I est un idéal M des rela-
tions du polynome f;

Ezemple 5.7.1. Le polynéme irréductible f = 28 + 82% + 202* + 1622 4 2 se factorise,
dans k(aq), en le produit de facteurs irréductibles :

(z — a1)(z + a1)(z — af — 3a1)(z 4+ o 4 3a1)(z — af — 5af — 5ag)
(z + of 4+ 503 4 5a1)(x — af — 7ad — 1403 — Tan)(z + af + 7af + 1403 + Tan).
Nous avons Dec(M) = T{ avec 0 = (2,3,7,8,5)(4,6) et

M = (f(x1), 2+ 21, 23 — 27 — 311,
x4+x§+3x1, x5 — x5 — bat — bxy, x6 + x5 + 5xs + 5y,
xp —x] — Tad — 142 — Tay, xg + x4+ 72 + 1423 4 7).

5.7.2 A(f)=1%2%;ie. L= Snoe et £(I) = (8,13,2,1,2,1)

G/R = {{Tr}. {Ty }, {T:5},{T}}}}. Pour tout H € A(L), nous avons L(H) =
(8,13,2,13). En comparant avec L£(I), nous savons que nous cherchons une relation
de la forme r7 = x7 + h7(x1,...,26) pour obtenir un ensemble triangulaire 7" =
{f1,--., fe,77, fs} engendrant un idéal des relations M. Les polynomes fo et f3 de
T; sont respectivement de la forme z9 + go(x1) et z3 + g3(x1).
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La parité de Galy(f) permet de distinguer deux cas (voir Etape 3).

Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe impair 77.

Ce cas a été traité dans 'exemple oil est décrit un critére d’association (Etape
4). En utilisant le théoréme BATT] il est possible de réordonner les facteurs de premiére
rupture pour que la classe de L-conjugaison dans A(L) associée a I soit celle de G7
(ceci est équivalent a zg + go(x5) € I).

En appliquant le corollaires et la proposition BE54l & H = G7, nous obtenons la
relation r; = x7 + g3(x5) de T" avec Dec(M) = G (Etape 5).
Cas B Gal(f) € Gt = {17, T5, T4}
Pour G € GT, notons C;(G), i = 1,2, 3, les trois classes de L-conjugaison dans A(L,G).
Chaque classe est constituée de 2 groupes. En raisonnant comme dans I'exemple 20
pour chaque groupe G' € G, nous obtenons le critére d’association suivant (Etape 4) :
1) si wg + ga(xs) € I alors I est associé a C1(G);
2) si xg + ga(w5) € I alors I est associé a Co(G) ;
3) si xg + g3(zs) € I alors I est associé a C3(G).

Supposons l'idéal I induit de f associé a C1(Galg(f)). Quelque soit i € {9,10,11} il
existe H; € C1(T;") et une permutation o € H; telle que r7 = o.f2 = x7 + ga(w5) (Etape
5). L’ensemble triangulaire 7" étant ainsi obtenu, il reste & déterminer lequel des trois
groupes H;, i =9,10,11, est le groupe de décomposition de M = (T").

5.7.3 A(f)=1%4;i.e. L= Su et L(I)=(8,1%4,3,2,1)

G/R = {{Tv7},{T5}}. Pour tout H € A(L), L(H) = (8,1%,4,1,1,1). Nous cher-
chons deux relations de la forme rg = x¢ + hg(z1,...,25) et 77 = x7 + hr(x1, ..., 6)
pour obtenir un ensemble 77 = {f1,... f5,76,77, fs} engendrant I'idéal M. Les poly-
nomes fo et f3 de T7 sont respectivement de la forme o + go(z1) et x3 + gs(x1). Le
calcul du discriminant de f permet de distinguer deux cas.

Cas A Le groupe de Galois de f est le groupe pair ng.

Les groupes de A(L, Tl'g) sont L-conjugués (Etape 4, Cas 4.1). A 'étape 5, nous trouvons
les relations rg = xg + g4(x5) et r7 = x7 + g2(25) de T” avec Dec(M) = Gis.

Cas B Le groupe de Galois de f est le groupe impair T}7.

L’ensemble A(L, T17) est constitué de 3 classes C; de L-conjugaison de 6 groupes chacune
et satisfaisant le critére d’association suivant :

1) si 2y + ga(x2) € I alors I est associé a Cy ;

2) si xy + g3(z2) € I alors I est associé a Ca;

3) si &1 + ga(x2) € I alors I est associé a Cs.

Supposons la classe Co associée a l'idéal induit I. A I’étape 5, nous trouvons les
relations 14 = xg + g3(x5) et r7 = 27 + go(x5) de T" et Dec(M) = G7.

5.7.4 A(f)=1,2%;i.e. L=Spgs et £(I) =(8,1,2,1,2,1,2,1)

I1y a4 classes de R-conjugaison dans G : {Ts}, {Ts}, les sous-groupes de Th7 et ceux
de T3; dans G. Comme Card(7T57) = Card(T3;) = 8. Card(L) = 64, le calcul du groupe
de décomposition Dec(I) permet de distinguer trois cas (voir Etape 3) :

Cas A. Dec(I) € A(L,Ty7) (i.e. Dec(I) est conjugué a Toy).

Nous avons, pour tout a € V(I), Galg(a) C Dec(I) = Inj(I). Selon la parité du groupe
de Galois, le calcul de M est réalisé avec I'un des appels GaloisIdéal(Dec(l), Ty,
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[H201) ou GaloisIdéal(Dec(I), 17, [Higl), ot Hig et Hog sont des sous-groupes de
Dec(I) conjugués respectifs de Tig et Thh.

Cas B. Dec(I) = G331 (car A(L,T51) = {G31}).

Selon la parité du groupe de Galois, le calcul de M est réalisé avec I'un des appels
GaloisIdéal(Gsy,17,[G21]1) ou GaloisIdéal(Gsy, 1T, [Gos]), oul les groupes Goy et
G2 sont les uniques sous-groupes de G351 conjugués respectifs des groupes 151 et TQ;.

Cas C. Dec(I) ¢ A(L,Ty7) et Dec(I) # Gs1
Lorsque les cas A. et B. ne sont pas vérifies, Gali(f) € {Ts,T3}. Or, tout groupe G
de A(L,Ts) U A(L, Tg) vérifie L(G) = (8,1,2,1°). Nous savons donc que deux relations
linéaires r5 = x5+ hs(x1,3) et r7 = x7 + hr(x1, x3) sont & déterminer. Le polyndme fo
de Tt est de la forme o + ga(z1).

Pour G = Tg ou G = Ty, en notant C;(G) les 3 classes de L-conjugaison de A(L,G),
nous avons le critére d’association suivant :

1) sizg+ go(x3) € I alors I est associé a C1(G);

2) si xg + ga(ws5) € I alors I est associé a C2(G);

3) si g + ga(wy) € I alors I est associé a C3(G).

Supposons Ca(Galg(f)) associée a l'idéal I. Les groupes Gg de Co(Tg) et Gs de
Ca(Tg) permettent d’obtenir la relation linéaire r7 = z7 4+ ga(x3) et l'idéal J = I + (r7)
est l'intersection de deux idéaux des relations (voir Egalités 4] et Z9). Pour i = 6,8,
lautre groupe de la classe C2(7;) permettant de rajouter cette relation est H; = GY
avec 0 = (5,6).

Le calcul d’un idéal des relations peut alors étre réalisé par I'appel

GaloisIdéal(L;,Ty,[Gy])

ou L; = G;+G,0o (i = 6,8) est I'injecteur de J selon que le groupe de Galois est Tg ou Tk.
(Pour le calcul de L;, voir Théoréme et Proposition B50]). La proposition BZ11
permet d’identifier le groupe de Galois en déterminant lequel des ensembles Lg ou Lg
est un injecteur de J.

5.7.5 A(f) =1,2,4;i.e. Ly= Spaq et L(I) = (8,1,2,1,4,3,2,1)

Dans 'ensemble G, tous les groupes sont R-équivalents car ils sont tous des sous-
groupes du groupe T35 de G. Les degrés des facteurs de ruptures étant distincts deux-a-
deux, il n’y a qu’une classe de L-conjugaison dans chaque ensemble A(L,G), pour tout
G € G. Nous passons donc les étapes 3 et 4 et arrivons a 1’étape 5.

En comparant £(Gs5) = (8,1,2,1,4,1,2,1) a L(I) et en considérant le polynome fo
de la forme z9 + g2(x1), nous trouvons 'idéal J d’injecteur G35 et engendré par

Ty ={f1, - f5, 26 + g2(x5), f7, fs}.

L’ensemble des groupes de Galois des éléments de V' (.J) est celui des sous-groupes de G35
inclus dans A(L, Galg(f)). Selon que le groupe de Galois Galg(f) soit pair ou impair,
le calcul se termine par les appels respectifs :

GaloisIdéal(Gss, Ty, [Ggg,Glg,ng]) et
GaloisIdéal(Gss, 17,[G2s, Gas, G0, G5, His)),
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ot Hyg = T1(§73)(4,8)(677) et Hys = T1(§,8,6,7,4,5)_
Le groupe de Galois sur k(aq) du facteur de rupture f5(aq,x) = xt + g(ar,x) de f

départage ng et T;{) ; de plus, la parité de ce groupe de Galois détermine si Galg(f) est
ou non T35 (voir Table EL2).

5.7.6 A(f)=1,32;ie. L=2Spgp et L(I)=(8,1,3,2,1,3,2,1)

Nous avons G/R = {{T}5, T}, T5 }, {T15 }}. Bien que, pour chaque groupe de G, 'en-
semble A(L, G) posséde plusieurs classes de L-conjugaison et que G posséde plusieurs
classes de R-équivalence, ’étape 5 va pouvoir s’appliquer dés le départ. La relation fo
de Tt est de la forme x9 + go(x1). Pour tout groupe de A(L), il existe un groupe G dans
sa classe de L-conjugaison tel que rg = xg + g2(x3) et 77 = x7 + g2(x4) appartiennent
a Idg(G.«) (voir Corollaire BEE03)). L’ensemble Ty = {f1,..., f5,76,77, fs} engendre un
idéal de Galois J tel que Hle degy,(J) = Card(T4) = 48. Nous passons a 'étape 3
avec l'idéal J a la place de I.

Cas A Dec(J) € A(L, Tay) = {Gay, TS2HVENY
Galg(f) € {Ts4,T13,T14}. Ordonnons les facteurs de premiére rupture de f de sorte que
Dec(J) = Ga4. Le calcul de I'idéal M est réalisé avec I’appel
GaloisIdéal(Gay, Ty,[Gis,Gra]).

Cas B Dec(J) n’est pas un conjugué de Toy.
Le groupe de Galois est alors Tis. Les conjugués de Tho appartenant a A(L) ne forment
qu’une seule classe de L-conjugaison. D’aprés le théoréme A2 nous savons que ’'idéal
des relations M peut étre choisi de telle sorte que Inj(J, M) = G12 + G12(3,4)(6,7).
Son calcul peut se faire avec 'appel

GaloisIdéal( Gio + G12(3,4)(6,7), Ty, [Gi21).

Remarque 5.7.2. Si le groupe de Galois d’un des facteurs de rupture de degré 3 est 375
(i.e. S3) alors Galg(f) = Ty}, (voir Table EZ).

5.7.7 A(f)=1,6;ie. L=5p:4et £(I)=(8,1,6,54,3,21)

Le groupe de Galois est un sous-groupe de Tyy. Le polynéme fo de T; est de la forme
T9 + go(x1). A Tétape 5, avec L(Gy4) = (8,1,6,1,4,1,2,1), nous trouvons l'ensemble
triangulaire Ty = {f1, fo, f3, x4 + g2(x3), f5,26 + g2(x5), f7, fs} engendrant l'idéal J
d’injecteur Gy4. Les calculs se terminent, selon la parité de Galg(f), avec
GaloisIdéal (Ga4,T7y, [G;{g , Gfg] ) ou
GaloisIdéal(G44 ,TJ N [G40, Ggg, G23] )

5.7.8 A(f)=3,4, L =S54 et L(I) = (8,3,2,1,4,3,2,1)

Le groupe de Galois est un sous-groupe de G47. Nous avons [ [, degy, (I) = Card(Gaz).
D’aprés la proposition 2228 le groupe G47 est 'unique injecteur de I. Selon la parité
du groupe de Galois de f, nous terminons le calcul de M avec

GaloisIdéal(Gar, Ty, [Gfs, G, G, G, GR1)
ou GaloisIdéal (Gu7,17, [Gagl).
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5.8 Expérimentations et remarques

Dans cette partie, nous comparons notre algorithme & ’algorithme classique de fac-
torisation dans les extensions successives. Nous avons fait nos comparaisons pour des
polynémes irréductibles de degré 8 a coefficients dans Q en nous basant sur I’étude du
paragraphe précédent.

Nous appellerons FEGI (algorithme de Factorisation dans les Extensions puis algo-
rithme GaloisIdéal) l'algorithme que nous proposons dans ce chapitre. Nous allons le
comparer & celui de [@] que nous appellerons FE.

Nous avons implanté les deux algorithmes dans le systéme de calcul formel MAGMA.
Nous avons choisi ce logiciel car il permet de travailler avec toutes les structures mathé-
matiques dont nous avons besoin (groupes symétriques, polynémes univariés et multi-
variés, algébres affines ...).

L’utilisation de la factorisation de polynomes & coefficients dans un corps de nombres
(non trivial) a mis en évidence un bogue (maintenant connue par I’équipe de dévelop-
pement du logiciel MAGMA). Nous avons donc implanté 'algorithme de factorisation
donné dans [1], version améliorée de celui de Trager (voir [L01]) et utilisé cet algorithme
dans les cas ot des problémes se sont posés.

Pour nos comparaisons, nous avons utilisé des polynoémes de la base de données de
J. Kliiners et G. Malle (voir [59]). Les temps de calcul, en “cpu-seconde”, sont recensés
dans le tableau Bl Pour chaque ligne, la premiére colonne contient le polynéme consi-
déré, la seconde son groupe de Galois sur Q, la suivante I'ordre de ce groupe, et les
deux derniéres donnent respectivement le temps de calcul des algorithmes FE et FEGI.
Tous ces tests ont été effectués sur Gruria4 [50] de la grappe Médicis. Remarquons que
I'implantation de l’algorithme FE faite dans le logiciel RisA/ASIR |91] (interfacé avec
PARI |88] version 2.2.5 pour la factorisation des polynomes a coefficients rationnels)
nous a donné des temps équivalents a ceux de notre implantation en MAGMA.

| f | Gal(f) | [Gal(f)] | FE | FEGI |
2% — " — 72 +52° + 152 — 72° — 1022 + 22 + 1 8T 47 1152 1085.54 | 0.10
2® 4+ 727 — 102°% — 1312° — 2002 + 1312% + 38222 — 191 8Tus 576 2509.58 | 16.81
22— —at -1 8T 44 384 37.8 0.11
2 -z —dax® + 22 322 -z —1 8T 40 192 50.7 58.1
2+t -4z +1 8T49 192 10.54 0.17
2% — 327 — 1325 + 182° + 422 — 172> — 3122 + 22 + 4 8T 192 59.78 | > 200
25 +22% — 1227 — 327 + 11 8T55 128 3.53 0.32
2® 4+ 227 — 2725 — 932° — 321 + 2722 + 26322 + 3520 — 2 | 8752 96 51.8 > 100
28 4+ 122°% + 482% + 7222 + 31 8T, 64 0.66 0.26
22— — T+ %41 8T 64 2.03 0.65
2 —5x° — 3zt —52° +1 8Thg 64 1.8 1.44
22— 2" —x° + 252% — 5423 + 5022 — 8z + 9 8Ths3 48 2.9 0.87
25+ 2% + 227+ 4 8T 32 0.63 0.82

TaB. 5.1 — Temps de calcul.

Méme si le logiciel MAGMA est doté d’une implantation de l'algorithme de factori-
sation de van Hoeij (voir [109]) pour les polynomes a coefficients rationnels, si un tel
algorithme adapté aux polynomes a coefficients dans une tour d’extensions existait nous
obtiendrions probablement de meilleurs temps pour I'algorithme FE. Dans le cas o les
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coefficients appartiennent & une extension simple de Q, une telle factorisation existe
dans le systéme PARI depuis la version 2.2.5 (voir [8§]). C’est une implantation d’un
algorithme de K. Belabas (voir [16]).

Comme nous pouvons le voir dans le tableau L1l notre méthode nous a donné des
résultats intéressants. Pourtant, nous ne pouvons garantir de tels temps pour d’autres
exemples. En effet, I’algorithme GaloisIdéal nécessite des calculs de résolvantes sépa-
rables qui peuvent étre parfois laborieux & mener & terme. Lors d’un tel calcul il faut
pouvoir trouver un élément séparant et ceci se fait de maniére aléatoire, tout en étant
assuré que l'on finira par en trouver un. Dans [2§], A. Colin donne un ensemble fini
d’invariants dans lequel on est str d’en trouver un qui soit séparable. Dans nos tests,
c’est par exemple ce qui s’est passé pour les polynémes de groupe de Galois 8753 et
8T32. Dans ces deux cas nous avons arrété les calculs aprés plusieurs calculs (une cen-
taine au moins) de résolvantes qui n’étaient pas séparables. Ce méme genre de probléme
est aussi rencontré dans les algorithmes de calcul de représentation univariée rationelle
(voir [93]), mais dans ce cas, les invariants permettant de trouver un élément séparant
sont tous linéaires et ce dernier est beaucoup plus facil a calculer.

Il devient alors naturel de penser a remplacer 'utilisation de I’algorithme GaloisIdéal

par un autre calculant des corps de décomposition.
Par exemple, A. Valibouze propose de le remplacer (voir [108]) par lalgorithme de
Yokoyama (voir [113, Section 5.3] et Chapitre [) dés que la connaissance du groupe
de Galois est acquise (on pourra aussi appliquer la méthode de Mckay et Stauduhar
(voir [75])). Pour pouvoir faire un tel remplacement, il faut encore étudier le moyen de
passer des informations obtenues aprés des factorisations dans des extensions aux objets
nécessaires a 'entrée de l'algorithme de Yokoyama. En effet, cette méthode nécessite
de connaitre I'action exacte du groupe de Galois sur des approximations p-adiques des
racines du polynoémes. Tout de méme, cette idée est trés prometteuse dans le cadre du
calcul simultané du groupe de Galois et de I'idéal des relations. C’est pourquoi, il serait
intéressant de poursuivre cette étude dans un travail futur.

Tout au long de ce chapitre nous avons supposé le polyndéme f irréductible sur
k, mais notre méthode est généralisable aux polyndémes réductibles en 'appliquant a
chacun de ses facteurs et en utilisant les résultats du paragraphe EZ4l De plus, les
résultats de ce chapitre permettent d’utiliser inductivement notre méthode dans les
extensions supérieures. Pour pouvoir mettre en pratique cette généralisation, nous nous
sommes placés dans le cas d’un idéal Iy contenant un idéal de rupture de f dés le
paragraphe Elle pourra donc, en particulier, étre appliquée & certains polynoémes
de groupe de Galois 2-transitif.
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Chapitre 6

Idéal des relations d’'un polynoéme
dihédral

6.1 Introduction

Soit f un polynoéme & coefficients dans k de degré n > 5. Dans ce chapitre nous
appliquons les résultats du chapitre Bl dans le cas particulier ot I'on sait que le groupe
de Galois de f est de type dihédral. Ainsi, nous voulons calculer une base triangulaire
d’un idéal des relations I de f et Dec(I) a partir de la factorisation de f sur un de ses
corps de rupture L.

Dans le cas particulier n = 5 et k = Q, Spearman et Williams donnent dans [9§],
des formules qui, a partir de deux racines de f et de sa factorisation sur son corps de
rupture L, permettent de retrouver les trois autres. Dans ce chapitre nous proposons un
algorithme qui, a partir de la factorisation de f sur L, permet de calculer un ensemble
triangulaire de générateurs d’un idéal des relations de f et ceci en ne faisant que des
calculs de formes normales. De plus, nous aurons en sortie le groupe de décomposition
de cet idéal.

La méthode que nous proposons ici est symbolique puisque nous fournissons une
représentation en tour d’extensions du corps de décomposition de f. Elle peut donc étre
vue comme une généralisation symbolique du résultat de Spearman et Williams.

De plus, nous donnons le nombre maximal de formes normales nécessaires au cal-
cul de 'idéal des relations. Ce nombre est borné par O(n?) mais nous obtenons aussi
le résultat particulier suivant : dans le cas n = 5 aucun calcul n’est nécessaire pour
construire un idéal des relations de f a partir des données du probléme f.

Notation Dans ce chapitre nous utiliserons la notation suivante :
D,, sera la représentation symétrique du groupe dihédral de degré n, défini comme
le sous-groupe de S, engendré par le produit de transpositions :

[ (2,3)---(n—1,n) n impair
71 (@23)-(n—2,n—1) npair

et le cycle

f (,2,4..00,2k,...,n—1,n,...,2k—1,...,5,3) nimpair
7T\ 2,42k, ... ,nyn—1,...,2k—1,...,5,3) n pair
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par exemple, si n =5 (resp. n = 8) alors 7 = (2,3)(4,5) (resp. 7 = (2,3)(4,5)(6,7)) et
o=(1,2,4,5,3) (resp. o = (1,2,4,6,8,7,5,3)).

6.2 Reésultat principal

Dans ce paragraphe, nous fixons un polynéme g € k[z] irréductible de degré n > 5.
Nous supposons que son groupe de Galois est de type dihédral, c’est-a-dire Galg(f) =
D,,. Un tel polynoéme sera dit dihédral.

Le résultat qui suit donne le type de factorisation d’un polynéme dihédral dans son
corps de rupture.

Proposition 6.2.1. Soit a1 une racine g.
La factorisation de g sur son corps de rupture k(ay) est de la forme :

(x —a1)ga(ar, @) ... gni (o, ) n impair

2
(@ —a1)g2(ar, @) ... guo(ar, z)(z —beyq(a1)) npair

ot gi(t,x) = 2% + b;(t)x + a;(t) et a;, b; sont des polynome en une variable de degré au
plus n — 1.

Démonstration. Le groupe de Galois de g sur le corps k(aj) est donné par
Stabp, (1) = {s € D, |s(1) = 1},
qui est défini explicitement par :

[ {(2,3)---(n—1,n)) n impair
Stabpy (1) = { (2.3) -+ (n—2m 1)) pair

Les orbites de I’action de Stabp, (1) sur 'ensemble {1,...,n} sont :

{1},{2,3},...,{n—1,n} n impair
{1},{2,3},...,{n —2,n—1},{n} n pair.

D’aprés la proposition le résultat suit. O

Nous étudions maintenant les idéaux de rupture (voir Définition B22T]) de g. En fait,
ici les idéaux considérés ne sont pas de rupture au sens strict du terme puisque ’ordre
croissant selon les degrés de rupture n’est pas conservé (dans le cas n pair) mais la
théorie reste la méme.

Proposition 6.2.2. Reprenons les mémes notations que dans la Proposition [ 2. Nous
pouvons renuméroter les facteurs quadratiques de g (sur k(aq)) de telle sorte que l'idéal
11, engendré par l’ensemble triangulaire Ty, est un a-idéal de Galois ot v est un n-uplet
de racines de g vérifiant Galg(a) = D,.
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6.2. Résultat principal

n impair : n pair :

fi :g(xl)
f2 = ga(z1,72)
fa =x3 + 22 + ba(x1)

fi :g(xl)
f2 = ga(x1,22)
fa =x3 + x2 + ba(x1)

foi = gz‘+1($1, xzz‘)

T = i — Gi 1, T2 T =
1 f2 9+1( 1 2) 1 f2i+1 =$2i+1+$2i+bzi($1)

foit1 = Tait1 + T2 + bai(x1)

fn*2 = gn/Q(xlv'rn72)
fn—l =Tp_1+Tp—2+ bn/?(-rl)
fn =2Tn + bn/2+1($1)

Jn-1= 9ns1)/2(21,Tn1)
fn =Ty +Tp—1+ b(n+1)/2(-r1)

Démonstration. Comme A(D,) = 1,2,...,2 dans le cas o l'entier n est impair et
A(D,) =1,2,...,2,1 dans le cas ou n est pair, en appliquant le théoréme BZTT] nous
avons le résultat. [J

Plus particuliérement, nous avons dans le cas n =5 :

Corollaire 6.2.3. En reprenant les méme notations que dans la proposition [LZA Si
le degré de g est b alors aucune renumérotation n’est nécessaire pour obtenir l’idéal I.

Démonstration. Lorsque n = 5, d’aprés la proposition E21] nous avons deux facteurs
quadratiques de g sur k(aq), ainsi il y a deux numérotations possibles. Soient (77) et
(73) les deux idéaux triangulaires correspondants, construits comme dans la proposi-
tion D’aprés la proposition EZ2 au moins un des deux idéaux est un a-idéal de
Galois avec Gal(a) = D,,, fixons (77) comme étant un tel idéal. Clairement nous avons

T =A{w-f}ren
ott w = (53)(24). Ainsi (73) est un (w™!.a)-idéal de Galois avec
Galgy(w™t.a) =w ™! Galg(a).w.
Le groupe G = w™! Galg(a)w = w ! Dsw est engendré par les permutations
(23)(45)(14235)

Soient 7 = (23) une permutation de S; 22 qui est une partie de son injecteur de (73) et
posons 3 = a. Alors (73) est un ((23).53)-idéal de Galois avec

Galg((23).8) = G?3) = D;.
Le résultat suit. O

Remarque 6.2.4. En terme d’association (voir Paragraphe BA3)) le résultat précédent
revient & dire que tous les S,-conjugués de Ds dans A(S12,2) sont S22 conjugués. On
pourrait se demander s’il en est de méme pour Dg mais ¢a n’est pas le cas. En effet, en
partant d’un ensemble triangulaire 77, la seule renumérotation possible se fait & 1'aide
de la permutation 7 = (34)(52) (par exemple) et nous avons en MAGMA :
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Chapitre 6. Idéal des relations d’un polynéme dihédral

D6:=PermutationGroup<6|S!(2,3)(4,5), S!(1,2,4,6,5,3)>;
tau:=S!(3,4) (5,2);

Sle:=PermutationGroup<6|S!(2,3), S!(5,4)>;
ens:={D6"(s~(-1)) : s in Sle};

D6"tau in ens;

false

V V V V V

Ainsi Dg n’est pas un S 2,2 1-conjugué de Dsg.

Le proposition qui suit permet de construire I'idéal des relations I(«) avec Galg(a) =
D,, a partir de I'idéal I7. Ici nous appliquons les résultats du paragraphe

Proposition 6.2.5. En reprenant les mémes notations que dans la proposition [0.2.2
L’ensemble Ty qui suit est une base de Grobner de l'idéal I(c).

n impair : n pair :
f n
2
Je fs
fs

b
xg + 21 + ba(x2) $4'+ 71+ b(22)

T={ ° T={ aotans+h
o + Tai3 + bi(z2) ?2' + 22i—3 + bi(x2)
2i+1

f2i+1

' e b
Tn—1 + 1 + b(nfl)/2($2) ; 12 + 1 + ( 2)/2(1'2)
fn fn_

Démonstration. Par construction 'ensemble 7 est triangulaire, ainsi c’est une base de
Grobner et il suffit de montrer qu’il engendre I’a-idéal des relations.
Soit w la permutation de D,, définie par w = o7. Alors

w:{ (12)(34)...(n—2n—1) n impair
)B34)...(n—1n) n pair

Pour tout entier impair k = 2i — 1 ot 7 € [2, L%J]], nous avons :

w.fr =w.(xg + zp—1 + bip1(x1)) = Tpt1 + Tp—2 + biy1(z2).

Comme les ensembles

{f1, fa, x3 + hs(x1,22), ...,z + hi(z1,...,2i-1)}

sont clairement triangulaires, nous pouvons appliquer la proposition inductive-
ment :

I =T1)+ (w.f3) + {(w.f5) + ... + (w.fm),

ou m est le plus grand entier impair inférieur & n — 1. Finalement I est engendré par
I'ensemble 7 et est clairement maximal. La proposition izl assure 'inclusion I C I(«)
et donc I est I’a-idéal des relations. [
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6.2. Résultat principal

Remarque 6.2.6. Bien sir, la derniére relation de I’ensemble 7 peut étre remplacé par
la dernier module de Cauchy x,, + Z,—1 + ... + 1 + ¢ ol ¢ est le coefficient de z™~!
dans g.

Maintenant, si l’on veut pouvoir utiliser la proposition il faut avoir une méthode
effective pour renuméroter les facteurs quadratiques de g sur k(a) pour avoir un idéal Iy
associé & D,,. Ainsi nous allons fournir des critéres d’association (voir Paragraphe B23)).

Proposition 6.2.7. Avec les notations de la proposition [.23 et la proposition [G.Z3.
Si les facteurs de g sur k(o) sont numérotés de telle sorte que

(T) C(T)
alors Ty est associé au groupe D,,.

Démonstration. Supposons les facteurs g1, ..., gs de g numérotés de telle sorte que I'in-
clusion (77) C (7), soit vérifiee. Comme nous l’avons vu dans la preuve de la proposi-
tion B2ZA I'idéal (7') est maximal. Ainsi, si l'on note 8 un élément de V' ((7)) alors (7)
est un G-idéal de Galois

La forme de ensemble 7 nous renseigne sur le fait que Galy, (8), qui est un conjugué
de D,,, contient ces deux permutations : B

w:{ (12)(34)...(n—2n—1) n impair
(12)(34)...(n—1n) n pair

:{ (23)(45)...(n—1n) n impair
(23)(45)...(n—2n—1) n pair

Ainsi Galy () contient wy = o, donc (71) contient 8 et Galy(3) = Dy,. O

Nous pouvons a présent donner un algorithme pour le calcul d’une base triangulaire
d’un idéal des relations de g & partir d’une factorisation de g sur k(o). Pour ce faire,
nous devons trouver une bonne numérotation des facteurs g;, comme expliqué dans
la proposition B2, et puis nous utilisons la proposition Nous rappelons qu’un
facteur quadratique g;(¢,z) de g est de la forme g(t,x) = 22 + b(t).x + a(t).

Théoréme 6.2.8. L’algorithmelldl termine et renvoie le bon résultat. De plus, le nombre
de formes normales calculées lors de I’appel de cet algorithme est de l’ordre de O(n?).
Plus précisément, ce nombre est majoré par

0 n=2>7
T(n)=4{ 1 n=6
$(3m? —Tm+6) n>7

. ) . —1
ou n est le degré du polynome g et m = |"5=].

Démonstration. Les propositions et E27 assurent le fait que 'algorithme [l ter-
mine et renvoie le bon résultat. Toutes les formes normales sont calculées lorsque que
I’on cherche la bonne numérotation des g;, ainsi le cas n = 5 n’est pas concerné. Trouver
fo et f3 demande au plus (mLJQ), = m? — m formes normales calculées, ainsi il y en a
exactement une de calculée lorsque n = 6. Toutes les autres formes normales sont calcu-
lées durant la boucle while. Lors de chaque boucle, il y a au plus |S|—1 formes normales
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Algorithme 11 DIHEDRALRELATIONSIDEAL(g, S)

Hypothése : ¢ is a dihedral polynomial of degree n > band S is the set of its irreducible
quadratic factors over its root field.

Sortie : The set T' is a triangular Grobner basis of a relations ideal I(a) of g with
Galg(a) = Dy,

n := Degree(g);
fi(@1) == g(21) 5

if n =5 then
Let fo(t,r) = 22 +b(t).x+a(t) and f3(t,z) = 22 +d(t).x+c(t) be the two elements
of S;
T = [fi(z1), fo(@1,22), 23 + 22 + b(21), 4 + 21 + b(22), 25 + T4 + d(24)];
Return T';

end if

Let fo(t,z) = 22 4+ b(t).x + a(t) and f3(t,z) = x> + d(t).z + c(t) be two elements of
S such that

NF(f3(x1,24), [f1(21), fo(21, 22), 23 + 22 + b(21), 4 + 21 + b(22)]) = 0;

S=S\{f2, f3};
T = [fi(x1), fo(z1, @2), x34+22+b(21), Ta+21+b(22), T5+ T4+ d(21), T6+23+d(22)] 5
if n = 6 then
Return T';
end if

1:=3;
while |S| > 1 do
ti=14+1;
Let f(t,z) := 22 4+ b(t).x + a(t) an element of S so that NF(f(z1,22),T) = 0;
S=S5\{f};
T := CONCAT(T, [x9;—1 + T2i—2 + b(x1), 22 + 2i—3 + b(x2)])
end while
ti=14+1;
f(t,x) := 22 + b(t).z + a(t) the last element of S;
T := CONCAT(T, [x2;4+1 + x2; + b(x1)]) ;
if n is even then
c := the coefficient of 2"~ ! in g¢;
T .= CONCAT(T, [$2i+2 + Z2i41+ ... +T1 — C]) ;
end if
Return T';
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calculées. Comme |S| = m — 2 juste avant le début de la boucle while, le nombre total
de formes normales calculées est majoré par :

N

" (k1) = Lm - 3)(m -2
k=2

et le résultat suit. [
Remarque 6.2.9. Comme dans le cas n = 5, il est possible de donner une meilleur

estimation sur le nombre ¥(n) pour n > 7 mais ceci ne jouera pas sur la complexité
asymptotique.

6.3 Exemples

Dans cette partie nous donnons deux exemples d’application de 1’algorithme [l

6.3.1 Calcul de l’'idéal des relations générique de groupe de décom-
position Dy

Dans ce premier exemple nous montrons comment les résultats de ce chapitre peuvent
s’appliquer pour calculer efficacement 1'idéal des relations du polynoéme générique fp..
Le polynéme fp, a D5 pour groupe de Galois et a été donné par Brumer (voir [53,
Theorem 2.3.5]). Ce polynome a ses coefficients dans le corps des fonctions rationnelles
Q(s,t) et est défini par :

4+t =3zt (s—t4+3)a3+ (P —t—25s— 1D + sz +1t.

On calcule facilement une factorisation de fp, sur son corps de rupture a l'aide de
MAGMA :

> K<s,t>:=FunctionField(Rationals(),2);
> PRK<x>:=PolynomialRing(X) ;
> f:=PRK! (x~5+(t-3) *x~4+(s-t+3) *x"3+ (£t~ 2-t-2%s-1) *x"2+s*x+t) ;
> Q:=quo<PRK|f>;
> PRQ<x>:=PolynomialRing(Q) ;
> Factorization(PRQ!f);
[
<x - a, 1>,
<x~2 + (-1/t*a"~4 + (-t + 2)/t*a~3 + (-s - 1)/t*a"2 + (s - t~2
+ 2%t)/t*a - 1)*x - a + 1, 1>,
<x~2 + (1/t*a~4 + (t - 2)/t*a"3 + (s + 1)/t*a"2 + (-s + t°2 -
t)/txa + (t - 2))*x + (t - 1)/t*a~4 + (t72 - 4*t +
2)/t*a~3 + (s*t - 8 - t72 + 3%t - 1)/t*a"2 + (-2%s*t + s
+ t73 - 2*%t"2)/t*a + s -t + 1, 1>
]
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Nous obtenons donc les facteurs suivants :

1
z? + ;(—ofl1 +(~t+2)ad + (—s— D2+ (s —t* +2t)a; —t)x —ay + 1,

1
z? + E(o/f +(t—2)ad 4+ (s+1)at + (—s+t* —t)ag +t(t — 2))x

1
+((t - Daj + (2 — 4t +2)a8 + (st — s — 2 + 3t — 1)af + (—2st + s + 17 — 2t%) )

+s—t+1

Le corollaire nous donne alors, sans aucun autre calcul, la base triangulaire 7°
de l'idéal des relations I de fp, tel que Dec(I) = Ds.

o)+ (t—3)xl + (s —t+3)ad + (—2s+ 1% —t — 1)t +szy +t,

s 1, t4+2 4 —s—1 5, s—t?42t
5 — —X2xy + Toxy + Tox] + ———

£E21'171'27£C1+1,

t t t t
1, —t42 4 —s—1, s—1>+2t
z3+z2—¥:c1+ " ] + PG 1 —1,
1, —t42 4 —s—1, s—1>+2
z4—E:c2+ " T5 + P r2o+z1 —1,
1 t—2 541 —s+ 12—t
z5+z4+¥:c‘11+ " 3+ r 2 4 " 1 +t—2

Rappelons que tout polynéme f de groupe de Galois D5 est Tchirnhaus-équivalent
a une spécialisation de fp,, c’est-a-dire qu'il existe un rationnel r tel que f(z + r) soit
une spécialisation de fp.. Ainsi, cet idéal peut étre appelé générique puisque I'idéal des
relations I de f tel que Dec(I) = Ds pourra étre engendré par I'image de la spécialisation
de 7 par la transformation x; — x; + r.

6.3.2 Un exemple en degré 8

Soit g = 2% — 32° — 2% + 323 + 1 un polynéme & coefficients rationnels et de groupe
de Galois Dg de la base de donnée Database for Number Fields de J. Kliiners and G.
Malle (voir |59]). A I'aide de MAGMA nous obtenons sa factorisation sur son corps de

rupture. Ses trois facteurs sont :

1

g2(a1, ) = z2+§(5azf2off+4ai’7150/11+504i’+7a%75a1+3)z71,
1

g3(ag,x) = 1‘2+§(72(JAI+(]?730¢?+7O¢%*20&?+Oé%+30&175)1‘

1
+§(2az —3a8 + 203 — 8af +8at — 4oy +4),
1
gi(an,2) = 2%+ g(a1 —af —af —6a3 +a? +5a1 +2)x
1
+=(af +3a% +ab —af —8a3 +4a; — 1)
Suivons I'algorithme [Tl afin de construire un idéal des relations de g. Nous obtenons
deux numérotations possibles permettant d’obtenir une inclusion comme dans la propo-
sition B2 En fait, si nous posons fi(z1) = g(x1) et choisissons fa(x1,z2) = ga(21, 22

ou fa(x1,xe) = g3(x1,x2) et f3(x1,24) = go(x1,24) dans tous les cas nous obtenons :

NFE(fs(z1,24), [f1(21), fo(21,22), 23 + T2 + b(x1), x4 + 21 + b(22)]) =0
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ou b est (comme dans Palgorithme [[) le coefficient en x; de fa(x1,x2). Si nous choisis-
sons la premiére numérotation possible nous obtenons le systéme triangulaire suivant :

28 — 3% —xf + 323 + 1,

1
:C%—l—g(x?—x“;’—x‘f—Gx?—i—xf—i—E)xl—i—Q)xg

(x] + 328 + 2% — 2! — 823 4+ 421 — 1),

Wl =

+

1
z3+x2+g(z?fx?fx‘ffﬁx?+x§+5x1+2),

1
z4+x1+g(zgfngx376x§+:c§+5x2+2),

1

x5 + x4 + §(5ZL'I — 228 + 42} — 1527 + 525 + Taf — 5oy + 1),
1

x6 + 3 + 5(5:@ — 225 + 43 — 1525 + 523 + Ta3 — bao + 1),

1
w7 + 26 — = (227 + 28 — 2% + 72 — 223 + 2 + 21 - 5),
3

T8 +T7 + %6+ T5 +Ta+ 23+ T2 +71 — 3
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Chapitre 7

L’algorithme de Yokoyama revisité

7.1 Introduction

Ce chapitre correspond & un travail en cours et en collaboration avec Kazuhiro
Yokoyama initié par une invitation en septembre 2004 a I'université du Kyushu (Japon).

Cette partie consiste en I’étude approfondie et aussi 'amélioration de I'algorithme
proposé par K. Yokoyama dans la Section 5.3 de son article [113]. Celui-ci sera appelé
algorithme de Yokoyama et peut étre résumé de la maniére suivante : Etant donné
un polyndéme f séparable a coefficients rationnels et I’action de son groupe de Galois
G sur des approximations p-adiques de ses racine, nous voulons construire une base
triangulaire

fn(xn,' .. >x1)’

fa(@2,21),

fi(21)

d’un idéal des relations I de f tel que Dec(I) = G. Cet algorithme itératif calcule
pour ¢ prenant les valeurs consécutives 1,...,n, le polynéme f; en ne faisant que des
résolutions de systémes linéaires (modulo une certaine puissance de p) et des remontées
de Hensel.

Cet algorithme est intrinséquement lié au calcul du groupe de Galois & ’aide des
outils p-adiques.

Pour le calcul du groupe de Galois d'un polyndéme a coefficients rationnels, 1'uti-
lisation des outils p-adiques se révélent trés efficaces. En utilisant des approximations
p-adiques des racines d’un tel polynéme, on peut trouver les racines entiéres de résol-
vantes relatives utilisées dans la méthode de Stauduhar (voir [99]). Dans [33], Darmond
et Ford utilisent un tel principe pour vérifier que des polyndémes (donnés par Malle) ont
bien pour groupe de Galois M7; et Mis. Plus tard, K. Yokoyama décrira une méthode
générale (voir |113]) pour le calcul du groupe de Galois d'un polynéme a coefficients
rationnels en utilisant des approximations de ses racines dans des extensions algébriques
de Qp. Dans [47] Geissler et Kliiners utilisent cette approche afin de donner un algo-
rithme de calcul du groupe de Galois pour des polynémes de Q[z] de degré inférieur ou
égal & 15. De plus, ils utilisent le calcul de sous-corps pour encore améliorer 'efficacité.
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Dans sa thése (voir [46]), K. Geissler étend cet algorithme dans le cas de polynomes de
degré < 23 et a coefficients dans un corps de nombres ou de fonctions (c’est-a-dire une
extension algébrique simple de Q, Q(z) ou Fy(z), ot F, est le corps fini a g éléments).
Ces algorithmes sont implantés dans les systémes de calcul formel MAGMA (voir [2(])
et Kant/Kash (voir [31]). Dans tout ce chapitre, cette approche sera appelée p-adic
Stauduhar’s method.

Comme ces algorithmes de calcul de groupe de Galois donnent en sortie les objets
nécessaires pour débuter l'algorithme de Yokoyama, il est naturel de vouloir I’étudier,
I’améliorer et en réaliser une implantation efficace .

Dans la situation présente, les données du probléme sont maximales en comparaison
avec celles du chapitre Bl et du chapitre Bl En effet, nous avons & notre disposition le
polynéme f et 'action de son groupe de Galois G sur des approximations p-adiques de
ses racines. Nous montrons comment la connaissance de G = Dec(I) permet d’améliorer
I’algorithme de Yokoyama en utilisant les techniques suivantes :

— Réduction du nombre de systémes a calculer. A T'aide des résultats du para-
graphe on peut éviter des calculs (en fait seule la définition du groupe de
décomposition est utilisée ici). De méme, nous montrerons comment appliquer les
résultats du paragraphe B22Z4] de maniére récursive a cette méme fin.

— Réduction de la taille des systémes. La connaissance de Dec(]) permet de détermi-
ner les plus petits systémes possibles pour le calcul des f;. Ce genre de réduction
(dans le cas o G = PSL(2,7)) est aussi proposé par A. Valibouze dans [10&] en
raisonnant sur les factorisations de f sur des extensions intermédiaires entre Q
et le corps de décomposition de f. Ici, I'utilisation de Dec(I) permet d’optimi-
ser cette réduction ce que nous pourrions pas faire en ne raisonnant que sur les
factorisations successives.

Nous montrerons que le choix de la représentation symétrique du groupe de Galois (ou
de maniére équivalente, la numérotation des racines), doit se faire de maniére précise
pour que ces techniques de réduction soient optimales. Pour ce faire, nous définissons un
invariant sur les groupes de permutations permettant de déterminer les représentants
d’une classe de conjugaison pour lesquels le calcul sera facile. Une étude de la complexité
de cet algorithme amélioré sera établie en fonction de cet invariant.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section nous rappelons
le lien entre le corps de décomposition d’'un polynéme f & coeflicients rationnels et le
corps de décomposition de ce méme polynéme vu avec des coefficients dans Q,. La
section décrit les outils utilisés pour résoudre notre probléme. Dans la section [C4]
nous décrivons 'algorithme obtenu et nous étudions sa complexité ainsi que 'efficacité
de son implantation.

Dans ce chapitre les polynomes considérés sont a coefficients dans Q mais tout ce
qui suit peut étre transposé au cas des polyndémes & coeflicients dans un corps global
(comme K. Geissler I'a fait dans le cadre du calcul du groupe de Galois).

7.2 Preliminaries
We provide necessary notions and summarize the paper [113]. So, we expose theorems
and lemmas without proof except for the theorem [[23] where a new proof is given with

a quadratic Hensel lift.
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7.2.1 Splitting field and Galois group over Q

Let f(x) be a monic square-free polynomial of degree n over Q and €2¢ the set of all
roots of f in an algebraic closure Q of Q. The splitting field K 7 of f is the extension
field Q(£2¢) obtained by adjoining € to Q. The group of Q-automorphisms of Ky over
Q acts faithfully on Qf, thus one can consider the permutation representation Gy of
this group. We fix an indexation of the roots Qf = {a1,...,a,} of f, so the group Gy
is viewed as a subgroup of S,,. The group Gy is called the Galois group of f (for this
indexation).

To express Ky symbolically, the following epimorphism ¢ of Q-algebra is considered:

Qlx1,...,xn] — Ky

Ty oy

For simplicity, we write X = {x1,...,x,} and more generally if E is a part of {1,...,n}
then we write Xg = {z; : i € E'}. Then K/ is represented by the residue class ring A
of the polynomials ring Q[X] factored by the kernel M of ¢. We call M the splitting

ideal of f associated with the assignment of the roots aq, . .., ay.
In this setting, computing Ky means to compute a Grobner basis of M (see [13]).
Especially, if we choose the lexicographic order < on terms with z; < --- < z,, then

the reduced Grébner basis G of M coincides with the generating set {g1,92,...,9n}
obtained by successive extensions, that is, for each 4,

1. g; is a polynomial in 1, ..., x; and monic with respect to x;, and

2. Qlon, ... aq) 2 Q[x1, ... x)/{g1,---,9i), where (F) denotes the ideal generated
by an element or a set F. This implies that g; is an irreducible factor of f(z;)
over Q[Xyy,. i—13)/(g1,---,9i—1) such that gi(ay,...,a;) =0.

Thus G can be obtained by “algebraic factoring methods” (see [1]) and is said to be a
triangular basis (see [L313)).

Remark 7.2.1. Let G be a Grobner basis of M and NF(P,G) denotes the normal form
of a polynomial P in Q[X] with respect to G (see |30, page 80]). Since ¢(M) = {0},
#(P) = ¢(NF(P,G)) for every P in Q[X] and especially, ¢(P) = NF(P,G) if ¢(P)
belongs to Q.

The group S, acts naturally on Q[X] with 27 = x;» for 1 <i <nand o € S,,. Thus
G is the Q-ring automorphism group of A denoted by Autg(A) (see [d] and [3]).

We use the following notation for groups: For a group G acting on a set S, the
stabilizer in G of an element or a subset A of S is denoted by Stabg(A), i.e. Stabg(A) =
{o0 € G| A7 = A}. If G is the full symmetric group on S, we simply write Stab(A)
for Stabg(A). We denote by Stabg([ai,...,ax]) the pointwise stabilizer of a subset
A ={ay,...,a;} of S, i.e. Stabg([ai,...,ar]) = {0 € G| af = a;, Vi € [1,k]}. The
set of right cosets of H in G is denoted by H\G and the set of all representatives of
H\G by H\\G.

Next, we introduce the notion of splitting rings.
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Definition 7.2.2. We call the ideal generated by t1 + a1, ...,t, + (—1)" 'a,, where
t; is the i-th elementary symmetric function on X and f(z) = 2" + a12" ! + -+ + ay,
the universal splitting ideal of f and we denote it by Mg. We call the residue class ring
Q[X]/ My the universal splitting ring of f over Q and we denote it by .4g. Moreover,
we call the following set generated by the Cauchy’s moduls of f (see Proposition EZZ2)
the standard generating set of My:

{c1(z1), ca(x1,22), .-y Cn(T1, ... 2p) ),
where
a(z) = f(z1)
ci(wy,...,x;) = Ci1(551"551'2’--(-:;:31_);01@')1(%la--"xl) i€ [2,n].

The standard generating set is the reduced Grobner basis of M with respect to the
lexicographic order < on terms with z; < --- < x,. The universal splitting ideals and
the universal splitting rings can be defined over rings.

Since Sy, stabilizes My, Sy, also acts faithfully on Ay, i.e. S, C Autg(Ap). We have
the following theorem (see [89], [9], and [113] for details and other references.)

Theorem 7.2.1. If the polynomial f is square-free then we have

1. The universal splitting ring Ao has finitely many primitive idempotents e, ..., eg
such that {ex,...,es} forms an Sy-orbit. Moreover, Stab(e1) = Gy and { = |S,, :
Gyl

2. There is a one-to-one correspondence between the set of all primitive idempotents
of Ap and the set of all prime divisors of My. Let e be the primitive element
corresponding to the fized prime divisor M. Then, Gy = Stab(M) = Stab(e) and

M? ={g € Q[X] | ge” =0 € Ao}

3. There is a one-to-one correspondence between the set of all idempotents of Ag
and the set of all radical ideals containing My. More precisely, for a subset S of

Gr\\Sn,
NocsM” ={g € Q[X] | gD _e” € Mo}.

cES

Moreover, we have

Mo = Noeap\\s5, M7 and Ay = S,ec,\\5,6” Ao = Boeap\\s5, QX]/ M.

7.2.2 Splitting field over p-adic number field

Now we consider the relation between the splitting ring over Q and that over a p-adic
field Q,. From now on, we suppose the polynomial f square-free, monic with coefficients
in the ring 7Z of integers

Remark 7.2.3. with a Tschirnaus’ transformation (see [103]), from a polynomial g with
rational coefficients, it is always possible to produce a monic polynomial f with integer
coefficients so that the roots of f are linear transformations of the roots of g.
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The n-tuple Qf = {a1,...,a,} and the splitting ideal M associated with the as-
signment x; to «; are fixed. The primitive idempotent of A corresponding to M is
denoted by e.

For a prime integer p, we denote by Zg (resp. Zjp) the localization of Z at p (resp.
the completion of Z9). We denote by m, the projection from Z,[X] to GF(p)[X] which
is the natural extension of the projection from Z to GF(p).

We fix a prime number p such that m,(f) is square-free, i.e. p does not divide the
discriminant disc(f) of f. Let Mg denotes the ideal m,(Mo N Z)[X]) in GF(p)[X] and
Go denotes the standard generating set of M.

By construction, the Cauchy’s moduls of f are polynomials with integral coefficients
and monic in their greatest monomial. Thus, the set m,(Gp) is the standard generating
set of m,(f), hence it is a Grébner basis of m,(Mg N Z)[X]).

Moreover, Gy is the standard generating set of the universal splitting ideal Q,®g M,
of f as a polynomial with coefficients in @, and that of Z,[X] ®z9 (Mo N Z9[X]) over

Zy,. The ideal Q, ®g My is denoted by M((]OO). (this result is in relation with the notion
of compatibility of primes with Grobner bases in [82]).

We denote the universal splittings rings GF(p)[X]/ M, by Ap and Q, [X]/Mgoo) by
A

Theorem 7.2.2. We have the following assertions

1. The projection m, gives a one-to-one correspondence between the set of all idem-
potents of Agoo) and that of Ag.

2. The projection m, gives a one-to-one correspondence between the set of all prim-
itive idempotents of Agoo) and that of Ay. Moreover, for each pair (g,e(>)) of
corresponding primitive idempotents, Stab(e) = Stab(e(>)).

3. Let € be a component of my(e) and let () be the primitive idempotent of.A(()OO) cor-
responding to €. Then Stab(e) contains Stab(e)(= Stab(e>))) and Stab(m,(e)) =
Stab(e). Moreover, by letting S =,

mp(e) = Z e and e = Z ()7

o€ Stab(e)\\Stab(e) o€ Stab(e)\\Stab(e)

Now we fix a primitive idempotent € of Ay and its corresponding idempotent e(>°) of
Agoo) (see Theorem (1)). Let M be the maximal ideal of GF (p)[X] corresponding
to € and M) the maximal ideal of Qp[X] corresponding to e() . Moreover, let
G = {g1,...,gn} the reduced Grébner basis of M with respect to the lexicographic
order < such that x1 < -+ < z,.

Definition 7.2.4. Let G(®) = {gloo), .. ,g,(loo)}. For a positive integer k, we call the

set {ggoo) mod pFtl, ... ,g,(LOO) I{lOd pkﬂ} the k-th approzimation to G and denote it

by Gk) . We note that G0 = ¢G.

We can lift G to a Grobner basis G(®) of M() by Hensel construction. More
precisely we have:
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Theorem 7.2.3. The reduced Grébner basis G(°°) of M) with respect to < is con-
tained in Zy[X], and the Grobner basis G is lifted uniquely to G(>) by Hensel construc-
tion.

Proof. In [113] the theorem 21 gives the result and a construction based on a simple
Hensel lifting which is a generalization of the one given in [112|. Here we give a quadratic
version of the Hensel lifting.

Assume the k-th approximation G to G(>) computed. We give the construction by
induction on i. The case i = 1 is trivial so ¢ € [2,n]. By induction, we can consider the
ideal

Iz‘zf1 = (g1 mod p(%), <5 93i-1) mod p2k>

of Zp[X;—1] and R the factor ring Z,[X;—1]/I?*,. We now view f(z;) and g; as polyno-
mials in R[z;]. Let P be the image of p* in R. If h;, s,t are polynomials of R[z;] such
that

f(i) = gihi(mod%P)
1 sg; + th;(mod)

and
degmi(s) < degml(h2)7 deg:ci (t) < degmi (gl)

then the quadratic Hensel lift (see |110, Algorithm 15.10]) constructs polynomials g}, h}, s*, t*
of R[x;] so that

flzi) = gihi(modp?)
1 = s*gf +t*h(modP?)
and
deg,,(s") < deg,, (h7), deg,, (t*) < deg,, (g;)-

The polynomial g/ can be viewed as an element of Z,[X;] and we can set gg%) =g/ .

Since R[x;]/ (%) is isomorphic to (Z,[X;_1]/(p* + IF |))[x;], this construction could be
used inductively on k as soon as the polynomials h;, s and ¢ are given.

Finally, it remains to prove that polynomials h;, s and ¢ can be constructed, for each
i € [2,n], when & = 1. In this case the ring R is a field for all i € [2,n], so these
polynomials are constructed by using the extended Euclid algorithm (see |110]). O

Remark 7.2.5. As A®) = Q,[X]/G(>) is the splitting field of f over Q,, we can handle
the approximation of each root of f by the approximation G*).

For a polynomial P in Q[X], NF(P,G(>)) is considered as the evaluation of P over
A and hence, NF(P, Q(k)) corresponds to the approximation of the evaluation of P.

7.3 Computing Splitting Fields

Here, we give the details of the method to compute the splitting field of a polynomial
f over Q based on “p-adic approach”. In the sequel, the polynomial f is supposed to be
monic and square-free with integral coefficients (this hypothesis is not restrictive, see

Remark [[23)).

122



7.3. Computing Splitting Fields

Now we assume that we have already computed the Galois group Gy of f by the
p-adic Stauduhar’s method, and we have obtained the approximation of roots of f in
Qp and the explicit action of Gy on them as a sub-group of S,,. The group G is now
seen as this symmetric representation and the approximation of the p-adics roots are
given as the zeros of the ideal (Q(k)> for a given integer k. From now on, for a given
ideal I of a polynomials ring with coefficients in a field k, we denote by Z(I) the set of
zeroes of I in an algebraic closure of k.

The method computes, from G*) and G, the Grobner basis G = {g1,...,gn} of the
prime divisor M of Mg which verifies Gy = Stab(M).

7.3.1 Computation by solving systems of linear equations

Here we show that we can compute g1,..., g, by a method of indeterminate coefficients.
Let aq,...,ay, be all roots of f in Q and suppose a = (o, ..., a,) € Z(M).
Recall that G is already presented as a sub-group of S,, and

Stab(M®)) = Autgp () (GF(p)[X]/M) = Gr(5) C Gy .

We denote |G| and |G, ()| by N and N, respectively.

The i-relations

The following proposition allows to deduce deg;(g;), the degree in z; of g;, from Gy =
Stab(M).

Proposition 7.3.1 (Theorem 5.3 [14]). The degree d; of g; in x; is given by
di = |Stabg,([1,...,i —1])|/|Stabg,([1, ... ,i])|.

If we find a triangular set 7 = {f1,..., fn} (see Definition [[3I3F) of polynomials
in M such that deg;(f;) = n; then it forms a (not necessarily reduced) Grébner basis
of M. So, the computation of the polynomials g; is deduced from the computation of
such a triangular set 7 and its reduction.

Definition 7.3.2. Let i be an integer in [1,n]. A part E of {1,...,i} containing i is
said to be a i-relation if there exists a polynomial r; in Q[Xg]| such that

a?i +7i(a) =0 and deg;(r;) < n;.
The following proposition permits us to easily find a i-relation.

Proposition 7.3.3. Let ¢ be an integer in [1,n] and m be the minimal integer in
{1,...,i— 1} such that

|Stabe([L, ..., m])|/|Stabe (L, . .. ,m,i])| = n; .

Then, there exists a i-relation in {1,...,m,i}.
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Proof. Let u be the minimal polynomial of «; over the field k(ay,...,q;,). By hy-
pothesis p is of degree n; and we can, whithout lost of generality, assume that the
coefficient in degree n; is 1. Let g denotes the polynomial u — x™, then, if we replace
the roots a; in g by x;, we have g € k[Xg U {z;}] with deg,,(9) < n; and E is the
part of {1,...,m} consisting in the indices of the indeterminates which appear in g.
Moreover

ol + g(a) = 0.

Thus, F is a i-relation. [

If F; is the i-relation given by {1,...,i} then we can find a polynomial r;, as in
Definition [[32 satisfying:

deg;(r;) < nj, Vj e {1,...,i}.

For example we can take r; which is given by the equality g; = " +r;. More generally,
we have the classical result :

Proposition 7.3.4. Let E = {e; < e < --- < e = i} be a i-relation. Then, there
exists a polynomial r; as in Definition [Z.3Q verifying:

deg;(ri) < |Stabg,([e1,...,ej-1])|/|Stabg,(le1, ..., e;5])|, Vi € [1,4].

Definition 7.3.5. Let E; = {e; < ey < --- < ex} be a i-relation. We define the finite
sequence d(F;)j—1,. by

d(Ez)j = \Stabgf([el, Ceey ej_l])]/]Stabe([el, e ,ej])\, V] S [[1, k]] .
The degree of E; is given by H?Zl d(E;); and is denoted by D(FE;).

It is possible to find different i-relations for a same integer i € [1,n]. We will give
a notion of partial order over the i-relations.

Definition 7.3.6. Let i be an integer in [1,n] and E a i-relation. The i-relation E is
said to be minimal if D(E) is minimal (among all the i-relation) and not any proper
subset of E is a i-relation.

Computing a minimal i-relation for each ¢ is a combinatorial problem because we
have to consider a big part of the subsets of {1,...,i—1}. But we can reduce the problem
by computing a i-relation with minimal degree according to the proposition Ac-
tually, there may not exist such a i-relation which would be minimal, as in the following
example.

Example 7.3.7. Let H be the transitive group of degree 9 and generated by the following
permutations

(2,3,4)(5,7,6),
(1,7,4)(2,8,5)(3,9,6),
(1,9,8)(2,4,3)(5,7,6),

(3,4)(5,7)(8,9) .

A minimal 7-relation is given by the set By = {5, 6, 7} with D(E;) = 18. The integer
m as in proposition is 3 and the only 7-relation Fj in {1, 2, 3, 7} is this full set.
The 7-relation FEs is not be minimal since D(Ey) = 54.
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Our strategy is to deduce a Gobner basis 7 = {f; = xclll + 71y fo =2 £} of
the ideal M from the computation of the polynomials r; associated to each F;. This is
what we present now.

Systems over the rationals

We fix an integer ¢ € [1,n]. Each coefficient of f; is replaced with an indeterminate,
for simplicity, the terms [] . p. ¢*, where 0 < me < d(FE;), are sorted with respect to
(4)

the lexicographic order and denoted by t1,...,ip(g,)- Then, with indeterminates a;’,
we have
D(E;)
fi=af+ Y dl
j=1

Since 7 is a Grobner basis of M, the following equation holds for 4.
fi(y) =0 for every v € Z(M). (7.1)

Let B; ={e; < ey <--- <ex}andy = (71,...,7,) an element of Z(M). We denote
by v(E;) the projection on the index in E; (i.e. (Ye;---,%,)) of v and Z(M)(E;) =
{V(E;) | v € Z(M)}. Clearly, we have |Z(M)(E;)| = D(E;).

Let G, be the pointwise stabilizer Stabg,([e1,...,ex]) and

GEz\\Gf = {0-1’ s aO-D(Ei)} )
we have Z(M)(E;) = {a(E;)?,...,a(E;)’P®F)} and
fi(y) =0 for every v € Z(M)(E;). (7.2)

The system (L) of equations becomes a system of linear equations of D(FE;) variables
and D(E;) equations, and its matrix representation is

—Vi = M;A;, (7.3)
where A; = (ag»i)), Vi = ((a}")%), and
t(e(@™)  ta(a@) o v (D))
M; = : : :
t1(a(i)7PED)  ty(a(i)7PED) e tpg)(ali)TPED)

On the other hand, {t1(a(E;)), ..., tpg,)(a(E;))} is a Q-linear basis of Q({a. : e €

E;}) and so det(M;) # 0. Thus we can compute f; by solving the system of linear
equations if we already know the exact value of each root a; of f.

As one can see, the degree D(E;) can be seen as a complexity measure of the
computation of f;. So, one wants to compute a minimal i-relation. As said above,
finding such a minimal i-relation is a combinatorial problem but, it depends only of the
symmetric representation of Gy and can be stored once it is computed.
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Systems over p-adic numbers

As we do not know the exact value of each «;, we use the approximate value of roots
of f in Qp. The maximal ideal M may not be maximal if it is considered as an ideal in
Qp[X], more precisely we have:

Proposition 7.3.8. We use the same notation as in Theorem [ZZZA Let S be the
transversal Stab(e)\\Stab(e), then

Qp ®g M = Noes(M)7, and m,(M N ZY) = Npes(M)°.

Proof. Let e be the idempotent of Ag corresponding to M. As M = {h € Q[X] | eg =
0 € Q[X]/Mop}, the first equation can be derived directly from Theorem [LZT] (3)
and Theorem (3). The second equation can be also derived by considering the
projection m,. [

By Proposition [[38 we can reduce the system ([ZI]) to the following. Here we use
the same notation as in Theorem

fi(y) =0 for every v € Uy Z((M©™)7)(E;), (7.4)

where o ranges in S = G, ;) \\Gy.
The system ([Z4]) consists of D(F;) variables and D(E;) linear equations over

Qp[ X5/ M)
and it is equivalent to the following

NF(fi,(G*)7) =0 for every o € Gg,\\Gy. (7.5)

Moreover, replacing G with G*) we have the following system which f; mod pF+?

must satisfy.

NFE(fi, (G™)7) =0 for every o € Gg,\\Gy. (7.6)

The system ([ZH) is considered as a system of D(E;) variables and D(FE;) linear equations
with coefficients in Z/p*+t1Z[X,,]/JM®*). Especially, for the case k = 0, the system (IZ)
is translated to the following system which ,(f;) must satisfy:

Fix a zero & = (ay,...,a,) in Z(M), and set mp(f;) = z + Zf:(fl) dy)tj. If the

vector ((zy)) is denoted by A;, the vector (&)%) by V; and the matrix
t(@(E)™)  ta(@(E)T) - tpes)(@(E)T)

(@) PE0) t(@(B)7PE) ot (@(E)PE))
by M;, then we have the identity
Vi~ A, (7.7
Theorem 7.3.1. For each i, 1 < i < n, the following holds.

1. The system [Z7) has a unique solution over GF(p) which gives my(f;).
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2. For a positive integer k, the system (ZA) has a unique solution which gives the
approzimation f; mod pFtl
by Hensel lifting.

. Moreover, we can construct f; mod pF*t1 from mp(fi)

Proof. Consider the expansion of det(M;) and that of disc(f), where we consider each
root c; as an indeterminate y;. Then, it can be shown that disc(f) = [];.4(v; — vk)
and by discriminant composition formula (see |[89]) there exist integers e; j such that

det(M;) =[] (w5 —ww)*, (7.8)
1<j<k<n

As mpy(f) is square-free, we conclude that det(M;) # 0 and so the system ([Z7) has a
unique solution and thus, the unique solution gives m,(f;). We can show the second
statement by the same argument and the fact that det(M;) # 0.

For the Hensel lifting we want to use the same algorithm than the one given in the
proof of Theorem but here the ideal I = m,(M NZY) is not maximal in F,[X]. By
Proposition the ideal I is the intersection of comaximal ideals. So, we can use the
chinese remainder strategy in order to compute the polynomials h;, s and ¢, for each

i € [2,n], in the case k = 1 and then apply the quadratic Hensel lift inductively. [

Theorem [C37] gives two possible strategies for the computation of
T = {fr mod p***,..., fo mod p**}

a k-approximation of a triangular basis of M:

1. By Hensel lifting, G is constructed from G (see Theorem [LZ3J). From G*) we
construct and solve the system [0 for each ¢ € [1,n]. The solutions are then 7
(see assertion (2) of Theorem [Z3T]).

2. From G we construct and solve the systems for each ¢ € [1,n]. The solutions
are 7y and we can construct 7 by Hensel lifting (see Theorem [Z3).

Now, assume 7;, = {f; mod p**1, ... f, mod pF™1} is computed. Then we convert

each f; mod p**! to a polynomial over Q by the following well-known technique (see [34]
and [110]).

Lemma 7.3.9. Let ¢ be a positive integer smaller than p*T'. If there are non-zero

integers a, b such that ¢ = ¢ (mod p**1), |al,[b] < /p*1/2, b > 0, then such a pair
(a,b) is unique and it is determined by the extended GCD computation of ¢ and pF+!.

Corollary 7.3.10. Let B; = max{den(c),num(c) | ¢ is a coefficient of f;}, where den(c)
and num(c) denote the denominator and the numerator of ¢, respectively. Then, if
2B2 < pk*L, the polynomial converted from f; mod p**! coincides with f;.

7.3.2 Estimation of the bound B;

Here we give details on the bound B;. Since coefficients of f; correspond to the solution
of the system (Z3)), by Cramer’s rule (see |68, Theorem 4.4]), the denominator of each
coefficient of f; divides det(M;) and the numerator of the j-th coefficient of f; divides

det(Mi(j )), where Mi(J ) is the matrix obtained by replacing the j-th column with V;.
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Lemma 7.3.11. Let By be the maximum of the absolute values of roots «;’s of f in C.
Then, for each i, the bound B; can be computed from the set of degrees {d(E;). : e € F;}
and By.

Proof. Without lost of generality, we can assume the bound By greater than 1. For each
row of Mi(j ) and each row of M;, we have the following bound B; on its square-norm by
replacing each «j with By and by denoting d(E;). by de:

B = [[+B3+ - +B " )+ B2 =[] By —1 B2di
i | 0 0 0 . Bg -1 0
eckE; eckE;

Thus, as the determinant of a matrix is bounded by the product of square-norms of its

i .

(Bi)(Xecp; AEi)e)

lows (by the inequality of Hadamard), we have B; =B

D
If By > 2, then we can set B; as B, and, since

D dE)e< Y, di< Yk,
eCE; 1<k<i 1<k<i
the bit size of B; is bounded by O(n2D(E;)log(By)).
For the denominator, we can give a precise bound (see [ll], and [Z(]).

Lemma 7.3.12. For each i, there is a positive integer C; computed from the set of
degrees {d(E;). : e € E;} such that each d(f) f; belongs to Z[X].

Proof. By the equation (L), det(M;) is considered as a polynomial in each «;. Then

estimating the degree of det(A/;) in each o, we can obtain a bound on the denominators

of coefficients of f;. In fact, the degree of det(M;) in «; is bounded by the following D;:
D(EZ) (ZeeEi de)

i = ;
o

where ng = n1 = n if f is irreducible over Q, and ng = 1 otherwise. Then, from the

shape of disc(f), it can be shown easily that C; = % satisfies the statement. Moreover,

if f is irreducible, we can set C; = %. O

The following example show that the bound B;, given in Lemma [L3TIl is very
pessimistic.
Example 7.3.13. The polynomial with integral coefficients
f=a"—2s% - 172" + 332°% + 902° — 1832* — 1612 + 37922 + 362 — 193

has all its roots in the real field and are bounded by 3.3. If we use our method for the
computation of the splitting field of f, the largest theoretical bound encountered is:

~ 4% 10%7 .

But, after computation we have the following bound on the absolute value of the de-
nominators and numerators of the coefficients:

307025101 .

We will see in the section [[34] how the problem of pessimistic theoretical bound
can be avoided. Now, we see how the knowledge of the symmetric representation of G s
can be used to minimize the computations.
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7.3.3 Reducing the number of systems to compute

In this section we suppose a symmetric representation of Gy and a i-relation E; for each
i in [1,n] are known. As stated in the section [L3] we have to solve a system of size
D(E;)? for each i € [1,n] in order to compute the polynomial f; corresponding to E;.
Here we give some techniques to avoid some computations. These techniques depend
only on the symmetric representation of Gy and can be pre-computed and stored before
any splitting field computation.

The two following techniques were already used in section with a partial know-
ledge of Gy. Here, since we know the exact symmetric representation of Gy, we use the
whole power of these techniques.

Cauchy moduls technique

Let T = {fi1,..., fn} be a triangular basis of the ideal M with deg;(f;) = d;. Let
O = {i1 <ig < -+ < ix} be the orbit of i under the action of Stabg,([1,...,i — 1])
then i; = ¢ and k = d; the degree of f; in x;. If g is multivariate polynomial and u
an indeterminate then we denote by Ev(g,u) the multivariate polynomial obtained by
replacing the greatest variable in g by w. The d; (generalised) Cauchy moduls of f; are
defined by:

cl(fi) = fz
eo(fi) = Ev(e, ?;2) : 5\/501, iy )
ca, (fi) Ev(cq,—1,wiy) — Ev(cg,—1,miy ;)

(midi - xidrl)

By construction, the following holds:

Lemma 7.3.14. The Cauchy modul c;(f;) is a polynomial of Q[x1,...,x;;] which is
monic as a polynomial in x;; with degij(cj(fi)) =d; — j + 1. Moreover, the polynomial

c;i(fi) is in M.

As we know the symmetric representation of Gy we could know by advance if the
polynomial ¢;(f;) has the same degree, in z;;, as the polynomial f;;. In this case, in the
system 7', the polynomial f;. can be replaced by c;(f;) and 7 is still a Grébner basis of
M. So, in the construction of 7 we avoid the computation of the system corresponding

to fl']. .

Transporters technique

Here we use the fact that the group G is the stabilizer of the ideal M.
Let E; = {e1 < e3 < --- < e} be a i-relation (then ex = i) and j € [i + 1,n]. A
permutation o € Gy is said to be a (i, j)-transporter if it satisfies:

o(i) = j and j = max({o(e) : e € E;})
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Proposition 7.3.15. Let o be a (i,j)-transporter and f; the polynomial correspond-
ing to E;. Then, NF(o.fi,{g1,...,9j-1}) s a multiple of g; as polynomials in A =
@y, xja]/ (g1, -5 gi-1)) ]

Proof. This result appears in the proof of Corollaire BB 2 but we give here a short proof.
Since o is a (4, j)-transporter, the polynomial NF(o.f;, {g1,...,9j—1}) can be viewed as
a univariate polynomial A in the indeterminate x; with coefficients in Q(a, ..., aj_1).
Moreover, since o.f; € M, we have h(a;) = 0. Thus h is a multiple of the minimal
polynomial of a; over Q(ov,...,®j_1), hence h is a multiple of g; as a polynomial of

A. O
From this proposition we have the two following results.

Corollary 7.3.16. With the same notations as in Proposition (L2313 If we denote by
¢; the j-th Cauchy moduls of f and by P the g.c.d. of ¢; and NF(o.f;,{g1,...,9j-1})
as polynomials in A. Then P, as a polynomial in Q[X,], is in M.

Corollary 7.3.17. With the same notations as in Proposition L33, if the degree d;
is equal to d; then we can replace the polynomial f; by o.f;.

From the knowledge of Gy, a i-relation E; and the degree d; for each i in [1,n]
can be computed. Then, we search for transporters which verify the conditions of
Corollary [3T7 If a (7, j)-transporter is found then the computation of the polynomial
fj is avoided because this polynomial can be replaced with the image of a polynomial
fi- We can also search for transporters which verify the conditions of Corollary
In this case, we replace the system resolution by a g.c.d. computation in a tower of
fields which may be more efficient in practice.

From these two techniques, we can attach to a subgroup G of S,, a scheme for the
computation of the splitting field of a polynomial with a Galois group isomorphic to
G. This scheme contains all the i-relations and indexes where we can use one of these
techniques in order to avoid the resolution of the corresponding systems.

7.3.4 Check of correctness and early detection

To improve the efficiency of the method, we can incorporate “early detection strategy”
which is widely used in polynomial factoring algorithms. As shown in Section [[3.2] the
bound computed from the i-relations and By tends to be large compared to the exact
value. So, the technique is supposed to work very well in our case.

In this section we suppose, for simplicity, that we use the second strategy of the
theorem [L37l in order to compute G. This technique can also be easily applied to the
first one.

Conversion at Early Stage

During the Hensel lifting of G we stop the calculation at a certain degree k in the middle,
even though p*t1 does not exceed the bound. In this case, we may generate the systems
of linear equations modulo p**1 corresponding to the i-relations we have to compute.
Assume that we have obtained the first j — 1 polynomials {g1,...,g;-1} of G.
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Then, we solve the system (L) corresponding to E; and we obtain g; modulo
PPt We try to convert it to a candidate polynomial over Q by the technique given in
Lemma [L39 In this case, we use the following conditions as criteria for correctness.

1. The conversion is done successfully for every coefficient of g;.

2. The denominator of each coefficient of a candidate polynomial divides a certain
power of disc(f). (See Lemma [L3TA)

If the conversion does not satisfy the criteria above then p**1 is not sufficient to
afford the correct f;. Thus, we continue the lifting process and we generate a new
system of linear equations again, if necessary. If, in the contrary, the conversion, say
h;j, satisfy the criteria we have not proven that h; = f; this is what we do now.

7.3.5 Correctness of Solution

Assume we have a candidate polynomial h; for the polynomial f; corresponding to the
j-relation E;. We can check if h; = f; by the following theorem.

Theorem 7.3.2. h; = f; if and only if NF(c;(f),{91,-..,9j-1,h;}) =0.

Proof. If hj = f; then the normal form is clearly equal to 0. Reciprocally, assume that
NF(¢;(f),{g1,---,9j-1,hj}) = 0. So, if we consider the polynomials h; and ¢;(f) as
univariate polynomials with coeflicients in Q(aq, ..., a;_1) then

hj(x, 01, .. a1) | e (f)(@, -1, .., a1).

Since h; has the same degree than f;, which is a divisor of ¢;(f), we have two possib-
ilities: hj = f;j or h; is an other divisor of ¢;(f). As h; mod p = f; mod p, if h; # f;
then the polynomial ¢;(f) mod p is not separable which is impossible. Hence, we have

hj = f;- O

7.4 Algorithm

Here we give a brief survey on the practical implementation of this method for the
computation of the splitting field of polynomial.

7.4.1 Pre-computations

Given a subgroup G of S,,, as we saw in the section [[33 we can prepare the
computation of the Grobner basis G of a polynomial f with Galois group isomorphic to

G.

Step 1: First, the Cauchy’s technique (see Lemma [[3T4)) is applied. After this step we
obtain a set Z of integers corresponding to the indexes of the g; which can not be
obtained with the Cauchy’s technique.

Step 2:  For each integer ¢ in 7 a i-relation is computed.
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Step 3: The transporter technique is applied on the i-relations computed in step 2. After
this step, a set £ is obtained. It consists of i-relations corresponding to the g;
which have to be computed by systems resolution.

These three steps can be done using only the knowledge of G and can be stored. So,
we do not consider these pre-computations as a part of the total cost of our method.
The set £ depends only on the choice of G and the i-relations chosen in Step 2. This
set represents all the linear systems we have to solve in our method. So, a measure of
complexity can be given by the following integer

&l =) D(E).
Ec&
For a given permutations group G we can suppose that we choose i-relations in step 2
which minimize |€] (for example, we can choose only minimal i-relations). Moreover,
since we can reorder the roots of f, we choose the conjugate of G which minimises |£|
too, such a group is called a c-minimal conjugate of G. The invariant of the conjugacy

class of G corresponding to the integer |£| obtained with a c-minimal conjugate of G is
denoted ¢(G) and is called the c-size of G.

Ezample 7.4.1. Assume G ~ [2%]S4 as a group of permutations of degree 8. With the
nomenclature of Butler and McKay this group corresponds to 87T44. We can choose one
of these two following representatives:

Gi1 = ((8,7,6,1)(5,4,3,2),(8,1)(4,5),(5,1))

Go = ((2,1),(8,6,4,1)(7,5,3,2),(8,1)(7,2))

If we choose Gy then the degrees d; are given by di = 8,dy = 6,d3 = 4,d4 =
2,ds = dg = d7 = dg = 1. The Cauchy technique can be applied to avoid the system
corresponding to the polynomial gg (it is the linear Cauchy modul of f). We find the
following minimal relations

& = {EQ = {25 1}5 E3 = {35 2’ 1}?E4 = {45 3, 25 1}5
Es = {5a 1}aE6 = {6’ Q}aE7 = {7’3}}
We find a (5, 6)-transporter (8,1,2,3)(7,4,5,6) and a (5, 7)-transporter (7,1,3,5). Thus
the remaining systems to compute corresponds to the following i-relations:
E={Ey={2,1},E3 ={3,2,1}, B4 = {4,3,2,1}, E5 = {5,1}}
In this case we obtain |£] = 632.

If we choose G9 then the degrees d; are given by di = 8,dy = 1,d3 = 6,d4 =
1,ds =4,dg = 1,d7 = 2,dg = 1. The Cauchy technique can be applied for avoiding the
system corresponding to the polynomial gs, g7, 95,93 (Cauchy moduls of f). We find
the following minimal relations

E={By=1{21}, By = {4,3), Es = {6,5}}

We find a (2,4)-transporter and a (2,6)-transporter. Thus the remaining system to
compute correspond to the following i-relation:

E={FEy, ={2,1}}
In this case we obtain |£] = 8.

This example shows that the representative of the conjugacy class of G has to be
chosen very precisely.
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7.4.2 Algorithm

Here we give an analysis of the second strategy of Theorem [[3Tl We will give, in
a future work, the total study of the other strategy. Moreover, for the transporter’s
technique, we do not use the result of corollary [L3T16

Assume we have pre-computed a database of c-minimal representative of each con-
jugacy class of permutations group of degree n. This database contains also for each
representative G:

e The set £ of i-relations corresponding to the polynomials g; we have to compute;

e the transversal G\\Stabg(FE;) for each E; € &;

e the techniques (Cauchy or transporters) used to obtain the others polynomials;

Given a polynomial f of degree n, our method for finding the Grébner basis G =
{91,92,...,9n} can be implemented following this algorithm. First we give the one

using the theoretical bound (see Algorithm [[Z), then the one using the early detection
(see Algorithm [[3).

Algorithme 12 RELATIONIDEALTHEORITICALBOUND(G*0) G/ p)

Hypothése : p is a prime integer, G*o) ig a kg approximation of G(°°) in Qp. Gy is the
symmetric representation of the Galois group of f corresponding to the approximation
of the roots of f given by G*¥0). We suppose that G 7 is a symmetric representative
stored in our database.

Sortie : G ={g1,...,9,} and T = {f1,..., fn} are triangular basis of a relation ideal
of f with G as stabilizer. The basis G is reduced.

From the database we obtain the set 7 corresponding to the indexes of the f; we have
to compute with linear systems.
Compute the maximal bound B over all the B; (see Section [L32).
Let & be the minimal integer such that 2B? < pF*1. Construct G*) from G*o) by
Hensel lifting.
for : =1ton do
if i € 7 then
Solve the linear system corresponding to F; and convert the solution to the
polynomial f; with rational coefficients.
else
Apply the Cauchy’s and transporters techniques (Corollary [L3TI7) over one f;
with j < 4 in order to obtain f; without any computation.
end if
Reduce f; modulo {g1,...,¢;—1} in order to obtain g;.
end for
Return 7, G, Gy.

Clearly these two algorithms give a proven result. Now we give a brief analysis of
the complexity of this method.
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Algorithme 13 RELATIONIDEALEARLYDETECTION(G*0) G p)

Hypothése : p is a prime integer, G*o) ig a kg approximation of G(°°) in Qp. Gy is the
symmetric representation of the Galois group of f corresponding to the approximation
of the roots of f given by G 0) We suppose that G # is a symmetric representative
stored in our database.

Sortie : G ={g1,...,9,} and T = {f1,..., fn} are triangular basis of a relation ideal
of f with G as stabilizer. The basis G is reduced.

From the database we obtain the set Z corresponding to the indexes of the g; we have
to compute with linear systems.
for i =1ton do
if ¢ € 7 then
S1: Solve the linear system corresponding to F;. Let s; be the solution.
if s; can be converted to a rational polynomial h; and h; satisfies the correctness
test then
The polynomial h; is f;.
else
Construct a better approximation of G(°) by Hensel lifting and goto step S1.
end if
else
Apply the Cauchy’s and transporters techniques over one f; with j < ¢ in order
to obtain f; without any computation.
end if
Reduce f; modulo {g1,...,¢;—1} in order to obtain g;.
end for
Return 7, G, Gy.
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7.4.3 Complexity

In this section we study the complexity of our method when the polynomial is irredu-
cible, monic with integral coefficients and degree n. We first study the case where the
theoretical bound B; (see Section [[32) is used, then we study the case of the early
detection strategy (see Section [[3.4).

In all this part the following hypothesis is supposed:

A database of c-minimal symmetric representation of each degree n
transitive group s known. For each element G of this database the pre-
computation (see Section [7.1)) is done and all the transversals of G
modulo the stabilizers are pre-computed too.

Moreover, we study the complexity of our algorithm when only the transporters and
Cauchy’s techniques are used (we do not consider the calculation of a g.c.d. in replace-
ment of a linear system construction and resolution). The cost of the Cauchy moduls
computations is not taken into account because they could be pre-computed generically
(see |90]). We only consider the computation of the triangular basis 7, so we do not
consider the complexity of normal forms computations in order to compute G from 7.

The case where the theoretical bound B; is used

In this case, the Hensel lift is computed only one time. Let D be the maximal
degree D(F;), where E; ranges into the i-relations, and let By be a bound over the
absolute values of the roots of f. Then we choose k to be an integer so that klog(p) >
O(n?Dlog(By)) (see Section[[32). Let Mr(n) denotes the number of operations needed
in R = (Z/p""'Z)[X,]/G**+Y for the arithmetic operations of polynomials of degree
n with coefficients in R. Let M(N) denotes the cost of an arithmetic operation in R
as the number of operations in Z/p**1Z (see Proposition [C320). All the arithmetic
operations for the Hensel lifts can be done in the ring (Z/p*+1Z)[X,,]/G**V. Thus,
the quadratic Hensel lift of the n polynomials (which are of degree at most n) of G to
G+ | takes (see |110])

O(Ma(n) M(N)

operations in Z/p*+17Z.

Then, we analyse the cost of constructing and solving the linear systems M;. Let
FE; be an i-relation which corresponds to a linear system to be constructed. In the
theoretical construction (see system ([ZH)) of M; we construct a matrix M; with N D(E;)
linear equations (with repetitions) and D(F;) variables. Producing one line of this
matrix can be done with D(E;) multiplications in (Z/pF*t1Z)[X,]/G**+YD. Thus, the
construction of M; takes

Ti(Ei) = O(ND(E;)*> M(N))
operations in Z/p**+1Z.
During the construction we take off the repetitive lines, then we solve the remaining
D(E;) x D(E;) linear system which takes

T5(E;) = O(D(E;)“ M(N))
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operations in Z/ pFtlz, (the power w represents the cost of the linear algebra). Thus the
construction and resolution of all the matrices M; take

STTUE) + To(E) = O(((G) + Ne(G))M(N)

€L

operations in Z/p*+17Z.
Now, we denote by M(N,n?D log(By)) the cost, in word operations, of an arithmetic
operation in R. In total, since ¢(G)* > nMg(n), we obtain the following result:

Theorem 7.4.1. Algorithm[IA takes

O((c(G)* + Nc(G)>)M(N,n2Dlog(By)))

word operations.

The case where the early detection is used.

Let Biyye be the maximum of the absolute values of denominators and numerators
of coefficients of g;’s. Then, we can find the true answer at the step pF*! which just
exceeds the bound Byye. So, we may assume that p**! = O(Bjy.). Then, by applying
the results of the paragraph above, we have

Theorem 7.4.2. The algorithm [I3 takes
O((c(G)* + Ne(G)>)M(N, log(Biyue)) + L)

word operations, where L is the total cost of computations of normal forms for correct-
ness tests.

Remark 7.4.2. The normal forms are computed over the rationals. Thus, we can not
put, in Theorem [LZ2] all the operations in a same complexity group.

7.5 Experiments and remarks

First we give an example of our algorithm for a polynomial of degree 6. For this
experiment we will use the computer algebra system MAGMA. In this software, a
multivariate polynomials ring with n variables is given with the lexicographic order
x1 > Ty > ... > xg. S0 in all this example we adopt this order which is not the same
convention as in the rest of this chapter.

Example
We will construct the relations ideal of the polynomial

f=a%—2s5 —42* + 52° + 42% — 22 — 1.
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Actually, we will construct the reduced triangular basis of this ideal which has the
following form

fi(zy,za,. .., x6)
fo(xa, ... z¢)
f3(x3,...,26)
fa(xg,. .. z6)
f5(x5,26)

fo(we)

Before beginning our algorithm we have to know the action of the Galois group of f
over the its p-adic roots. For this, we choose the first prime which split completely in
the number field defined by f (in fact, a prime such that f is separable modulo p is
enougth).

> p:=1;

> test:=true;

> d:=Degree(f);
>

>

while test do

while> p:=NextPrime(p+1);

while> PR:=PolynomialRing(GaloisField(p));
while> if IsSquarefree(PR!f) then
whilelif> ff:=Factorization(PR!f);
while|if> test:=not ((#ff eq d));
whilelif> end if;

while> p_old:=p;

while> end while;

> p;

449

Thus 449 is this prime and we can now compute the Galois group of f. In this case, all
the roots of f modulo p are in the field F),. So, we obtain a symmetric representation
of the Galois group of f with its action over the roots of f modulo p.

> G, rmodp, _ := GaloisGroup(f:Prime:=p);

> G;

Permutation group acting on a set of cardinality 6
Order = 24 = 273 * 3

(2, 5)
(1, 2, 4@, 6, 5
>rmodp;

[ 320, 28, 275, 80, 16, 181 ]

From the knowledge of G we retrieve the corresponding scheme stored in our database.
This scheme guide our algorithm and is given by
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f Cauchy modul of fg
fo Cauchy modul of f5
f3 Cauchy modul of fy
fa Transporter : fé1’2’3’6’5’4)
f5 || System x5, z¢, ds = 2,dg =5
fo f (o)

Since fg is already known, we begin by computing the polynomial f5(x5,xg). From the
scheme, we know that the polynomial f5 is of degree 2 in x5 and of degree at most
5 in xg. So we construct the corresponding system [l The roots of f modulo p are

numbered in the following manner

a1 = 320, Qg = 28, a3 = 275, Qy = 80, a5 = 16, g = 181

and a transversal of G modulo Stab(G, [5,6]) is computed by

> RightTransversal(G,Stabilizer (G, [5,6]));

{e
Id(®,
(2, 5,
1, 2, 4@, 6, 5),
(1, 2, 3, 6, 5, 4),
(1, 5, 3, 6, 2, 4),
(1, 4, 2)(8, 5, 6),
(1, 5, (2, 3, 6),
(1, 4, 2, 6, 3, 5),
(1, 3, 5, 6, 4, 2),
(1, 3, 5)(2, 6, 4),
(1, 6),
(1, 6)(2, 5)

e}

So the first line of the matrix Ms is

Oé50ég Oé50/61 015012 015012 a50g QOf Oég 0/61 Oé%

and the second is the image by (2, 5) of the first one:

042042 0420/61 04204% 04204(2; Q20 a9 04(5; 0/61 Oé%

Actually, we obtain the following system with coefficients in F44g:

>M5;

[77 55 360 193 202 16 89 256 247 433 181 1]
[247 433 181 1 129 28 89 256 247 433 181 1]
[273 438 308 356 359 275 161 431 55 256 16 1]
[308 356 359 275 382 80 161 431 55 256 16 1]
[121 309 444 80 67 275 198 424 400 335 28 1]
[254 334 220 360 385 181 438 431 93 193 275 1]
[125 245 121 309 444 80 198 424 400 335 28 1]
[72 7 126 247 445 320 438 431 93 193 275 1]
[343 414 196 429 112 181 245 424 140 114 80 1]
[274 82 349 111 7 320 245 424 140 114 80 1]
[20 421 129 448 181 16 338 335 429 28 320 1]
[35 400 338 335 429 28 338 335 429 28 320 1]
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The vector Vy is given by

> Vb
(335 256 28 433 28 114 433 193 114 193 335 256)

and MAGMA computes the following solution in F}3,

> S:=Solution(Transpose(M5),-V5);
> S;
(448 3 2 441 0 2 0 0 0 0 0 448)

Now we have to try to reconstruct the coefficients of f5 from this modular solution. For
example, for the first coefficient we have

> test, r := RationalReconstruction(S[1]);
> test;

true

> r;

-1

Actually, all the coefficients can be recover and we obtain the following polynomial:
hs = x% — x5m(5; + 3x5x§ + 21‘51‘% — 81‘51'(2; +2z5 — 1.

Finally, it remains to prove that h; is equal to f;. For this, we use the correctness test
using the computation of a normal form. Let ¢5 be the Cauchy modul of f with degree
5 in its dominant monomial. The polynomial hg is f; if and only

NF(C57 [h57 fﬁ]) =0.
With MAGMA we obtain

> h5;

x572 - xb*x6°5 + 3*xxb5%x674 + 2%x5*x6°3 - 8*xb*x672 + 2*x5 - 1

> f6;

X6"6 - 2*xx6°5 - 4%x674 + 5*x673 + 4*xx6°2 - 2*%x6 - 1

> cb5:=(f6-Evaluate(f6,x6,x5)) div (x6-x5);

> cb5;

x575 + x574%x6 - 2*%xx574 + x573%x672 - 2*%x573*%x6 - 4%x5°3 +
x572*%x673 - 2*xx572%xx6°2 - 4%x5°2%x6 + 5*x5°2 + x5*x6°4 -
2xx5%x6°3 - 4*x5*xx6°2 + Bxxb*x6 + 4*%xx5 + X675 - 2*%x674 - 4%*x6”3
+ Bxx6°2 + 4%x6 - 2

> NormalForm(c5, [h5,f6]);

0

> £5:=hb;

Thus, it is not necessary to increase the precision and the polynomial f5 is now con-
structed. All the remaining polynomials of the triangular systems can be obtain by
applications of techniques. For example, the polynomials f4 and f3 are respectively
computed by transporter and Cauchy techniques.

> f4:=f5"Sym(6)!(1, 2, 3, 6, 5, 4);

> f4,

x4°2 - x4%x5°5 + 3*xx4*x5°4 + 2%x4*x5°3 - B*x4*xx5°2 + 2*%x4 - 1
> £f3:=(f4-Evaluate(f4,x4,x3)) div (x4-x3);

> £3;

x3 + x4 - x5°5 + 3*x574 + 2xx5°3 - 8%x572 + 2-
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Finally, after reduction, we obtain the triangular basis of the relations ideal of f:

fi = a1 +x) — 20 — 4z + 5xd + 4w — 2,

fo = @94 x5 —ad + 374 + 208 — 822 + 2,

f3 = x3+x4— g+ 208 4 302 — 3w — 2,

fi = xi — mxé + 2354%% + 31‘41‘% — 3w — 224 — 1,
fr = x% - x5x2 + 3x5x§ + 21‘51‘% — 81‘5.%'% + 2x5 — 1,
fo = x5 —2x) —dag + 5xd 4 42 — 226 — 1

We now give some remarks about the other experiments we made.

Experiments

We have implemented algorithm [ with the computer algebra system MAGMA (version
2.11) in the case of an irreducible monic polynomial with degree up to 9 and coefficients
in Z. Since MAGMA has a lot of functionalities our code contends at most five hundred
lines (here we do not take into account the functions for the pre-computation). We have
computed our database of representatives G of conjugacy classes of transitive groups of
degree up to 9, but we did not prove that they are c-minimal (even if it seems to be
true).

Choice of the prime p: As one can see in Theorem the quantity N has to
be chosen as small as possible. By Tchebotarev’s density theorem, it is possible to find
a prime p such that N = 1 but it may be a hard procedure (the complexity of finding
such a prime is O(|G])). In our implementation, we choose to use this sort of prime.
One can see in Table that the time taken by the procedure which find such a
prime is not significant in front of the rest of the computation.

The power kg: In our implantation we begin by computing G*0) with an Hensel
lift, for an integer kg sufficiently large. In our experiments we choose kg = 10. Let p be
the smaller prime with N = 1, it seems that p'? is a good heuristic for a larger bound
over the size of the coefficients of the wanted triangular basis. Actually, during all the
computations we made, few correctness tests fail. The search of a better heuristic for
ko (which depends of the discriminant of the polynomial) is in progress.

Comments on Table [L5.0.0F For these experiments we used polynomials of the
database galpols of MAGMA. We give, for each example, the name of the group G
with the Butler and McKay’s nomenclature, the order of G and the integer ¢(G) for the
representative of our database. The column Tcheb. shows the timings of computing a
prime p such that N = 1, the column p gives this prime. Column Galois shows the
timings of computing the Galois group, Matrix/Solve respectively the time consuming
in the construction and solving the matrices, NF for the normal forms computations and
Total the total timing of the procedure. The measurements were made on a personal
computer with a 1.5Ghtz Intel Pentium 4 and 512MB of memory.

As one can see, the size of the invariant ¢(G) and the size of p has an influence over
the time for the computation and resolution of the matrices. The size of p'? is a bound
for the size of the coefficients of the matrices and ¢(G) is the sum of all the size of the
matrices to compute. When ¢(G) is big, two cases are possible: few big matrices to
compute or a lot of little matrices to compute. The first case is more time consuming
than the second. This is why there are some difference between examples with same
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size of the constants ¢(G) and p. For example we can not compute the relation ideal
when G is the alternating group of degree n > 6, the size of the systems to compute
and solve are too big (in this case there is only one system to compute but its size is
|G|? and even if we chose kg = 1 the computation was impossible).

As we said above, in these examples, none of the correctness fails, thus we compute
only one normal form for each correctness test. The other normal forms are computed
for the reduction of the triangular basis given at the end of the algorithm. The cost
of the normal forms computations is not negligible for certain examples (see the lines
9739 and 9T%). If we change the output of our algorithm by a non reduced triangular
basis it would be possible to reduce this time consuming. For example, in the case
of 9739, the reduction of the basis takes 1600 seconds. The same phenomena appear
in the example 9Th9. For the correctness test, we could do a modular pre-test (see
Section B33)). If this pre-test fails then the test over the rationals will fail too, so
we can avoid its computation. Moreover, a tricky implementation of the computation
of normal form in a low level language may increase the efliciency of this part of our
implementation.

To improve this algorithm we can also, for a given index k, use the intermediate
computations of the successive matrices M; with ¢ < j for the construction of the matrix
M;. This trick will be used in a future implementation.
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Table 7.1: Timings of computation of splitting fields (seconds)

‘ group ‘ |G| ‘ c(Q) ‘ Tcheb. ‘ D ‘ Galois ‘ Matrix/Solve ‘ NF ‘ Total
6119 60 126 0.13 929 0.06 0.22 / 017 0.04 0.66
6113 72 18 0.11 619 0.03 0.01 / 0.01 0 0.18
6714 120 126 0.15 1447 0.05 0.44 / 0.44 0.06 1.18
6115 360 366 0.22 2437 0.0 3.69 / 6.51 0.21 10.79
i 168 45 0.19 1879 0.06 0.05 / 0.04 0.04 0.41
8139 96 208 0.34 3413 0.13 0.55 / 0.59 0.14 1.870
8133 96 136 0.23 2099 0.14 0.32 /0.3 0.34 1.42
8134 96 152 0.09 229 0.14 0.34 / 0.24 0.09 0.99
8135 128 32 0.31 2909 0.06 0.01 / 0.01 0.01 0.45
8136 168 344 0.06 211 0.14 1.78 / 1.59 1.63 5.360
8137 168 344 0.31 2969 0.1 1.76 / 2.26 1.15 5.72
813g 192 112 0.26 2503 0.1 0.29 / 0.29 0.05 1.09
8139 192 208 0.16 947 0.06 1.14 / 1.44 0.2 3.11
8Ty1 192 128 0.4 4271 0.13 0.33 / 0.32 0.06 1.32
8Tyo 288 56 0.46 5051 0.1 0.05 / 0.02 0.02 0.71
81Ty3 336 344 0.29 3209 0.12 3.48 / 6.09 3.84 14.0
8T Y4 384 16 1.05 14071 0.06 0.01 / 0.01 0.05 1.24
8Tys5 576 608 0.36 3719 0.06 10.21 / 22.87 1.18 35.1
8Tye 576 608 0.56 6269 0.1 10.25 / 23.72 1.1 36.14
8T y7 1152 32 1.27 17299 0.05 0.03 / 0.02 0.0 1.44
8Tys | 1344 | 344 5.56 78497 0.08 3.56 / 8.56 20.33 38.3
915, 162 117 0.59 6047 1.08 0.2 /0.16 0.54 2.72
9759 162 90 0.12 461 0.16 0.13 / 0.09 0.08 0.65
9153 297 216 0.16 727 0.31 3.13 / 5.17 1.37 10.4
9754 324 135 0.24 1801 1.07 0.4 /0.38 2.23 4.45
9755 324 360 0.16 953 1.03 3.41 / 5.49 0.33 10.63
915 432 81 0.98 10273 0.3 0.18 / 0.16 7.43 9.15
9157 504 513 0.79 10103 0.42 7.98 / 18.6 105.49 | 133.64
9T5g 648 36 0.33 3037 1.38 0.03 / 0.02 0.01 1.87
9759 648 675 0.75 7883 0.43 13.17 / 38.74 1.44 55.21
913, | 1296 27 0.33 2801 1.0 0.01 / 0.01 0.03 1.53
9139 1512 | 3033 0.46 5167 0.27 142.17 / 608.1 | 1761.84 | 2523
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Chapitre 8

Conclusions et perspectives

Le but de cette thése était d’élaborer des algorithmes efficaces dans le cadre de la
théorie de Galois effective.

Les résultats obtenus dans ce sens sont de trois types différents.

Théorique : nous avons étudié les idéaux de Galois et obtenu de nouveaux résultats.
Ces derniers nous ont permis de mieux utiliser ces objets pour le calcul d’idéaux des
relations.

Algorithmique : nous avons élaboré de nouveaux algorithmes et méthodes pour

résoudre les problémes qui nous intéressaient. Pour le calcul d’une représentation sy-
métrique du groupe de Galois d’'un polyndéme f, ou plus généralement du groupe de
décomposition d’un idéal triangulaire, nous avons appliqué un algorithme de branch-
and-cut. Nous avons montré que dans le cas des idéaux de Galois purs, l'algorithme
obtenu est de complexité polynomiale (en le nombre de formes normales calculées) et
que cette derniére est meilleure que celle précédemment connue pour les idéaux de Ga-
lois maximaux.
Pour le calcul d’un idéal des relations d’un polyndéme f, nous avons proposé différents
algorithmes ayant des hypothéses de départ différentes. Leur point commun est 'uti-
lisation des connaissances sur le groupe de Galois de f afin d’améliorer leur efficacité.
Ces connaissances sont soit obtenues au fur et & mesure du calcul, soit obtenues & partir
des entrées de 'algorithme. Dans ce dernier cas, nous fournissons un algorithme ayant
pour hypothése de départ le fait que le polynéme f soit de groupe de Galois dihédral
et un autre ayant pour entrée ’action du groupe de Galois de f sur des approximations
p-adiques de ses racines. Pour ces deux derniers algorithmes nous avons mené une étude
de leur complexité.

Implantation : tous les algorithmes que nous avons élaborés ont fait 'objet d’un
implantation & l'aide du logiciel MAGMA. Ces implantations se sont révélées de trés
bonne efficacité.

Méme si les objectifs de départ ont été atteints, toute la recherche dans cette voie
n’est pas terminée. En effet, d’aprés D. Lazard, les idéaux de Galois pourraient étre
utilisés pour donner une nouvelle description des solutions de systémes polynomiaux
présentant des symétries.

Les méthodes mises & jour pour améliorer l'efficacité de nos algorithmes (utilisation
des connaissances sur le groupe de Galois) pourraient étre utilisées conjointement au
nouvel algorithme de factorisation dans les extensions (voir [17]) afin d’en étudier la
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complexité et 'efficacité dans le cadre du calcul de I'idéal des relations.

On peut aussi se demander si 'utilisation des nouveaux ensembles proposés dans [32]
pour représenter des idéaux triangulaires, améliorerait 'efficacité de nos algorithmes.
Par exemple, il est fort possible que leur utilisation permette de réduire le nombre
d’étapes de remontées henseliennes dans nos algorithmes modulaires.

Dans le cadre de 'implantation aussi il reste encore beaucoup & faire. Adapter nos
implantations dans le cadre plus général des corps globaux, améliorer les calculs de
formes normales ou encore développer une partie de notre travail dans un langage de
plus bas niveau (en C par exemple) afin de mieux maitriser les arithmétiques utilisées.
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Annexe A

Implantations pour le calcul du
groupe de décomposition

Dans cette annexe, nous présentons les implantations en MAGMA (version 2.10) per-
mettant le calcul du groupe de décomposition d’un idéal triangulaire (voir Chapitre B]).
Ces implantations ont été réalisées en collaboration avec S. Orange.

Cette premiére fonction prend en entrée une permutation o et 'ensemble des orbites
de {1,...,n} sous 'action d’un sous-groupe G de S,,. Elle renvoie I’ensemble des orbites
de {1,...,n} sous 'action de (G, o). Elle correspond & I'implantation de ’algorithme [

//kskokok sk ok ok sk sk sk ok s ok sk sk sk ok kb ok ok o ok sk sk ok o ok sk sk o sk sk ok sk sk o o oksk sk ok o ki sk ok o ok sk sk sk ok sk sk sk ok skokok ok ok ok /
function NouvellesOrbites (orbites,sigma);

nvorbites := {};
while not (IsEmpty(orbites)) do
e := Random(orbites) ;
p := e join Image(sigma,e) ;
orbites := Exclude(orbites,e) ;
while not(p eq e) do
for oprime in orbites do
if not(#(p meet oprime) eq 0) then
e := e join oprime;
orbites := Exclude(orbites,oprime) ;
end if;
end for;
p := e join Image(sigma,e) ;
end while ;
nvorbites := Include(nvorbites,e) ;
end while;
return nvorbites;

end function;
/3K 3Kk ok ok sk ok ok ok ok ok ok K 3 ok ok K ok ok K K o ok ok K ok ok K K o ok ok 3k 3k ok ok oK K o ok Kk 3k ok ok ok K ok ok ok K ok ok kK sk ok kK ok ok kK ok ok ok ok ok /

Etant donné un ensemble triangulaire S de Q[z1, ..., x,] et un préfixe [, la fonction
suivante calcule une permutation de Dec(S) de préfixe [ si elle existe et I'identité sinon.
Elle correspond a I'implantation de 'algorithme Bl

/3K ok sk ok sk ok sk sk ok s ok ok ok 3k ok K ok ok 3 ok K ok ok 3 ok sk ok ok ok ok sk 3 ok sk ok ok 3 ok K ok ok 3 ok sk sk ok ks ok K ok sk ok ok sk ok 3 ok ok ok ok ok ok sk k ok /
/%%
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Oparam 1 une séquence d’entiers représentant le préfixe.
Oparam S une séquence de polyndmes représentant la base
triangulaire d’un idéal.
@param SP la séquence S modulo un premier compatible (pour le
pré-test modulaire).
Q@return s’il existe une permutation de préfixe 1 dans Dec(<S>) une
d’entre elle est renvoyée sinon, c’est Id(S_n) qui est
renvoyé.
x/
/3K sk sk ok e ok ok sk sk sk sk o ke ok sk sk ok e ok sk sk sk o ok sk sk o ok sk sk sk e ok sk sk ok e ok sk sk sk ok sksk sk e ok sksk sk e sk sk sk sk ok sk sk ok ok sksk sk sk ok ok ok /
function UnePermutation(1,S,SP)
local r,Sn,n,bouclel,boucle2,a,ens,s,1l;
n := #S;
Sn := Sym(n);
r :=n - #1;

bouclel := true;

while (r gt 0) and bouclel do
ens:=Reverse (Sort (SetToSequence({1..n} diff Set(1))));
boucle2 := true;

while (r gt 0) and boucle2 do
if #ens eq O then //BACKTRACK
bouclel:=false;
boucle2:=false;

else
a := ens[1];
ens := ens[2 .. #ens];

11 := [a] cat 1;
s:= Sn! (SetToSequence({1l..n} diff Set(1l)) cat 11);
if NormalForm((SP[r])~s ,SP) eq O then

if NormalForm((S[r])~s,S) eq O then

r:=r-1;
boucle2 := false;
1 :=11;
end if;
end if;
end if;

end while;
end while;

if r eq O then
return s;

else //BACKTRACK
return Id(Sn);

end if;

end function;
/3K 3Kk ok ok sk ok ok ok ok ok K ok ok ok K ok ok 3k K ok ok ok K ok ok 3 3 ok ok oK K o ok K K 3k ok ok K K ok ok Kk sk ok ok 3k K ok ok K K sk ok ok K ok ok Kk ok ok Kok ok ok k /

Les fonctions suivantes permettent le calcul du groupe de décomposition d’un idéal
triangulaire. La seconde fonction prend en entrée un ensemble triangulaire S et un

booléen GalId. Si ce dernier paramétre est initialisé a true, cette fonction calcule le
prédicat "<S> est-il un idéal de Galois pur 7" et dans ce cas, I’ensemble triangulaire S est
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supposé séparable. Le résultat du prédicat est donné en deuxiéme sortie et si ce prédicat
est vraie, le groupe de décomposition est donné en premiére sortie. Dans le cas ot GalId
est initialisé & false, le groupe de décomposition est toujours calculé, ’ensemble S
n’est pas supposé séparable et la deuxiéme sortie n’a pas de sens. La premiére fonction
correspond a I'implantation de 'algorithme Bl et la seconde a 1'algorithme [ (voir aussi
'algorithme [IT).

[/ skskskok sk ok ok sk sk sk ok ok sk stk sk ok sksk sk sk ok sk sk ok sk sk sk kok sk sk ok sk stk sk ke sksk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk skok sk ok ok sksk sk ok sk ok /
/%%
Cette procedure détermine un systéme de générateurs G du fixateur de {k-1..n}
du groupe de decomposition de 1’ideal <S> en fonction d’un systéme
de générateurs du fixateur de {k-1..n} de ce groupe. Un pré-test
modulaire d’appartenance a 1’idéal est utilisé pour améliorer 1l’efficacité.
@param k un entier
@param G paramétre d’e/s est une séquence de générateurs des
fixateurs successifs.
Oparam S base triangulaire.
Oparam SP base triangulaire modulo p.
Oparam n la longueur de S.
Oparam sn le groupe symétrique.
@param orbites paramétre d’e/s est l’ensemble des orbites de
{1,...,n} selon 1’action de <G>
@param IsGalld paramétre d’e/s un booléen qui permet de savoir si
1’on est de la cas de EstGaloisPur?.
Oreturn G 1l’ensemble des générateurs du fixateur calculé.
Owarn lorsque IsGalIld est & TRUE la procédure s’arréte au moindre
backtrack en renvoyant FALSE par 1l’intermédiaire de ce paramétre.
*/
[/ skskskok sk ok ok sk sk sksk ok ok skskok sk ok sksksk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk ok sk stk sk ok sksk sk sk ok sk sk sk sk ok skskok ok skskok sk ok ok sksk sk ok ok sk /
procedure deGkaGkm(k,~G,~S,”SP,™n, sn, orbites, “IsGalId)

elt:={1..(k-1)} meet {Max(o): o in orbites};
while (not(IsEmpty(elt))) do
ak := Max(elt);
elt := elt diff {ak};
11:= SetToSequence({1l..k} diff {ak}) cat [ak] cat [(k+1)..n] ;
if NormalForm((SP[k])~(sn! 11) ,SP) eq O then
if NormalForm((S[k])~(sn! 11) ,S) eq O then

sigma2:= UnePermutation([ak] cat [(k+1)..n],S,SP);

if not (sigma2 eq Id(sn)) then
G:=G cat [sigma?2];
orbites:=NouvellesOrbites(orbites,sigma2);
elt:=elt meet {Max(o): o in orbites};
else
//Dans le cas de IsGaloisIdeal il faut sortir
if IsGalId then
IsGalld := false;
print "BACKTRACK";
break;
end if;
end if;
end if;
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end if;
end while;
end procedure;

[/ kskskskok sk ok ok sk sk sk ok ok sk ok sk ok skesk sk ok ok sk sk sk ok skskok sk ok sk sk sk ok sksk sk ok ke sksk sk sk ok sksk sk sk sk sk sk sk ok skskok sk ok skskok sk ok sk ok /
/%%
Oparam S une base triangulaire donnée sous la forme d’une séquence.
HYPOTHESE : Dans le cas ou Galld est initialisé & true, S est séparable.
Oparam GalId un booléen.
O@return le groupe de décomposition de <S>
O@return un booléen.
*/
/3K sk ok s ok ok sk sk sk sk o ke ok sk ok ok e ok sk sk sk ok ok sk sk s ok sk sk ek sk sk sk e ok sk sk sk ok sksk sk e ok sksk sk e sk sk sk s ok sk sk sk ok sksk sk sk ok ok ok /
function GroupeDeDecomposition(S,GalId)

S:=Reverse(Sort(S))
n:=Rank(Parent (S[1]));
sn:=Sym(n) ;

G:=[1;

orbites := {{i}: i in {1..n}} ;

// On cherche un premier p compatible pour le test modulaire.

p:=2;
rep:=false;
while rep eq false do
polmod:=PolynomialRing(FiniteField(p),n);
k:=1;
rep:=true;
while (rep eq true) and (k le n) do
rep:=IsCoercible(polmod,S[k]);
k:=k+1;
end while;
if rep eq false then p:=NextPrime(p); end if;
end while;

polmod:=PolynomialRing(FiniteField(p),n);
SP := [(polmod ! S[i]) : i in [1..n]];

// Calcul du groupe de décomposition.

if GalId then

for k:= 2 to n do
deGkaGkm(k,~G,~S,~SP, n, “sn, “orbites,~Galld);
if not(Galld) then

break;

end if;

end for;

else

for k:= 2 to n do
deGkaGkm(k,~G,~S,~SP, n, “sn, “orbites,~GalId);
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end for;
end if;

// Calcul de Card(V(<S>))
// Dans le cas S est séparable, nous avons

card := &*[LeadingTotalDegree(f) : f in S];
// Fin

G:=PermutationGroup<n|G>

return G, (card eq #G) and Galld;

end function ;
/KK ok ok sk s ok sk ok ok ok ok s ok ok sk ok ok ok sk ok s ok ok o ok ok sk ok o ok ok sk 3k ok ok ok s ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok k /
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Annexe B

Base de données et implantations
pour 'algorithme de Yokoyama
revisité

Dans cette annexe, nous donnons les bases de données utilisées dans ’algorithme de
Yokoyama revisité (voir Chapitre [) et une implantation en MAGMA (version 2.10) de
I’algorithme [[3 dans le cas ot ’entier premier choisi se décompose complétement.

B.1 Base de données

Nous avons calculé les bases de données pour les groupes transitifs de degré inférieur
ou égal a 9. Ci-aprés, sont recensées celles pour les degrés 5 & 9. Ces informations
ont été obtenues a l'aide du logiciel MAGMA (mais pourraient tout aussi bien étre
calculées avec GAP (voir [44])). Pour chaque groupe transitif de degré inférieur ou égal
a 9, nous donnons un représentant symétrique et le schéma de calcul correspondant.
Ce représentant G est donné comme conjugué du groupe de permutations obtenu &
partir de la fonction TransitiveGroup de MAGMA. Pour un groupe G de degré d, le
schéma de calcul correspondant est donné sous la forme d’un tableau de d lignes. Chaque
ligne correspond & un polynéme d’une base triangulaire d’un idéal des relations d’un
polynome f de groupe de Galois G. Le polynome de la ligne d correspond a f(z4)
et celui de la ligne 1 au module de Cauchy de f linéaire en les variables x1,...,xq4.
Pour chacune de ces lignes, le schéma indique comment calculer le polynéme de la base
triangulaire correspondant. Trois types de calcul sont possibles :

C(i, L)

dans ce cas, le polyndémes cherché est le module de Cauchy généralisé du polynoémes f;
et ses variables sont numérotées par la liste L.

T(i, P)

ici, le polynéme cherché est obtenu en faisant agir sur le polynéme f; la permutation
donnée sous la forme du tableau P.

S(L, D)
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dans ce dernier cas, on doit construire et résoudre un systéme linéaire & partir des
approximation p-adiques des racines de f. Le systéme a construire dépend des variables
numérotées par L et sont de degré borné par ’entier correspondant dans D.

Pour chaque représentant GG, nous précisons sa taille ¢(G). Il est a noter qu’il n’est
pas prouvé que ces représentants soient c-minimaux (méme s'il est fort probable qu’il
en soit ainsi). Ils ont été trouvés en faisant une recherche exhaustive sur I'ensemble des
conjugués des groupes transitifs et en utilisant des heuristiques pour limiter le calcul.

B.1.1 Degré 5

G =Conj(5T1, [1,2,3,4,5] )
c¢(G) =10
CG6,b.4,3,2,1
T(4,[4,5,1,2,3
T(1,5,1,2,3,4
S([5,4], 5,1
S([5], [5

O | WO DN =

~— | — [~ —|—

G =Conj(5T», [1,2,3,4,5] )
c(G) =25
C(5,5.4,3,2,1
T(3,[5,1,2,3,4
S([5,4,3],15,2,1
S([5,4], 5,2
S([5], [5

O | W N =

— | — [~ |~ |—

B.1.2 Degré 6

G =Conj(6T1, [1,2,3,4,5,6] )
c(G) =12
C(6,16,5,4,3,2,1
5,14,5,6,1,2,3
5,15,6,1,2,3,4
5.06,1,2,3,4,5
S([6,5],16,1
S((6], [6

T(
T(
T(

DY x| W N~

— =<

G =Conj(6T>, [1,2,3,4,5,6] )
c(G) =18
C(6,16,5,4,3,2,1])
T(4,]5,6,1,2,3,4])
7(5,[5,6,1,2,3,4])
S([6,4], [6,1])
)
)

5([6,5], (6, 1
S(l6], 6

DY x| W N
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G =Conj(5T3, [1,2,3,4,5] )

c(G) =25
I CG5,4,321)
2 7(3,05,1,2,3,4))
3| S([5,4,3],[5,4,1])
4 C(5,[5,4])
5 S5([5], 15])
G =Conj(5T4, [1,2,3,4,5] )
c¢(G) =65
1 C(5,15,4,3,2,1))
2 S([5,4,3,2],[5,4,3,1])
3 C(.[5,4,3))
1 C(5,5,4))
5 S5([5], [5])

G =Conj(5T5, [1,2,3,4,5] )
c(G)=5

(5,054,321

C(5,[5,4,3,2

.5, 4,3

C(5,5,4

S([5], 5

O | W N -

— | — [~ |~ —

G =Conj(6T5, [1,5,3,4,2,6] )
c(G) =24
C(6,16,5,4,3,2,1

T(3,[1,3,2,4,6,5

S(16,3],[6,1

C(5,[6,5,4

S(6,5],16,2

DY x| W N~

N N N N N N

S([6], [6

G =Conj(6T4, [1,6,3,4,2,5] )
c¢(G) =30

C(6,[6,5,4,3,2, 1

T(4,[6,5,1,2,4,3

C(5,[6,5,3

S([67 57 4]7 67 27 1

S(6,5],16,2

DY x| W N~
== <=

S([6], [6




G =Conj(6T5, [1,4,3,6,2,5] )

(@) =12
C(6,16,5,4,3,2,1
7(5,6,4,5,1,2,3
C(6,[6,5,4,3
7(5,03,1,2,6,4,5
S([6,5],[6,1
S([6], [6

DY x| W N~

RO N7 ] N7 Ny N (N

G =Conj(67s, [1,3, 2,6,
c(G) =18
1 C(6[6,54,3,21
2 C(5,06,5,2
3
4
5
6

KLY
—

C(4,[6,4,3
T(5,[2,3,6,1,4,5
S([6,5],[6,2
S(el, [6

RO N7 ] N7 N (N (N

Conj(6T%, [1,2,6,3,
=36
C(6,06,5,4,3,2,1
7(5,(6,3,5,1,2,4
S((6,4,3],[6,4, 1
C(6,[6,5,4
5([6,5],[6, 1
S([6], [6

KLY
—

NG N (N7 [Ny Ny N (N

Conj(675s, [1,2,5, 3,
= 36
C(6,06,5,4,3,2,1
T(5.(6,3,5,1,2,4
S([6,4,3],[6,4,1
C(6,[6,5,4
S([6,5],[6,1
S(l6], [6

=2
—

o Q S Q
cncn»uww»a’a am»&wwwa
22l 2]

N N N N N N

G =Conj(6Ty, [1,4,3,5,2,6] )
) = 54

B.1. Base de données

C(6,06,5,4,3,2,1

C(6,[6,5,4,3

C(5,[6,5,4

S(6,5],16,2

c(G
1
2 [ 5(6,5,3,2],06,2,3,1
3
4
5
6

<

S5([6], [6

G ICOIlj(GTlo7 [1, 4, 3, 57 2, 6]

c(G) =54
1 C(6,16,5,4,3,2,1])
2 || 5([6,5,3,2],[6,2,3,1])
3 C(6,[6,5,4,3])
4 C(5,16,5,4])
5 5([6,5],16,2])
6 S5((6], [6])

B.1.3 Degré 7

G =Conj(6T11, [1,3,5,2,4,6] )
c(G) =12

1] C(6,[6,5,4,3,2,1])

2 C(6,[6,5,4,3,2])

3 7T6,[2,1,6,5,3,4)

4 C(6,6,5,4])

5 S([6, 5], [6, 1])

6 S([6], [6])
G =Conj(6T12, [1,2,3,4,5,6] )
o(G) =126

1 C(6,[6,5,4,3,2,1])

2 T(3,[1,6,2,5,3,4))

3 || S([6,5,4,3],[6,5,2,1])

1 5(16,5,4],[6,5,2])

5 C(6,6,5])

6 S([6], [6])
G =Conj(6T13, [1,4,3,5,2,6] )
c(G) =18

1] C(6,[6,5,4,3,2,1])

2 C(6,[6,5,4,3,2])

3 C(6,[6,5,4,3])

4 C(5,[6,5,4])

5 S([6, 5], [6, 2])

6 S([6], [6])
G =Conj(6T14, [1,2,3,4,5,6] )
o(G) =126

1 C(6,[6,5,4,3,2,1])

2 T(3,[1,6,2,5,3,4))

3 || S([6,5,4,3],[6,5, 4, 1])

4 C(6,16,5,4])

5 C(6,6,5])

6 S([6], [6])
G =Conj(6T1s5, [1,2,3,4,5,6] )
c(G) = 366

1 C(6,[6,5,4,3,2,1))

2 [75([6,5,4,3,2],[6,5,4,3,1])

3 C(6,[6,5,4,3])

1 (6,16, 5, 4)

5 C(6,[6,5])

6 S([6], [6])
G =Conj(6T1, [1,2,3,4,5,6] )
c(G)=6

1] C(6,[6,5,4,3,2,1])

2 C(6,16,5,4,3,2])

3 C(6,[6,5,4,3])

4 C(6,16,5,4])

5 C(6,16,5))

6 S([6], [6])
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G =Conj(7T1, [1,2,3,4,5,6,7] )
c(G)=14

G =Conj(7Ty, [1,2,3,4,5,6,7] )
c(G) =49

1 C(7,[7,6,5,4,3,2,1]) 1 C(7,[7,6,5,4,3,2,1])
2 [ 7(6,4,5,6,7,1,2,3)) 2 [ 7(5,]3,1,6,4,2,7,5))
3 7(6,]5,6,7,1,2,3,4)) 3 7(5,2,4,6,1,3,5,7)
1| 7,[6,7,1,2,3,4,5)) 1| 7(,[7,1,2,3,4,5,6))
5 [ 7(6,]7,1,2,3,4,5,6)) 5 S(7,6,5,[7,6,1))
6 S([7, 6], [7, 1)) 6 C(7,17,6))
7 S([7, [7) 7 S[7, [7)
G =Conj(7T5, [1,2,3,6,5,4,7] )

o(G) = 49

1 C(7,[7,6,5,4,3,2,1])
2 | T(5,11,3,5,6,2,7,4])
, 3 7T(,11,2,5,7,3,6,4])
G(’G:)Conj(7T2, (1,2,3,4,5,6,7] ) 1 C7 6.5
(@) =35 2 169,9,
1 C(7.7.6,5,4,3,2,1)) 2 S([7’675Cl’([77’[$7é;
2 [ T(5,[5,6,7,1,2,3,4]) - S([’ﬂ ’[7)
3 7(5,06,7,1,2,3,4,5)]) ’
41 7(5,[7,1,2,3,4,5,6]) G =Conj(7Ts, [1,2,3,4,5,6,7] )
5 S(Wv 67 5]7 [77 27 1 ) C(G) = 2527
6 S([7,6],[7,2]) 1 C(7,17,6,5,4,3,2,1])
7 S([7,[7) 2 [ 7S([7,6,5,4,3,2],[7,6,5,4,3,1])
3 C(7,]7,6,5,4,3])
4 C(7,[7,6,5,4])
5 C(7,17,6,5))
6 C(7,[7,6])
7 S, 17

G =Conj(7T5, [1,2,3,4,5,6,7] )

o(G) = 49 G =Conj(7Tx, [1,2,3,4,5,6,7] )

c(G)="17

T T B 25T 1| C(7,[7,6,5,4,3,2,1])
2 | 7(5,[5,6,7,1,2,3,4]) : e
3 C(6,[7,6,5,3]) 3 C(7,[7,6,5,4,3])
41 7(5,[7,1,2,3,4,5,6]) - L)
5 S([7,6,5],[7,3,1]) - 07(7 7[7,6,5)
6 S([7,6],[7,3]) ) 07(7 ,[7,6)
v S, 7)) > S(fﬂ 7[7)

B.1.4 Degré 8

G =Conj(8T1, [1,2,3,4,5,6,7,8] )
c(G) =16

G =Conj(8T, [1,3,5,8,2,4,7,6] )
c(G)=24
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I C®B 87654321 I C®B 87654321
2 [ 7(7,[4,5,6,7,8,1,2,3]) 2 [ 7(7,[5,7,6,8,1,3,2,4])
3| 7(7,[5,6,7,8,1,2,3,4]) 3| 7(7,[8,6,2,1,4,7,3,5])
4 T(7,06,7,8,1,2,3,4,5]) 1 7(7,06,8,1,2,3,5,4,7])
5 || 7(7,[7,8,1,2,3,4,5,6]) 5 || 7(7,[2,1,4,3,7,8,5,6])
6 || 7(7,[8,1,2,3,4,5,6,7]) 6 S([8,6], [8, 1))
7 S8, 71, I8, 1]) 7 S([8,7], 8, 1])
8 S([8], [8]) 8 S([8], [8])




G =Conj(8T5, [1,7,3,5,2,4,6,8] )

c(G) =32

(s,

8,7,6,5,4,3,2,1

7,

4,7,5,1,3,8,2,6

2,1,6,7,8,3,4,5

e el e

(
(67
(77

2,1,6,7,8,3,4,5

S([8,5], 8, 1

5([8,6], 8, 1

G =Conj(8Ts, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

c(G) =40

B.1. Base de données

(s,

8,7,6,5,4,3,2,1

6,

3,6,1,4,7,2,5,8

6,7,8,1,2,3,4,5

e el e

(
(67
(67

7,8,1,2,3,4,5,6

C(7,18,7,5

S([8,7],[8, 1

S([8,7,6],[8,2,1

O[O x| W N~

S([8], [8

)
)
)
)
)
)
)
)

S([8,7],[8,2

O[O x| W N~

G =Conj(8Ty, [1,2,4,7,8,3,5,6] )

c(G)=24

8,7,6,5,4,3,2,1

4,6,7,1,8,2,3,5

S([8], [8

G =Conj(8Ty, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

4,6,7,1,8,2,3,5

6,1,8,2,3,4,5,7

6,1,8,2,3,4,5,7

S(

8,6

)

8,1

S(

8,7

)

8,1

QO || O | W N+~

S((8], 18

|||

c(G) =40
1 C(,[8,7,6,5,4,3,2,1))
2 | 7(5,(7,4,5,3,2,1,8,6))
3 S([8,3],8,1])
1 7T(501,23,54,7,6,8))
5 S([7,5], 8, 1))
6 C(7,18,7.6])
7 S([8,7],18,2])
8 S((8], 18])

G =Conj(8Ts, [1,2,4,8,7,6,5,3] )

c(G)=24

(s,

8,7,6,5,4,3,2,1

(7,

8,5,7,6,3,1,2,4

G :Conj(8T107 [17 2,3,4,5,6,7, 8] )

T(4,

2,4,1,3,8,5,6,7

S([8,4],[8,1

4,3,2,1,7,8,5,6

2,4,1,3,8,5,6,7

S([8,7],[8,1

Q|| O x| W[ N+

S((8], 18

|||

o(G) = 40

1] C(8,8,7,6,5,4,3,2,1))
2 | 7(6,[1,6,3,8,5,2,7,4))
3 C(7,18,7,3])
1 7T(5,8,5,23,4,1,6,7)
5 S([7, 5], 8, 1))
6 S([8, 6], 8, 1))
7 S([8,7], 8, 2))
8 S((8, 18]

G =Conj(8Ts, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

o(G) = 40

8,7,6,5,4,3,2,1

G =Conj(8T11, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

(G) = 32

5,6,7,8,1,2,3,4

0@,

8,7,6,5,4,3,2,1

6,7,8,1,2,3,4,5

T(6,

1,6,3,8,5,2,7,4

7,8,1,2,3,4,5,6

C(7,18,7,3

8,1,2,3,4,5,6,7

3,8,5,2,7,4,1,6

S(8,7,6],8,2,1

6,1,8,3,2,5,4,7

S([8,7],[8,2

S(8,6], 8, 1

QO || O x| W[N] —

S((8], 8

— | — || ——|—

S([8,7], 18, 2

oo| 1| o] | k| wo| ro| =
S
—
&

G =Conj(8T%, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

(G) = 32

S((8], 8

— || ——|—

0@,

8,7,6,5,4,3,2,1

G =Conj(8T12, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

c¢(G) =56

T(6,

1,6,3,8,5,2,7,4

0@,

8,7,6,5,4,3,2,1

C(7,[8,7,3

7,6,4,1,3,2,8,5

2,7,1,8,6,3,5,4

7,8,1,2,3,4,5,6

4,1,3,2,8,5,7,6

5([8,7,6],[8,3,1

1 )
2 )
3 )
4] 7(6,]3,8,5,2,7,4,1,6))
5 || 7(6,(8,1,2,3,4,5,6,7))
6 S([8,6],[8, 1))
7 S([8,7],18.2])
8 S([8], [8])

S([8,7],8,3

O || OY x| W N~

S([8], [8

=
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G =Conj(8Ths, [1,7,6,4,3,5,8,2] )

c¢(G) =56

C(8,[8,7,6,5,4,3,2, 1

G =Conj(8T1s, [1,4,3,5,6,8,7,2] )

c(G) =24

C(8,[8,7,6,5,4,3,2, 1

6,16,1,3,8,4,2,7,5

T(6,[5,6,8,7,1,2,4,3

6,05,4,2,7,1,3,8,6

7(7,[7,8,6,5,2,1,3,4

C(8,[8,7,6,5,4

(
(
(6,8,3,1,6,2,4,5,7
(6,4,3,2,1,6,5,8,7

T(7,[4,3,2,1,7,8,5,6

S([8,7,6],[8,3,1

S([8,6], 8, 1

S([8,7],[8,3

S(8,7], 8,1

O[O x| W N~

S([8], [8

|||

O[O x| W N~

G =Conj(8T14, [1,4,2,3,8,5,6,7] )

c¢(G) =56

C(8,[8,7,6,5,4,3,2,1

C(7,[8,7,4,2

T7(6,[1,7,5,2,6,3,4,8

7(6,[3,5,2,8,1,4,6,7

T(6,[2,4,3,1,8,5,7,6

S([8,7,6],[8,3,1

S([8,7],[8,3

QO || O | W DN+~

S((8], 18

|||

G =Conj(8Tys, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

o(G) =72

C(8,[8,7,6,5,4,3,2, 1

6,[1,6,3,8,5,2,7,4

6,(2,7,4,1,6,3,8,5

6,(8,1,2,3,4,5,6,7

(
(
(6,[7,8,1,2,3,4,5,6
(

S([8,7,6],[8,4,1

S([8,7],[8,4

Q|| O x| W[ N+

S((8], 18

|||

G =Conj(8T1, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

(@) =56
1 [CE.B,7,6,543,2,1])
2 C(6,[8,6,2)
3 (7, 18.7,3)
1 TG, 8.1,2,3,4,5,6,7))
5 S(8.7,6,5],[8,2,2,1])
6 |[ T(7,[8,1,2,3,4,5,6,7))
7 S([8,7],18,2])
8 S((8], [8])

G =Conj(8T17, [1,4,3,5,8,7,6,2] )

o(G) = 16

C(8,[8,7,6,5,4,3,2, 1

T(7,[8,5,6,7,4,1,2,3

T(7,[6,7,8,5,1,2,3,4

C(8,[8,7,6,5,4

T(7,[2,3,4,1,7,8,5,6

T(7,[2,3,4,1,8,5,6,7

S([8,7],[8,1

OO x| W N~

S([8], [8

=
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S([8], [8

|||

G =Conj(8Tho, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

c(G) =12

C(8,[8,7,6,5,4,3,2, 1

T(6,[7,4,5,8,1,2,3,6

7(6,[7,6,5,1,2,3,8,4

C(7,[8,7,6,5,4

7(6,[3,2,1,7,4,5,6,8

S([8,7,6],[8,4,1

S([8,7],[8,4

QO || O | W N+~

S((8], 18

|||

G =Conj(8To, [1,3,4,2,5,6,7,8] )

(@) =56

C(8,[8,7,6,5,4,3,2, 1

7(5,[8,7,1,3,2,5,6,4

C(6,[8,6,3

C(7,18,7,4

5([8,7,6,5],[8, 2,2, 1

T(7,18,4,5,3,2,1,6,7

S([8,7],[8,2

Q|| O x| W[ N+

S((8], 8

|||

G =Conj(8T%1, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

o(G) =172
1] C8,[8,7,6,5,4,3,2, 1]
2 C(6,[8,6,2])
3 C(7,[8,7,3])
1 7T(5,8,3,2,1,4,7,6,5))
5 S(8,7,6,5],[8,2,2,1))
6 S([8, 6], 8, 2])
7 S([8,7], 8, 2))
8 S((8], 8]

G =Conj(8T»2, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

o(G) =12
1 C®,8,7,6,5,4,3,2,1))
2 [ 7(3,[1,3,2,4,5,7,6,8])
3 S(8,7,5,3],[8,2,2,1])
1 C(5,[8,5,4))
5 S(8, 5], [3, 2])
6 C(7,[8,7,6])
7 S(8, 71, 8, 2])
8 S((8L, 18D




G =Conj(8Ths, [1,2,5,7,4,6,3,8] )

c(G) =64

G =Conj(8T1s, [1,5,3,8,4,6,2,7] )

B.1. Base de données

C(8,[8,7,6,5,4,3,2, 1

7,11,7,5,4,3,8,2,6

e el e

(
(7,16,1,8,2,7,4,3,5
(5,3,2,1,5,4,6,8,7

5(18,6,5],[8,6,1

C(8,[8,7,6

S([8,7],[8,1

O[O x| W N~

S([8], [8

|||

c(G) =96
1 C,[8,7,6,54,3,2,1))
2 | T(7,[8,6,5,7,4,1,2,3))
3 S(8.6,4,3],[8,2,4,1))
1 C(8,]8,7,6,5,4))
5 C(6,8,6,5])
6 S(8, 6, 18, 2))
7 S([8,7], 18, 1))
8 S((8], [8))

G =Conj(8T4, [1,2,3,4,5,6,7,8] )

G =Conj(8To, [1,2,3,5,7,8,6,4] )

c¢(G) =40
1 C(,[8,7,6,54,3,2,1))
2 | T(7,(7,6,4,3,1,8,2,5))
3 T(7,[7.6,5,2,1,8,3,4))
1 C(6,]8,6,5,4))
5 C(6,]8,6,5])
6 S(8, 61, 18, 3))
7 S((8,7], 18, 1))
8 S((8], 18])

c(G) =96
1 C(,[8,7,6,5,4,3,2,1))
2 [ 7(5,[8,6,5,7,2,3,1,4))
3 S(8.7.4,3,[8,2,4,1))
1 C(8,]8,7,6,5,4))
5 S([8,5], 18, 1))
6 C(7,18,7.6])
7 S([8,7],18,2])
8 S((8], 18])
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(87 87 77 67 57 47 37 27 1
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11 C(8,[8,7,6,5,4,3,2,1])
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3 5(8,6,4,3],[8,2,4,1))
1 C(8,18,7,6,5,4))
5 C(6,[3,6,5))
6 S(78,6],18,2))
7 S(8,7, 3, 1])
8 S((8] [8])
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8 S([8], [8])
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G =Conj(8T53, [1,4,6,2,5,3,8,7] )
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G =Conj(8Tus, [1,2,3,4,5,6,7,8] )
c(G) =344
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2 7(5,[1,3,5,8,2,4,7,6])
3 T(G5,[1,5,2,6,3,8,7,4])
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6 C(8,[8,7,6])
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G =Conj(975, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] ) G =Conj(97%, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
c(G) =45 c(G) =12
1L C(9,9,8,7,6,54,3,2,1)) I C(9,09,8,7,6,54,3,2,1))
2 | 7(7,5,6,7,8,9,1,2,3,4]) 2 | 7(7,3,4,6,7,8,1,2,9,5))
3| 1(7,[6,7,8,9,1,2,3,4,5]) 3| 1(7,[7,8,1,2,9,5,3,4,6])
1| 7(7,]7,8,9,1,2,3,4,5,6]) 1| 7(7,]7,8,9,1,2,3,4,5,6])
5 | T(7,8,9,1,2,3,4,5,6,7]) 5 S([9,8,5],9,3,1])
6 || 7(7,[9,1,2,3,4,5,6,7,8]) 6 C(8,19,8,7,6))
7 S([9,8,7],19,2,1]) 7 S([8,7],19,1))
8 5(19, 8],19,2]) 8 5(19,8],19,3])
9 S([91, [9]) 9 S([91, [9)
G =Conj(9T4, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] ) G =Conj(9Tx, [1,4,2,3,9,5,7,8,6] )
(@) =36 c¢(@) =81
L[ C(9,9,8,7,6,54,3,2,1)) I C(9,[9,8,7,6,54,3,2,1))
2 | 7(6,[3,4,8,6,7,2,9,1,5)) 2 | 7(6,09,5,8,3,6,2,4,1,7))
3 7(6,[8,7,9,2,13,5,4,06]) 3 76,[216,9,7,3,5,8,4])
1 7(6,[6,81,9,2,4,3,5,7]) 1 C(8,[9,8.4])
5| 7(6,[6,7,2,9,1,5,3,4,8)) 5 C(7,18,7,5))
6 5([9,6],9, 1)) 6 S(19,7,6],[9,4,1])
7 C(8,19,8,7)) 7 S(R,7,19,2)
8 S(19, 8,19, 2]) 8 S(19, 8], 19, 2])
9 S([91, [9) 9 S([91, [9)
G =Conj(97T5, [1,2,9,7,5,6,3,4,8] ) G =Conj(9T%, [1,6,3,5,2,7,4,9,8] )
o(G) =45 o(G) = 81
11 C(9,19,8,7,6,5,4,3,2,1]) 11 C(9,19,8,7,6,5,4,3,2,1])
2 | T(7,5,7.4,3,1,6,2,9,8)) 2 | T(7,[1,7.9,5,4,8,2,6,3))
3| 7(7,[7,5,1,2,4,8,3,9,6)) 3| 7(7,052,1,6,7,8,3,9,4))
1| 7(7.[2,1,5,7,3,9,4,8,6]) 1 C(8,[9,8.7,5,4))
5 T(7,[4,3,2,1,7,8,5,6,9]) 5 || 7(7,2.3,6,8,4,1,5,7,9])
6 C(8,09,8,6]) 6 || 7(7,4,3,2,1,5,7,6,9,8))
7 S(19,8,7],19,2,1]) 7 S([9,8,7],[9,4,1])
8 S5([9,8],19,2]) 8 S([9,8],9,4])
9 S([91, 19D 9 S([91, 19D
G =Conj(9Ts, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] ) G =Conj(9Tho, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
c(G) =63 (@) =117
I C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1)) 1L C(9,09,8,7,6,54,3,2,1))
2 C(8,09,8.5,2) 2 | T(7,[8,1,3,5,7,9,2,4,6])
3| 7(7,06,7,8,9,1,2,3,4,5)) 3 [ 7(7,09,5,1,6,2,7,3,8,4))
1| 7(7,]7,8,9,1,2,3,4,5,6]) 1| 7(7,[1,6,2,7,3,8,4,9,5])
5 | T(7,8,9,1,2,3,4,5,6,7]) 5 | T(7,18,9,1,2,3,4,5,6,7])
6 || 7(7,[9,1,2,3,4,5,6,7,8]) 6 || 7(7,[9,1,2,3,4,5,6,7,8])
7 5(19,8,7],9,3,1]) 7 5(19,8,7],19,6,1])
8 S5([9,8],19,3]) 8 S5([9,8],9,6])
9 S([91, [9) 9 S([91, [9))
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G =Conj(9T11, [1,6,3,2,8,9,4,5,7] )

c(G) =117

G =Conj(9T3s, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
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G =Conj(9T37, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )

c¢(G) =63
11 C(9,19,8,7,6,5,4,3,2,1])
2 [ 7(,06,7,9,1,2,4,5,3,8))
31 7G5,21.5,4,3,7.6,8,9)
1 76, 21,3,5,4,6,8,7,9)
5 S(9,7,5],9,3,1])
6 C(8,19,8,7,6))
7 C(8,9,8,7)
8 S([9,8],19,3])
9 S([91, [9])

o(G) =45
1] C(9,09,8,7,6,5,4,3,2, 1])
2 | T(7,3,4,7,8,6,1,2,9,5))
3 C(5,19,5,4,3])
1 7(7,06,7,1,2,9,3,4,5,8))
5 || T(8,[7,8,1,2,9,3,4,5,6])
6 C(8,[9,8,7,6])
7 S([8,7],[9,1))
8 5(19, 81,19, 3))
9 S([91, 19D

G =Conj(9T14, [1,2,3,7,5,6,8,4,9] )

c¢(G) =81

(9,19,8,7,6,5,4,3,2, 1

7,15,7,9,8,1,6,2,4,3

.16,4,7,2,5,1,3,9,8

13,6,2,8,4,1,5,7,9

| e ! el B[ )

(

7
(7,12,1,6,7,8,3,4,5,9
(7

(7

72354,1,967,8

S([9,8,7, 09,8, 1

9,19,8

OO || Y x| W N+

c(
S, 19

N N7 N N N (N N N N

G =Conj(9T1s, [1,2,3,4,5,9,7,8,6] )

¢(G@) =81
L[ C(9,09,8,7,6,54,3,21))
2 | 7(5,05,4,1,6,2,3,7,9,8])
3| 7(5,7,8,4,5,3,9,6,1,2))
1 7(5(1,25,3,4,6,8,9,7))
5 S([7,6,5],[9,6,1])
6 C(9,19,8.7,6))
7 C(8,09,8,7)
8 S(19, 8], 19, 2])
9 S([91, [9)

161



Annexe B. Base de données et implantations pour 'algorithme de Yokoyama revisité

G =Conj(9Tho, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
o(G) = 225
C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1
(5,09,8,7,3,2,1,6,5,4
(5,18,2,6,9,3,1,4,7,5
(5,2,5,7,1,4,6,9,3,8
5([9,7,5],[9,8,1
C(7,19,8,7,6
pgﬂpgz
9,09,
(9], [9

e el e

O 0| || Y x| W N+

— | — | — [~ |~ | — [~ [~ |—

c(
S

G =Conj(9Tho, [1,3,4,6,5,7,9,8,2] )
o(G) =18
C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1
T(8,[5,6,4,7,8,9,1,2,3
C(9,09,8,7,6,5,4,3
T(8,[7,8,9,3,1,2,6,4,5
T(8,[7,8,9,3,1,2,4,5,6
C(9,[9,8,7,6
T(8,[5,6,4,2,3,1,9,7,8
5(19,8], 0, 1
S([95, 19

O O[O x| W N+~

— | — |~ [~ — |~ |~ [~ |—

G =Conj(9Ts1, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
o(G) = 117
C(9,[9,8,7,6,5,4,3,2, 1
T(7,05,3,6,7,8,1,2,9,4
C(8,[9,8,7,6,5,4,3
T(7,18,6,9,1,2,3,4,5,7
C(3,[9,8,7,6,5
T(7,]1,2,3,4,5,8,6,7,9
5([9,8,7],9,6,1
S([9, 8,9, 6
S([91, 19

O 0| || O x| W N+
— === ———

G =Conj(9Ts2, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
c¢(G) =90
C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1
T(4,(7,8,1,2,9,3,4,5,6
C(5,09,5,4,3
S(18,7,5,41, 09,2, 3,1
T(8,16,7,1,2,9,3,4,5,8
C(8,09,8.7,6
C(8,09,8,7
S5([9,8],19,3
S, 19

OO || Y x| W N+

~— | — | — [~ |~ | — [~ [~ |—
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G =Conj(9Ths, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )

c(@) =297
I C(9,09,8,7,6,54,3,2,1))
2 C(7,09,8.7,3,2))
3 706,2.5,1,4,7,3,6,9,8])
1 7(6,06,57,324,09,8,1))
5| 7(6,[2.4,1,3,8,5,7,9,06])
6 S(8,7,61,[9,8,1])
7 5(19,8,7],19,8,3])
8 C(9,9,8)
9 S([91, [9)

G =Conj(9Ts4, [1,2,4,6,5,7,8,9,3] )

o(G) =135
1] C(9,9,8,76,5,4,3,2,1])
2 [ 7(5,19,8,7,1,2,3,6,4,5))
3 C(9,19,8,7,6,5,4,3))
1 765,3,21,5,4,6,9,8,7)
5 5([9,8,6,5],[9,2,6,1])
6 C(9,9,8,7,6])
7 C(8,19,8,7])
8 5([9, 81,19, 2))
9 S(195, 19D

G =Conj(9T5s, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
c(G) = 360

€(9,[9,8,7,6,5,4,3,2,1

5(19,8,7,5,4,2],9,3,2,3,2, 1

C(5,9,5,4,3

C(5,09,5,4

T(8,[7,6,1,9,2,3,4,5,8

C(8,9,8,7,6

C(8,[9,8,7

5([9,8],19,3

O 0| || O x| W N

S([91, 19

P N N N N N N N (N

G =Conj(9Ts, [1,2,3,6,8,4,9,5,7] )
c¢(G@) =81

c

(9,19,8,7,6,5,4,3,2, 1

7,16,4,9,3,1,7,2,8,5

7.07.4,1,5,2,9,3,6,8

7.06,2,8,1,3,7,4,9,5

o e e e

(
( )
(
(

7,13,1,2,8,9,4,5,6,7

C(9,[9,8,7,6

S(9,8,7, 9,8, 1

9,9,8

OO || Y x| W N+

N N7 N (N N (N N N N

c(
S0, 19




G

=Conj(9Tv7, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )

(@) =513

(97 97 87 77 67 57 47 37 27 1

6,16,4,5,7,1,2,8,9,3

6,8,1,2,5,9,3,4,7,6

(
(
(6,7,3,1,5,2,4,8,9,6
(6,2,3,4,8,1,5,6,9,7

5(19,8,7,6],[9,8, 7,1

C(9,[9,8,7

N N7 N N N (N N N N

C(9,9,8
S([95, 19

Conj(9Tss, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
=36

C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1

€(9,[9,8,7,6,5,4,3,2

C(5,09,5,4,3

(509,54

7(8,8,7,1,9,2,4,3,5,6

C(8,19,8,7,6

C(8,9,8,7

5(09,8],09,3

o
@ooﬂcncnukwwwagﬁ ©O|oo| || o x| w| |~
b

— | — | — [~ |~ | — [~ [~ |—

S99

G =

[
—~

Conj(97%9, [1,2,4,5,6,7,8,9,3] )

G) = 675
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G =Conj(9T51, [1,2,4,5,6,7,8,9,3] )

C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1

5(19,8,6,5,3,2],19,2,6,2,3, 1

C(9,9,8,7,6,5,4,3

C(5,06,5,4

T(8,[1,2,3,7,8,9,4,5,6

C(9,09,8,7,6

C(8,9,8,7

S(19,8],19, 2

S([91,[9

| ==

Conj(9Ts0, [1,2,4,5,6,7,8,9, 3]
= 675

c(G) =27
1 [[C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1])
2 C0,9.8,7,6,54,3,2)
3 C(9,[9,8,7,6,5,4,3))
1 C(5,[6,5,4])
5 7(8,[9,8,7,1,3,2,4,5,6])
6 C(9,19,8,7,6])
7 C(8,[9,8,7])
8 5(09,8],19,2))
9 S(191, 19D
G =Conj(9T32, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
o(G) = 3033
1] C0O 0,8,7.6,543,2,1)
2 C(6,[9,8,7,6,3,2])
3 TG 3, 1.7,2,3,5,9,6,4))
1 7(,21,3,945,8,6,7)
5 | 5(09,8,7,6,5, 9, 8,7,3,1))
6 5(19,8,7,6],[9,8,7,3))
7 C(9,[9,8, 7)
8 €(9,09,8])
9 S([91, 19D
G =Conj(97T33, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )
o(G) = 181449
1 C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1])
2 5(19,8,7,6,5,4,3,2],[9,8,7,6,5,4,3,1))
3 C(9,[9,8,7,6,5,4,3))
1 C(9,9,8,7,6,5,4])
5 C(9,09,8,7,6,5))
6 C(9,9,8,7,06))
7 C(9,9,8,7)
5 C(9,1,5)
9 S(19L, 191)

C(9,09,8,7,6,5,4,3,2,1

G =Conj(9Ts4, [1,2,3,4,5,6,7,8,9] )

(@)

=9

5(19,8,6,5,3,2],9,2,6,2,3,1

C(9,9,8,7,6,5,4,3,2,1

C(9,9,8,7,6,5,4,3

(9,

[9,8,7,6,5,4,3,2

C(5,06,5,4

C(9,09,8,7,6,5,4,3

T(8,[7,9,8,1,3,2,4,5,6

9,[9,8,7,6,5,4

C(9,9,8,7,6

C(9,09,8,7,6,5

C(8,9,8,7

C(9,[9,8,7,6

S([9,8],19, 2

C(9,[9,8,7

o
@ooﬂcnmukwwwagl‘? ©O| oo || o x| ||
b

N ] N N N N [N N N

S([91,[9

B.2

Implantation

O O[O x| W N+~

— == = =

C(9,[9,8
S([9, 19

La fonction suivante prend un polynéme f & coefficients entiers en entrée et renvoie
le plus petit premier p tel que f soit séparable et complétement décomposé modulo p.

Remarque B.2.1. Le polyndéme g = 2P — x de F[z] s’annule en les p éléments du corps
F,. Ainsi, il suffit de trouver le premier p tel que f mod p divise g.

/****************************************************************************/
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function _Tchebotarev(f)
p:=1;

test:=true;
d:=Degree(f);

while test do
p:=NextPrime(p);
PR:=PolynomialRing(GaloisField(p));
test:= not((PR.1"p mod PR!f eq PR.1))
end while;

return p;
end function;
/KK ok ok sk ook sk ok ok ok sk s ok ok sk o ok ok sk ok s ok ok ko ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok o ok ok sk ok ok ok s ok ok ok ok ok ok ok skook ok ok ok ok ok ok Kk ok ok ok /

La fonction qui suit, renvoie les racines dans Z/p*Z d'un polynome f a coefficients
entiers.

/3K ke ok sk sk ok sk sk ok sk sk s ok sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk e sk sk s ok sk s ok sk sk sk sk sk sk ke sk sk sk sk s ok sk ke sk sk s sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok /
/** Calcul les racines p-adiques de $f$ modulo p~k. HYPOTHESE : $f$

est séparable et complétement décomposé modulo $p$.

Oparam f un polynome a coefficients entiers

@param rp les racines de $f$ modulo $p$

@param p l’entier premier

Oparam k la précision

Q@return 1’ensemble des racines de $f$ modulo $p~k$.

*/

function _RacinesDansZpk(f,rp,p,k)
Qp := pAdicField(p,k);

rrp :=[r[1] : r in Roots(f,Qp)];
n := Degree(f);

Z:=Integers();

// On remet les racines dans le bon ordre

rrptmp:=[ Z!'r mod p : r in rrp];

rrp2:=[rrp[Index (rrptmp,rp[il)] : i in [1 .. nl];
Irp := rrp2;

/** Fin pour 1’ordre *x*/

// On passe dans Z/p~k.Z
_, pi := quo<Z| p~k>;
return [pi(Z!r) : r in rrpl;

end function;
/KK ok ok ok s ok sk ok ok ok sk ok ok sk o ok ok sk ok s ok ok ko ok ok sk ok s ok ok ok ok ok o ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok Kk ok ok ok /

Les deux fonctions qui suivent permettent le calcul des modules de Cauchy généra-
lisés d’'un polynéme multivarié. La seconde prend en entrée un polynéme multivarié f,
x; sa variable dominante et L une liste d’entiers. Nous supposons que le polynoéme f est
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unitaire en z; et que 'ensemble E des indices des variables de f est un sous-ensemble
strict de L. Notant d le degré de f en x;, cette fonction renvoie le module de Cauchy
généralisé de f en les variables indicées par les entiers de L et de degré d — |L| + |E| en
sa variable dominante.

/Koo o o K o K o K K oK KK R oK K ok K Sk K K KK Sk K ok KKK KK oK K SR KKK KR K KKK KR K KSRk K Kok K kK ok /
function _CauchyUneEtape(rel,x_old,x_new)

return (Evaluate(rel,x_old,x_new) - rel) / (x_old - x_new);

end function;

function _CauchyGen(rel,x_old,x_ind)

PR := Parent(rel);
for j:=Index(x_ind,x_old)+1 to #x_ind do

rel := PR!_CauchyUneEtape(rel,PR.x_ind[j-1],PR.x_ind[j]);
end for;

return rel;
end function;
/KKK ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok s ok ok sk ok ok ok ok s ok ok sk 3 ok ok ok o ok sk ok 3k ok ok ok o ok ok ok ok ok ok sk ok skook ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ko /

A laide de la ligne correspondant dans le schéma de calcul, cette fonction construit
le systéme linéaire pour calculer un polynéme de la base triangulaire de l’idéal des
relations du polynéme f. Pour ce faire, elle prend en entrée les racines de f dans Z/p*Z
et la représentation symétrique de l'action de son groupe de Galois sur celles-ci.

[/ skskskok sk ok ok sk sk sk ok ok skt sk ok sk sksk sk ok sk sk ki sk sk ok stk ok sk sk sk ok ki sk sk ok ok skskok ok sk sk skok sk sksk sk ok sk sk ok sk sk ok /
/**Construction de la matrice.

@param rr la liste des racines de f dans Z/p~k Z

Oparam G la représentation sym. du gp de Galois de f sur rr.

Oparam tti la ligne de la base de données correspondant a G.

O@return la matrice Mi et le vecteur Vi

*/
function RYSystem(rr, G, tti)

local vi, di, tt, index, lcosets, d, sigma, un;

un := Parent(rr([1])!1; //1’unite dans z/p~kZ
vi Reverse(tti[1]);
di Reverse(tti[2]);

// Indices de decalage pour la boucle for du calcul de Mi

IndTab:=[];
IndTab[1]:=1;
for i:=2 to #di do
IndTab[i] :=IndTab[i-1]*tti[2] [i-1];
end for;
IndTab:=IndTab[2 .. #IndTab];
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// Transversale correspondant au systéme

lcosets := RightTransversal(G,Stabilizer(G,vi));

//Produit cartesien pour les degrés des variables

[[0 .. d-1] : d in di];
CartesianProduct(cc);

cCc :

cc :
// Construction de la matrice Mi et du vecteur Vi

(1;
(1;

B

oS =
= .II Il

for sigma in lcosets do
NRac:=[v~sigma : v in vil;

//Calcul de M[i]
M[il:=[1;

j:=1;

for ¢ in cc do
if j eq 1 then

Tab:=1;

IRac:=#NRac;

M[i] [j] :=rr[NRac[IRac]]~0;
else

test:=Index(IndTab, j-1);

if not(test eq 0) then
Tab:=IndTab[test];
IRac:=IRac-1;

end if;

M[i] [j] :=rr[NRac[IRac]]*M[i] [j-Tab];
end if;

jr=j+i;
end for;
V[i] := rrlvi[1]l~sigma]l~di[1];
i:=i+1;

end for;

// Calcul des mondmes du polynome solution

PR:=PolynomialRing(Rationals() ,#rr);
rr:=[PR.i : i in [1 .. #rrl]l;

Ind:=[];
NRac:=vi;
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j:=1;

for ¢ in cc do
if j eq 1 then

Tab:=1;

IRac:=#NRac;

Ind[j] :=rr[NRac[IRac]l]~0;
else

test:=Index(IndTab, j-1);

if not(test eq 0) then
Tab:=IndTab[test];
IRac:=IRac-1;

end if;

Ind[j]:=rr[NRac[IRac]]*Ind[j-Tab];

end if;
ji=j+1;
end for;
// Fin

return Matrix(M), Vector(V), Ind;

end function;
/K Kk ok ok ok ok sk ok ok ok sk s ok ok sk ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk 3k ok ok ok ok sk ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ko /

A partir des fonctions précédentes et de la base de données, la fonction qui suit
permet le calcul de la base triangulaire réduite d’un idéal des relations d’un polynéme
irréductible & coefficients entiers, unitaire et de degré inférieur ou égal a 9. Avec la
base triangulaire T, cette fonction renvoie aussi le groupe de décomposition de 7. On
suppose que la variable DB représente la base de données sur les schémas de calcul. Ainsi,
DB[d,n] contient les données pour le groupe transitif d7;,. L’entrée DB[d,n] correspond
a un triplet. Le premier élément est la permutation par laquelle il faut conjuguer le
groupe dT}, pour retrouver le bon représentant, le deuxiéme est un tableau contenant
les variables et leur degré respectif pour construire les systémes linéaires. Le dernier
élément de ce triplet est un tableau contenant les informations nécessaires a ’application
des techniques (éventuelles) permettant d’éviter les calculs de systémes linéaires. Par
exemple, I’entrée DB[9,22] est le triplet suivant

<Id(s), [
<[9,8,7,6,5,4,3,2,11, [>,
<[9,8,7,21, [9, 3,2, 11>,
<[ 9, 5, 4, 31, >,
<[8,7,5,41,[9,2, 3,11,
<[9,51, [9, 31>,
<[9,8,7,61, 0>,
<9, 8,71, [1>,

<[9,81, [9, 31>,
<ft91,[91

1, L
<9, Id4(S)>,
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<4, sSt(1, 7, 4, 2, 8, 5, 9, 6, 3)>,

<5, Id(S)>,
<0, Id(S)>,
<8, S!(1, 6, 3)(2, 7, 4)(5, 9, 8)>,
<8, Id(S)>,
<8, Id(S)>,
<0, Id(S)>,
<0, Id(S)>

1>
ou S est le groupe symétrique de degré 9.

/Koo ok ok ok sk sk sk ok sk ok skok ok sk ok kb ok o ok sk sk ok o ok sk sk ok ok sk sk o ok sk o o sk sk o ok sk sk ok ok sk sk sk ok sk sk ok o ok sk sk o ok ko /
function RelationsIdeal (f)

local p,G,S,k,tt,ttl,tt2;

n := Degree(f);
PR:=PolynomialRing(Rationals(),n);

// Calcul Tchebotarev
// Le premier nombre premier qui decompose totalement f

p := _Tchebotarev(f);

// Le groupe de Galois de f
// On utilise le premier que 1’on vient de calculer

G, rp, _ := GaloisGroup(f:Prime:=p);
S := Generic(G);

// On récupére la numérotation de G selon Butler et McKay.
KayBut := TransitiveGroupIdentification(G);
// On récupére le schéma de calcul dans la base de données

tt:=DB[n,KayBut];

conj:=tt[1];
ttl := tt[2];
tt2 := tt[3];
delete tt;

// On remet les racines dans le bon ordre et on change de conjugué pour G.
// De cette maniére G est le représentant de la base.

rptmp:=[];
for i:=1 to #rp do
rptmp[i] := rp[i~S!(conj~(-1))];

end for;
rp:=rptmp;
G:=G"conj;
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//0n calcule les racines de f dans Z/p~kZ

k:=10; // HEURISTIQUE
rrmodp := _RacinesDansZpk(f,rp,p,k);

// On calcule les modules de Cauchy de f.
// Ils seront utilisés pour les tests d’arrét

BaseS:=[];

BaseS[n] :=Evaluate(f,PR.n);

for i :=n-1 to 1 by -1 do

BaseS[i] := _CauchyUneEtape(BaseS[i+1],PR.(i+1),PR.1i);
end for;

// Initialisation des sorties

BaseRel:=[];

BaseRel_nr:=[];

BaseRel[n] :=Evaluate(f,PR.n);
BaseRel_nr[n] :=Evaluate(f,PR.n);

// Boucle principale

for i:=#ttl-1 to 1 by -1 do

if tt2[i][1] eq O then

// On construit et résout un systéme linéaire.

loop := true;
tmp_r :=PR!0;

while loop do
loop :=false;
X,W,ind:=RYSystem(rrmodp,G,tt1[i]);
V:=Solution(Transpose(X),-W);

// On essaie de reconstruire la solution & coefficients dans Q

rat:=[];
test:=true;
for j in [1 .. Ncols(V)] do
test_r, r := RationalReconstruction(V[jl);
if test_r then
// Reconstrution possible
rat[j]:=r;
else
// Reconstruction impossible
// On augmente la précision
k:=2%k;
rrmodp :=_RacinesDansZpk(f,rp,p,k);
loop:=true;
break;
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// On construit et resoud un nouveau systéme.
end if;
end for;

if not(loop) then

// La reconstruction était possible.
// On réduit et on teste l’arrét.

ind:=[PR'e : e in ind];

bb:=[g : g in BaseRell;

BaseRel_nr[i]:=
((PR.1)~tt1[i] [2] [#tt1[i]1 [21]) +(&+[rat[jl1*ind[j]
:jin [1 .. #ind]lD);

BaseRel[i] :=NormalForm(BaseRel_nr[i], Reverse(bb));

delete bb;

tmp_r:= BaseRel[i];

// On teste 1l’arrét avec les modules de Cauchy
test:=NormalForm(BaseS[i] ,Reverse([BaseRel[j] : j in [i .. nl]));
if test ne 0 then

// Le test d’arrét n’est pas passé.
// On augmente la précision

k:=2%xk;

rrmodp := _RacinesDansZpk(f,rp,p,k);

loop := true;

// On construit et resoud un nouveau systéme.
end if;
end if;

end while;
else
// Nous avons la relation sans calcul de systéme linéaire

if Sttt2[il[2] eq Id(S) then
// Module de Cauchy
ind_old := tt2[i][1];
BaseRel_nr[i] :=_CauchyGen(BaseRel[ind_old],ind_old,tt1[i] [1]);
BaseRel[i] := NormalForm(BaseRel_nr[i],Reverse([BaseRell[j]
j in [(i+1) .. nl1));

else
// Technique Transporteur
ind_old := tt2[i][1];
BaseRel_nr[i] := BaseRel_nr[ind_old]~tt2[i][2];
BaseRel[i] := NormalForm(BaseRel_nr[i],Reverse([BaseRell[j]
j in [@E+1) .. nl1));
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B.2. Implantation

end if;
end if;
end for;

// Fin
return BaseRel,G;

end function;
/KKK ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok sk ok ok ok sk ok s ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok sk 3k ok ok ok o ok sk ok ok ok sk o ok ok ok ok ok ok sk ok skok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ko /
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