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I - Le calcul des propositions

On utilisera les connecteurs :, ^, _, ) et ,, les deux constantes propositionnelles T et F ainsi qu'un
ensemble (in�ni d�enombrable) de variables propositionnelles P. Une assignation, ou une distribution est une
fonction � de P dans fT;Fg. L'assignation � est �etendue de fa�con standard aux formules. La s�emantique des
connecteurs est donn�ee par :

�(:A) = T, si �(A) = F �(:A) = F, si �(A) = T
�(A ^B) = T, si �(A) = T et �(B) = T �(A ^B) = F, si �(A) = F ou �(B) = F
�(A _B) = T, si �(A) = T ou �(B) = T �(A _B) = F, si �(A) = F et �(B) = F
�(A) B) = T, si �(A) = F ou �(B) = T �(A _B) = F, si �(A) = F et �(B) = T
�(A) B) = T, si �(A) = �(B) �(A _B) = F, si �(A) 6= �(B)

On dit qu'une formule A est r�ealisable, ou encore satisfaisable, s'il existe une assignation � telle que �(A) = T.
On dit qu'une formule A est valide, ou encore qu'elle est une tautologie, si pour toute assignation �, �(A) = T.
On examinera six m�ethodes de d�ecision :

1. M�ethode des tableaux matriciels (algorithme de Quine)
2. M�ethode de tableaux s�emantiques (Beth, Hinkita, Smullyan)
3. M�ethode des connexions (Bibel, Wallen)
4. M�ethode des \if-expressions" (Boyer, Moore)
5. M�ethode de r�eduction �a la forme normale (Hilbert, Ackermann)
6. M�ethode de r�esolution (Robinson)

x 1. Tableaux matriciels
C'est la m�ethode bien connue des tables de v�erit�e qui consiste �a assigner successivement les valeurs

T et F �a chacunes des variables propositionnelles. Quine a am�elior�e cette coûteuse m�ethode en proposant
l'application de r�egles de simpli�cation lors de la substitution des constantes aux variables propositionnelles.
Une meilleure performance (en moyenne) est obtenue en susbtituant d'abord �a la variable ayant le plus
d'occurence dans la formule.
(1.a) R�egles de simplifications
On �ecrit les r�egles sous la forme A �! A0, o�u A et A0 sont deux formules. On choisit A et A0 de telle sorte
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que A, A0 soit valide. Ce qui fonde la validit�e des r�egles (th�eor�eme de remplacement). De plus, A0 est une
formule de taille strictement inf�erieure �a A, ce qui assure la terminaison du processus de simpli�cation. Les
r�egles propos�ees par Quine sont :

:F �! T :T �! F ::A �! A �
T ^A �! A A ^ T �! A F ^A �! F A ^ F �! F
T _A �! T A _ T �! T F _A �! A A _ F �! A
T) A �! A F) A �! T A) T �! T A) F �! :A
T, A �! A A, T �! A F, A �! :A A, F �! :A

On dit qu'une r�egle est applicable �a une formule si celle-ci a l'une des formes de l'un des membres gauches
des r�egles.

(1.b) Un algorithme
On appelle S la fonction de simpli�cation v�eri�ant, pour toute formule A :
S(A) = A, si aucune r�egle n'est applicable �a A
A �! S(A), sinon

Etant donn�ee une formule A on veut it�erer l'application des r�egles de simpli�cation jusqu'�a saturation. On
d�e�nit pour cela la fonction suivante S� telle que
Si A = :A1 et si A01 = S�(A1) alors

S�(A) = S(A01)
Sinon, si A = A1 ? A2 avec ? 2 f^;_;);,g, si A01 = S�(A1) et si A02 = S�(A2) alors

S�(A) = S(A01 ? A02)
Soit alors la fonction T d�e�nie sur une formule A et un ensemble de variables propositionnelles X.
Si A = T ou A = F ou X = ; alors
T (A;X) = A

Sinon, si X = fxg [X 0 et si A0 = S(S�(A[T=x]) ^ S�(A[F=x])) alors
T (A;X) = T (A0; X 0)

Si X est l'ensemble des variables propositionnelles de la formule A et si T (A;X) = T alors A est une
tautologie.

x 2. Les tableaux s�emantiques
La m�ethode des tableaux matriciels est une m�ethode synth�etique : elle proc�ede de l'assignation des va-

leurs de v�erit�e aux variables propositionnelles pour en d�eduire la valeur de v�erit�e des formules. La m�ethode
des tableaux s�emantique est analytique : elle proc�ede de l'assignation d'une valeur de v�erit�e aux formules
pour en d�eduire une, ou plusieurs, assignations de valeur de v�erit�e aux variables propositionnelles.
Pour d�emontrer qu'une formule est une tautologie en utilisant une m�ethode analytique, on cherche �a
construire une assignation r�ealisant la n�egation de cette formule. Si toute tentative de construction de
l'assignation �echoue, c'est que la formule est bien une tautologie.
(2.a) R�egles d'analyse
On se donne deux symboles > et ? qui nous serviront �a marquer les formules. On notera A> et A? et on
dira que ce sont des formules marqu�ees. Intuitivement, A> signi�e \v�eri�er A" et A?, \falsi�er A". Les
r�egles d'analyse de la m�ethode des tableaux s�emantiques sont �egalement des r�egles de simpli�cation : elles
font d�ecrô�tre la taille des formules �a analyser. Il existe deux sortes de r�egles : les r�egles de prolongement,
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dites aussi r�egles � ; les r�egles de branchement, dites aussi r�egles �. Nous pr�esentons les r�egles sous forme
arborescente.

(: A)>
#
A?

(A ^B)>
#
A>
#
B>

(A _B)>
.&

A> B>
(A) B)>
.&

A? B>
(A, B)>
.&

A>
#
B>

A?
#
B?

(: A)?
#
A>

(A ^B)?
.&

A? B?
(A _B)?

#
A?
#
B?

(A) B)?
#
A>
#
B?

(A, B)?
.&

A>
#
B?

A?
#
B>

On peut extraire de l'arbre obtenu par it�eration de l'application des r�egles une relation, appel�ee pr�e-
distribution, entre P et fT;Fg qui, �etant donn�ee une branche de l'arbre d'analyse, associe T �a la variable p si
p> �gure dans l'arbre et F si p? y �gure. On obtient sur chaque branche de l'arbre une assignation de valeur
de v�erit�e pour une variable propositionnelle p lorsque ne �gurent pas sur une même branche �a la fois p> et
p?. Si aucune des branches de l'arbre obtenu ne permet de d�eduire une assignation, c'est que la formule �a la
racine de l'arbre n'est pas satisfaisable.
On peut obtenir la correction de la m�ethode des tableaux s�emantiques en interpr�etant les formules marqu�ees
comme des s�equents et les r�egles d'analyse comme des r�egles du calcul des s�equents. Ainsi un arbre construit
selon les r�egles d'analyse s�emantique est un arbre de d�erivation du calcul des s�equents. A A> est interpr�et�e
par ` A et A?, par A `. A chaque r�egle d'analyse, on associe

(: A)>
#
A? A `

` :A

(: A)?
#
A> ` A

:A `(A ^B)>
#
A>
#
B> ` A ` B

` A ^B

(A ^B)?
.&

A? B? A;B `
A ^B `

(A _B)>
.&

A> B> ` A;B
` A _B

(A _B)?
#
A?
#
B? A ` B `

A _B `

(A) B)>
.&

A? B> A ` B
` A) B

(A) B)?
#
A>
#
B? ` A B `

A) B `(A, B)>
.&

A>
#
B>

A?
#
B? A ` B B ` A

` A, B

(A, B)?
.&

A>
#
B?

A?
#
B> A;B ` ` A;B

A, B `
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(2.b) Un algorithme
Le but essentiel de la m�ethode des tableaux s�emantiques est d'utiliser les r�egles d'analyse des formules pour
construire une distribution de valeurs de v�erit�e. Les fonctions que nous allons d�e�nir sont une simpli�cation
en ce sens de la m�ethode des tableaux : on ne retiendra que la suite des variables marqu�ees rencontr�ees lors
de l'analyse.
Appelons R la fonction correspondant aux r�egles d'analyse. Elle est d�e�nie sur les formules marqu�ees et
retourne les formules marqu�ees r�esultantes ainsi que le type, � ou �, de la r�egle. Appelons pr�e-distribution
un ensemble de variables propositionnelles marqu�ees.
Nous d�e�nissons mutuellement deux fonctions R� et RR� d'it�eration de R. La premi�ere prend en argu-
ments une formule marqu�ee M ainsi qu'une pr�e-distibution � (�eventuellement vide) et calcule l'ensemble
des pr�e-distributions r�esultant de l'application it�er�ee de R. La seconde prend en arguments une formule
marqu�ee M ainsi qu'un ensemble de pr�e-distributions � et calcule l'ensemble des pr�e-distributions r�esultant
de l'application de R� pour M et chacun des �el�ements � de �.
Si une pr�e-distribution � contient une variable marqu�ee p> (resp. p?) on sait que l'on ne pourra obtenir une
distribution de valeurs de v�erit�e d�es que l'on doit ajouter �a � la variable marqu�ee p? (resp. p>) On se donne
donc l'op�eration � telle que

� � p> = ;, si p? 2 �,
= � [ fp>g, sinon, et

� � p? = ;, si p> 2 �,
= � [ fp?g, sinon

On d�e�nit alors mutuellement R� et RR� par
Si M est une variable propositionnelle (marqu�ee) m alors
R�(M; �) = f� �mg

sinon :
si R(M) = (�;M1) alors R�(M; �) = R�(M1; �) ;
si R(M) = (�;M1;M2) alors R�(M; �) = RR�(M2; R�(M1; �)) ;
si R(M) = (�;M1;M2) alors R�(M; �) = R�(M1; �) [R�(M2; �) ;
si R(M) = (�;M11;M12;M21;M22) alors
R�(M; �) = RR�(M12; R�(M11; �)) [RR�(M22; R�(M21; �))

Et :
si � = ; alors RR�(M;�) = ; ;
Si � = �0 [ f;g alors RR�(M;�) = RR�(M;�0) ;
Si � = �0 [ � et � 6= ; alors RR�(M;�) = R�(M; �) [RR�(M;�0)

Si R�(A?; ;) = ; alors A est une tautologie.

x 3. La m�ethode des connexions
Lorsque nous avons impl�ement�e la m�ethode des tableaux s�emantiques, nous nous sommes fait la remarque

que seules, en fait, comptaient les variables propositionnelles. La m�ethode des connexions n'est rien d'autre
que la mise en forme de cette remarque. Aussi se d�e�nit-elle plutôt comme un parcours de la formule �a
d�emontrer a�n d'en extraire ces connexions d'atomes (ie variables propositionnelles) compl�ementaires.
La compl�ementarit�e des atomes dans la m�ethode des tableaux nous �etait donn�ee par la propagation, �a l'aide
des r�egles d'analyse, de la valeur de v�erit�e attendue des formules. Dans la m�ethode des connexions, on
utilisera une notion de polarit�e des (sous)formules.
(3.a) Polarit�e
On parlera donc d'occurrence positive ou d'occurrence n�egative d'une sous-formule (au sens large) On notera
A> une occurence positive de A et A? une occurence n�egative. La table suivante r�esume la d�e�nition de la
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polarit�e des constituants d'une formule.

(:A)> A?

(:A)? A>

(A ^B)> A> B>

(A ^B)? A? B?

(A _B)> A> B>

(A _B)? A? B?

(A) B)> A? B>

(A) B)? A> B?

Comme la m�ethode des tableaux, la m�ethode des connexions est une m�ethode indirecte : elle cherche �a
falsi�er la tautologie candidate. On attribue donc une polarit�e n�egative �a la formule elle-même.
(3.b) Types et chemins
A chaque sous-formule polaris�ee, on attribue un type (� ou �) qui, comme dans la m�ethode des tableaux
s�emantiques, distingue les formules qui donneront lieu �a une prologation ou �a un branchement de chemins.
Les variables propositionnelles ne recoivent pas de type. Les r�egles d'attribution d'un type aux formules de
la m�ethode des connexions sont mutatis mutandis les r�egles d'analyse de la m�ethode des tableaux.
Le type des formules est utilis�e pour construire, en suivant la structure syntaxique des formules, un ensemble
des chemins reliant les variables propositionnelles.
On note x:X la suite dont le premier �el�ement est x et qui se poursuit par la suite X. On note X:x la suite
dont le dernier �el�ement est x et qui commence par la suite X. On note [x1; ::; xn] la suite des �el�ements x1,
.., xn et [] la suite vide. Par abus de langage, on note �egalement X:Y la concat�enation de la suite X avec la
suite Y . On appelle occurence dans une formule A une suite d'entiers d�e�nie par :

[] est une occurrence dans A ;
si � est une occurrence dans A alors �:1 est une occurence dans :A ;
si �1 est une occurence dans A1 et �2, une occurence dans A2 alors �1:1 et �2:2 sont des occurences
dans A1 ^A2, A1 _A2, A1 ) A2 et A1 , A2.

Si � est une occurrence dans A, on note Aj� la sous formule de A d'occurence � que l'on d�e�nit par :
si � = [] alors Aj� = A ;
si � = 1:�0 et A = :A0 alors Aj� = A0j�0 ;
si A = A1 ? A2 avec ? 2 f_;^;);,g alors
si � = 1:�0 alors Aj� = A1j�1
sinon, si � = 2:�0 alors Aj� = A2j�2 .

Si A et ses sous formules sont polaris�ees, on pourra parler du type de Aj�. Un chemin dans une formule A
est un ensemble d'occurences dans A tel que

{ f[]g est un chemin ;
{ si P = f�g[P 0 est un chemin, si Aj� est de type � alors P 0 [f�:1g ou P 0 [f�:1; �:2g sont des chemins
selon que �:2 existe ou non ;

{ si P = f�g [ P 0 est un chemin, si Aj� est de type � alors P 0 [ f�:1g et P 0 [ f�:2g sont des chemins.
(3.c) Un algorithme
L'implantation que nous proposons est extr�ement proche de celle (optimis�ee) que nous avons donn�ee de
la m�ethode des tableaux s�emantiques. Cependant, comme la m�ethode des connexions s'�enonce directement
comme m�ethode de construction de chemins entre variables propositionnelles, les fonctions obtenues sont
plus simples.
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On reprend, mutatis mutandis, la fonction R de la m�ethode des tableaux s�emantiques. Nous d�e�nissons
deux fonctions RR et RR�. La premi�ere (RR) est d�e�nie sur un couple constitu�e d'une suite F de formules
polaris�ees et d'un ensemble P de variables propositionnelles �egalement polaris�ees (ie un chemin) ; elle sera
charg�ee de d�eterminer le ou les prochains chemins. La seconde (RR�) est d�e�nie sur une suite S de couples
constitu�es d'une suite de formules polaris�ees et d'un ensemble P de variables propositionnelle polari�ees. Elle
est charg�ee d'it�erer RR sur chaque �el�ement de son argument pour calculer une suite de chemins.
La fonction RR(F; P ) est d�e�nie par
Si F = [] alors RR(F; P ) = [(F; P )] ;
Si F = m:F 0 et m une variable (polaris�ee) alors
R(F; P ) = [(F 0;m� P )]

Sinon, F = M:F 0 :
Si R(M) = (�;M1) alors RR(F; P ) = [(M1:F 0; P )] ;
Si R(M) = (�;M1;M2) alors RR(F; P ) = [(M1:M2:F; P )] ;
Si R(M) = (�;M1;M2) alors RR(F; P ) = [(M1:F; P ); (M2:F; P )] ;
Ssi R(M) = (�;M1;M2;M3;M4) alors Rr(F; P ) = [(M1:M2:F; P ); (M3:M4:F; P )]

La fonction RR�(S) est d�e�nie par
Si S = [] alors RR�(S) = [] ;
Si S = ([]; P ):S0 alors RR�(S) = P:RR�(S0) ;
Si S = (F; P ):S0 et F 6= [] alors
Soit S00 = RR(F; P ) ;
Si S00 = [] alors RR�(S) = RR�(S0)
Sinon RR�(S) = RR�(S00:S0)

x 4. Les <if-expressions>
Les m�ethodes que nous avons donn�ees jusqu'�a pr�esent n'op�eraient pas de transformation de la formule �a
d�emontrer. Nous allons d�evelopper dans ce paragraphe et dans les suivants des m�ethodes n�ecessitant un
traitement pr�ealable ou une forme particuli�ere des formules.
(4.a) Codage des connecteurs
On peut coder les connecteurs binaires du calcul des propositions en utilisant un seul connecteur ternaire : le
if-then-else des langages de programmation. Nous noterons If ce connecteur et If(A;B;C) son application.
Sa s�emantique est celle attendue :

If(T; A;B) , A
If(F; A;B) , B

La traduction des connecteurs usuels est donn�ee par le tableau suivant
:A If(A;F;T)
A ^B If(A;B;F)
A _B If(A;T; B)
A) B If(A;B;T)
A, B If(A;B; If(B;F;T))

(4.b) Forme canonique
On d�e�nit par induction sur les <if-expressions>une forme canonique :

(i) Les variables propositionnelles et les constantes sont en forme canonique.
(ii) Si p est une variable propositionnelle et c est une constantes, si A et B sont en forme canonique alors
If(p;A;B) et If(c; A;B) sont en forme canonique.
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En utilisant les �equivalences d�e�nissant la s�emantique des <if-expressions>, ont peut d�e�nir une forme ca-
nonique r�eduite.
A toute <if-expressions> correspond une (unique) forme canonique r�eduite donn�ee par la fonction CR d�e�nie
par :

CR(p) = p
CR(c) = c
CR(If(T; A;B)) = CR(A)
CR(If(F; A;B)) = CR(B)
CR(If(p;A;B)) = If(p; CR(A); CR(B))
CR(If(If(A;B;C); D;E)) = CR(If(A; If(B;D;E); If(C;D;E)))

Rem : c'est un exercice int�eressant que de prouver formellement la terminaison de la fonction CR.
(4.c) La m�ethode
La m�ethode de d�ecision bas�ee sur le codage des propositions par des <if-expressions> est analogue �a celle
que nous avons utilis�ee pour les tableaux matriciels : on substitue aux variables successivement les constantes
T et F et on simpli�e. La fonction S d�e�nie ci-dessous r�ealise cette m�ethode. On d�e�nit S sur les formes
canoniques (non r�eduites �a une variable propositionnelle).
Si A 2 fT;Fg alors S(A) = A ;
Si A = If(p;A1; A2) :
si S(A1[T=p]) = T alors S(A) = S(A2[F=p])
sinon, S(A) = F

x 5. Mise en forme normale
Une fa�con de v�eri�er la validit�e d'une proposition est de la traduire en forme disjonctive ou conjonctive

normale. Une formule est en forme disjonctive normale si elle est compos�ee d'une disjonction (n-aire) de
conjonctions (n-aires) d'atomes ou de n�egation d'atomes. Une formule est en forme conjonctive normale si
elle est compos�ee d'une conjonction (n-aire) de disjonctions (n-aires) d'atomes ou de n�egation d'atomes.
Nous ne traiterons que le cas de la mise en forme conjonctive normale.
(5.a) Forme conjonctive normale
Une formule en forme conjonctive normale est une tautologie si toute les disjonctions qui la compose sont
des tautologies. Une disjonction est une tautologie si elle contient au moins un atome et sont oppos�e. Ceci
nous donne une proc�edure de d�ecision.
Toute formule admet une forme conjonctive normale �equivalente que l'on obtient en utilisant les r�egles de
transformation suivantes :

A) B �! :A _B A, B �! (A ^B) _ (:A ^ :B)
Idempotence
::A �! A

Lois de de Morgan
:(A _B) �! :A ^ :B :(A _B) �! :A _ :B

Distributivit�e
A _ (B ^ C) �! (A _B) ^ (A _ C) (A ^B) _ C �! (A _ C) ^ (B _ C)

Chacune des r�egles fait d�ecrô�tre une quatit�e : les trois premi�eres font disparâ�tre un symbole ; les lois de de
Morgan font d�ecrô�tre la hauteur des n�egations et les lois de distributivit�e celle des disjonctions.
(5.b) Un algorithme
Nous impl�ementerons la mise en forme conjonctive normale en deux passes :
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1. supprimer les symboles ) et , appliquer les lois d'idempotence et de de Morgan (ie mise en forme
n�egative normale) ;

2. appliquer les lois de distributivit�e.
La fonction de mise en forme n�egative normale peut être une paraphrase des r�egles �a utiliser.
La disjonction et la conjonction �etant associatives, on peut consid�erer des connecteurs n-aires plutôt que
simplement binaires. De plus, comme nous connaissons la forme des conjonctives normales, on peut même
oublier les connecteurs pour repr�esenter les formes conjonctives normales comme un ensemble (la conjonction)
d'ensembles (les disjonctions) d'atomes polaris�es (les variables ou leur n�egation). Nous appellerons clause un
ensemble d'atomes polaris�es.
Nous ne chercherons pas �a construire la forme normale des propositions pour ensuite en tester la validit�e :
nous �eliminerons les clauses triviales au fur et �a mesure de leur apparition.
Si c1 et c2 sont deux clauses, par abus, nous noterons c1 � c2 l'ensemble c1 [ c2 si c1 et c2 ne contiennent
pas d'atomes oppos�es ou l'ensemble vide sinon. D�e�nissons alors D1 la fonction qui distribue une clause c
sur un ensemble de clauses C :
Si C = ; alors D1(c; C) = ;
sinon, C = fc0g [ C 0 et
D1(c; C) = D1(c; C 0), si c� c0 = ; ;
D1(c; C) = (c� c0) [D1(c; C 0), sinon.

On d�e�nit ensuite D2 la fonction d'it�eration de D1 qui distribue les clauses d'un ensemble C1 sur un ensemble
C2, �a savoir :
D2(C1; C2) =

S
c2C1 D1(c; C2)

Appelons en�n D la fonction qui applique la distributivit�e sur une forme n�egative normale ; c'est �a dire, la
fonction qui transforme une forme n�egative normale A en un ensemble de clauses.
Si A = p, avec p variable alors D(A) = ffp>gg ;
Si A = :p, avec p variable alors D(A) = ffp?gg ;
Si A = A1 ^A2 alors D(A) = D(A1) [D(A2) ;
Si A = A1 _A2 alors D(A) = D2(D(A1); D(A2)).

Si D(:A) = ; alors A est une tautologie.

x 6. R�esolution
La m�ethode de preuve par r�esolution consiste �a chercher �a r�efuter une forme conjonctive normale que

l'on appellera plutôt ici : forme clausale. On appelle lit�eral une variable propositionnelle ou la n�egation d'une
variable propositionnelle (que l'on note alors p). Une clause est donc un ensemble d'ensembles de lit�eraux.
A vrai dire, ces ensembles peuvent admettre des r�ep�etions d'�el�ement : on parlera donc plus proprement de
multi-ensembles.
La r�efutation est recherch�ee par application de la r�egle justement dite de r�esolution.
(5.a) R�egle de r�esolution
Soient deux clauses C1 = fC 01; pg et C2 = fC 02; pg la r�̀egle de r�esolution consiste �a engendrer un r�esolvant
�a partir de clauses telles que C1 et C2. Le r�esolvant de la paire (C1; C2) est l'union de C 01 et C 02. Si C1 est
r�eduite �a p et C2 �a :p alors leur r�esolvant est la clause vide not�ee ? (ou encore, la constante F). On notera
R(C1; C2) l'ensemble des r�esolvants de (C1; C2)
La validit�e de la r�egle de r�esolution repose sur la validit�e de l'�equivalence

(C1 ^ C2), (C 01 _ p) ^ (C 02 _ p) ^ (C 01 _ C 02)
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La m�ethode utilisant la r�egle de r�esolution est une m�ethode indirecte : on cherche �a r�efuter la n�egation de la
tautologie candidate.
Pour prouver A, la marche �a suivre est la suivante :

1. mettre :A sous forme clausale, disons C1 ^ :: ^ Cn ;
2. poser E0 = fC1; ::; Cng ;
3. puis En+1 =

SR(Ci; Cj), pour Ci 2
S
k20::nEk et Cj 2 En

Si ? 2 Sn2IN alors E0 est inconsistant (et donc :A n'est pas r�ealisable).
La m�ethode par r�esolution est, en g�en�eral, grandement am�elior�ee en �eliminant les clauses triviales contenant
deux lit�eraux compl�ementaires ainsi que les clauses redondantes.
(5.b) Mise en forme clausale
La m�ethode de r�esolution est en g�en�eral utilis�ee lorsque le probl�eme �a r�esoudre est d�ej�a en forme clausale
(conjonctive normale) Cependant, il est possible de traiter des probl�emes qui ne sont �enonc�es en forme
clausale sans pour autant avoir �a les reformuler en forme conjonctive normale (ce qui donne en soi une
proc�edure de d�ecision).
En e�et, on peut, par un arti�ce, associer �a toute formule A une formule ~A, en forme clausale, telle que ~A
soit �equivalente �a A. Plus pr�ecisemment, il su�t d'avoir qui si ~A est valide alors A l'est aussi.
On associe �a chaque formule non atomique A une variable propositionelle pA. Si A est une variable p alors
pA = p.On d�e�nit alors, par induction sur A, l'ensemble C(A), en posant, pour chaque sous formule A1 ? A2
ou :A1 de A, les �equivalences pA1?A2 , pA1 ? pA2 ou p:A1 , :pA1 mises sous forme clausale.

C(p) = ;
C(:A) = C(A) [ ffpA; p:Ag; fpA; p:Agg

C(A _B) = C(A) [ C(B) [ ffpA; pA_Bg; fpB ; pA_Bg; fpA_B ; pA; pBgg
C(A ^B) = C(A) [ C(B) [ ffpA^B ; pAg; fpA^B ; pBg; fpA; pB ; pA^Bgg
C(A) B) = C(A) [ C(B) [ ffpA; pB ; pA)Bg; fpA; pA)Bg; fpB ; pA)Bgg
C(A, B) = C(A) [ C(B) [ ffpA; pB ; pA,Bg; fpA; pB ; pA,Bg; fpA; pB ; pA,Bg; fpA; pB ; pA,Bgg
(5.c) Un algorithme

Nous utiliserons les symboles ? pour signaler qu'une clause contradictoire a �et�e engendr�ee et > pour signaler
qu'une clause triviale a �et�e rencontr�ee.
Soit l un lit�eral et C une clause. On appelle R0 la fonction d�e�nie par

R0(l; C) = ?, si C = flg
R0(l; C) = C 0, si l 2 C

= ;, sinon.
lcll

On d�e�nit alors R, la fonction R qui tente de r�esoudre deux clauses C1 et C2 :
Si C1 = ; alors R(C1; C2) = ;
sinon, C1 = flg [ C 01,
soit C 02 = R0(l; C2) :
si C 02 = ? alors R(C1; C2) = ? ;
si C 02 = ; alors R(C1; C2) = ; ;
sinon, si il existe l0 tel que fl0; l0g � C 01 [ C 02 alors R(C1; C2) = > ;

sinon R(C1; C2) = C 01 [ C 02.

Soit � un ensemble de clauses ne contenant ni clause contradictoire, ni clause triviale. Soit C une clause. On
d�e�nit R� la fonction d'it�eration de R pour C sur � :
Si � = ; alors R�(C;�) = ;
sinon, � = fC 0g [ �0,
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soit alors C 00 = R(C;C 0) :
si C 00 = ? alors R�(C;�) = ? ;
si C 00 = > alors R�(C;�) = R�(C;�0) ;
si C 00 = ; alors R�(C;�) = R�(C;�0) ;
sinon R�(C;�) = fC 00g [R�(C;�0).

On d�e�nit alors RR� sur deux ensembles de clauses �1 et �2
Si �1 = ; alors RR�(�1;�2) = ;
sinon, �1 = fCg [ �01,
soit alors �02 = R�(C;�2) :
si �02 = ? alors RR�(�1;�2) = ? ;
sinon, RR�(�1;�2) = �02 [RR�(�01;�2)

On d�e�nit en�n T sur deux ensembles de clauses �1 et �2
Soit �01 = RR�(�1;�2),
soit �02 = RR�(�1;�1) :
si �01 [ �02 = emptyset alors T (�01;�02) = �1 [ �2
sinon T (�01;�02) = T (�1 [ �2;�01 [ �02).

Soit A une formule et � la forme clausale de :A, si T (;;�) = ? alors A est une tautologie.

II - Le calcul des pr�edicats
Termes, formule, validit�e

x 1. Les tableaux s�emantiques
On peut, pour le calcul des pr�edicats, reconduire la technique des tableaux s�emantiques. L'ajout des

quati�cation existentielles et universelles se traduit par l'ajout de deux nouveaux types pour les formules : �
et . Ces deux types de formule donnent toutes deux lieu �a des r�egles de prolongement. Elles se di��erencient
en ce qu'elles s'adressent �a deux types de quanti�ation : l'existentielle et l'universelle.
(1.a) Les r�egles d'analyse
En calcul des propositions, nous d�ecomposions les formules en leurs sous-formules. Ici, en calcul des pr�edicats
nous utiliserons, pour ce qui est des formules quati��ees, des instances plutôt que des sous-formules. Pour
ce, nous serons amen�es �a enrichir le vocabulaire des notre langage de termes en introduisant de nouvelles
constantes d'individus : on travaillera donc en fonction d'un vocabulaire courrant V contenant le \domaine
de Herbrand" d�ecouvert jusqu'�a pr�esent.

Formules �
9x:�>
#

�[c=x]>
8x:�?
#

�[c=x]?
avec c 62 V et V est enrichi avec c

Formules 
8x:�>
#

�[z=x]>
9x:�?
#

�[z=x]?
pour n'importe quel z

(1.b) Du bon usage des r�egles
On remarquera que l'on peut utiliser ad libitum ces r�egles pour produire de nouvelles formules, ce qui n'�etait
pas le cas pour les r�egles � et � du calcul propositionnel. Cependant, il sera inutile de cr�eer plus d'une
instance des formules � (l'existence d'un t�emoin su�t aux existentielles) De même, il sera inutile d'engendrer
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ind�e�niment de nouvelles constantes pour instancier les formule , mieux vaudra utiliser le vocabulaire initial
ainsi que celui issu du traitement des formules �1 On d�e�nira donc une strat�egie d'application des r�egles.

Lorsque l'on it�ere le processus d'application des r�egles, plusieurs cas de �gure pourront se produire :
1. on peut clore une branche contenant deux formules atomiques se signes oppos�es ;
2. ne restent �a traiter que des formules de type  qui ont d�ej�a toutes �et�e instanci�ees, dans ce cas, on

trouve sur la branche une interpr�etation satisfaisant la formule de d�epart ;
3. aucun des deux cas pr�ec�edant ne se produit et le processus se poursuit �a l'in�ni, le calcul des pr�edicats

est ind�ecidable.

(1.c)

Termes/Formules.

x 1. Unification
On dit que deux termes t et u sont uni�ables si et seulement s'il existe une substitution � telle que

�(t) = �(u). On appelle alors � un uni�cateur de t et u. Le probl�eme d'uni�cation est celui qui consiste �a
chercher d�ecider de l'uni�abilit�e de deux termes.
Le probl�eme de l'uni�cation est d�ecidable (sur les termes du premier ordre). Mieux, si deux termes sont uni-
�ables, il existe un uni�cateur le plus g�en�eral (mgu en bon franglais) c'est �a dire qu'il existe une substitution
� telle que �(t) = �(u) et pour tout autre uni�cateur � , il existe une substitution � telle que, pour toute
variable x, �(x) = �(�(x)) (on dit que � est une instance de �).
(1.a) Algorithmes
Si t est un terme, on note V(t) l'ensemble de ses variables. On a pris l'habitude de pr�esenter les proc�edures
d'uni�cation par un ensemble de r�egles, que l'on notera E �! E0, transformant un ensemble d'�equation
transformant un ensemble d'�equations E en un nouvel ensemble E0. On it�ere alors l'application des r�egles
jusqu'�a saturation ou �echec. Si E est un ensemble d'�equations satur�es alors tout �el�ement de E est de la forme
x = t o�u x est une variable. Il y a deux causes d'�echec au processus d'uni�cation : ou bien E contient une
�equation de la forme x = t et x 2 V(t), on parle alors d'\occur check" ; ou bien E contient une �equation de
la forme f(t1; ::; tn) = g(u1; ::; um) et f 6= g, on parle alors de \clash".
Nous donnons un premier ensemble de r�egles inspir�es de l'algorithme original de robinson.
Delete ft = tg [ E �! E �
Check fx = tg [ E �! occur-check , si x 2 V(t)
Eliminate fx = tg [ E �! fx = tg [ E[t=x] , si x 62 V(t) et x 2 V(E)
Decomp ff(t1; ::; tn) = f(u1; ::; un)g [ E �! ft1 = u1; ::; tn = ung [ E �
Clash ff(t1; ::; tn) = g(u1; ::; um)g [ E �! clash , si f 6= g

Chaque r�egle fait d�ecr̂�tre une quatit�e : la taille de l'ensemble (Delete), la somme de la taille des termes
(Decomp) ou le nombre d'occurence d'une variable (Eliminate)
Le second ensemble de r�egles est inspir�e d'une autre algorithme d'uni�cation dû �a Martelli et Montanari.
Plutôt que de saturer un ensemble d'�equation, cet algorithme construit une suite de couples (x; t) dits liaison
de la variable x au terme t. Si � = [(x1; t1); ::; (xn; tn)], on note t� le terme t[x1; t1]::[xn; tn]. Si x est une
variable, on note x 2 � pour 9(x; t) 2 �
Les r�egles sont de la forme E; � �! E0; �0 o�u E et E0 sont des ensembles d'�equations et �, �0 des suites de

1Le seul cas o�u une formule  pourra donner lieu �a la g�en�eration de nouveaux symbole est celui o�u le vocabulaire est rest�e

vide alors qu'il n'existe d'autres formules que celles de type 
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liaisons.
Delete ft = tg [ E; � �! E; � �
Decomp ff(t1; ::; tn) = f(u1; ::; un)g [ E; � �! ft1 = u1; ::; tn = ung [ E; � �
Merge fxi = tg [ E; � �! fti = tg [ E; � , si xi 6= t et (xi; ti) 2 �
Bind fx = tg [ E; � �! E; (x; t):� , si x 6= t et x 62 � et x 62 V(t�)
L'argument de terminaison est analogue �a celui de l'ensemble de r�egles pr�ec�edent. Si plus aucune r�egle n'est
applicable et E est non vide alors l'uni�cation �echoue.
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