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Exercice 1 —

1. Soient (uy)nen une suite a valeurs dans N, et les deux propositions suivantes

p: dkeN,up =0,
q: YneNuppr < up.

Ecrire 'implication p = ¢ ainsi que sa contraposée, sa réciproque et la contraposée de
sa réciproque. Lesquelles de ces implications sont vraies?

2. On considére les formules p = (Vo € A,y € B, P(z,y)) et ¢ = (Jy € B,Vx € A, P(z,y)),
ou :
— A est I’ensemble des hommes,
— B est 'ensemble des femmes,
— P(z,y) signifie « y aime z ».
Que peut-on dire de p = ¢ 7 De sa réciproque ?

Exercice 2 — On se donne un langage comprenant I’égalité ainsi qu’un autre symbole
de relation binaire R. Soit la formule Vz,Vy, R(z,y) = = # y.

1. Cette formule admet-elle un modeéle a un seul élément (c’est a dire est-elle satisfaisable
dans un modéle dont ’ensemble de base n’a qu’un seul élément) ?
2. Combien admet-elle de modéles & deux éléments ?

3. Si ’ensemble de base est 'ensemble des entiers naturels, peut-on :
— interpréter R par la relation de divisibilité (c’est & dire R(n,m) ssi « n divise m » ssi
m mod n = 0) et satisfaire la formule ?
— interpréter R par la relation de divisibilité (c’est & dire R(n,m) ssi « m divise n » ssi
n mod m = 0) et satisfaire la formule ?

Exercice 3 — Meémes questions avec la formule Vz, Jy, (R(z,y) A x # y).

Exercice 4 —

1. Soit I’énoncé « il existe un entier impair divisible par 3 ».
Pourquoi la formule 3z, Entier Impair(xz) = Divisible Par(3,x) n’est pas fidéle a I’énoncé ?
Donner la traduction correcte.

2. Donner des contre-exemples (c’est a dire des interprétations qui les rendent fausses) des
formules suivantes :

(a) (Vz,A(z)V B(z)) = ((Vz, A(x)) V (Vz, B(x)))
(b) ((3x, A(z)) A (3z, B(z))) = (Fz, A(x) A B(x))



Exercice 5 — On se donne I'ensemble de fonctions suivantes F = {0, S, +, x } ou 0 est
une constante, .S est un symbole de fonction unaire, et + et x sont des symboles de fonctions
binaires; et I’ensemble de prédicats P = {=}. Soit N U'interprétation standard de F et P (o
S est interprété comme la fonction Successeur). Donner des formules qui expriment :

1. p est strictement plus petit que ¢
2. p divise ¢
3. p est premier

4. p et g sont premiers entre eux

Exercice 6 — Soit R un symbole de relation binaire. Pour chacune des formules et des
interprétations ci-dessous, dire si la formule est satisfaite ou non dans 'interprétation.

Vi, Yy, (~R(z,2) A (R(z,y) = ~R(y,2)) A (R(z,y) A R(y ) = R(, 2)))
Jx, Yy, R(z,y)

Jx, Yy, R(y, )

Vx,Jy, (R(z,y) AVz, (R(z,2) = (z =y V R(y, 2))))

Va,Vy, (R(x,y) = 3z, (R(z,2) A R(z,y)))

N ol R est interprété par <

S S L S S~

Q ol R est interprété par <
3. P(N) o R est interprété par &

Conseil : fizer d’abord Uinterprétation, puis passer ensuite en revue les formules.

Exercice 7 — On considére les quatre formules suivantes :
- 1 =Q(a) - F3 =3z, ~(P(z) AQ(x))
- Fy =V, (P(z) VQ(x)) ~ Fy =Vaz,(P(z) = P(S3(2)))

On rappelle que S3(z) = S(S(S(z))). On considére I'interprétation dans laquelle ’'ensemble
de base M = N, on interpréte la constante a par 'entier 0, et la fonction S par S(n) =n+ 1.

1. On considére la premiére interprétation I; dans laquelle Pr, (n) est vrai ssi n = 1, et
Qr,(n) est vrai ssi n > 1. Alors I; est-elle un modeéle de F} 7 De F»? De F37 De Fy 7
De {Fl, FQ, Fg, F4} ?

2. On considére la seconde interprétation Iy dans laquelle Pr,(n) est toujours faux, et
Qr1,(n) est vrai ssi n = 0. Alors I est-elle un modeéle de Fy 7 De F»? De F37 De Fy 7
De {Fl, FQ, Fg, F4} ?

3. Trouver une interprétation I3 qui soit modeéle de {F, Fy, F3, Fy}.

Exercice 8 — Soient les deux relations binaires arc et chemin, et trois constantes a, b
et ¢. On considére I’ensemble P constitué des cing formules suivantes :

arc(a,b) YV, y,arc(z,y) = chemin(x,y)
arc(b, c) V,y, z,(arc(x, z) A chemin(z,y)) = chemin(z,y)

Vx, chemin(x, x)

Trouver deux modéles différents de P.



