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Introduction

Flottants utilisés a la place des réels pour les calculs sur ordinateurs
Arithmétiques tres différentes :

Opérations non associatives, non distributives, non inversibles
0 V20=1414...=x x?>=1.9999...
O dans les doubles :

Xx+16.0 = 16.0 ssi x € [-8.88178419700125232¢ '®, 1.77635683940025046¢e '°]

Nombre fini de décimales

o Exceptions : overflow, underflow, NaN.
if (x<>0) y = 1/ (x*x)

O Pertes de précision : erreurs “subjectives” ne déclenchent pas
d’exception/interruption



Exemple 1
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Exemple 2

. F —- F
Tl x = (x=2)
|
+oil2 \‘
| I
TNMMENN
Il L
1,976 2,024
L |
i I i
+ 12
Ll
expression| factorisé:
dxprlession développde
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Plan

Généralités sur les nombres flottants
Détection : sémantique des séries d’erreurs

Correction : transformation sémantique d’expressions
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Généralités sur les flottants

Norme IEEE 754

Mesure des erreurs
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La norme IEEE 754

f = :tdo.d1d2...dp_1‘3e (1)
+(do+ B~ +...dpyp~(P1)) g®

B : base, e : exposant (emin < € < emax), p : précision, dp.ds ... dp_1
mantisse avec 0 < d; < 3

Nombres flottants : nombres représentables par (1)
Nombres normalisés : nombres flottants t.q. dy #0 = unicité

Nombres non-représentables :
o Hors des bornes : x < 3°mn ou x > [€max
o Précision : 7, 0.1 en base 2
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Norme IEEE 754 : formats

Type Mantisse (bits) €max €min Exposant (bits)
Single 23+1 +127 -126 8
Single Extended > 32 >+1023 | <-1022 >11
Double 52+1 +1023 -1022 11
Double Extended >64 >16383 | <-16382 >15

@ Rayon d’un proton : 1.2 x 10~ "°m

0 Masse d’un electron : 9.1 x 10~ %'kg
0 Masse de la voie lactée : 2.2 x 10*' kg
o Age de l'univers : 4.17 x 10"7s



Valeurs particulieres

| Valeur [ Signification | Exposant | Mantisse |
+oo Dépacement €max + 1 0
NaN Not a Number Emax #0
+0 Zéro signé —Emax 0
0.dd. Dénormalisés — Cmax #0
e +—+—+—+= Normalisés
0 12 2 4
LA +——+—t= Dénormalisés
0 12 2 4



Opérations élémentaires sur les flottants

o Entre valeurs particuliéres :

—00 X —00 = 400, +0-++o0=40, oo+ +oo= NaN, efc.

@ Pour les valeurs “classiques” — garantie de I'arrondi
@ 4 modes d’arrondi : vers 0, vers +oo, au plus prés, vers —oo

To:R—=TF

Pour ¢ € {+,—,x,+,\/}, XOry =To (XOr Y)

@ Obtenu en utilisant des bits de garde (bits supplémentaires)
@ Donne une sémantique précise aux opérations sur les flottants
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Mesure des erreurs

Erreurs déclenchant une exception : Overflow Underflow NaN

Pertes de précision (ne déclenchent pas d’exception) :

O Absorption x + y = x si x > y (cf. x + 16 = 16)

@ Branchement / Test instable
o Elimination catastrophique (cancellation), x — y avec x =~ y

A=./s(s—a)(s—b)(s—c) avecs=

Sile triangle estplat, ar~ b+ cets~ a

Sia=19.00,b=c=453:

at+b+c
2
[ sr Ar SF Ar [ Erreur |
‘9.03 2.34 | 9.04 | 2.71 15%‘
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Ulp, erreurs relatives

ulp : Unit in the Last Place, ordre de grandeur du plus petit chiffre
significatif d’'un nombre

ex:sip=3,5=10x=1.23-10% ulp(x) =1-102
Erreur relative : g, = |2 Tawroche

Texact

Elimination catastrophique =- erreur relative importante

aire du triangle : dans R, 9.03 — 9.0 = 0.03; dans FF, 9.04 — 9.0 = 0.04;
e = }0'0352'04| — 339
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e-machine, Erreurs d’ordre supérieur

o e-machine : maximum de I'erreur relative due a un arrondi au
voisinage d’un point x.

e = ulp(1) x =1.23-10% ulp(x) =1-102 = 10%¢

O Erreurs d’ordre supérieur :

X1="Ff+e, o=h+e, Xx1xxX= fih +fe+he+ ce
~ —— ~~

resultat 1er ordre 2d ordre

o plus généralement, des erreurs d’ordre n peuvent apparaitre au cours
d’un calcul.

O les erreurs d’ordre supérieur sont généralement négligeables par
rapport a celles d’ordre 1 mais 3 des exceptions
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Erreur en avant

F(x) = dist(p(x), p*(x)) { p : calcul exact

p* : calcul approché

Y
e

Estime la précision de la solution en fonction de la
précision d’'une entrée particuliére

14/94



Erreur en arriéere

B(x) = Inf {dist(x,x") : x" = p~"(p"(x))}

PEO=P(x*)
. H

Détermine si une solution approchée est égale a la
solution exacte d’un probléme voisin
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Plan

Généralités sur les nombres flottants
Détection : sémantique des séries d’erreurs

Correction : transformation sémantique d’expressions
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Séries d’erreurs

Introduction
Sémantique générale
Restriction aux erreurs d’ordre n

Grain d’erreur
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Utilisation de la Norme IEEE 754

Arrondi des nombres réels (vers 0, —oo, +oo et au plus pres) :

t:R > F

Reésultats des opérations : pour € {+,—, x,+, ,/tona:

XOF}/:TO (XORy)
Erreur d’arrondi :

lo: R>R Lo (r)=r—"15(r)
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Exemple introductif

621.37 + 0.05,
xto 12878 + 0.0005¢,
= 7996131¢-¢
+  0.06435:- £,
+  0.31065: 2,
+ 0.000025&, - £,
= 799,67
+ 0.06435z,
+ 0.310652,
+  0.000025z, s,
+ 0.01312,

Résultat

Erreur due & r"

Erreur due & r,?

Terme du second ordre
Résultat machine =1, (r1 x r2)
Erreur due a ;"

Erreur due & r,?

Terme du second ordre

Erreur due a x3 =], (ry x r2)
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Exemple Introductif (suite)

799.988125 = 799.65'+ 0.06435%, + 0.31065¢7, +0.000025%;, ¢, +0.0131&,,

A Erreur

038 | Globale
Erreur
031 | due ar2
Erreur
dueart
Erreur
06 _} Erreur due a x
01 _| due art
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Fluctuat

Eile Graph-Mode Error-Mode Analysis

SANO1=0.0;

if(0)
_R1A02 - 0.0;

else
_R1ADZ = SANOT * 0.1 +_R1A0Z;

if (R1A02 < ~10.0)
_R1A02 - -10.0; 2

if (_R1A02 > 10.0)
_R1A02 = 100;

VXANIZ1 =_R1A0Z;

if (VRANIZ1 < 5.000000E-01)
XK212Z01 - 5.000000E-01 ;
else if (VRANIZ1 > 1.000000E+01) 6.688430—

212701 = 1.000000E+01 ;

else
XK212Z01 = VRANIZT ;

XK212Z02 = VXANIZ1 / XK212Z01 ;
PDAMM = XK212Z02 * ~1.300000E+02 ;

if (PDAMM<F_A10_C1_X1)
PDQ = ((PDAMMF_A10_C1_X0)*F_A10_C2_0+F_A10_C
else I (PDOMMF_ATO Ci_x2)
10_C1_X1)"F_A10_C2_1+F_A10_C
e\ssﬂ(PDQMNkF “ATO_CT_X3)
PDQ = ((PDAMN=F_ATD_C1_X2)*F_A10_C2_2+F_A10_C
else if (PDAMM<F_AT0_Ci_Xa)

PDQ = ((PDAMM-F_A1D_C1_Xa)"F_A10_C2_3+F_A10_C
else M (POOMM-F ATO_ cw X8)

DG - ((PDAMI ) T1_X4)"F_A10_C2_a+F_A10_C
else if (POQMM<F_AT0_ s

PDQ = ((PDAMM—F_A10_C1_X5)"F_A10_C2_5+F_A10_C|
else PDQ = ((PDAMM-F_A10_C1_X8)"F_A10_Cz_6+F_A10)

Variable

Global Error ———————————————————— =
[ 107728e-05 | 134913005

’—ngher Order Error

-5.40022e-14 5.40022e-14

Current Point (sﬂ)
| -353677e-06 | 353677e-05
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Sémantique générale [.J*

1 ordre : r&" = fe+ 3, w'é ce e e
o f e IF est le flottant utilisé par la machine au lieu de la valeur
exacte r

£ est une variable formelle toujours attachée au flottant f

L ensemble des labels du programme

&y variable formelle correspondant a I'erreur due au point £ € £
w’ € R poids de I'erreur introduite au point £ € £

La valeur exacte dans Rest: r=f+ >, , w'

© 06 06 0 o
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Représentation des Erreurs d’Ordre Supérieur

@ Erreur du 1¢" ordre due au point ¢ attachée a la variable &,

o Erreur du second ordre = produit de deux termes d’erreur du 1¢"
ordre, attaché a la variable formelle &y, ,,

Exemple :

(f1g+ whggw) X (f25+ wfzgkz) = fihbe+ f2w£‘€71 + f1w"'2552 eré‘wé??/%z

o Plus généralement &y, ., est la variable correspondant a I'erreur
d’ordre n due aux points ¢4, ..., ¢,
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Représentation des Erreurs d’Ordre Supérieur (2)

re’ = fe+ Y ouerT WYey e eu ey ew
o f e IF est le nombre flottant utilisé par la machine au lieu de la
valeur exacte r e R
o L+ C £* est un ensemble de mots sur I'alphabet £ =Lab(prg)

o Pourtoutmotu=2¢4...¢, € LT, £, est une variable formelle
correspondant a I'erreur d’ordre n due aux points 44,..., ¢,

o wY € R est le coefficient de &,
o Lavaleurexactedans Rest: r=1f+>, w'
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Représentation des Erreurs d’Ordre Supérieur (3)

ueL+

o L ensemble des étiquettes, utilisé comme alphabet, £* mots de

L
0 e mot vide, £ = &, = variable attachée au flottant f = w*¢
o LT =1L\ {e}

o L+ mots de L+ composés des mémes lettres (£7,s, = r,¢,)
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Opérations Elémentaires (Addition)

n=het+ D wiE n=hi+ > wiE
veLt ueL+
rn+r (fi + k)& Z (wi + w2)éut Lo (fi + R)Ey,
et
621.3¢ +  0.05z, r
+f 1.287¢ + 0.0005z, ry?
= 622.5¢ Résultat machine =1, (r1 + r2)
+  0.05%, Erreur due ar,’
+ 0.0005&, Erreur due a r,?
+  0.087z, Erreur due & +% =, (1 + r2)
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Opérations Elémentaires (Multiplication)

r x5 (Fh)E+ > wiwsEuvt o (Ak)E,
ueLs verl
|u.v| >0
621.35¢ + 0.052, r
x‘ 12877 + 0.0005z7, ry?
= 799.6¢ Résultat machine =1, (11 X r)
+  0.06435&, Erreur due & r;’
+  0.31065&, Erreur due & r,?
+ 0.000025¢%,, Terme du second ordre
+ 0.01312, Erreur due & x® =/, (1 x r2)
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Cas de la division

_Z( 1)"x" pour tout x t.g. —1 < x < 1

x> (= 1)

n>0

\\—k

Nous avons :

1 1

a3 e

f+ e f 7 n>0

et:
1 o 1
1“ =t (5 )&+ +) (1 W
n>1

ﬂfa + egy
Valable pour —1 < € < 1 ou pour |e| < |f], c.a.d. tant que I'erreur est

inférieure au flottant.
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Opérations Elémentaires (Division)

@ Inverse : obtenu par un développement en séries (probleme :
convergence)

n
— 1t ef w —1\ =
()" St (f7 5+f Z ( Z f11€u> + o (72

n>1 uewt

o Division : combine produit et inverse
v n f
. del wy - - —
iy Gy (—) =+ Z “ Z ( Z f2€V> Eut do (fi) €y
n>0 vewt 2 2

. 14
o remarque : ry =t £ iy
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Convergence

o Rayon de convergence de la série

1
=> (=1)"x"pourtout x tq. — 1< x <1
T+x o=

u .
o Pour x =37 e %‘ il faut

f1<zu‘<1

uew+

o c.ad.
—fi < Z w%’ < fi

uew+

o Lerreur globale doit étre inférieure au flottant
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Correction (1)

r = Z W, p= Z wig,  r=n0tn = Z WYz,

uew uew uew
o Principe : montrer que R(r1) O R(r2) = R(r)
uew uew uew

o Trop faible, par exemple:

faux!

(AErwh & )+ (hetw’E),) = 1o (f+h)Erw" &, +w2e), + Lo (fi+R)E,
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Correction (2)

r = Z W, p= Z wig,  r=notn = Z wls,
uew uew uew
o Principe : étudier les variations des coefficients w! et wj
o Les variations de wi" ... w{ ... w*" ... wi" sont données par
_o"
Bw:: wf(’;’

Propriété

o(ror) _ _or gt 9ndr) _ _or
6w1u° awf" szuo 6w2u°
Propriété

"(nOr) _ o'

L] un T un
Bwk1 W Bwk1 W
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Preuve (multiplication)

¢
f P .o xTir) ) u v . 52 2
D’un céteé nous avons : T = 5.l >y vew wiwzéu ) En utilisant Mégalité
1 1
u v U v u v
> wiwggy = > wlwiE, + > wiwyEu
u,vew vEW ueW\{yp},vew

bient : ar xtin) e Par aill
on obtient : oW = ZVGWUJ2EU0V ar ailleurs,

1

88uO (Z FEEDYS wggu> -

Wy uew vew

- 0 - v o U
E w;’eu X Py w'zls./ + E Wy €y X P E Wy€y =
g vew vew dw, uew

uew Wy

0+ <Z @a) X &y = D whfiyy

vEW vEW

33/94



Restriction & I'Ordre n : [.J*"

o n opérations introduisent éventuellement des erreurs d’'ordre n
o Comment réduire la taille des valeurs?

o En pratique :

o Seules les erreurs du premier ordre sont significatives
o Tres rarement, celles d'ordre 2 ne sont pas négligeables

o Principe :
o Détailler la provenance des erreurs des n premiers ordres
uniquement
o Vérifier que les erreurs d’ordre supérieur sont globalement
négligeables
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Erreurs d’'Ordre n : Principe

f ¥V— f >— Ordre
ordre <=n Ordre >n ordre <=n Sup.

o Détaille la contribution des erreurs d’ordre < n
o Indique globalement le poids des erreurs > n
o On a wp = somme des erreurs d’ordre > n
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Opérations Elémentaires (VW = L")

o Ln={ueLl* : |ul <n}u{hi}
uvsiluv|<n

o Concaténation: u-, v = L
hi sinon

AR S (4 R)EE D (W wh)Eut Lo (F+ R)E,
uew-+
r ' S (fih)e+ > WwsEut Lo (k)

uew,velw
|u.v| >0
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Relation entre [.J*" et [.]<"

o [.J*" détaille la provenance des erreurs jusqu’a l'ordre n et
calcule la somme des erreurs d’ordre > n

@ Pour m < nla sémantique a I'ordre m est une approximation de
celle alordre n :

(O(FR,LM),C) == (p(F(R,T™),C)

o On obtient une chaine de sémantiques de plus en plus précises :

L1720 = .. [197@) = 1157 (@) ... = [17(@Y)
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Relation entre [.]<" et [.]*"

o (Z wu[;u) D S E ( 3 w“) Ehi
YU{hi}

vezr uEL™\ {hi} ue(LNLT

.
>ve@mzmuiny @ ="

A (Z V“g‘u) def { Z wYgy,

ueLm Ueﬁ

wY =Y ifUEﬁ\{hi} }
a™M(X) = {a™M(x) : x € X} A™N(X) = Ugexr™"(x)
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Correction

Propriété

Soit ¢; un point de contréle, soit r*",s*" € F(R, L"), des séries

m n m n
derreurs telles que r*" = a™™(r~"), s£” = a™M(s*"),1 < m<n.
Pour toute opération ¢ € {+, —, x, =} nous avons

rE"oligE” ¢ ’ym’”(rﬁmoe"sﬁm)
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Preuve (multiplication)

Soit R
L
r = E W, Ey
ueﬁ
et "
L u
sT = ws€y
ueh
Ona

="

lu.v| >0
a . m — m -
De méme, si r*" = S yezm Ve et sET = S czm Vg alors

L LMol g™

€ €

—

lu.v] >0

To (wfws)ée + 22 uverln WlwgEu vt do (wfwg)Ey;
;

o (Vivg)Ee + 32 uverm V,Vggu.er do (D,El/se)gli

()

®)
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Preuve (multiplication)

Par definition de ™",

() =
oo | W =vfitue ZM\ (hi}
D WiE D — Wl = hi (4)
uerh ue(LM\cmu{hi} -t

ou, dans (4),

u_ }: uy U2
IJ,— Ver

ugup=u

et b v w
i _ 1 2
Ve = E Vr Vs

upup=ue(LM\LM)U{hi}

Nous devons montrer que 35 zm zmy, iy Wi = vfi. Notation : M = £ \ {hi} et

N = (£7\Z™) U {hi}. Ona:

u _ u v
Wi = W, Wg

ueN ueLhveLln
uveN
=X wei > e
u,vem u,veN
uveN
D SR * D SE
ueMveN ueNveM

uveN uveN 41/94



Preuve (multiplication)

Puisque r=" = a™M(rc") et £ = o™ M(s2"), T yen w? = v et S ey wl = vl Don,

u u v hi  hi u_ hi hi v
Zwt = Z wewg + v, Vg + Z w, Vg + Z vV, Wg
ueEN u,veM ueMm veM

uveN

. m n m n
Puisque r*" = a™™M(rf") et s© = a™M(s£"), pour tout mot u tel que |u| < m, nous avons
wy = v etw! = v, donc

.
u u v hi _ hi u_ hi hi v
Zwr = Z Vr”s""”r Vg + Z YV, Vg —+ Z vV, Vg
ueN u,vem uem veM
uveN

_ Z u v _ hi
= l/,llsfllt
u,veLm
uveN
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Grain d’Erreur : [.]7"

o But : limiter le nombre de termes dans les séries d’erreurs
o Principe :
o Ne plus considérer les erreurs introduites par des opérations
élémentaires
o Calculer les erreurs due a des morceaux de code partitionnant le
programme

o Exemples :
o Erreur due a une formule intermédiaire
o Erreur introduite par un bloc de programme C
o LI, [.I*" correspondent & une partition particuliére, celle des
singletons de Lab(prg)
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Grain d’Erreur : Principe

o J ={Ji,...Jdn} partition de 'ensemble £ des étiquettes

o Pour les termes du premier ordre:

’ Ari - odide £y, L
© Pour les termes d'ordre supérieur : w2 =3, ;W w
o Sémantique des opérations : W = J"

N S (A R)EE D +ed)ak o (Rt R)E,
uew+
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Correction de [.]7"

o Ordre partiel C : 74 est plus précis que 7> si J> regroupe des
éléments de J;

® ®
-
@

o La sémantique [[.]]JZ" utilisant la partition 7 t.q. J; C7» est une
approximation de la sémantique [.]

n —n
T8, T]

(p(FR,TM).C) ——— (FR,F3)).9)

n n
QI3
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Correction de [.]7"

n n
L7871

(p(FR,TN)),C) ——= (po(FR,T)),C)

n n
WINT8

Tj1nw72n(J1.U) = JQ.T‘71n“72n(U) avec J1 [S \71, J1 - ;./27 Jg SV

J{,T5 = def U=
(67 Wi Eu = w 87‘71,,“72”(“)

ueJy ueJy

ngn - def =
’y‘72"71 E v, | = E w'gy E w'=v"

vegy uegy Tap, g5 W=y
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Correction

Propriété

Soit ¢; un point de contréle, soit J1 et J» des partitions de L telles
que J1CJ» et soient r77 | s7 € F(R, J7). Sir%e = o707 (rT7),
s% = 7772 (877 alors pour tout opérateur € {+,—, x, <} nous
avons :

r‘_’71”<>€,- S~71n c 772"771"(,-72"02:'372")
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Preuve (multiplication)

On utilise les notations :

Soit 7(u) = Tj1n“_72n(u). Nous avons :

n n . n .
71 = 171 5 871 =t (wiws)ée +

n n . n .
t72 = r72 xti §72 =1, (viV)E. +

Le point principal de la preuve consiste & montrer que pour tout u € 7, pI

>

uvedy
lu.v| >0

>

uveTy
lu.v] >0

u v 3 €\ =
wywe€uvt Lo (w:w; )E(gi

I/;ll/:gu_v-‘r o (vf 1/56)671.

v)=u

v _ u
Wy =Vt

48
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Preuve (multiplication)

Le point principal de la preuve consiste a montrer que pour tout u € 72” ZT(V):U w{ =14

2wl o= >

T(v)=u T(vq.vp)=U
U1 U2 U<

uy . u2 u

Vi,,"2
Wy Wg

V1
7(v2)

>

T(vy)=Uy

v u

- e
T(v1).7(v2) = Ur.Up
ui.up =u

vy Vs
w,1 U)Sz)

> wf) -

7(vo)=Up

&

uq U
E Vr1 1/52 = I/tu

Uy .Up=u

Wl x
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Relation Entre les Différentes Sémantiques

* g A oy At 0 ¢
[.]"70 (a)9) = R f— [.]‘70 (a)9) p— . = [.]‘70 (a)0)
0 0Ln+1,n 0 an,n—1 0

1 1 oTHIEY |y 8 1 1

97 @0 =

1 1 1 1 Il

n
n
|

0
[A]~71"(agﬁ) = 7@

n
n
)
n

1l 1 1l 1 1l
HEE) = . = 112" (a0) = %60

n
|
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Partitionnement des points de contrble

Analyse statique fondée sur [.]7" :

intervalles de flottants pour le terme flottant
intervalles multi-précision pour les termes d’erreurs
choix d’'une partition

Le choix d’'une partition a une grande importance sur la précision de
l'analyse
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Abstraction par des intervalles

z

(P(FR,TM),C) = (F(Z:,T"),C)

o

DT wE > whE; <= Vue T, wi Cuwh
uegn uegn

J
oF { wf’s]:ie/}) d:efz¢({w,”:iel})5u
ue

uegn

o) der - —
'yI( V“€U>Le{2wusu cvue Jn w'ert
ueJn uegn
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Encadrement des erreurs

Erreurs d’arrondi :

\

0_co(X) X 0, 0(X)

Dans I'arithmétique des intervalles :

x borné par [o_ (), 0400 (X)] With error [~ ulp(x), + 3 ulp(x)]

float64: [9.999999999999999E-2,1.000000000000001E-1]
error: [-6.938893903907228E-18,6.938893903907229E-18

-] [2.0,3.0,0.0,0.05]
ans =
float64: [2.000000000000000E0,3.000000000000000E0]

error: [0.000000000000000E-1,5.000000000000001E-2]
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Propagation des erreurs

Opérations élémentaires :

[x1] ) [e1]

[x1] ) [e1] X [x2] ; [e2]

+ [xe] ; [e2]
= [klo~ ] [e1] ®« [xe]
Do
= [kle~ ] [e1] B« [e2] [e2] ®« [x1]
Do D
[+ Julp([xi] +~ [x2])] [e1] ®« [e2]
Do
[+ Julp(ix] @~ [e])]
-1 0.1
ans =
float64: [9.999999999999999E-2,1.000000000000001E~1]
error: [-6.938893903907228E-18,6.938893903907229E-18]
-1 0.2
ans =
float64: [1.999999999999999E-1,2.000000000000001E~1]
error: [-1.387778780781445E-17,1.387778780781446E-17]
-] 0.1+0.2
ans =

float64: [2.999999999999999E-1, 3.000000000000001E-1]

error: [-4.857225732735059E-17, 4.857225732735060E-17]
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t = 0.0;
for (ii)
t = t+1/10;
' | AA(I/10)4+A(1/10)) !
! ! ! ~2/10
A(1/10) ! A(n0) A(1/10) 3
| : | ~(1/10)
0.2¢ulp(1) | 0.2*ulp(1)
0.1*ulp(1) | 0.1*ulp(1) 0.1*ulp(1) | -
e || e 3
f  E(1/10) | f  E(1/10) f  E(1/10) ! f E(1/10) | f E(1/10)
Iteration 1 3 Iteration 2 i Iteration 2 3 It1 U 12

ty < b, par widening on obtient : t = [, (1/10), +00]& + [—00, +00]&7 10
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Autre Exemple

t = 1.0;
for (i=1; 1<=20; i++)
t = t+x0.618;

7(0.618) i !
i | ; A(0.618)
| ~0.618A2 ; .
! ! ~0.618/2
2+0.618A2ulp(1)
0-678up(1) i 0.61872ulp(1) |
f E() f E1()  E2() | f E(")
Iteration 1 | Iteration 2 | It1 U 2

0.618 < 2 x 0.6182, I'erreur calculée augmente alors que I'erreur réelle diminue
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Dépliage des boucles

Réécriture du programme :

14

i=1 ; i<=20 ; i++)

t = t%x0.618; (multiplication 1)
if (1i>20) break;

i++;

t = t%x0.618; (multiplication 2)
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Dépliage des boucles

f E(*1) E(*2) f E(*1) E(*2) f E(*1) E(*2) f E(*1) E(*2)

t1ut2 riut2

t final

t final

0.618 | | :

10.61812 ! !

i 10.618/3 i

10.618%4

ulp(0,61813) !

| | 2ulp(0.61843) |

ulp(0.618) ; ulp(0.61812) | ‘
; | | 2ulp(0.61874)
f B Cof E(N) E(2) ! f EC) EC2) | f E() E(2)

t ! 1 ! 2 ! v2

i i i

0.618 | i !

i 0.618/2 i 1

i i i

0.61843 ; ; ;

| 0.618%4 | ulp(0.61843) |

Ip(0.61 1 1 1p(0.61 1
ulp(0.618) ) ulp(0.618%2) | ulp(0.618) ; ulp(0.61842)

ulp(0.61843) 1 1

T T

i i

i i
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Partitionnement Dynamique

Principe :

Regrouper les erreurs dues a certains points de contrble (pour limiter
'occupation mémoire)

En isoler certain autres (pour éviter les pertes de précision)

Faire ce choix dynamiquement, c.a.d. en cours d’analyse

Semantique Ia plus informative

= = == = = D) ot e o s
oo e e
IR
o

Semantique 1a pie?. U
grossiere Erreurs du
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Partitionnement Dynamique (2)

Itération n ! Itération n+1 ! Union

Itération n ] Itération n+1 ] Union

Difficulté :

Des points regroupés ne peuvent ensuite étre dissociés (correction
de l'analyse)

Trouver la plus grande partition pour laquelle on peut affirmer que le
calcul est stable
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Partitionnement Dynamique : Complexité

Probléme DP : Etant donnés deux tuples d’entiers W = (w1, ..., wp)
et W = (w],...,wp), existe-t-il une partition P de {1, ..., n} de taille t

telle que

VXEP, Y wi<> uf

iex iex

Probleme NP-Complet (preuve a partir de 2-Partition)
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2-Partition : rappel

Etant donné un ensemble d’entiers positifs A = {ay, ..., an},
existe-t-il un sous-ensemble / de A tel que :

Ya-3 a

aiel aeA\l
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Preuve (NP-Complétude de DP)

o DP appartient a NP car vérification en temps polynomial.

o Soit A= {a,...,an} uneinstance /; de Partition. Construction a partir
de I1, de L instance de DP

Za,>+a,,1§i§n

2
o = (
€A
w = (Za,-) —a,1<i<n
€A
Wnyt = Wny2 = 0
/ !
Wnyt = Wpi2 = a

2L
m
>

63/94



Preuve (NP-Complétude de DP)

o On suppose connaitre un algorithme A polynomial pour DP
@ Atrouve une solution a kL qui satisfait :
VXE?%ZM/SZW; (5)
ieX ieX
@ Remarque 1 : puisque t =2, P = {X, X},00 X = {1,2,...,n+2}\ X.

© Remarque 2: n+ 1 et n+ 2 ne sont pas dans la méme classe car
wj <wj, 1 <i<n Sin+1etn+2sontdans X (resp. X), alors (5)
n'est pas respectée par X (resp. X).
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Preuve (NP-Complétude de DP)

Nous avons pour X :

Zwi < Zw//
X X
XI> a+> a < XD a—> a+wn
A X A X
Zai < w;1+1_zai
X X
<

Sa < Ya-Ya-Ya
X A X X

Pour X, on obtient par la méme preuve :
Yas<Xa
X X

On en déduit I'égalité
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Plan

Généralités sur les nombres flottants
Détection : sémantique des séries d’erreurs

Correction : transformation sémantique d’expressions
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Objectif

Améliorer la précision des calculs a la compilation

Spécification Implémentation
X2+2X+1:(X+1)2:... (x*xx+2xx) +17# (x+1) * (x+1)

Premiere sémantique : corps des réels
précision infinie, lois de composition (associativité, distributivité, etc.)

Seconde sémantique : ADO / flottants IEEE754
erreurs d’arrondi, pas de lois de composition

spécification implémentation implém. optimisée



Correction : transformation sémantique d’expressions

Introduction
Abstract Program Equivalence Graphs
Analyse de profitabilité

Benchmarks
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Equivalent Program Expansion Graphs

EPEGs [R.Tate, M.Stepp, Z.Tatlock, S.Lerner, POPL09]

Développés pour le phase ordering problem. Utilisent un ensemble
de ré-écritures optimisantes Notion de classe d’équivalence

Rl:a+b=b+a

R2:a+(b+c)=(a+b)+c

N\
A =2 Y

initial tree: (a +b) +c Application of R1

Application of R1, etc... Application of R2
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Approche retenue

Représenter le plus grand nombre de versions d’'un programme
Rester polynomial en taille

Extraire un programme dont la précision numérique est meilleure

(2n — 1)1 fagons de sommer n termes ( . parenthésages)

n'x n+1

Les EPEGs sont exponentiels en taille

Les EPEGs peuvent aussi étre infinis (ex: a=1 x a)

"2n—1)=1x3x5x---xn
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Abstraction

APEGs = Abstract Program Equivalence Graphs
Polynomiaux en taille

Représentent un grand nombre de programmes
Ne représentent QUE des programmes équivalents

Contiennent des boites d’abstraction

Une boite d’abstraction : | %, (D1, 02, - - -, Pn) |

Représente tous les parenthésages des expressions composées
avec l'opérateur x et les noeuds py, ..., py. (x doit étre symétrique)

Les p; peuvent étre des constantes, des variables, des expressions
ou d’autres boites d’abstraction
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Construction d'un APEG

Etapes :
A partir de I'arbre syntaxique
Introduction de nouvelles expressions

Ajout de boites d’abstraction

éé /% gg/g **** N

4 Sy ea

"""""" 7
}g\'é%“
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Introduction de nouvelles expressions

Tout en restant polynomial en taille
Distribuer les multiplications (facteurs maximaux)
Factoriser au maximum chaque produit

Propager les soustractions

Objectif :

Permettre la créations de grandes boites d’abstraction
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Regles de transformation des APEGs

7N d

bd bd o




Création de boites

Repose sur la notion de zone homogéne : partie de I’'APEG ou un
opérateur symétrique est répété
3 algorithmes sont actuellement utilisés :

Horizontal : abstrait récursivement la partie gauche puis la partie
droite d’'une zone homogene

Vertical : abstrait progressivement la partie supérieure d’'une zone
homogene

Expansion de boite : les boites imbriquées avec le méme opérateur
sont fusionnées
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Les algorithmes de création de boites




Exemples

(a+(b+c))+(d+e)—|+abc|+(d+e)

a+(b+(c+(d+e)))—|+abc|+(d+e)

+ ab\+cde\ —>\+abcde
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Correction : transformation sémantique d’expressions

Introduction
Abstract Program Equivalence Graphs
Analyse de profitabilité

Benchmarks

78/94



Analyse de Profitabilité : boites d’abstraction

Une boite d’abstraction = (2n — 1)!! expressions

On en cherche une avec une bonne précision

Heuristique gloutonne
A chaque étape, chercher les 2 expressions qui minimisent I'erreur

Approche locale, exécution en O(n?)

—p +,(a,c,e,) |+ (et

a+b, b+c, c+d atc, c+e, e+(b+d) e+(ate),
min(a+c, b+d, ct+e mm( ate,  cH(b+d), min( e+(b+d), )

a+d, b+e a+(b+d), (a+e)+(b+d)
ate

On génére I'expression : (a+e) + (e + (b+ d))
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Analyse de Profitabilité : APEGs

Profitabilité naive

Pour chaque opérateur, on sélectionne les deux sous-expressions qui
minimisent I'erreur (sans remanier les sous-expressions)

S’exécute en O(n)
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Amélioration

Ne plus considérer seulement le minimum de chaque classe

Rechercher le minimum en fonction des classes en dessous

+
+4\$+\\x
A WANWANAN
@ 66 6B @
On teste les erreurs sur les expressions :
o (a+a)+(b+b) o (2xa)+(b+b
o (a+a)+(2xb) o (2xa)+(@2xb
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Généralisation

Considérer toutes les classes d’équivalence jusqu’a une profondeur k

Complexité en O(n?*k)
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Correction : transformation sémantique d’expressions

Introduction
Abstract Program Equivalence Graphs
Analyse de profitabilité

Benchmarks
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Benchmarks

Divers cas étudiés (double précision)
Sommations
Polynémes univariés écrits sous forme développée

Développements limités de fonctions usuelles

Méthode :

Générer le plus grand nombre d’expressions équivalentes (toutes?)
Choisir des jeux de données pour le probleme considéré

Utiliser Sardana pour optimiser chaque expression initiale

Pour chaque erreur trouvée, compter combien d’expressions I'ont
générée
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Sommations

4 scenarii :

> 0, 20% grosses valeurs ~ 10'® parmi petites ~ 106

> 0, 20% grosses valeurs parmi petites et moyennes ~ 1

20% de grandes valeurs des 2 signes, parmi des petites et moyennes

> 0 et < 0, peu de petites, autant de moyennes que de grandes

2 tailles d'intervalles :
Largeur = 10% de la valeur centrale de l'intervalle

Largeur = 10~'2 fois plus petite que la valeur centrale de l'intervalle
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Somme de 9 termes : 2 millions de cas (config. 1)

nombres positifs, 20% de grosses valeurs au milieu de petites

600000 600000

Number of Expressions (Dataset 1) s Number of Optimized Expressions (Dataset 1)
500000 |- q 500000 |-
400000 - 1 400000 -
" 2
5 &
5 300000 q g 300000
2
o] i
H 2
2 2
200000 [~ q 200000 [~
100000 [~ | q 100000 [~
N 1 | | [, N 1
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140
Errors Errors

Intervalles larges. (résultats identiques avec intervalles petits)
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Somme de 9 termes : 2 millions de cas (config. 2)

nombres positifs, 20% de grosses valeurs au milieu de petites et de

2.5e+06 T r ; T 250406 T — —— T
Number of Expressions (Dataset 3) mmm— Number of Optimized Expressions (Dataset 3) mmm—
20406 20406 |
o 2
&  15et06 45  15e06
g
5 5
o] o]
2 1le+06 12 1e+06 -
500000 500000
Ll |11 I P
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

Errors

Intervalles larges. (résultats identiques avec intervalles petits)
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Somme de 9 termes : 2 millions de cas (config. 3)

20% de grandes valeurs des 2 signes, au milieu de petites et
moyennes

500000

Nb Expressions

200000

100000

Number of Expressions (Dataset 5) s

Errors.

Intervalles larges

Nb Expressions

Number of Optimized Expressions (Dataset 5) s

Errors
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Somme de 9 termes : 2 millions de cas (config. 3)

20% de grandes valeurs des 2 signes, au milieu de petites et

moyennes
500000 T T T 500000 T T T T
Number of Expressions (Dataset 5) s Number of Optimized Expressions (Dataset 5) s
400000 400000 -
. .
S 300000 45 300000
2
E a8
Pl fn}
S 200000 12 200000 -
A | | I . I |
0 10 20 30 40 50 60

Intervalles petits

Errors

10 20 30 40 50 60
Errors

89/94



Somme de 9 termes : 2 millions de cas (config. 4)

valeurs positives et négatives, peu de petites valeurs et autant de
moyennes et de grandes

500000 500000
Number of Expressions (Detaset ) memmm Number of Optimized Expressions (Dataset 5) s

400000
g 300000 18
5 s
5 g
g i
2 200000 {2

100000 b

o il l l I I l l | I ,
0 10 20 30 40 50 60 30 40 50

Errors Errors

Intervalles larges



Somme de 9 termes : 2 millions de cas (config. 4)

valeurs positives et négatives, peu de petites, autant de moyennes et

de grandes

500000 T T T 500000 T T T T

Number of Expressions (Dataset 5) s Number of Optimized Expressions (Dataset 5)

400000 400000
£ 300000 18 300000 |
¢
g g
I} fn}
S 200000 12 200000

I| 1 II
0 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
Errors Errors

Intervalles petits
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Polynomes développés

Polynomes utilisés : (x — 1)" = >"F_(—1)% x <Z> x xK ne[2,6]
Quand n augmente I'erreur augmente autour de la racine multiple

On s’autorise des factorisations dans notre analyseur, donc le
résultat n’est pas forcément sous forme développée

On génére toute les sommes possibles de monémes x tous les
manieres d’écrire les mondémes x’
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Polyndmes développés avec n = 5, 5.670 cas

200 T

T T
Number of Expressions (x-l)g —
180 L Number of Optimized Expressions (x-1)

160 - b

140 i

Nb Expressions

80 - b

60 - N

N L oL

0
13e-14 1l4e-14 15e-14 1.6e-14 1.7e-14 18e-14 19e-14
Errors

En rouge les bornes d’erreurs initiales, en bleue les optimisées
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Polynomes développés avec n = 6, 374.220 cas

4500 T

T T
Number of Expressions (x-1)5 —
Number of Optimized Expressions (x-1)

4000 B

3000 - B
2500 B

2000 - b

Nb Expressions

1500 b

1000

500 -

0 I M‘M |
5e-15 le-14 1.5e-14 2e-14 25e-14 3e-14 35e-14
Errors

En rouge les bornes d’erreurs initiales, en bleue les optimisées
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Développements de Taylor

Différentes fonctions considérés :

+ 2n
cosx = o (—=1)" 3o

(2n)!
) o 2 n+1
sinx = Lo(—ﬂn%

n

N2+ x) = S5 (- 1) 2
Pour différents ordres :

pour cos: n € {4,6,8}

pour sin: n € {5,7,9}

pour In(2+x): n € {4,5}

Intervalles centrés sur racines, largeur = 10% de valeur centrale
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Développements de Taylor

Méthodologie, forme générale d’un développement : 3" ¢;x’

On génére toutes les ré-écritures de la somme de termes x toutes
les ré-écriture des produits internes de x'

Quand n augmente, I'erreur prés d’une racine de la fonction cible

augmente, car le développement s’annule aussi sur une valeur de
plus en plus proche
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Résultats sur cos avec n = 8, 30.240 cas

450 - - : T T T
Number of Expressions Taylor(cos) order 8
Number of Optimized Expressions Taylor(cos) order 8 —
400
350

300

250

200

150

100

or |

° | 1191 O ORI | T 1]

25¢-16  3e-16  35e-16  4e-16  4.5e-16  Se-l6  55e-16  6e-16  6.5e-16  Te-16
Errors

Nb Expressions

En bleu les résultats des expressions optimisées, en rouge les
initiales, a droite une vue zoomée des résultats des expressions
initiales
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Résultats sur sin avec n = 9, 162.855 cas

3000

Numbcr of E‘(pm\&mn\ Taylortsin) om 9
Number of Optimized Expressions Taylor(sin) or

2000

1500

Nb Expressions

1000 -

500

214 de-14 6e-14 Se-14 le-13 T2e13 T 13 16e-13

Errors

En bleu les résultats des expressions optimisées, en rouge les
initiales, a droite une vue zoomée des résultats des expressions

initiales
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Analyse sur In(2 + x) avec n = 5, 5.670 cas

120 T T T T
Number of Expressions Taylor(In(x+2)) order § [{——
Number of Optimized Expressions Taylor(In(x+2)) order 5 |——

100

80

40

| s wi“shl\‘&‘m b ” h m =

25616 e 16 35e-16

HI L ‘
216
Errors

En bleu les résultats des expressions optimisées, en rouge les
initiales, a droite une vue zoomée des résultats des expressions
initiales
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