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Préface

L’algorithme a pour objet la conception et I’étude d’algorithmes et de structures
de données efficaces. Il s’agit d’'un domaine de I’Informatique dont I’étude est
indispensable dans bien des formations. Aussi de nombreux ouvrages portant sur
ce theme ont-ils été publiés, en France comme 2 I’étranger, au cours des dernieres
années. Au vu de la qualité de certains d’entre eux et du renom international de
plusieurs de leurs auteurs, il parait aujourd’hui difficile d’innover en rédigeant un
nouveau manuscrit sur le thetme «Types de données et Algorithme».

1l importe donc particulierement de souligner ici que le travail effectué par Christine
Froidevaux, Marie-Claude Gaudel et Michele Soria est profondément original. Son
originalité tient principalement 2 la présentation étroitement imbriquée qui est
faite de différents aspects complémentaires de la conception d’algorithmes ou de
structures de données efficaces : spécification, «programmation», analyse. Chacun
de ces aspects est traité avec clarté et rigueur sans éluder les difficultés.

Les auteurs, qui se placent dans le cadre des grands problémes classiques de I’al-
gorithmique non numérique (tri, recherche, algorithmique des graphes), présentent,
dans le corps du texte ou par le biais d’exercices, une variété exceptionnellement
grande de structures de données. Par ailleurs, tous les concepts importants relevant
d’études de complexité (bornes inférieures, arbres de décision, technique d’oracle,
bomes supérieures, optimalité, analyse en moyenne, dénombrements, etc.) sont in-
troduits et largement utilisés.

Le travail de Christine Froidevaux, Marie-Claude Gaudel et Michele Soria constitue
donc 2 la fois une excellente introduction a I’ Algorithmique et un précieux outil de
référence.

Je suis persuadé que de nombreux lecteurs éprouveront, comme moi, un grand plaisir
2 lire et A étudier cet ouvrage dense, riche et stimulant.

Claude Puech






Avant-propos

L’étude des algorithmes et des types de données est un des enseignements fondamen-
taux en deuxieéme cycle d’Informatique : Licence, Maitrise, Magistere, MIAGE, et
dans les Ecoles d’Ingénieurs. Cet enseignement s’adresse 2 des étudiants déja fami-
liarisés avec la programmation. Il a pour but de leur faire connaitre les algorithmes
de base, tout en leur donnant de bons réflexes face & un probleme & résoudre : spéci-
fication précise a priori, analyse rigoureuse a posteriori de la solution proposée.

Cet ouvrage résulte de plusieurs années d’expérience de cet enseignement. Au
cours des années, son contenu a peu évolué sur le fond : les algorithmes et
les types de données sont restés les mémes. Cependant il a été sensiblement
modifié quant 2 la forme, en fonction de I’évolution des méthodes de spécification
et de programmation, et de I’introduction de nouvelles techniques d’analyse des
algorithmes. Dans sa version présente, une large place a été faite a la spécification
abstraite des problémes étudiés, indépendamment des solutions possibles pour leur
programmation. Ces solutions sont précisément des algorithmes accompagnés des
types de données correspondants. L’analyse rigoureuse de ces algorithmes, basée sur
des outils mathématiques bien compris est le sujet principal de ce livre. Cette analyse
permet de comparer des algorithmes qui résolvent le méme probleme : d’otl I’intérét
de la spécification du probleéme, et la nécessité d’une justification que I’algorithme
résoud bien le probléme posé.

La démarche suivie dans les différentes parties est donc trés systématique :
spécifier un probléme; décrire un algorithme, éventuellement par raffinements
successifs; justifier que cet algorithme résoud le probléme; analyser I’algorithme
puis le comparer & d’autres qui résolvent le méme probléme. Notre but est
de montrer A quel point toutes ces étapes sont fondamentales pour 1’étude des
algorithmes, et reposent sur des approches qui méritent chacune d’étre approfondies.
Ce livre n’est pas un livre sur la spécification et 1’abstraction comme Liskov
& Guttag, Abstraction and Specification in Program Development, MIT Press,
1986, mais on y trouve la spécification d’un certain nombre de problémes; ni un
livre sur la preuve de programmes comme Gries, The Science of Programming,
Springer Verlag, 1981, mais on y trouve des preuves; ni un livre sur les méthodes
mathématiques d’analyse de la complexité des algorithmes comme Flajolet &
Sedgewick, Average-case analysis of algorithms, Addison-Wesley, 1990, mais il



Vi1 Types de données et algorithmes

contient des analyses d’algorithmes détaillées. C’est encore moins un livre sur la
construction d’algorithmes 2 partir de spécifications comme Anagram, Raisonner
pour programmer, Dunod, 1986. Nous espérons cependant que notre livre incitera
les lecteurs 2 explorer tous ces différents aspects.

L’ouvrage est organisé de la maniere suivante :

o la premigre partie introduit le concept d’algorithme, présente les conventions pour
I’expression des algorithmes et définit ce qu’est I’analyse de la complexité des
algorithmes (chapitres 1 et 2). On trouve au chapitre 3 un exemple compiRtement
traité d’analyse d’un algorithme simple : la recherche des deux plus grands éléments
d’une liste d’entiers.

e la seconde partie traite de structures de données. Le concept de type abstrait
est introduit au chapitre 4, et ’on présente ensuite les types de données les plus
usuels : listes, ensembles, arbres, graphes (chapitres 5 4 8). Pour chacun de ces
types, on donne une spécification et ’on décrit diverses implémentations, c’est-a-
dire, représentations en mémoire et algorithmes d’utilisation.

Ces deux premires parties sont relativement indépendantes mais 1’analyse de
certains algorithmes de la deuxi®me partie utilise des définitions de la premiere
partie . Les chapitres 1 & 4 introduisent les concepts fondamentaux et présentent la
démarche suivie. Leur lecture est indispensable.

Le reste du livre est consacré a I’étude des principaux algorithmes et types de
données pour trois classes de problémes : recherche, tri et problémes simples sur
les graphes. Ces trois parties peuvent étre étudiées indépendamment les unes des
autres, mais elles font toutes appel au contenu des deux premieres parties.

e Pour la recherche d’un élément dans un ensemble de données (troisitme partie)
on présente les méthodes classiques de recherche séquentielle et dichotomique
(chapitre 9); puis des méthodes adaptées aux ensembles qui évoluent sous I’action
d’adjonctions et de suppressions d’éléments, méthodes arborescentes (arbres binaires
de recherche au chapitre 10, arbres équilibrés au chapitre 11), et méthodes de
hachage ( chapitre 12). Au chapitre 13 on compare ces différentes méthodes, qui
sont étendues, pour certaines d’entre elles, a la recherche externe.

e La quatriéme partie est consacrée aux méthodes de tri. Au chapitre 14 on présente
le probléme et des méthodes simples de résolution par sélection et par insertion;
on étudie ensuite (chapitre 15) deux algorithmes plus performants, le tri rapide
(quicksort) et le tri par tas (heapsort); on donne au chapitre suivant une borne
inférieure du nombre de comparaisons, ce qui permet d’établir 1’optimalité du tri
rapide et du tri par tas; on présente aussi au chapitre 16 d’autres types de tris
(tri radix...). Le chapitre 17 expose quelques méthodes de tri sur support externe :
interclassement, tri et fusion.
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e Dans la derniére partie, on étudie quelques questions simples sur les graphes.
Le chapitre 18 illustre la démarche de description d’un algorithme par raffinements
successifs, en présentant un algorithme abstrait de tri topologique, et différents
algorithmes plus concrets; on étudie au chapitre 19 des propriétés de connexités;

les deux derniers chapitres sont consacrés a 1’étude de deux problemes fondamentaux
des graphes valués : plus courts chemins entre deux sommets, et arbres de
recouvrement minimums.

Enfin on trouve en annexe une présentation des outils mathématiques utilisés pour
I’analyse des algorithmes : développement asymptotique de fonctions et ordres de
grandeur, séries génératrices de dénombrement et application a I’analyse en moyenne
des algorithmes, et enfin techniques de résolution pour une large classe d’équations
de récurrence. La lecture de ’annexe suppose une certaine pratique mathématique,
mais aucune connaissance particulitre n’est requise.

Chaque chapitre est accompagné de «lectures conseillées» (dans certains cas, elles
sont regroupées en fin de partie). Il s’agit de livres dans lesquels le lecteur trouvera
des compléments ou des développements de certains points traités.

De nombreux énoncés d’exercices sont également proposés a la fin de chaque
chapitre. Nous les avons volontairement choisis simples ou de difficult¢ moyenne
afin de permettre au lecteur isolé de tester sa bonne compréhension du texte.

Le contenu de I’ensemble de I’ouvrage correspond 2 un peu moins d’une année
d’enseignement d’un certificat de licence ou de maitrise, le début de I’année étant
" consacré a I’enseignement de la programmation. Il n’est pas obligatoire, comme
cela a déja été mentionné, de suivre linéairement la présentation du livre.

Il est impossible de remercier personnellement tous ceux ou celles qui, d’une
maniére ou d’une autre, ont contribué 2 cet ouvrage : les origines et les sources
de ce livre sont multiples.

Les enseignements de Philippe Flajolet, Claude Pair et Jean Vuillemin nous ont
influencées de fagon certaine. Notre livre s’appuie sur d’excellents ouvrages d’al-
gorithmique, tels que Aho, Hopcroft et Ullmann, Data Structures and Algorithms,
Addison-Wesley, 1983, Baase, Computer Algorithms, Addison Wesley, 1978 ; Horo-
witz et Sahni, Fundamentals of Computer Algorithms, Pitman, 1978 ; Knuth, The Art
of Computer Programming, volumes 1 et 3, Addison Wesley, 1968 et 1973; Pair et
Gaudel, Les structures de données et leur représentation en mémoire, Monographie
IRIA, 1979; Sedgewick, Algorithms, Addison Wesley 1983.

Le service d’édition de L’INRIA (SEDIS) nous a permis, il y a quelques années, de
publier une premidre version de cet ouvrage. Qu’il en soit remercié. Les remarques
de nos étudiants et de certains collégues sur cette premi&re version ont été précieux.

Nous tenons spécialement 2 remercier tous nos collégues d’Orsay qui ont participé,
de pres ou de loin, 2 I’enseignement d’algorithmique et tout particuliérement :
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Jean-Claude Bermond, Johny Bond, Serena Cerrito, Annie Choquet, Danitle Gardy,
Anne Germa, Marie-Claude Heydemann, Bruno Marre, Maryvonne Mahéo, Michel
de Rougemont, Marie-Christine Rousset et Frédéric Voisin.

I ne faut pas oublier ’importante contribution de Pierre Legay qui, avec beaucoup

de perspicacité, a mis en ceuvre en Pascal la plupart des algorithmes de ce livre.
Merci a Daniel Baldit qui nous a aidées a choisir I’illustration de 1a couverture.

La réalisation de ce livre a enfin bénéficié de tout I’environnement matériel du
Laboratoire de Recherche en Informatique du centre d’Orsay de 1’Université Paris-
Sud.

A propos des auteurs

Christine Froidevaux, Marie-Claude Gaudel et Micheéle Soria sont toutes trois
enseignants-chercheurs au Laboratoire de Recherche en Informatique de 1’Université
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Premiere partie

Introduction a I’analyse
des algorithmes






Chapitre 1
Notion d’algorithme,
expression des algorithmes

1. Notion d’algorithme

Selon I’Encyclopedia Universalis (*) un algorithme est la «spécification d’un schéma
de calcul, sous forme d’une suite [finie] d’opérations élémentaires obéissant & un
enchainement déterminé ».

On connait depuis I’antiquité des algorithmes sur les nombres, comme par exemple
I’algorithme d’Euclide qui permet de calculer le p.g.c.d. de deux nombres entiers.
Pour le traitement de I’information, on a développé des algorithmes opérant sur
des données non numériques : les algorithmes de tri, qui permettent par exemple
de ranger par ordre alphabétique une suite de noms, les algorithmes de recherche
d’une chaine de caracteres dans un texte, ou les algorithmes d’ordonnancement, qui
permettent de décrire la coordination entre différentes tiches, nécessaire pour mener
a bien un projet.

Un programme destiné 2 étre exécuté par un ordinateur, est la plupart du temps,
la description d’un algorithme dans un langage accepté par cette machine. La
notion d’algorithme est donc fondamentale en informatique. Cependant le terme
d’«algorithme» a en général une acception plus large que celle de «méthode de
résolution d’un probléme pouvant étre réalisée par un ordinateurs.

Tout &’ abord, historiquement, la notion &’ algorithme a précédé celle d’ ordina-
teur : bien avant Euclide (mathématicien grec du 3¢ siécle de notre ére), on
peut faire remonter aux Babyloniens de I époque d’ Hammurabi (1800 av J.C.)
les premiéres formulations de régles précises pour la résolution de certains
types d’ équations.

Le mot «algorithme» lui-méme est plus récent : il vient du nom d’un mathéma-

ticien perse du 9¢ siécle : Abu Ja’Far Mohammed Ibn Miisa al-Khowa-rismi,

@ Encyclopedia Universalis, Paris, édition de 1984.
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dont I'ouvrage d’ arithmétique utilisant les régles de calcul sur la représenta-
tion décimale des nombres, montra Uinutilité des tables et abaques, et eut une
influence capitale pendant plusieurs siécles. '

D’autre part, on verra dans ce livre que certains algorithmes, ceux dont le

temps d’ exécution ou I’encombrement en mémoire croissent de fagon exponen-
tielle en fonction de la taille des données, ne peuvent étre utilisés en pratique
par un ordinateur, car on ne peut leur accorder qu’un temps et une mémoire
limités.

Mais il est vrai que la notion d’algorithme est trés liée a 1'idée de machine
capable d’exécuter des opérations mathématiques €lémentaires. Vers 1930, avant
la construction des premiers ordinateurs, plusieurs mathématiciens (Godel, Church,
Turing, Post) ont formalisé le concept d’algorithme, ou de fonction calculable, par
différents modeles abstraits A ressources infinies (Fonctions récursives, A-calcul,
Machines de Turing, Systtmes de Post, Machines 2 registres). La «Théorie de la
calculabilité » montre que tous ces modeles sont équivalents et 1’on peut alors penser
(c’est 1a «These de Church ») que I’on a bien cerné exactement la notion de fonction
calculable, c’est-a-dire que toute autre définition «raisonnable» est équivalente aux
précédentes.

La théorie de la calculabilité décrit et caractérise les problemes qui peuvent &tre
résolus par un algorithme (on parle alors de probléeme «décidable» ou «calculable»),
et répertorie ceux qui ne le peuvent pas.

Il existe en effet des problémes mathématiquement bien posés, mais qui sont trop
complexes pour pouvoir étre résolus par un algorithme. Par exemple, 1’arithmétique
est une théorie dont les énoncés sont completement formalisés dans un langage bien
précis, mais il est démontré qu’il ne peut pas exister d’algorithme général pour
décider si une assertion arithmétique quelconque est vraie ou fausse.

Par ailleurs, il existe des fonctions non calculables; pour s’en persuader, il suffit
de considérer toutes les fonctions possibles des entiers dans les entiers : cet
ensemble n’est pas dénombrable. Par contre, I’ensemble des fonctions calculables
I’est, puisqu’a toute fonction de ce type on sait associer un algorithme qui est un
texte de longueur finie sur un langage de cardinalité finie.

Un exemple fondamental de probléme non décidable est le «Probléme de I'ar-
rét » : il est démontré qu’il ne peut pas exister d’algorithme général qui, pour tout
programme P et toute donnée D, répondrait oui ou non 2 la question «P termine-t-il
pour D?».

Dans ce livre, on étudie des problémes pour lesquels il existe des algorithmes, et
on analyse la complexité de ces algorithmes, c’est-a-dire les ressources nécessaires
2 leur exécution, en temps et en mémoire. On ne s’intéresse qu’aux algorithmes
de complexité «raisonnable». En effet, il ne suffit pas de savoir qu’il existe un
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algorithme pour étre sfir qu’il est utilisable pratiquement. Un exemple bien connu
est le jeu d’échec.

En théorie, & chaque coup joué, il y a un nombre fini de mouvements possibles.

Sous certaines regles, une partie se fermine, d uné manicre ou d une autre,
apreés un nombre fini de coups. On peut donc concevoir un programme
qui calculerait toutes les conséquences de tous les coups possibles et qui
serait meilleur que tout joueur humain. Mais la complexité du probleme est
telle qu’il n’est pas envisageable de mettre un tel algorithme en pratique. Il
faudrait considérer de I’ordre de 10'® coups possibles pour décider de chaque
déplacement. Rappelons que 10'° millisecondes est de 1’ordre de 300 millions
d’années.

Dans le cas d’une complexité «hors du possible», comme pour le jeu d’échec, on
envisage alors des méthodes approchées, appelées des heuristiques. Une heuristique
est une méthode qui produit la plupart du temps un résultat acceptable, pas
nécessairement optimal, dans un temps raisonnable.

On donne maintenant des définitions plus précises des notions «d’algorithme» et de
«machine» qui vont étre a la base de ce livre.

o Un algorithme décrit un traitement sur un certain nombre, fini, de données
(éventuellement aucune).

o Un algorithme est 1a composition d’un ensemble fini d’étapes, chaque étape étant
formée d’un nombre fini d’opérations dont chacune est :

— définie de fagon rigoureuse et non ambigué;

— effective c’est-a-dire pouvant étre effectivement réalisée par une machine :
cela correspond 2 une action qui peut &tre réalisée avec un papier et un
crayon en un temps fini; par exemple la division enti¢re est une opération
effective, mais pas la division avec un nombre infini de décimales.

o Quelle que soit la donnée sur laquelle il travaille, un algorithme doit toujours se
terminer aprés un nombre fini d’opérations, et fournir un résultat.

De plus, les algorithmes que I’on considere sont déterministes . étant donné un
algorithme, toute exécution de cet algorithme sur les mémes données donne lieu 2
la méme suite d’opérations.

Pour 1’analyse de la complexité des algorithmes, il est aussi important d’expliciter
certaines hypotheses concernant le modele de machine sur lequel ces algorithmes
seront exécutés.

Un ordinateur est une machine disposant d’une unité de calcul pour exécuter les
opérations arithmétiques et logiques et d’une mémoire pour contenir et manipuler
les instructions et les données, telles que :
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a) On peut avoir acces a (ou ranger) un élément dans la mémoire en un
temps fixe, ce qui est le cas pour les mémoires a acces aléatoire.

b) L'unité de calcul ne peut traiter qu’une seule opération a la fois. Cela

signifie que T"on n’étudie pas dans ce livre, d algorithmes comportant du
parallélisme. En effet, 1’analyse de ces algorithmes nécessite des techniques
spécifiques. :

¢) Le cofit de transfert des informations est négligeable devant le cofit des
opérations, ce qui n’est plus le cas si I’on travaille sur des machines trés
céblées (VLSI).

Les principes de 1’analyse de la complexité des algorithmes sous ces hypotheses
sont exposés au chapitre 2. Le paragraphe suivant présente tout d’abord le langage
d’expression des algorithmes.

2. Expression des algorithmes

Un algorithme doit étre exprimé dans un langage de programmation pour étre
compris et exécuté par un ordinateur. Cependant il faut bien comprendre qu’un
algorithme est indépendant du langage de programmation utilisé. L’algorithme
d’Euclide programmé en Pascal, en Ada ou en Lisp, reste toujours 1’algorithme
d’Euclide.

On donne ici quelques régles méthodologiques qui permettent une expression claire
et concise des algorithmes. Ces régles s’inspirent fortement des principes de la
programmation structurée.

2.1. Méthodologie

Un algorithme pour étre compréhensible doit e présenté de manitre lisible; il
ne doit pas étre trop long, ce qui nécessite parfois de le décomposer en modules;
certaines formes de programmation comme les branchements sont a éviter; par
contre, la récursivité permet une expression concise des algorithmes et facilite leur
analyse. Enfin, le probléme résolu par 1’algorithme doit &tre clairement spécifié.

2.1.1. Lisibilité d’un algorithme

La lisibilité d’un algorithme peut étre améliorée de maniére significative par sa mise
en page. Retour 2 la ligne et indentation peuvent étre utilisés avec discernement
comme le montre ’exemple ci-dessous :
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i :=0; §:=0; whilei <n do Mise en page 1
begin i :=1i+ 1; if T[;] > 0 then
S :=85+T[i]else S :=85 —Ti] end;

> 0N fai O .
t=UORE, Miseenpage2
while ; < n do begin

1 =i+ 1;

if T[s] > 0 then S := S + T3]
else § : =S5 —TJi
end;

Les commentaires peuvent également étre utiles a condition qu’ils ne paraphrasent
pas le programme, qu’ils soient courts et qu’ils se limitent & I’explication des idées v
essentielles ou des points délicats.
Par exemple, le commentaire :
{ce programme calcule la somme des valeurs absolues des éléments de T}
ajouté au début du programme précédent améliore sans aucun doute sa lisibilité.

2.1.2. Modularité

11 s’agit de découper I’algorithme en modules aussi indépendants que possible.
Dans ce cas, I'interface des différents modules avec 1’extérieur doit étre décrite
treés précisément : variables d’entrée-sorties, variables globales utilisées et/ou mo-
difiées. De plus, les liaisons des différents modules entre eux doivent apparaitre
clairement : quel module utilise quel autre module, quels modules partagent une
méme variable globale. Ces informations permettent d’avoir une vue d’ensemble de
la décomposition qui a été faite.

Enfin, le r6le de chaque module doit étre explicité clairement, soit sous forme de
formules, soit sous forme d’une phrase en langage naturel : on donne la spécification
de ce module. On reviendra plus loin sur cette importante notion.

2.1.3. Suppression des instructions de branchement

11 est démontré qu’il est toujours possible de programmer sans branchement (go to)
en utilisant uniquement des boucles (while, for), des instructions conditionnelles (if
- then - else) ou des procédures.

Cependant, il existe des situations ol le fait de ne pas utiliser de branchements
obscurcit le programme au lieu de le rendre plus compréhensible. C’est le cas
lorsque I’on a des conditions multiples pour sortir d*une boucle, et que ces sorties
se font depuis des endroits différents du corps de la boucle. Si on s’autorise une
instruction de sortie de boucle (exit) ou de procédure (return) ce phénoméne ne se
produit pas. On utilise de telles instructions dans ce livre.
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2.1.4. Utilisation de la récursivité

L’expression d’algorithmes sous forme récursive permet des descriptions concises,
qui se prétent bien 4 des démonstrations par récurrence. Le principe est d’utiliser,

pour décrire 1’algorithme sur une donnée d, I’algorithme lui-méme appliqué a un
sous-ensemble de d ou 4 une donnée d’ plus petite.

Exemple 1

type cellule = record eclement : integer;
suivant : Tcellule
end;
liste = {cellule;

function longueur(L : liste) : integer;
begin

if L = nil then longueur := 0

else longueur := 1 + longueur(L 1. suivant);
end longueur;

Exemple 2

function pgcd(n, m : integer) : integer;
var r : integer;
begin
{n est supposé supérieur ou égal a m}
r:=n—(n divm)*m;
if r =0 then pgcd :=m
else pged = pged(m,r)
end pgcd;

Le premier de ces exemples utilise un type défini de manire récursive : le type
cellule. Généralement, les algorithmes qui utilisent des données d’un type défini
récursivement se décrivent trés naturellement de maniere récursive.

La conception d’algorithmes récursifs doit se faire en suivant quelques régles de
bon sens : il faut s’assurer qu’on ne réapplique pas 1’algorithme a des données
plus grandes et qu’on a bien un test de terminaison, qui correspond a un cas ou la
donnée est suffisamment élémentaire pour &tre traitée directement sans réapplication
de I’algorithme.

- Cependant, il existe des langages de programmation qui ne permettent pas des appels

récursifs de sous-programmes. De plus, la formulation récursive d’un algorithme
peut parfois masquer un probléme de complexité : on utilise en effet une pile
«cachée» pour stocker les résultats intermédiaires.
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Il est nécessaire lorsque 1’on donne un algorithme récursif, d’en donner ensuite
une version itérative équivalente. Dans certains cas (récursivité terminale) cette
transformation est simple. Mais le cas général est trés compliqué. On se contente
de donner dans ce livre les régles qui s’appliquent dans les cas particuliers que

I’on rencontre : parcours d’arbres ou de graphes, recherche dichotomique, tri par
sélection, tri par insertion et tri rapide.

2.1.5. Spécification d’un algorithme

La spécification d’un algorithme décrit ce que 1’algorithme fait, sans détailler
comment il le fait.

On en a vu un exemple au §2.1.1 ol le commentaire
{ce programme calcule la somme des valeurs absolues des éléments de T}

est une spécification. Considérons comme deuxieéme exemple la recherche séquen-
tielle d’un élément dans une liste :

{Ce programme recherche la place d’un élément X dans une liste L.
Si X n’est pas dans la liste le résultat est zéro.
La liste est représentée par un tableau. Elle comporte n éléments.}
J=1;
while (5 < n) and (L[j] # X)

doj :=j5+1;
if j > nthen j :=0;

La spécification de 1’algorithme est donnée en italique, au début de celui-ci. Cette
convention est suivie partout dans ce livre. Toute spécification doit &tre établie
avec beaucoup de soin car la comparaison d’algorithmes n’a de sens que si les
spécifications sont les mémes, ou divergent sur des cas particuliers bien répertoriés.

On peut noter que la spécification ci-dessus est imprécise.

Est-ce que la liste peut étre vide ?
Que fait-on s’il y a deux occurrences de X ?
Quels sont les données et les résultats ?

Une spécification précise serait :

{Les données sont L et X. L est un tableau de n éléments qui représente une
liste. Certe liste peut étre vide (n=0).

On recherche I'indice de I'élément X dans L.

L’algorithme termine avec la variable j égale & l'indice de la premiére
occurrence de X dans L, s’il y en a une. Si X n’est pas dans la liste, la
variable j vaut zéro a la fin de I’algorithme.}
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Une spécification peut aussi comporter des formules' mathématiques ou logiques
comme :

n

S=3| T[]

=1

ou card(L) =n,n >0
X¢gL=>3=0
X=Lk)&Me[Lk-1]X#Li)=>i=k

Dans le cas ol elle ne comporte que des formules, on parle de spécification formelle.

2.2. Conventions pour P’écriture des algorithmes

Le langage d’expression des algorithmes utilisé dans ce livre est Pascal enrichi d’un
certain nombre de constructions destinées A éviter des détails de programmation qui
pourraient obscurcir ce qui est essentiel dans les algorithmes décrits.

Les différences avec Pascal sont les suivantes.

1) Le and et le or sont séquentiels; cela signifie que

A and B est équivalent 2  if not A then false else B;
et A or B est équivalent & if A then true else B;

Le deuxieme opérande n’est donc pas évalué quand le premier permet de déterminer
le résultat.

2) On a une instruction d’échange entre deux variables qui se note : X « Y. La
variable X prend I’ancienne valeur de Y et Y prend I’ancienne valeur de X. Cette
instruction nécessite pour &tre exécutée une variable auxiliaire cachée. Cela doit étre
pris en compte dans les calculs de complexité.

3) On peut sortir d’une boucle par I’instruction exit. Cette instruction fait sortir
de la boucle la plus interne. Dans 1’algorithme de recherche séquentielle donné
précédemment (§2.1.5), on aurait pu ’utiliser de la maniére suivante :

while j < n do
if L[j] = X then exit
elsej :=j5+1;

4) On peut également sortir du corps d’une procédure ou d’une fonction par
I’instruction return. Dans le cas d’une procédure, cette instruction provoque
1’abandon de la procédure et 1a reprise de I’exécution 2 I’instruction qui suit 1’appel.
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Dans le cas d’une fonction, on précise en argument de return la valeur du résultat
de la fonction et on reprend 1’évaluation de 1’expression A 1’endroit ol se trouve

I’appel de la fonction. Par exemple, le programme de recherche séquentielle, écrit
sous forme de fonction devient :

type liste = array [1..n] of element;
function recherche (L : liste; X : element) : integer;
var j : integer;
begin
Jo=1
while j <n do
if L[j] = X then return (5)
elsej :=j54+1;
return (0);
end recherche;






Chapitre 2
Complexité des algorithmes

L’exécution d’un programme nécessite 1’utilisation des ressources de 1’ordinateur :
temps de calcul pour exécuter les opérations, et occupation de la mémoire pour
contenir et manipuler le programme et ses données.

L’objet de 1’analyse de la complexité est de quantifier les deux grandeurs physiques
«temps d’exécution» et «place mémoire», dans le but de comparer entre eux
différents algorithmes qui résolvent le méme probléme.

Il s’agit d’abord de déterminer quelle mesure utiliser pour calculer ces deux
quantités : pour un programme donné sur une machine donnée, on peut par exemple
exprimer la complexité en temps (resp. en place) par le nombre de cycles machine
(resp. mots mémoire) utilisés lors de I’exécution du programme, en comptant

o pour le temps : le nombre d’opérations effectuées par le programme et le temps
nécessaire pour chaque opération,

e pour la place : le nombre d’instructions et le nombre de données du programme,
avec le nombre de mots mémoire nécessaires pour stocker chacune d’entre elles,
ainsi que le nombre de mots mémoire supplémentaires pour la manipulation des
données. Ce type d’analyse conduit 2 des énoncés comme :

«L’algorithme A implémenté par le programme P sur I’ ordinateur O, et exécuté
sur la donnée D utilise k secondes de calcul et j bits de mémoire.»

Un résultat de ce genre peut étre une source d’information intéressante, mais le
but de I’analyse de la complexité des algorithmes est d’établir des résultats plus
généraux permettant d’estimer P’efficacité intrinseque de la méthode utilisée par
un algorithme, indépendamment de la machine, du langage de programmation, du
compilateur et de tous les détails d’implémentation.

Le type d’énoncé que 1’on souhaite produire est :

«Sur toute machine, et quel que soit le langage de programmation, I’ algorithme
Al est meilleur que I’ algorithme A2 pour les données de grande taille.»
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ou encore,

«L’algorithme A est optimal en nombre de comparaisons pour résoudre le
probléme Q.»

On précise plus loin ce que 1’on entend par «meilleur», «taille d’'une donnée»,
«optimal»...

1. Complexité d’un algorithme

On cherche & déterminer une mesure qui rende compte de la complexité intrinséque
des algorithmes, indépendamment de 1'implémentation, et permette ainsi de compa-
rer entre eux des algorithmes.

On va pour I’instant se consacrer a 1’étude de la complexité en temps, et on reviendra
a la fin du paragraphe sur la complexité en place.

1.1. Mesuré de la complexité en temps

Pour certains problémes, on peut mettre en évidence une ou plusieurs opérations qui
sont fondamentales au sens ol le temps d’exécution d’un algorithme résolvant ce
probleéme est toujours proportionnel au nombre de ces opérations. Il est alors possible
de comparer des algorithmes traitant ce probléme selon cette mesure simplifiée.

Donnons quelques exemples d’opérations fondamentales :

— pour la recherche d’un élément dans une liste en mémoire centrale : le
nombre de comparaisons entre cet €lément et les entrées de la liste;

— pour la recherche d’un élément sur un disque : le nombre d’accés a la
mémoire secondaire ;

— pour trier une liste d’éléments : on peut considérer deux opérations fonda-
mentales : le nombre de comparaisons entre deux éléments et le nombre de
déplacements d’éléments;

~ pour multiplier deux matrices de nombres : le nombre de multiplications et
le nombre d’additions.

Remarquons que si 1’on choisit plusieurs opérations fondamentales, on doit les
décompter séparément puis, si.besoin est, on les affecte chacune d’un poids qui
tient compte des temps d’exécution différents.

Soulignons deux points importants.

a) En faisant varier le nombre d’opérations fondamentales, on fait varier le degré
de précision de I’analyse, et aussi son degré d’abstraction, i.e. d’indépendance par
rapport 4 I’implémentation. A la limite si I’on veut faire une «microanalyse» trés
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précise du temps d’exécution du programme, il suffit de décider que toutes les
opérations du programme sont fondamentales.

b) On a fait I’hypotheése que le temps d’exécution est proportionnel 3 la mesure

choisie. Cependant il _se peut qu’aprés avoir analysé quelques algorithmes en

fonction d’une certaine opération choisie comme fondamentale pour le probléme, on
découvre des algorithmes résolvant le méme probléme — ou un sous-probléme — par
des méthodes si différentes qu’ils ne font aucune opération de ce type. Dans ce cas,
il faut se restreindre & la «classe d’algorithmes» pour laquelle 1a mesure choisie est
significative. Les algorithmes qui utilisent d’autres techniques nécessitant le choix
d’autres opérations fondamentales sont étudiés séparément, et ne peuvent pas étre
comparés a ceux de la classe précédente (on verra un exemple de cette situation
pour des algorithmes de tri).

1.2. Calcul de la complexité

Apres avoir déterminé les opérations fondamentales, il s’agit de compter le nombre
d’opérations de chaque type. Il n’existe pas de systtme complet de régles permettant
de compter le nombre d’opérations en fonction de la syntaxe des algorithmes mais
I’on peut faire quelques remarques.

a) Lorsque les opérations sont dans une séquence d’instructions, leurs nombres
s’ajoutent.

b) Pour les branchements conditionnels, il est en général difficile de déterminer
quelle branche de la condition est exécutée, et donc quelles sont les opérations a
compter. Cependant, on peut majorer ce nombre d’opérations : par exemple, si P(X)
est le nombre d’opérations fondamentales de la construction X :

P (if C then I else I,) < P(C)+max(P(I), P(L))

¢) Pour les boucles, le nombre d’opérations dans la boucle est Z P(¢) , ol ¢ est

la variable de contrdle de la boucle, et P(3) le nombre d’opérations fondamentales
lors de I’exécution de la §%™ jtération.

Pour évaluer les bornes de i dans la somme précédente, il faut connaitre le nombre
d’itérations du corps de la boucle. Ce nombre peut étre défini dans 1’algorithme (cas
d’une «boucle for»), sinon il doit étre calculé a partir de I’algorithme et ce calcul
peut s’avérer difficile; dans ce cas on peut se contenter quelquefois d’un majorant.

d) Pour les appels de procédure ou de fonction :

e s’il n’y a pas de procédures ou de fonctions récursives, on peut toujours trouver
une facon d’ordonner les procédures et fonctions de telle sorte que chacune d’entre
elles n’appelle que des procédures ou fonctions dont le nombre d’opérations
fondamentales a déja été évalué;
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¢ pour les procédures ou fonctions récursives, compter le nombre d’opérations
. fondamentales donne en général lieu a la résolution de relations de récurrence. En
effet, le nombre T'(n) d’opérations dans 1’appel de la procédure avec un argument
de taille n s’écrit, selon la récursion, en fonction de divers T'(k), pour k < n. Par

i

function fact (n : integer) : integer;
begin .
if n = 0 then fact :=1 else fact :=n * fact (n —1)
end fact;

Si I’on choisit comme opération fondamentale 1a multiplication de deux entiers, on
obtient clairement que le nombre T'(n) d’opérations fondamentales vérifie T'(0) = 0
et T(n) = T(n — 1) + 1, pour n > 1, d’ol par une résolution directe de cette
récurrence tres simple, T'(n) = n.

(On trouvera en annexe un exposé de certaines méthodes de résolution de relations
de récurrence.)

Pour illustrer les indications ci-dessus sur la maniere de déterminer la complexité
d’un algorithme (on dit qu’on analyse 1’algorithme), on va traiter un exemple.

Reprenons 1’algorithme de recherche séquentielle d’un élément. dans une liste (on a
indiqué des numéros de ligne pour faciliter 1a compréhension de 1’analyse).

var L : array [1..n] of element;

X : element;
Jj © integer;
begin
1 J=1;
) while (j < n) and (L[j] # X)
3) doj:=j+1;
4) if > nthen j:=0
end;

Dans cet algorithme, les éléments significatifs pour analyser la complexité en nombre
d’opérations sont les suivants :

— le nombre d’itérations,
— le nombre d’opérations par itération.

On peut remarquer que l’instruction j := j + 1 de la ligne (3) est dépendante de
la programmation : elle disparait si on programme I’algorithme différemment, avec
une boucle for. Il en est de méme de la comparaison j < n de la ligne (2). On
voit bien qu’il ne faut pas prendre en compte ces opérations pour 1’évaluation de
I’algorithme.
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De plus ces instructions sont dépendantes de la structure de données choisie pour
représenter la liste d’éléments (cf. chapitre 5). Avec une liste chainée on aurait
d’autres instructions : manipulations de pointeurs, test si un pointeur est égal 2 nil.

avec les élements de la llste Il yena une par 1térat10n

Le nombre d’itérations est égal a n si X n’est pas dans la liste, et 2 j, rang de la
premitre occurrence de X, si X est dans la liste.

L’analyse se fait en établissant des invariants de boucle, ¢’est-2-dire des propriétés
qui sont vraies & chaque itération, et des conditions d’ arrét.

a) Invariant de boucle :

(i) - au début de la premilre itération (ligne (2)) ona j =1,
~ au début de la k**™¢ itérationona: j=ketVi, 1<i<k, L) #X

b) Conditions d’arrét :

(i) si au début de la k%™ itération de la boucle ona: k<net L[k] = X
alors on va s’arréter avec j = k;
(iii) sionak =n+1, alors on va s’arréter avec j = 0.

On démontre les propriétés précédentes par récurrence sur &, nombre d’itérations.
Pourk=1:

— La propriété (i) est vraie.

— Pour (ii) : 1 < n et L[1] = X, donc on sort de la boucle, on exécute le
if-then et j reste inchangé (car j <n) :j=k=1.

— Pour (iii) : si k =n 4+ 1 alors n = 0; la liste est vide.
On va exécuter le if-then.
Comme j > n et n = 0, on exécute j := 0.

Supposons les propriétés vraies pour k. On les démontre pour k + 1 :
— Démontrons la propriété (i) a la (k+1)*™¢ itération : on avait j = k au

début de la k**™e jtération (hypothése de récurrence). On a eu k < n et
L[k] # X puisqu’on a continué 1a boucle.

Donc, on a exécuté j := j + 1. Donc, on a maintenant j = k + 1.

Or, on avait L[i] # X, 1 < i < k par hypothése de récurrence, de'plus L[k] # X
donc Lis] # X,1<i<k+1.

— Les propriétés (ii) et (iii) se démontrent de 1a méme fagon que pour le cas
o k=1.
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Les propriétés (ii) et (i) impliquent que j est I’indice de la premiere occurrence de
X dans L.

Les propriétés (iii) et (i) impliquent que si j = 0 2 la fin de I’algorithme, il n’y a
? o T _

Lo ae

On a donc démontré qu’il y a au plus n itérations, et qu’il y en a j, si j est ’indice
de la premitre occurrence de X. Comme il y a une comparaison par itération, si
j < n, on sait maintenant que cet algorithme effectue : j comparaisons si j est
I’indice de la premiere occurrence de X, n comparaisons si X n’est pas dans la
liste.

Ce premier exemple d’analyse d’algorithme met en évidence trois points essentiels :

— le choix de (ou des) I’opération(s) que I’on prend en compte doit &tre établi
avant toute analyse et précisé dans le résultat,

— la complexité dépend de la taille des données (ici n),

— la complexité dépend, pour une taille fixée, des différentes données possi-
bles.

Ici pour les données de taille n, la complexité varie de 1 4 n. Ceci dépend des
données X et L : les données ol X apparait au rang i de L correspondent & une
complexité ; en nombre de comparaisons; celles ol X n’apparait pas dans L, & une
complexité n.

1.3. Autres critéres d’évaluation

La complexité en temps n’est pas le seul crittre d’évaluation d’un algorithme.
D’autres criteres entrent en ligne de compte, comme la place mémoire, la simplicité
de I’algorithme, ou I’adéquation 2 certaines données.

11 se peut en effet que 1’on soit intéressé principalement par la complexité en place,
c’est-a-dire la quantité de mémoire nécessaire a I’exécution d’un algorithme. De
méme que pour la complexité en temps, on peut définir différentes mesures qui
rendent compte de la complexité intrinseéque d’un algorithme avec une certaine
structuration des données, indépendamment de 1’implémentation. Tres souvent, un
algorithme plus rapide utilisera plus de place; dans le cas extréme ot un algorithme
est trés efficace, mais utilise plus de place qu’il n’y en a en mémoire centrale, étant
donné qu’il est au moins un million de fois plus lent d’accéder a une information
rangée en mémoire secondaire, il vaut évidemment mieux utiliser un algorithme
moins «rapide» pouvant étre traité uniquement en mémoire centrale. Il est donc
important de choisir un algorithme avec un bon compromis espace-temps.

D’autre part, la simplicité et la clarté d’un algorithme peuvent aussi &tre un critére
de choix : un algorithme efficace mais complexe sera probablement plus difficile,
donc plus long, 4 implanter correctement qu’un algorithme moins subtil ; il faut tenir
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compte de ce «temps humain», en partlcuher sil’ algorlthme d01t &tre utilisé peu de
fois.

De plus, certains algorithmes, peu performants en général, sdnt tres efficaces sur

X ii i istes presque
triées, cf. chapitre 14).

Et enfin, pour des problémes particuliers, d’autres critéres peuvent étre prépondé-
rants : par exemple, la précision pour un algorithme numérique ou la stabilité pour
un algorithme de tri (cf. chapitres 14 et 16). Il faut donc savoir faire des compromis
lorsqu’on choisit un algorithme et prendre en compte le contexte dans lequel le
programme sera développé et utilisé.

2. Complexité en moyenne et au pire

II est clair, et ’exemple de la recherche séquentielle I’a bien mis en évidence, que
le temps d’exécution d’un algorithme dépend de la donnée sur laquelle il opere.

o II faut d’abord définir une mesure de taille sur les données qui reflete la quantité
d’information contenue. Par exemple, si I’on additionne ou multiplie des entiers,
une mesure significative est le nombre de chiffres des nombres; dans le cas de la
recherche (cf. 2¢ partie de ce livre) ou du tri (cf. 3¢ partie de ce livre), la taille
sera souvent le nombre d’éléments manipulés; dans le cas du produit de matrices
carrées, on peut prendre comme mesure de la taille, la dimension de la matrice;
pour les parcours d’arbres (chapitre 7) ou de graphes (chapitre 8), on peut compter
le nombre de nceuds ou le nombre d’arcs...

¢ Pour certains algorithmes (par exemple addition ou multiplication usuelles sur les
nombres entiers), le temps d’exécution ne dépend que de la taille des données ; mais
la plupart du temps la complexité varie aussi, pour une taille fixée des données, en
fonction de la donnée elle-méme.

On peut définir plusieurs quantités pour caractériser le comportement d’un algo-
rithme sur I’ensemble D,, des données de taille n.

Notons coiity(d) la complexité en temps de I’algorithme A sur la donnée d,
complexité déterminée selon les méthodes décrites au paragraphe 1.2.

Définitions : On s’intéresse A plusieurs mesures.

a) La complexité dans le meilleur des cas
Ming (n) = min{coiits(d); d € D,}

b) La complexité dans le pire des cas
Max4(n) = max{coiita(d); d € D,}
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c) La complexité en moyenne

Moya(n) = Y p(d) - cofita(d)
deD,
oll p(d) est la probabilité que 1’on ait la donnée d en entrée de 1’algorithme.

(On omet I’indice A lorsque 1’algorithme en cause est évident.)
Ces définitions entrainent plusieurs remarques.

1) Les complexités dans le meilleur et dans le pire des cas donnent des indications
sur les bornes extrémales de la complexité de 1’algorithme sur les données de taille
n. Leur détermination nécessite en général la construction de données particulieres,
qui forcent I’algorithme a se comporter de fagon extrémale.

La complexité dans le pire des cas, qui donne une borne supérieure du temps
d’exécution, est particulierement utile car elle permet de donner une estimation de
la taille maximale des données qui pourront étre traitées par 1’algorithme.

2) Les cas extrémaux ne sont pas les plus fréquents et dans la pratique on aimerait
savoir quel comportement attendre «en général» de 1’algorithme, d’otl I’introduction
de la complexité en moyenne.

Si toutes les données sont équiprobables alors la complexité en moyenne s’exprime
simplement en fonction du nombre |D,,| de données de taille n :

Moy 4(n) =

. Z colit4(d)

\Dal dep.,

Mais en général, les données n’ont pas toutes la méme probabilité et la définition
de la complexité en moyenne nécessite 1’introduction d’un modele probabiliste 1ié
au probleme.

Souvent (cf. I’exemple, qui suit, de la recherche séquentielle, et ’exemple de la
recherche du maximum au chapitre 3) on partitionne 1’ensemble D,, en regroupant
les données de taille n de méme coiit, et on évalue la probabilité p(D,, ;) de chaque
classe D, ; de la partition. La complexité en moyenne devient alors

Moy,(n)= Y, p(Dny) - colita(Dn)
-D'n N gDn

ol coidit4(D,, ;) représente le colit d’une donnée quelconque de Dy, .

En pratique, la complexité en moyenne est souvent beaucoup plus difficile a
déterminer que la complexité dans le pire des cas, d’une part parce que 1’analyse
devient mathématiquement difficile, et d’autre part parce qu’il n’est pas toujours
facile de déterminer un modele de probabilités adéquat au probleme.
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- 3) Clairement, il existe entre la complexité en moyenne et les complexités extrémales
la relation suivante :

Miny (n) < Moy 4(n) < Max 4(n)

Si le comportement de 1’algorithme ne dépend que de la taille des données (comme
dans I’exemple de la multiplication de matrices, donné plus loin), alors ces trois
quantités sont confondues. Mais en général, ce n’est pas le cas et 1’on ne sait méme
pas si le colit moyen est plus proche du coit minimal ou du cofit maximal (sauf
si I’on sait déterminer les fréquences relatives des données qui correspondent A un
coiit minimal et de cellgs qui correspondent 2 un cofit maximal).

Remarquons enfin que ¢e n’est pas parce qu’un algorithme est meilleur qu’un autre
en moyenne, qu’il est meilleur dans le pire des cas.

Pour terminer ce paragraphe, on traite deux exemples qui illustrent les définitions
introduites :

Exemple A : Multiplication de matrices carrées.

Soit 4 = (as;) et B = (b;;) deux matrices n x n 2 coefficients dans R; 1’algorithme
suivant calcule les coefficients (c;;) de la matrice produit C = A x B selon la
formule classique

n
i =Y @ik bij
k=1

pour ¢ et j compris entre 1 et n.

type matrice = array [1..n, 1..n] of integer;
procedure multmat (a,b : matrice; var ¢ : matrice);
var i, j,k : integer;
begin
for ;:=1ton do
for j:=1ton do
begin c[i,j] :=0;
for k:=1ton do
cli,jl:=cli,j] +ali, k] * bk, ]

end

end multmat;

La complexité de 1’algorithme multmat, comptée en nombre de multiplications de
réels ne dépend que de la taille des matrices :

Min(n) = Moy(n) = Max(n) = »_» Y 1=n°

i=1 j=1 k=1
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Exemple B : Recherche séquentielle.

On cherche a déterminer la complexité, en nombre de comparaisons, de 1’algorithme

de recherche séquentielle d’un élément dans une liste, présenté au paragraphe 1.2.
Ds ) H —_ 3 =1

£

Pour calculer Moy(n) on doit se donner des probabilités sur L et X :

— soit ¢ la probabilité¢ que X soit dans L;
— on suppose que si X est dans L, toutes les places sont équiprobables.

On note D,, ; pour 1 < i < n, ’ensemble des données ot X apparait  la i**™e place
et D, o I’ensemble des données ot X est absent. D’apres les conventions ci-dessus
ona:

p(Dni)=gq/n e p(Dno)=1-g¢
D’apres ’analyse de 1’algorithme on a :
colit(Dy ;) =1 et coiit(Dpo) =n

On a donc :

Moy(n) = > p(Dn,:) - coit(Dp) = (1 —gq)-n+ Y i.q/n
i i=1

=0

=(1-¢)n+(n+l)-g/2

Si on sait que X est dans la liste, onag=1et:

Moy(n) = (n + 1)/2

Si X a une chance sur deux d’étre dans la liste,onag=1/2 et :

Moy(n) =n/2+ (n+1)/4=(3n+1)/4

3. Comparaisons de deux algorithmes; ordre de grandeur

On a déterminé la complexité d’un algorithme comme une fonction de la taille des
données; il est trés important de connaitre la rapidité de croissance de cette fonction
lorsque la taille des données croit. En effet, pour traiter un probléme de petite taille
la méthode employée importe peu, alors que pour un probléme de grande taille, les
différences de performance entre algorithmes peuvent &tre énormes.
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Souvent, une simple approximation de la fonction de complexité suffit pour savoir
si un algorithme est utilisable ou non, ou pour comparer entre eux différents
algorithmes.

Par exemple, pour n grand, il est souvent secondaire de savoir si un algorithme fait
n + 1 ou n + 2 opérations.

Parfois les constantes multiplicatives ont, elles aussi, peu d’importance : supposons
que I’on ait & comparer I’algorithme A; de complexité M (n) = n? et ’algorithme
A, de complexité Ma(n) = 2n. A est meilleur que A; pour presque tous les
n (n > 2); de méme si M;(n) = 3n® et Mz(n) = 25n, A, est meilleur que A;
pour n > 8. Quelles que soient les constantes multiplicatives k; et k telles que
Mi(n) = ky - n? et Ma(n) = ky - n, lalgorithme A, est toujours meilleur que A4;
A partir d’un certain n, car la fonction f(n) = n? croit beaucoup plus vite que la
fonction g(n) = n (en effet Jl)rréo g(n)/ f(n) = 0).

On dit alors que 1’ordre de grandeur asymptotique de f(n) est strictement plus
grand que celui de g(n).

La figure 1 met en évidence la différence de rapidité de croissance de cer-
taines fonctions usuelles : les ordres de grandeur asymptotiques des fonctions
1,log,n, nlog,n,n?,n3,2" vont en croissant strictement; ces fonctions forment une
échelle de comparaison (cf. annexe).

Pour analyser la complexité () M4(n) d’un algorithme A, on s’attache d’abord
a déterminer 1’ordre de grandeur asymptotique de M4(n) : on cherche dans une
échelle de comparaison, éventuellement plus complete que celle qui est formée par
les fonctions de la figure 1, une fonction qui a une rapidité de croissance voisine
de celle de M4(n).

Supposons que 1’on ait & comparer deux algorithmes A; et 4, de complexités
Mg, (n) et M4,(n)@. Si l’ordre de grandeur de My, (n) est strictement plus grand
que I’ordre de grandeur de M 4,(n), alors on peut conclure immédiatement que A,
est meilleur que A, pour n grand. Par contre, si M4, (n) et M4,(n) ont méme ordre
de grandeur asymptotique, il faut faire une analyse plus fine pour pouvoir comparer
A; et As.

Pour comparer les ordres de grandeur asymptotiques des fonctions, on a 1’habitude
d’utiliser 1a notion suivante : étant donné deux fonctions f et g de N dans R*,

f = O(g) si et seulement si 3¢ € R™, 3ny € N tel que
VYn > ng, f(n) <c.g(n)

O | s’agira suivant les cas de Max 4 (n) ou MoyA(n) ou Ming (n)

() 1 est clair que pour comparer des algorithmes, on utilise la méme mesure de complexité (quelle qu’elle
soit) sur chacun d’entre eux.
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Figure 1. Rapidités de croissance comparées de certaines fonctions usuelles.

Ainsi f = O(g) ® veut dire que I’ordre de grandeur asymptotique de f est inférieur
ou égal a celui de g, on dit aussi que f est dominée asymptotiquement par g ; par
exemple 2n = O(n?), mais aussi 2n = O(n) ().

Cette notion qui donne un majorant de 1’ordre de grandeur asymptotique de f, est trés
utile pour de nombreuses applications, mais elle n’est pas suffisante pour comparer
entre elles les performances des différents algorithmes, car il faut connaitre les ordres
de grandeurs exacts, et non des majorants. Lorsque 1’on dit que 1la complexité M4 (n)
d’un algorithme A est en h(n), on veut dire que son ordre de grandeur asymptotique
est exactement h(n) (i.e. h(n) est le plus petit majorant).

On est donc amené 2 introduire la notion suivante :

f = O(g) si et seulement si f = O(g) et g = O(f)
c’est-2-dire qu’il existe deux réels positifs ¢ et d, et un entier ng tels que :
Vn > no, d-g(n) < f(n) <c-g(n)

On dit que f et g ont méme ordre de grandeur asymptotique.

() f = O(g) se prononce « f égale grand O de g». On peut aussi dire « f est en grand O de g».
Pour une étude plus poussée de cette notion on se reportera A 1’annexe «Outils mathématiques».
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La notion © ®) est plus précise que la notion O. Par exemple, 2n = ©(n), mais
2n n’est pas en O(n?). Cependant, dans la plupart des ouvrages d’ algonthm1que
les résultats des analyses sont mis sous la forme O( f (n)) alors qu un décompte

est exactement 6( f(n)). Par exemple on d1t souvent que le tn par tas (chapltne 15)
est en O(nlogn), alors qu’en fait il est en ©(nlogn).

Soulignons un point fondamental : les définitions de O et © reposent sur I’existence
de certaines constantes finies, mais il n’est rien précisé sur la valeur de ces
constantes. Cela n’a pas d’importance pour obtenir des résultats asymptotiques
lorsque les fonctions ont des ordres de grandeur différents :

par exemple si f(n) = 2n et g(n) = n2,alors f(n) < g(n) pour n > 2
si f(n) = 10000n et g(n) = n?, alors f(n) < g(n) pour n > 10%.

Ainsi, si 'ordre de grandeur de f est plus petit que celui de g alors il existe un
seuil a partir duquel la valeur de f est ¢ fois plus petite que celle de g, mais on ne
sait pas quel est ce seuil.

Par contre, si f et g ont méme ordre de grandeur, il devient beaucoup plus difficile
de les comparer : la détermination des constantes, et éventuellement des termes
d’ordre inférieur nécessite en général des techniques mathématiques beaucoup plus
complexes. 11 faut bien étre conscient de ce que I’obtention de résultats tels que :
«l’algorithme A va deux fois plus vite que I’algorithme B sur un ordinateur
standard», est en général trés difficile, voire impossible.

La notion d’ordre de grandeur de la complexité des algorithmes a une grande
importance pratique. Supposons que 1’on dispose pour résoudre un probléme donné
de sept algorithmes dont les complexités dans le cas le pire ont respectivement pour
ordre de grandeur 1 (c’est-a-dire une fonction constante, qui ne dépend pas de la
taille des données), log, n'(c’est-2-dire une fonction logarithmique), n (c’est-a-dire
une fonction linéaire), n.log, n, n? (c’est-a-dire une fonction polynémiale d’ordre
2), n3 (c’est-a-dire une fonction polynomiale d’ordre 3), 2" (c’est-3-dire une fonction
exponentielle).

Le tableau A donne une estimation du temps d’exécution de chacun de ces
algorithmes pour différentes tailles » des données du probléme sur un ordinateur
pouvant effectuer 10° opérations par seconde. Il montre bien que, plus la taille des
données est grande, plus les écarts entre les différents temps d’exécution se creusent.

Le tableau B donne une estimation de 1la taille maximale des données qué I’on peut
traiter par chacun des algorithmes en un temps d’exécution fixé (et toujours sur un
ordinateur effectuant 10° opérations par seconde).

G) f= ©(g) se prononce «f égale theta de g».
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Tableau A. Temps d’exécution.
omplexité 1 logan n | nlogan | n? n3 i
Taille
n =102 ~1us| 66pus|0lms| 06ms|10ms 1s 4 x 10'% a
n =10% ~1lpus| 99 pus| 1ms 99ms | 1s 16,6 mn 0
n =10* ~1pus {133 pus| 10ms | O1s | 100s 11,5 j 00
n =10° ~lps|166pus| 01s | 1,6s | 27h 31,7 a 00
n =10° ~1ps [199pus| 1s [199s |[115j (31,7 x 10°a 00
N.B. On a noté «0o» lorsque la valeur dépasse 1090,
Tableau B. Taille maximum des données.
Complexité | 1 | logan nlogan n? n3 i
Temps calcul
is oo | oo 10° 63 x 10° 103 100 19
1 mn | oo | 6x 10728 x 10° | 77 x 10° 390 25
1h o | oo [36x103]13x 107 | 60x 10% |15 x 10 | 31
1 jour co| oo [86x10°|27x 108} 29 x 10* |44 x 10? | 36

D’aprés ces deux tableaux, il est clair que certains algorithmes sont utilisables
pour résoudre des problémes sur ordinateurs, et que d’autres ne sont pas, ou peu
utilisables.

Les algorithmes utilisables pour des données de grande taille sont ceux qui
s’exécutent en temps :

— constant (c’est le cas de la complexité en moyenne de certaines méthodes
de hachage présentées au chapitre 12);

— logarithmique (par exemple la recherche dichotomique présentée au chapitre
9 ou les opérations sur les arbres binaires de recherche présentées au chapitre
10);

— linéaire (par exemple, la recherche séquentielle, vue précédemment, d’un
élément dans un tableau non trié);

— n.logn (par exemple les bons algorithmes de tri présentés au chapitre 15).

Les algorithmes qui prennent un temps polynomial, c’est-a-dire en O(n*) avec k > 0,
ne sont vraiment utilisables que pour k < 2. Lorsque 2 < k < 3, on ne peut traiter
que des problémes de taille moyenne, et lorsque k dépasse 3 on ne peut traiter que
des petits probleémes.
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Les algorithmes en temps exponentiel, c’est-a-dire en ©(2") par exemple, sont a
peu pres inutilisables, sauf pour des problémes de trés petite taille. Ce sont de tels
algorithmes que ’on a qualifiés d’inefficaces dans 1’introduction.

Tableau C.-Evolutions mutuelles du temps et de 1a taille des données:

2

Complexité 1 |logon | =n nlogan n nd 2"

Evolution du temps quand 10
Ia taille est multipliée par 10 t | t+3,32 | 10xt | (10+e)xt | 100xt | 1000xt | ¢

Evolution de la taille quand | o, | 510 | 10xn | (10~e)xn | 3,16xn| 2,15xn | n+3,32
le temps est multiplié par 10

Le tableau C, enfin, montre comment la taille des données et le temps d’exécution
varient en fonction I’un de I’autre. On voit en particulier que si 1’on multiplie par 10
la vitesse de calcul de I’ordinateur, on ne modifie quasiment pas la taille maximale
des données que ’on peut traiter avec un algorithme exponentiel, alors que ’on
multiplie évidemment par 10 la taille des données traitables par un algorithme
linéaire. Il est donc toujours d’actualité de rechercher des algorithmes efficaces,
méme si les progres technologiques accroissent les performances du matériel !

4. Optimalité

On vient de voir comment comparer des algorithmes. Supposons maintenant que
I’on dispose d’un algorithme A pour résoudre un probléme donné, il est alors naturel
de se demander si 1’on peut trouver un algorithme «meilleur» que A; il est donc
intéressant de connaitre la complexité du meilleur algorithme possible pour traiter
un probleéme. '

Soit un probléme P, on considere la classe C de tous les algorithmes résolvant P,
qui utilisent des opérations d’un certain type, et dont les données sont organisées
d’une certaine maniére (notons que ’on ne connait pas nécessairement tous les
algorithmes de la classe). On se donne également une mesure de complexité,
le nombre d’opérations fondamentales (évalué soit dans le pire des cas, soit en
moyenne).

On définit 1a complexité optimale de la classe C, comme la borne inférieure des
complexités des algorithmes de la classe. Un algorithme A de C est dit optimal si
sa complexité est égale a la complexité optimale de C, que 1’on note Mop(n). Par
conséquent, un algorithme A de la classe C est optimal, s’il n’existe pas d’algorithme
B dans C' qui résolve le probleme P en moins d’opérations que A.

Parfois, on ne peut pas déterminer Mopi(n) avec précision, mais on peut connaitre
Uordre de grandeur de la complexité optimale de la classe. Dans ce cas, un
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algorithme A de la classe C est dit optimal si sa complexité est d’ordre de grandeur
inférieur ou égal a la complexité de tout algorithme de classe C :

VB € C, My = O(M3)

L’ordre de grandeur de Mopi(n) est alors ©(My). 11 est clair que, dans ce cas,
plusieurs algorithmes de méme ordre de complexité peuvent étre optimaux.

Les techniques de démonstration d’optimalité dépendent énormément du probléeme
et de la classe d’algorithmes étudi€s et il n’existe pas de méthode générale
pour établir des résultats d’optimalité. Dans ce livre, on en établit plusieurs,
pour les problémes suivants : recherche des deux plus grands éléments d’un
tableau, recherche dichotomique, tri par comparaisons. Les techniques utilisées sont
présentées dans le chapitre 3.

Il faut savoir que beaucoup de problkmes d’optimalité sont difficiles et qu’un
grand nombre n’est pas encore résolu. Prenons I’exemple du produit de deux
matrices, réalisé par des algorithmes utilisant les opérations arithmétiques classiques
(+, —, *, /). On mesure la complexité en prenant la multiplication comme opération
fondamentale. On a va que I’algorithme classique de multiplication de matrices
utilise n® multiplications; d’autre part, il est établi que la résolution du probleme
de la multiplication de deux matrices n x n nécessite au moins n? multiplications.
Cependant, on ne connait pas d’algorithme résolvant le probléme avec seulement n?
multiplications, et on ne sait pas s’il en existe. Déterminer la complexité du meilleur
algorithme possible pour ce probleme est actuellement un probléme ouvert.



Chapitre 3
Etude d’un exemple, optimalité

Ce chapitre est consacré au traitement complet de 1’analyse de la complexité de
deux algorithmes.

Considérons le probleme de la recherche des deux plus grands éléments d’une liste
L d’entiers. Nous le décomposons en deux sous-problémes :

1) la recherche du plus grand élément d’une liste,
2) la recherche du deuxi®éme plus grand élément d’une liste.

1. Recherche du plus grand élément d’une liste

On considere une liste d’entiers représentée par un tableau et il s’agit d’en trouver
le plus grand élément. On donne ci-dessous la spécification de ce probléme et un
algorithme simple le résolvant.

procedure max(L : array [1..n] of integer; var M : integer);

{la donnée est une liste non vide de n entiers distincts non ordonnés que I’on
représente par un tableau L. On recherche le plus grand entier de L. Le résul-
tat est M qui représente le maximum de L}

var j : integer;

begin

(1) M:=L[1j;

(2) for j:=2tondo

3) if L[j] > M then M := L[j]

end max;

Dans cet algorithme, on peut choisir deux opérations fondamentales différentes, qui
sont toutes deux significatives pour le probléme. On peut compter le nombre A(n)
de tests a la ligne (3), c’est-a-dire, le nombre de comparaisons entre éléments du
tableau; et ’on peut aussi compter le nombre B(n) d’affectations (on dit aussi
déplacement, ou transfert) aux lignes (1) et (3), c’est-a-dire, le nombre de mises 2
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jour de M, initialisation comprise. La complexité en temps dépend 2 la fois de A(n)
et de B(n). On évalue maintenant ces deux quantités.

1L Complexité bre d ,

1.1.1. Complexité de algorithme en nombre de comparaisons

On voit immédiatement que le nombre de tests 2 la ligne (3) est égal au nombre

d’itérations dans la boucle for, soit A(n) = n — 1. Remarquons que ce nombre est

indépendant de la liste traitée. Quelle que soit la mesure d’évaluation considérée, la
_complexité est donc la méme : '

Ming(n) = Moy 4(n) = Maxy(n) =n -1

(Notons qu’ici I'indice A renvoie non pas & un algorithme noté A mais rappelie que
I’opération fondamentale choisie est le nombre de tests.)

1.1.2. Optimalité en nombre de comparaisons

On connait donc un algorithme qui trouve, pour tout tableau de n éléments, le
maximum en n — 1 comparaisons. On peut se demander si ce nombre peut étre
amélioré. On va montrer en fait que cet algorithme est optimal.

Considérons la classe C' des algorithmes qui résolvent le probléme de la recherche du
maximum de n €léments en utilisant comme critére de décision, les comparaisons
entre €éléments. (Ces algorithmes peuvent aussi effectuer des déplacements, mais
aucune opération arithmétique n’est autorisée.) On montre, par une analyse directe
du probleme, que tout algorithme de C effectue au moins n—1 comparaisons, quelle
que soit la donnée sur laquelle il travaille. Prouvons pour cela le résultat suivant.

Lemme 1 : Etant donné un algorithme E de C et un tableau quelconque, tout
élément autre que le maximum est comparé au moins une fois avec un élément qui
lui est plus grand.

Preuve : Soit 19 ’indice du tableau L ou se trouve le maximum M, résultat de
Valgorithme E. Raisonnons par 1’absurde en supposant qu’il existe jo # 7o tel
que L [jo] n’a pas été comparé avec un élément plus grand que lui. L[jo] n’a
donc pas été comparé avec le maximum L [ig). Construisons alors le tableau
L’ identique a L, sauf pour ’indice j,, ou il vaut M + 1.

L’algorithme E effectuera les mémes comparaisons sur L' que sur L, et par
suite ne comparera pas L'[j] et L'[i;]. Il donnera donc comme maximum L' 4]
et sera incorrect. D’oll la contradiction. o

1l résulte du lemme qu’il est impossible de déterminer 1’élément maximum d’un
tableau quelconque de n éléments en moins de n — 1 comparaisons. L’algorithme
du paragraphe 1 est donc optimal en nombre de comparaisons.
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1.2. Complexité en nombre d’affectations

11 s’agit ici d’évaluer le nombre B(n) d’opérations d’affectations de M : initialisation
a la ligne (1) de I’algorithme, et mises & jour a la ligne (3). Ce nombre de mises &

jour est égal au nombre de fois ol le test de la ligne (3) est positif : il varie selon
la liste sur laquelle s’exécute 1’algorithme.

Il est fondamental pour la suite de 1’étude de remarquer que B(n) est en fait le
nombre de maximums provisoires rencontrés a la lecture de gauche a droite du
tableau L. Par exemple, si on lit de gauche a droite le tableau [10, 8, 20, 15, 23,
30, 18, 25] on a les maximums provisoires suivants : 10, 20, 23, 30.

1.2.1. Bornes extrémes

Lorsque le tableau est trié en ordre croissant, chaque élément rencontré est un
maximum provisoire de gauche a droite (en abrégé MPGD); cette configuration
donne un nombre maximal de déplacements :

MaxB(n) =n

Par ailleurs, pour toutes les listes de données qui commencent par leur plus grand
€élément (et peu importe ’ordre des autres éléments), 1’algorithme ne fait qu’une
seule affectation de M, a I’initialisation. Ainsi :

MinB(n) =1

La détermination des complexités dans le pire et dans le meilleur des cas nous donne
un encadrement tres large pour la complexité en moyenne :

1< Moyg(n)<n

Cependant, intuitivement, il est beaucoup moins probable d’avoir un tableau trié en
ordre croissant, qu’un tableau dont le plus grand élément se trouve a la premiere
place (sous I’hypothese que tous les tableaux sont équiprobables). Cet argument
suggere que la fonction Moyg(n) a un comportement 2 I’infini plus proche de la
fonction 1 que de la fonction n. Ceci est confirmé par I’étude précise de la valeur
de Moyg(n) faite au paragraphe suivant.

1.2.2. Complexité en moyenne

Reprenons la définition du chapitre 2 :

Moyg(n) = Z p(d) cotitg(d)
deD.,

A priori, D, désigne ici I’ensemble (infini) de toutes les valeurs possibles d’un
tableau de n éléments. Cependant, comme d’une part, seul I’ordre entre les valeurs
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des éléments du tableau est important, (et non pas les valeurs elles-mémes), et
que de plus tous les éléments sont distincts, on ne restreint pas le probléme en
prenant pour D,, ’ensemble des tableaux qui sont des permutations de [1...n]. Le
nombre coiitg(d) est le nombre de MPGD de la permutation d qui correspond

a la configuration du tableau. La figure 1 est une représentation graphique de la
permutation d = (2,1,5,3,6,8,4,7) qui possede quatre MPGD.

On note p(d) 1a probabilité d’avoir la permutation d. Comme on considere que toutes
les permutations sont équiprobables, on a p(d) = 1/nl. '

8 - o

7 X
6 o

5 o

4 x
3 X

24 O

14 X

T T T T T T 1T
123435 6 78

Figure 1. coiit(d) = 4
(les MPGD sont marqués par des o).

L’évaluation de Moypg(n) nécessite quelques lemmes.

Lemme 2 : Soit P, ; le nombre de permutations ayant ¥ MPGD, on a pour n > 0

n P X

7,

Moyg(n) = E k—-——‘—
= M

Preuve : Partitionnons 1’ensemble D,, en sous-ensembles D,, ; tels que :
D, = {permutations de [1..n] ayant ¥k MPGD}, pour k = 1,...,n.

Remarquons que le nombre de MPGD est inférieur ou égal a n. D’apres la
formule vue au chapitre 2, on a ;

Moyg(n)= Y. p(Dny) coittp(Dn,i)
Dn,k gDn
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Posons P, ; = | Dy, 1|; alors p(D, k) = P, x/n!, en raison de 1’équiprobabilité
des permutations. D’autre part, par définition de D,, j, coitg(D, ;) =k

D’oti le résultat. m]

I1 est difficile d’évaluer directement P, ;. On essaie donc d’établir une relation de
récurrence.

Lemme 3 : Le nombre de permutations ayant ¥ MPGD vérifie :

Py =1,P,0=0, pourn>1
Poyp =(n—-1)Py g+ Poyp-g,pourn>2,k>1

Prewve : Py = |Dy1| = 1; Pao = |Dpo| = 0 pour n > 1. Ces formules
expriment que si le tableau a un seul élément, il y a une opération sur le
maximum, son initialisation et que cette opération doit toujours étre prise en
compte, quelle que soit la taille du tableau.

Pour évaluer P, ; dans le cas général, on décompose I’ensemble D,, ;. en une
union disjointe de sous-ensembles :

D}, , = {permutations sur [1..n] ayant k¥ MPGD sur [L..n — 1] et telles que
Lin]=id},pour1<i<n-—1

Dp = {pEar]mutatlons sur [1..n] ayant k — 1 MPGD sur [1..n — 1] et telles que
Lin) = n}

Ces n sous-ensembles étant disjoints, on a :
n—1
Dkl = Y 1Dj il + 1Dl
Pour 1 <i<n-1, D§ & €st en bijection avec ’ensemble des permutations
sur [l.n — 1] ayantk:MPGD D’ol,pour 1 <i<n-1:
ID l n-—-l k

D’autre part, on a | Dy ;| = Py, ;1. On obtient donc la relation de récurrence
suivante :

Por=(n—1)Po1p+ Po_1p-1-

La définition de P, ; peut étre étendue a toute valeur de k£ en poéant P,;=0
pour k£ > n. La relation de récurrence est alors vraie pourn >2 etk >1. O

On résoud cette relation de récurrence en utilisant la série génératrice associée aux
(Pr,k)ken selon un procédé décrit en annexe.
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Lemme 4 : Soit G,,(z) = ZPn,k - 2*; alors pour n > 1, 0n a:
k>0

Gu(2)=z2.(2+1)....(2+n~-1)

Preuve : D’apres le lemme 3, G1(z) = z. D’autre part, comme P, = 0 pour
n

n>1letP,;=0pourk>n,onaGyz)= an,k - 2%, pour tout n > 1.
k=1

Utilisons la relation de récurrence du lemme 3 pour calculer G, (z) pour n > 2.

n

Gn(z) = D _[(n —1)Po_yp + Po-1,5-1)2"
k=1

n—l)ZPn 1,k % +ZZP—1k 1-° Z -1

k=1

Or,P,_1,=0etP,_10=0.Posantk; = k-1 dans la deuxi€éme sommation,
on obtient :

Gn(z) = (11—1)21371_1,c z +zZP-1k1

k1=1
Donc : Gp(2) = (z+n —1).Gp—1(2), n = 2.
Cette relation de récurrence se résoud immédiatement :

Gn(z) = (z+n—-1(z+n—=2)..(2+ 1)G1(2)
Dol Gu(2) = (2 +n—1)(z+n—2)..(2 + 1)z m

Remarquons que G,(1) = ZP" r=nletG,(1)= Z k.Py k.
k=1 k=1

La moyenne du nombre de MPGD s’exprime facilement 4 I’aide de la fonction
génératrice G, (z) et de sa dérivée. Le résultat suivant est établi dans le paragraphe
sur les séries génératrices de 1’annexe :

GL(1)
MOYB(n) Z k.F, nk = Gn(l)

On a donc la proposition suivante.
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Proposition 1 : Le nombre moyen d’affectations de M dans la procédure max,
qui trouve le plus grand élément d’un tableau de taille n, est Moyg(n) = H,. Le

nombre H, =1+ % + ot % est le n®®™¢ nombre harmonique.

Prenve : On calcule 1a dérivée logarithmique de G, (z).

n—1
log Gn(2) =) | log(z +1)
1=0
D’ou :
1 n—1 U n
G _§ 1, G g
Gn(2) Spz+i Ga(l) =i
On obtient donc : Moy z(n) = H,,, n**™ nombre harmonique. o

Or, H,, est d’ordre de grandeur asymptotique logn : H, = ©(logn). Le lecteur en
trouvera une preuve dans le paragraphe de 1’annexe consacré  1’asymptotique.

En conclusion, on a donc montré que la complexité moyenne, en nombre d’affec-
tations, pour la recherche du maximum dans une liste de taille n est de 1’ordre de
logn.

2. Recherche du deuxiéme plus grand élément d’une liste
2.1. Préliminaires

Il s’agit maintenant de trouver aussi le deuxiéme plus grand élément, noté S, (comme
Second), d’une liste de n éléments (n > 2), non ordonnés, distincts, représentée par
un tableau. Il s’agit donc de trouver les indices s et m tels que :

L[s]< L[m] avec L[s]=SetL[m]=M
et Vie{l,..,n}—{s,m}, L[i] < L[s]

Commengons notre étude par une remarque importante : pour connaitre le deuxiéme
plus grand élément S, il faut connaitre le maximum M. En effet, pour étre le second,
S doit avoir été comparé exactement une fois avec un élément plus grand que lui,
a savoir M. En conséquence, tout algorithme qui trouve S doit également trouver
M et donc rechercher S est équivalent & rechercher S et M. Il est alors naturel de
penser 2 un algorithme en deux étapes pour trouver S.

1¢ étape : utiliser la procédure max pour trouver le maximum M de la liste de n
éléments.
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2¢ étape : supprimer M de la liste L et appliquer & nouveau la procédure max pour
trouver le maximum de cette nouvelle liste de n — 1 éléments. On obtient
alors S.

On peut évaluer_faci

rithme :

n — 1 comparaisons sont requises pour la premiere étape,
n — 2 pour la deuxiéme, -

soit au total 2n — 3.

On a vu au paragraphe précédent que 1’on ne peut pas faire moins de n — 1
comparaisons pour trouver le maximum d’une liste de n éléments. On peut aussi se
demander si 1’on peut faire mieux que 2n — 3 comparaisons pour trouver le second.
On peut effectivement améliorer 1’algorithme précédent, en utilisant la méthode qui
suit.

2.2. Tournoi

On adopte dans ce qui suit une terminologie de jeu : deux éléments comparés seront
en fait deux joueurs qui disputent un match. Le plus grand élément sera appelé
vainqueur, le plus petit, perdant. On s’intéresse ici essentiellement au nombre de
comparaisons (i.e. de matches) effectuées dans les algorithmes résolvant-le probleme
de la recherche de S.

On organise le jeu comme pour un tournoi de tennis : on fait jouer les joueurs deux
par deux. Seul le vainqueur reste en lice et joue au tour suivant. A chaque tour,
si le nombre de joueurs est impair, on déclare que le dernier joueur est vainqueur
et il reste en lice pour le tour suivant. Notons qu’un joueur peut franchir plusieurs
tours sans jouer : c’est le cas de L [9] dans I’exemple de la figure 2. On continue a
organiser des tours jusqu’a ce qu’il n’y ait plus qu’un seul joueur en lice : c’est le
vainqueur.

On peut représenter le tournoi par un arbre binaire A n feuilles(!), dont les neeuds
représentent les joueurs. Chaque nceud interne représente le vainqueur du match
joué entre ses deux fils. La racine représente le vainqueur final du tournoi. La figure
2, est un exemple d’arbre binaire correspondant & un tournoi entre neuf joueurs.

On a vu que le dernier joueur en lice est le vainqueur M. Regardons a quelles places
peut se trouver le second S. Il a forcément perdu une seule fois, en jouant contre
M. Donc S doit étre cherché parmi les joueurs qui ont perdu contre M.

@ La terminologie sur les arbres est définie au chapitre 7.
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L{1} L[2] L{3] L4l L{5] L6l L[71 LIS} LI9 feuilles

RV Ve
2iéme 15, \L[3]/ \LW]/
N

Figure 2. Tournoi avec 9 joueurs.

Sur I’arbre binaire représentant le tournoi, pour trouver les candidats au rang de
second, il suffit de regarder le chemin de la racine vers la feuille correspondant
au vainqueur, et de prendre pour chaque nceud interne du chemin, le fils qui n’est
pas le vainqueur. L’arbre de la figure 2, par exemple, donne la liste de candidats
suivante :

L' ={L[9],L[7],L[2], L[4}

S est alors le plus grand élément de L'. En utilisant la procédure max, on trouve
S en effectuant p — 1 comparaisons, si p est le cardinal de L’. Pour analyser la
complexité du tournoi on doit donc étudier la valeur de p.

N.B. On trouvera dans les exercices des indications sur la maniére de programmer
P’algorithme de tournoi.

2.3. Complexité dans le pire des cas

L’algorithme présenté ci-dessus comporte deux phases : la recherche du vainqueur
(a laquelle correspond la construction de 1’arbre binaire) et 1a recherche du meilleur
joueur dans la liste L' des candidats a la place de second.
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Remarquons que le nombre de comparaisons effectuées lors de la premitre phase
est égal au nombre de nceuds internes de ’arbre. Cet arbre comporte n feuilles,
et chacun de ses neeuds a soit 2 fils, soit O fils. Il en résulte (cf. chapitre 7) qu’il
contient n— 1 nceuds internes. La premilre phase comporte donc n—1 comparaisons.

Le nombre de comparaisons de la deuxiéme phase vaut p — 1, p étant la longueur
du chemin issu de la racine qui va vers la feuille correspondant au vainqueur. Si
le nombre n de joueurs est une puissance de 2, alors toutes les feuilles de 1’arbre
tournoi sont au niveau log,n. Si le nombre de joueurs n’est pas une puissance de
2, le chemin de la racine au vainqueur est de longueur variable, selon la place du
vainqueur. Puisqu’on cherche le nombre de comparaisons dans le pire des cas, il
faut déterminer la profondeur A de 1’arbre tournoi, c’est-2-dire la longueur (nombre
de nceuds moins un) du plus long chemin allant de la racine a une feuille.

Lemme 5 : La profondeur k(n) de I’arbre binaire correspondant 2 un tournoi avec
n joueurs vaut [log,n|.

Preuve : Nous prouvons le lemme en établissant par récurrence sur d que :

Vd>0,V¥n>2 2¢<n<2% = h(n)=d+1

Si d = 0 alors n = 2 et le tournoi se termine en un tour; A(2) =1=d+1.

Soit ’hypothese de récurrence :

Vk,0<k<d, Vn>2 28 <n<2M = h(n)=k+1.
Soit . quelconque tel que 2%+ < n < 24+2,

Examinons le déroulement du tournoi avec ces n joueurs. Les 2¢+! premiers
joueurs organisent un premier tournoi partiel entre eux, qui détermine leur
vainqueur M;. Les n — 24! derniers joueurs organisent en méme temps
un second tournoi partiel (éventuellement sans match si n = 24+! + 1) qui
détermine leur vainqueur Mp.

Enfin M; joue contre M, et on obtient le vainqueur M du tournoi total.
D’aprés 1’hypothése de récurrence, le sous-arbre correspondant au premier
tournoi partiel est de profondeur d + 1, tandis que celui qui correspond au
deuxizme tournoi partiel est de profondeur inférieure ou égale a d + 1. L’arbre
total, compte tenu du match entre M; et Ms, a donc une profondeur d + 2. La
récurrence est établie. D’ol h(n) = [log,n]. o

La deuxi®me phase de 1’algorithme nécessite donc [log,n] — 1 comparaisons. On a
ainsi établi le résultat suivant :

Proposition 2 : La complexité dans le pire des cas en nombre de comparaisons
pour trouver le deuxiéme plus grand élément parmi n éléments par 1’algorithme de
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tournoi est :
Max(n) = n + [logyn] — 2

On monitrer-au’on-a en tHeln ne

sons requises dans un algorithme de recherche du deuxiéme plus grand élément.

2.4. Optimalité

On s’intéresse ici 4 la classe des algorithmes qui résolvent le probléme de la
recherche du deuxieme plus grand élément d’un tableau de taille n, en utilisant
comme seul crittre de décision, les comparaisons entre éléments. Le résultat
d’optimalité obtenu est que tout algorithme de cette classe effectue dans le pire
des cas au moins n + [log,n] — 2 comparaisons.

On présente deux méthodes différentes qui établissent ce résultat. La premiere utilise
un arbre de décision, la seconde repose sur la constitution d’un oracle.

2.4.1. Optimalité et arbres de décision

La technique d’arbre de décision peut &tre utilisée pour déterminer des minorants
de la complexité optimale de classes d’algorithmes qui résolvent les problémes
suivants :

— recherche d’un (ou plusieurs) élément(s) dans une liste d’éléments tous
distincts. Le (ou les) éléments sont connus soit par leur valeur exacte, dans
le cas d’une liste triée (cf. recherche dichotomique), soit par leur valeur
relative dans le cas d’une liste non triée (cf. recherche du maximum, ou du
k#me plus grand élément pour k > 1).

— tri d’une liste d’éléments tous distincts.

Pour tous ces problémes, cette technique n’est valable que pour la classe des
algorithmes qui n’utilisent que des comparaisons entre éléments (ces algorithmes
peuvent bien siir effectuer aussi des affectations mais pas d’opérations sur les valeurs
des éiéments).

Donnons tout d’abord la définition d’un arbre de décision. (On trouvera 2 la figure
3 un algorithme simple de recherche du plus grand élément et du deuxiéme plus
grand élément, et I’arbre de décision lui correspondant.)

Définition : A tout algorithme E de la classe considérée, on associe un arbre
binaire(?) appelé arbre de décision qui représente toutes les exécutions différentes
de I’algorithme sur toutes les données possibles d’une certaine taille.

() Dans Ie cas de comparaisons pouvant donner plus de deux résultats, les arbres de décision ne sont pas
forcément binaires.
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e Les feuilles de I’arbre indiquent les résultats de ces différentes exécutions. Deux
exécutions différentes peuvent donner le méme résultat (cf. figure 3).

. Les noeuds 1ntemes del’ arbre représement les opératlons de comparalsons entre

premlére comparalson effectuée par E.

¢ Pour un nceud interne correspondant 2 la comparaison des éléments z; et z;,
si la comparaison effectuée entre z; et z; a un résultat vrai alors I’exécution de
Palgorithme se poursuit dans le sous-arbre gauche de ce nceud et sinon dans son
sous-arbre droit.

¢ A toute exécution de 1’algorithme E sur une donnée correspond une branche de
I’arbre. Soulignons aussi le fait que plusieurs données peuvent conduire & la méme
exécution (cf. figure 3).

¢ Le nombre de comparaisons effectuées par E pour une donnée d est donc égal a
la longueur de la branche correspondant 2 I’exécution de E sur d.

m=1,s=2
TR2]>T(1]
m=2 ,s=] m=1,s=2
T[3)>T2) TR2)>T[2)
m=3, s=2 =2, s=1 m=1, s=2
TH)>T[3] TRI>T[1] TBPT(1]
m=3, s=2 m=2, s=3 m=2, s=1 m=3 , s=1 m=1,s=2

TMAI>T[2] THRPT2) TH}>T2] T[4]>T[3] T[3]>T[2]
m—2 s=3 m-2, s=1 m—l m=1,s=2
s-l
T[4]>T[3] T[4]>T[1] TMA]>T(1] T[4]>T[l] T[4]>T[1)
m-l m—l
s—3 s—2
- T[A]>T3) TM>T(2]
- pour cette femlle. les deux 4 / \ / \
tableaux possibles sont : .
2341 et 1342 ;E?O;R:{HME )

fori:=2tondo
if T{i]>T[m] then begin s:=m ; m:=i end
else if T{i]>T[s] then s:=i ;
Figure 3. Exemple d’arbre de décision : n = 4 et T' est une permutation sur [1..4]
(les branches correspondant 2 des exécutions impossibles sont omises).

La profondeur de I’arbre de décision correspondant & un algorithme donné E est
donc le nombre maximum de comparaisons effectuées par E.
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Considérons I’ensemble AD de tous les arbres de décision correspondant aux
algorithmes de la classe C. Rappelons qu’on note h(A), la profondeur d’un arbre
A. On obtient que la complexité optimale de la classe dans le pire des cas, notée
MZRE (n), vaut :

opt —_ 2
MR (n) = inf h(4)

En conséquence, si on connait un minorant des profondeurs des arbres de AD, on
a un minorant de M2 (n).

Dans le cas de la recherche du maximum et du deuxiéme plus grand élément, 2 tout
algorithme correspond un arbre de décision dont les nceuds internes indiquent les
comparaisons entre éléments du tableau et les feuilles les places m et s des deux
plus grands €léments M et S.

Proposition 3 : La profondeur k de tout arbre binaire de décision correspondant 2
un algorithme de recherche du plus grand et du deuxiéme plus grand élément d’un
tableau non tri€, de n éléments distincts, basé sur les comparaisons entre éléments
est telle que :

k>n+ [logyn] —2

Preuve : Soit E un algorithme de C et soit A son arbre de décision. Considérons
toutes les données possibles : ce sont les n! permutations. Partitionnons cet
ensemble de données en n classes d’équivalence (Bi)i=1,...,n telles que :

B; = {permutations sur [1..n] telles que M = L[i],1 <i < n}.

Partitionnons. également I’ensemble des feuilles de I’arbre, en n classes
d’équivalence X; telles que deux feuilles sont dans la méme classe si, et
seulement si, ils donnent le méme indice pour le maximum :

X; = {feuilles telles que m = i}.

Notons que |X;| < |B;| car une feuille peut correspondre a plusieurs données
fournissant le méme résultat (s,m). Mais il y a autant de classes X; que de
classes B; et 'ensemble des données de B; est I’ensemble des permutations
correspondant aux nceuds de X;.

Toutes les permutations appartenant & une méme classe B; ont le méme
maximum L [7]. Donc rechercher le deuxi®me plus grand élément pour 1’une
d’entre elles (c’est-a-dire, trouver le nceud de X; lui correspondant), revient
a rechercher le plus grand élément parmi les n — 1 éléments qui ne sont pas
L[i].

Sur I’arbre de décision A, le fait de ne s’intéresser qu’a B; revient a ne
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s’intéresser qu’aux branches de 1’arbre qui conduisent 2 des nceuds de X;.

L’ensemble de ces branches constitue un sous-arbre partiel A.. Par exemple,
sur la figure 4, on a matérialisé les branches de Aj.

Sur chacune des branches de A/, les seules comparaisons utifes pour déciderdu——————

deuxieéme plus grand élément (i.e. pour savoir & quel neeud de X; on aboutit),
sont évidemment les comparaisons qui ne font pas intervenir le maximum L [4]
et les comparaisons non triviales (c’est-2-dire les comparaisons pour lesquelles
I’exécution peut effectivement se poursuivre tantdt dans le sous-arbre gauche,
tant6t dans le sous-arbre droit). On peut alors construire 3 partir de A} un
arbre A4; dont les feuilles sont toujours les éléments de X;, mais dont les
nceuds internes ne contiennent que des comparaisons non triviales permettant
de décider de S (cf. figure 4). C’est un arbre dont tout nceud a soit 0, soit 2
fils.

A, est un arbre de décision correspondant 2 ’exécution de 1’algorithme E sur
des données de B;, en faisant abstraction des comparaisons concernant L [i] et
des comparaisons triviales : c’est donc un arbre de décision pour la recherche
du plus grand élément parmi n — 1 éléments (on a exclu M = L [i]).

Or, on a vu qu’un algorithme de recherche du maximum pour n — 1 éléments
utilise au moins n — 2 comparaisons. Donc, tout chemin de A4; a au moins
n — 2 neeuds. Par suite, I’arbre A; a au moins 272 feuilles. D’ob | X;| > 272,
et ceci pour tout 2 = 1,...,n.

Donc, le nombre total de feuilles est :

n

Z IX,| >n- 2n-—2

i=1

On verra au chapitre 7 que tout arbre binaire ayant f feuilles a une pro-
fondeur supérieure ou égale a [log, f]. Donc la profondeur k est telle que
k > log,(n.2""2) ie. k > log,n + n — 2, et comme k est un entier, k >
[logyn] +n — 2. i

On peut ainsi conclure que tout algorithme de recherche des deux plus grands
éléments d’un tableau de taille n, basé sur les comparaisons entre éléments, nécessite
au moins n + [log,n] — 2 comparaisons dans le pire des cas. On a donc trouvé un
minorant de 1a complexité optimale dans le pire des cas. Comme ce minorant est
égal 2 la complexité dans le pire des cas de 1’algorithme de tournoi, ce minorant est
la bome inférieure. L algorithme de tournoi du paragraphe 2.2 est optimal.
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T3] TRITR
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\\
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4 /1 \,
[ AN
d  TupTE I TURTE) AN
[ \
] \ // . \\
[} \ / \
Py d \

T TBTR
med, m3, | \ TMI>T[1] [B1>T(2)
s=4 =2 | ! 7\
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1 / \
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m=3, m=3, m=3, m=3,
s=4 8=2 s=4 s=1
1234 2341 1243 3241 :tableaux possibles
1342

Figure 4. Arbres A’z et A 3.

2.4.2. Optimalité et oracle

Dans ce livre, les résultats d’optimalité sont établis en utilisant des arbres de
décision. Cependant, il existe d’autres techniques pour démontrer 1’optimalité, en
particulier, l1a fechnique d’adversaire dite aussi de 1’oracle. Nous donnons un

exemple d’utilisation de cette technique, pour retrouver le résultat d’optimalité,
dans le pire des cas, du paragraphe précédent.
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Un oracle procede de la fagon suivante. Pour tout algorithme d’une classe, il construit
une donnée de taille n telle que la complexité de 1’algorithme sur cette donnée soit
supérieure ou égale A une certaine complexité c(n). Ainsi, la complexité au pire de
tout algorithme de la classe est supérieure ou égale a c(n). Donc, tout algorithme

ayant pour complexité au pire ¢(n) est optimal dans cette classe.

Revenons au probléme de la recherche du plus grand élément M et du deuxi¢me plus
grand élément S, parmi n éléments distincts. On a déja vu (cf. lemme 1 du §1.1) que
trouver M requiert que tout élément autre que M ait perdu dans une comparaison,
c’est-a-dire, qu’il y ait au moins n— 1 comparaisons avec des perdants distincts. Soit
p le nombre de ces perdants distincts, qui ont été comparés a M. Pour déterminer
S, il faut trouver M et il faut que chacun de ses p adversaires perdants, sauf un, ait
perdu dans une comparaison autre que celle avec M. Il faut donc p—1 comparaisons
en sus.

On reprend la terminologie du jeu exposée précédemment. On va montrer que dans
le pire des cas M joue avec [log,n] joueurs au moins.

Proposition 4 : Pour tout algorithme E qui trouve M et S en organisant des matches
entre joueurs, il existe une donnée (déterminée par une technique d’adversaire), telle
que M joue au moins [log,n] matches contre des joueurs qui n’ont perdu qu’un
match, celui contre M.

Preuve : Comme on considére tous les algorithmes de la classe, les joueurs vont
jouer deux par deux, n’importe comment, et un perdant n’est pas nécessairement
éliminé au tour suivant.

On cherche une donnée L[1],...,L[n], qui fait gagner un joueur le plus possible.
Ce joueur sera le vainqueur, il aura la valeur maximale; il restera 2 montrer qu’il a
joué suffisamment de matches. L’oracle détermine les résultats des matches dans ce
sens et par suite les valeurs des joueurs. L’oracle observe les régles suivantes pour
chaque match entre deux joueurs z et y.

Regle 1. Si z n’a jamais perdu, (un joueur n’ayant jamais jou€ est considéré comme
n’ayant jamais perdu), et si y a déja perdu au moins une fois, alors 1’oracle déclare
z vainqueur et augmente la valeur de z si nécessaire.

Regle 2. Si x et y n’ont jamais perdu, alors I’oracle déclare vainqueur celui des
deux qui a gagné le plus de matches jusqu’alors. S’ils ont gagné le méme nombre
de matches, 1’oracle choisit arbitrairement 1’'un des deux, et ajuste leurs valeurs en
conséquence.

Reégle 3. Si z et y ont perdu chacun au moins une fois, alors le vainqueur est
déterminé par les valeurs déja attribuées aux joueurs.

11 est toujours possible de choisir une donnée telle que les valeurs des joueurs
soient cohérentes avec les trois régles qui viennent d’&tre prescrites. En effet, les
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seuls vainqueurs explicitement déterminés par I’oracle, sont des joueurs invaincus.
On peut donc toujours augmenter arbitrairement la valeur de tels joueurs pour qu’ils
soient effectivement vainqueurs d’un match, sans contredire les résultats des matches
précédents.

Voici un exemple de fonctionnement de 1’oracle pour un algorithme A qui calcule
le deuxiéme plus grand élément d’une liste de taille n = 5.

Les valeurs du tableau non initialisées sont notées par un astérisque. Au départ
la liste n’est pas initialisée et on a : *, *, * *_ * Supposons que la premilre
comparaison effectuée par A soit entre L [2] et L[1]. Comme ces deux joueurs
n’ont jamais perdu et ont gagné le méme mombre de matches (& savoir 0),
d’apres la régle 2, on peut choisir le vainqueur arbitrairement, soit par exemple
L[2]. Soit L [1] = 10 et L [2] = 20. La liste est alors : 10, 20, *, *, *, Maintenant
A compare L [3] et L[2]. Ce sont deux joueurs invaincus mais L [2] a gagné
plus de matches que L [3] : L [2] est déclaré vainqueur, toujours d’apres la régle
2. On choisit pour L [3] la valeur 15. On a la liste : 10, 20, 15, *, *, A compare
ensuite L [3] et L[1]. Il s’agit de deux perdants. D’apres la régle 3, le résultat
du match est déterminé par leurs valeurs : L[3] > L[1]. Le match suivant a
lieu entre L [4] et L [5]. Ce sont deux joueurs invaincus qui ont gagné le méme
nombre de matches (2 savoir 0) : L[4] est déclaré vainqueur, par exemple.
On donne a L[4] la valeur 40 et & L[5] la valeur 30; on obtient la liste :
10, 20, 15, 40, 30. A compare ensuite L [4] et L[2] qui sont deux gagnants.
Comme L [2] a gagné plus de matches que L [4], d’apres la reégle 1, c’est L 2]
qui est déclaré vainqueur. 11 faut alors réajuster les valeurs; on sait qu’on peut
augmenter sans probléme la valeur de L [2] : par exemple L [2] = 50. La liste
est alors : 10, 50, 15, 40, 30. Supposons enfin qu’il y ait un match joué par
L[3] et L[4]. Ce sont deux joueurs qui ont tous les deux déja perdu. D’apres
la regle 3, c’est L [4] qui gagne.

Les résultats du jeu peuvent étre représentés par un graphe orienté dont les sommets
sont les joueurs. Soit z et y deux sommets, on dessine un arc de z vers y :

i) si z gagne un match contre y, ou
ii) si z gagne un match contre 2 qui a lui-méme déja gagné contre y.

A chaque match, tous les arcs qu’on ajoute sont des arcs issus du sommet
correspondant au vainqueur du match. Le nceud correspondant a un joueur n’ayant
pas joué le match ne peut étre que I’extrémité d’un arc ajouté.

Lemme 6 : A tout joueur z invaincu qui a joué et gagné p matches contre des
joueurs jusque-13 invaincus, correspond dans le graphe un sommet xz dont sont issus
au plus 27 — 1 arcs.

Preuve du lemme 6 : La propriété est établie par une récurrence sur p. Les
arcs issus d’un sommet z sont ajoutés lorsque x gagne.
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¢ Soit p = 1: z joue son premier match et gagne. Pour I’adversaire y invaincu
jusque-1a, d’apres la regle 2, c’est aussi son premier match. Du sommet z ne
part qu’un seul arc, pointant sur y, soit 2! — 1 arc.

—— e Supposons la propriété vraiepourtout k, 1 <k<p-1.

Soit z un joueur invaincu qui a joué et gagné p — 1 matches. Par hypothe¢se
de récurrence, du sommet z partent au plus 27~ — 1 arcs. Le joueur = joue
son p¥™e match contre un joueur y invaincu jusque-Ia, et gagne. D’apres
la régle 2, y a joué et gagné jusque-12 k matches, avec k¥ < p — 1. Par
hypoth&se de récurrence, du sommet y partent au plus 2P~ — 1 arcs. D’apres
i) et ii), apres le piéme match, du sommet 2 partent au plus m arcs avec
m=1+2P"1 —14+2P-1 1, soit m = 27 — 1. La récurrence est établie. 0O

Pour terminer la preuve de la proposition 4, on utilise enfin le lemme suivant.

Lemme 7 : Si un joueur est vainqueur a la fin du jeu, alors il lui correspond dans
le graphe un sommet duquel partent n — 1 arcs vers les autres sommets.

Preuve du lemme 7 : Soit z le sommet correspondant au vainqueur M. Tous
les autres joueurs ont nécessairement joué et perdu au moins une fois. Soit y
un sommet quelconque distinct de z. Construisons par récurrence la suite de
sommets {yx)r>1 tels qu’il existe un arc de y; vers y.

e Soit y; le premier joueur qui gagne sur y. D’aprés la regle 1, y; est
nécessairement invaincu jusque-1a. On dessine un arc de y; vers y, d’apres i).

e Supposons- que la suite (yx)1<k<; est construite, telle que chaque y; est
invaincu jusqu’au moment ol on le met dans la suite, et il existe un arc de y
vers y.

Soit y;41 le premier joueur qui gagne sur y;. Un tel joueur y;,; existe si y;
n’est pas le vainqueur z. D’apres la régle 1, y;;; est nécessairement invaincu.
Comme y;11 gagne sur y;, on dessine un arc de y;11 Vers y;.

D’apres la régle ii) de constitution du graphe et I’hypothese de récurrence,
on dessine un arc de y;,; vers y. La construction par récurrence est réalisée.
Comme le nombre de sommets est fini, la suite (y;)x>1 est finie et son dernier
élément y, ne peut étre que le sommet z correspondant au vainqueur. On a
donc bien dessiné un arc de z vers y. De 2 part un arc vers chacun des n.— 1
autres sommets. Le lemme est donc prouvé. O

Poursuivons la preuve de la proposition 4.

Le vainqueur M doit avoir joué au moins p matches contre des joueurs invaincus,
tels qu’apres le p**™¢ match, n — 1 arcs soient issus du sommet M. On a donc
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2P —1 > n —1; c’est-2-dire p > logsn. Comme p est un entier, on obtient :
p > [ logyn].

De la proposition 4, on peut conclure que tout algorithme de recherche du maximum
et du deuxi®me plus grand €lément d’un tableau de taille n, basé sur les comparaisons
entre éléments, nécessite dans le pire des cas n + [ log n] — 2 comparaisons. On
retrouve le fait que I’algorithme de tournoi du paragraphe 2.2 est optimal dans le
pire des cas.

Deux techniques différentes ont ét¢ présentées pour établir I’optimalité de 1’algo-
rithme de tournoi. Dans les deux cas, on n’a traité que la complexité au pire.

D’une maniere générale, la technique de I’oracle ne donne un minorant que pour
la complexité au pire. On verra au chapitre sur les tris que les arbres de décision
permettent de minorer également la complexité en moyenne.
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Exercices

1. Programmation de I’algorithme de tournoi. A chaque étape du tournoi, il faut
garder trace de tous les éléments vainqueurs 2 cette étape, et pour chacun d’entre
eux, il faut garder aussi la liste de tous les éléments qu’il a battus. Ainsi, 2 la fin du
tournoi, on aura trouvé 1’élément maximal, et ’on aura aussi la liste de ceux qu’il
a vaincus (parmi lesquels se trouve le second). Programmer 1’algorithme de tournoi
de deux facons différentes.

a) En représentant les éléments par une liste chainée circulaire, chaque élément
pointant sur 1a liste de ses vaincus.

b) En représentant les éléments dans un tableau, et en utilisant un tableau
auxiliaire pour stocker les listes des éléments vaincus par des éléments non encore
vaincus (voir chapitre 5 pour la représentation de listes chainées dans un tableau).

Analysez le nombre de comparaisons de ces deux programmes et comparez-les.

Dans les trois exercices qui suivent, on note Wy(n) le nombre minimal de
comparaisons dans le pire des cas, pour un algorithme qui détermine la
suite ordonnée des k plus grands éléments parmi n éléments, et Vi(n) le
nombre minimal de comparaisons dans le pire des cas, pour un algorithme qui
détermine le k*™¢ plus grand élément parmi n éléments.

2. En utilisant la technique d’arbre de décision, montrer I’inégalité suivante :

Wi(n) >n—k+ [log,(n.(n —1).... .n —k +2))], pour k tel que 1 <k < n.

3.  a) Montrer que si on a trouvé le k™ plus grand €lément d’un tableau de n
éléments, on connait les k — 1 éléments qui lui sont supérieurs.

b) En déduire qu’on peut trouver les k plus grands éléments d’un tableau de
n éléments, sans connaitre leur ordre respectif, en Vi,{n — 1) + 1 comparaisons.

4. Montrer que : W3(n) < V3(n)+ 1. (Indication : on pourra utiliser I’exercice n° 3.)
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5. Dessiner 1’arbre de décision correspondant a 1’algorithme de tournoi.

6. Soit = et y des nombres réels et n un entier. Evaluer [|n]] et montrer que :

a) |x] < n sietseulement siz <n

b) n < |z] si et seulement sin < z

c) [z] <msietseulementsiz<n

d) n < [z] si et seulement si n < x
e)|lz]=nsietseulementsiz—1<n<z
f) [z] =nsietseulementsiz<n<z+1
g) [n/2] + n/2] =n

h) |z] + ly] £ |z + y]. Montrer qu’on a I’égalité si et seulement si (z mod
l+ymod1)<1.

7.  a) Montrer que pour tous entiers n et k tels que 28~ < n < 2F,k = |logen|+1.
b) Montrer que pour tous entiers n et k tels que 25~ < n < 2% k = [ logan].
¢) Vérifier que [ loga(n + 1)] = | logen] + 1.

Lectures conseillées pour la premiére partie
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Chapitre 4
Types abstraits

La conception d’un algorithme un peu compliqué se fait toujours en plusieurs
étapes qui correspondent a des raffinements successifs. La premitre version de
I"algorithme est autant que possible indépendante d’une implémentation particulitre.
En particulier, la représentation des données n’est pas fixée.

A ce premier niveau, les données sont considérées de maniere abstraite : on se
donne une notation pour les décrire ainsi que I’ensemble des opérations qu’on peut
leur appliquer et les propriétés de ces opérations. On parle alors de type abstrait
de données. La conception de I’algorithme se fait en utilisant les opérations du
type abstrait. Les différentes représentations du type abstrait permettent d’obtenir
différentes versions de 1’algorithme si le type abstrait n’est pas un type du langage
de programmation que 1’on veut utiliser.

Précisons maintenant 2 1’aide d’un exemple élémentaire ce qu’est un type abstrait.
Considérons le type réel des langages de programmation : on a une convention pour
€crire les constantes réelles ; on sait calculer sur les réels en utilisant +, —, *, ... dont
les propri€tés ne sont pas rappelées car elles sont bien connues. On peut manipuler
les réels sans avoir & connaitre leur représentation interne (mantisse, exposant). Le
manuel du langage indique simplement la précision 2 utiliser pour tester 1’égalité
ainsi que le plus grand et le plus petit réels utilisables. Ces points, qui s’écartent
des propriétés classiques des réels, sont dus 2 la représentation finie de ceux-ci en
machine : I’utilisateur n’a pas a connaitre les détails de cette représentation pour se
servir des réels. Tout informaticien utilise donc le concept de type abstrait, parfois
comme monsieur Jourdain qui faisait de la prose sans le savoir...

Parfois, la démarche suivie est une démarche ascendante : on se donne une
représentation concréte V) du type de données en terme d’objets du langage de
programmation utilis€, ainsi que des procédures ou des fonctions correspondant aux
opérations du type. A partir de 13, si on pratique une «bonne » programmation qui
consiste a ne plus manipuler les objets du type que par les opérations du type, on

1) En fait, la distinction entre type abstrait de données et représentation concréte devient relative si
’on congoit un programme par niveaux d’abstraction successifs : & chaque étape, le type abstrait devient
la représentation concréte d’un nouveau type abstrait. .
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programme en fait avec des types abstraits. Certains langages de programmation
comme ADA et CLU fournissent des supports linguistiques pour assurer cette
programmation par niveaux.

lors de la conception d’un algorithme, appliquer une démarche descendante : on se
donne la définition des types de données (on dit encore leur spécification), et on
congoit 1’algorithme 2 ce niveau. On donne ensuite une représentation concréte des
types et des opérations, qui peut &tre encore un type abstrait, et ceci jusqu’a obtenir
un programme exécutable.

Les avantages de cette approche sont multiples : la conception est plus simple,
puisqu’on n’a pas a prendre en compte des détails de programmation; elle est faite
une fois pour toutes, quelle que soit la représentation concrete choisie ultérieurement
pour le type abstrait. Dans ce livre, on applique cette démarche chaque fois que cela
se justifie.

Cette approche pose le probléme de la définition d’un type abstrait indépendamment
de son implémentation. Pour permettre I’utilisation du type, cette définition doit &tre
précise et non ambigué. C’est ce probléme qui va étre étudié dans la suite de ce
chapitre.

11 existe plusieurs manieres de définir un type de données. Toutes ont en commun
le concept de signature. La signature d’un type de données décrit la syntaxe du
type (nom des opérations, type de leurs arguments) mais elle ne définit pas les
propriétés des opérations du type. C’est par ce demier aspect que different les
méthodes de définition des types de données. Dans ce livre on a choisi de décrire les
propriétés d’un type de données par des axiomes, c’est-a-dire des formules logiques.
Cependant, aucune connaissance préalable sur la spécification formelle des types
de données n’est requise; tout axiome est abondamment commenté, et certaines
propriétés sont données seulement sous forme de commentaires si elles nécessitent
des considérations théoriques trop spécialisées ou trop éloignées de notre propos.

1. Signature

La signature d’un type abstrait est la donnée :

— de noms pour un certain nombre d’ensembles de valeurs, par exemple :
Booléen, Entier, Liste...; ces noms sont appelés des sorfes (une sorte est
un type, au sens des langages de programmation classiques; on introduit ce
terme pour éviter des confusions entre type abstrait et ensemble de valeurs.
Notons que la définition d’un type fait souvent intervenir plusieurs sortes);

— de noms d’un certain nombre d’opérations et de leurs profils; le profil
précise A quels ensembles de valeurs appartiennent les arguments et le
résultat d’une opération.



Types abstraits 55

On donne ci-dessous un exemple de signature :

sorte Vecteur, Elément, Entier

opérations
eme : Vecteur x Entier — Elément
changer-iéme : Vecteur x Entier x Elément — Vecteur
bornesup : Vecteur — Entier
borneinf : Vecteur — Entier

Il faut remarquer que cette signature donne une syntaxe du type et ne suffit pas 2
définir celui-ci. La relative compréhension du lecteur est due au choix des noms
et est basée sur son intuition, ce qui manque pour le moins de rigueur. Pour s’en
persuader il suffit de considérer la signature ci-dessous, qui est identique, aun choix
des noms pres :

sorte R, S, T
opérations
o : RxT—S
p : BRxTxS—R
q R—-T
v R—-T

Il apparait alors clairement qu’une partie de la définition manque, celle qui donne
une sémantique, c’est-a-dire une signification, aux noms R, S, T, o, p, g, v. Ce
point est développé au paragraphe 3. Auparavant, on explique comment on écrit
une signature.

e Si le nom d’une opération apparait tel quel dans une signature, comme o, p, g ou
v ci-dessus, ce nom est utilisé comme un nom de fonction. Par exemple, si f a le
profil f : T1 x T2 — T3, et qu'on ’applique aux arguments al et a2 de sortes T'1
et T2, on écrit f(al, a2).

o Pour éviter trop d’imbrications de parenthéses et pour pouvoir retrouver des
notations «habituelles » on s’autorise a préciser, en méme temps que son nom,
la place des arguments d’une opération. Ces places sont indiquées par des tirets. Par
exemple, si on a

-t - : Entier x Entier — Entier
-! : Entier — Entier

on peut écrire des additions et des factorielles sur les entiers comme d’habitude,
sans s’interdire pour autant les parenthéses en cas d’ambiguité : -

i+ @+ i+ (41
¢ Une opération qui n’a pas d’arguments est une constante. Par exemple, on note :

0 . — Entier
vrai : — Booléen
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Cela s’explique en considérant 1’analogie entre une signature et une syntaxe :
une expression syntaxiquement correcte de sorte Entier est soit un zéro, soit deux
expressions de sorte Entier séparées par un +, soit une expression de sorte Entier

___ suivie del, etc. (la signature complete des Entiers n’a pas ét€ donnée).

Pour conclure sur ces notations, on trouvera ci-dessous un exemple de signature
pour un type bien connu, celui des booléens :

sorte Booléen

operatlons
vrai : — Booléen
faux : — Booléen
- - : Booléen — Booléen
-A - : Booléen x Booléen — Booléen
-V - : Booléen x Booléen — Booléen

2. Réutilisation et hiérarchie dans les types abstraits

Il serait peu pratique d’avoir 2 donner toute la signature et toutes les propriétés
des entiers (par exemple) quand on définit les vecteurs (ol les entiers servent a
numéroter les éléments), les listes, les ensembles d’entiers, bref tout type dont les
opérations font intervenir les entiers. La signature donnée précédemment pour les
vecteurs est d’ailleurs incomplete car rien n’est dit sur les calculs qu’on peut faire
sur les entiers et les éléments.

On se donne donc la possibilité, quand on définit un type, de réutiliser des types
déja définis. Par exemple pour les vecteurs, on aurait dii écrire :

sorte Vecteur
utilise Entier, Elément

opérations
iéme : Vecteur x Entier — Elément
changer-iéme : Vecteur x Entier x Elément — Vecteur
bornesup : Vecteur — Entier
borneinf : Vecteur — Entier

Dans ce cas, la signature du type vecteur est I’union des signatures des types utilisés,
enrichie des nouveaux noms de sortes et d’opérations. On peut donc utiliser des
opérations des types déja définis, par exemple I’addition sur les entiers, ce qui
n’était pas le cas dans la version précédente de cette signature. On se limite ici a
des unions disjointes. Remarquons que la caractérisation d’une opération étant son
nom et son profil, cela autorise cependant la surcharge des noms d’opérations : +
sur les entiers et + sur les réels peuvent apparaitre dans une méme signature; ce
sont des opérations différentes, car elles sont de profil différent.
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On introduit par cette construction une hiérarchie (?) entre les types. Par exemple, le
type Vecteur est au-dessus des types Entier et Elément dans cette hiérarchie. Cette
hiérarchie est fondamentale pour structurer les définitions de type abstrait.

—Elle permet—d’introduire —uneclassification importante parmi les sortes et les

opérations d’un type de données. Dans une signature, on appelle sorte(s) définie(s)
la ou les sortes correspondant aux noms de sorte nouveaux : dans I’exemple la seule
sorte définie est Vecteur. On appelle sorte(s) prédéfinie(s) 1a ou les sortes provenant
de types utilisés : ici il s’agit de Entier et Elément.

On dira qu’une opération est interne si elle rend un résultat d’une sorte définie :
c’est le cas ici, de changer-iéme. Toute valeur d’une sorte définie est le résultat d’une
opération interne. On dira qu’une opération est un observateur si elle a au moins
un argument d’une sorte définie et si elle rend un résultat d’une sorte prédéfinie :
c’est le cas, ici, de iéme, bornesup et borneinf. On va voir que ces définitions sont
trés utilisées quand on décrit les propriétés d’un type abstrait de données.

On suit ici une régle méthodologique de bon sens : quand on écrit une signature, on
donne des opérations internes et des observateurs sur la sorte définie. On n’ajoute
pas d’opérations sur les types prédéfinis : par exemple, dans la spécification des
vecteurs, on ne définit pas de nouvelles opérations sur les entiers.

3. Description des propriétés d’un type de données

Le probleme est de donner une signification (une sémantique) aux noms de la
signature : sortes et opérations.

Si on emploie une approche ascendante, on n’a pas ce probléme puisqu’on a
donné une implémentation des sortes et opérations en terme de sortes et opérations
déja implémentées. On a complétement défini un type de données mais on peut
difficilement qualifier ce type d’abstrait. Il s’agit plutdt d’une abréviation que d’une
abstraction.

Si on veut définir un type abstraitement, c’est-a-dire indépendamment de ses
implémentations possibles, la méthode la plus connue consiste 2 énoncer les
propriétés des opérations sous forme d’axiomes. Par exemple :

borneinflv) < i < bornesup(v) = iéme(changer-iéme(v,i,e), ) = e

ol v, ¢ et e sont des variables respectivement de sortes Vecteur, Entier et Elément.

@) Il faut distinguer clairement cette hiérarchie «d’utilisation» de la hiérarchie de «conceptioh», qui
correspond aux démarches ascendante et descendante mentionnées précédemment. Dans ces derniers cas 1’ordre
hiérarchique est introduit par une relation qu’on pourrait appeler «est représenté par» alors qu’ici la relation
est «utilisé». .
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Cet axiome exprime que, dans la mesure ol ¢ est compris entre les bornes d’un
vecteur v, quand on construit un nouveau vecteur en donnant au i%™¢ élément
la valeur e, et qu’on acceéde ensuite au **¢ élément de ce nouveau vecteur, on
obtient e.

Cette propriété est satisfaite quelles que soient les valeurs, de sortes convenables,
données aux variables.

Un autre axiome serait :

borneinflv) < i < bornesup(v) & borneinflv) < j < bornesup(v) & i #j
= iéme(changer-iéme(v,i,e), j) = iéme (v, 3)

Cet axiome établit que seul le i%™¢ élément a changé dans le nouveau vecteur.

Ces deux propriétés doivent &tre satisfaites par toute implémentation du type
abstrait vecteur. La définition d’un type abstrait de données est donc composée
d’une signature et d’un ensemble d’axiomes. Les axiomes sont accompagnés de
la déclaration d’un certain nombre de variables. Ce type de définition s’appelle
une définition algébrique ou axiomatique d’un type abstrait. Pour abréger on parle
souvent de types abstraits algébriques.

Lorsque 1’on écrit, ou lit, des axiomes d’un type abstrait algébrique, on est amené a
se poser les questions suivantes : n’y-a-t-il pas d’axiomes contradictoires (probleme
de consistance)? A-t-on donné un nombre suffisant d’axiomes pour décrire toutes
les propriétés du type abstrait que 1’on voulait spécifier au départ (probléme de
complétude) ?

Un exemple d’inconsistance serait, dans le cas des vecteurs d’entiers, de trouver
une expression v de sorte Vecteur et une expression entiere ¢ telles que 1’on puisse
démontrer, en utilisant les axiomes, les deux propriétés :

iéme(v, i) =0 et  iéme(v, i) =1

La notion de complétude est plus délicate et demande a étre examinée avec soin
quand on travaille sur des types abstraits. En mathématiques, une théorie T', et par
suite le systéme d’axiomes qui la définit, est dite complete si elle est consistante et
si pour toute formule P sans variable, on sait démontrer soit P, soit —=P.

Cette notion est trop forte pour les types abstraits algébriques : elle entraine que
toute égalité de deux expressions sans variable doit étre soit vraie, soit fausse. Or
souvent on veut laisser une latitude aux futurs implémenteurs. Prenons 1’exemple
des vecteurs. Supposons que 1’on applique changer-iéme a un vecteur v avec pour
arguments 5 et a, puis 10 et b. Considérons le vecteur obtenu si on change 1’ordre
des deux opérations. A priori on a envie de dire que les deux résultats sont égaux.
Mais cela peut ne pas étre vrai pour certaines implémentations : par exemple une
liste chainée des couples < indice, élément >, ot changer-iéme fait simplement une
adjonction d’un nouveau couple en téte de la liste. En fait ce qui est important c’est
que ces deux vecteurs, quand on leur applique iéme, rendent toujours les mémes
résultats. Le fait qu’ils soient égaux ou non n’est pas essentiel.
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Le critere utilisé pour les types abstraits algébriques est la complétude suffisante :
les axiomes doivent permettre de déduire une valeur d’une sorte prédéfinie, pour
toute application d’un observateur & un objet d’une sorte définie.

—C c-on-obtie Ces-objets-par-le 3 e 5 au ¢ axiome
qui définissent le résultat de la composition des observateurs avec toutes les
opérations internes. De tels axiomes ont été donnés pour iéme et changer-iéme,
dans I’exemple des vecteurs.

Cependant la régle qui vient d’étre énoncée doit étre modulée : il existe des types de
données oll certaines opérations sont des fonctions partielles, non définies partout.
C’est par exemple le cas du sommet d’une pile (cf. chapitre 5), qui n’est pas défini
pour une pile vide, de I’acces a une place non initialisée dans le cas des tableaux
Pascal (qui contiennent des vecteurs). On reformule donc la régle ci-dessus en disant
que I’on doit pouvoir déduire une valeur pour tous les observateurs sur tout objet
d’une sorte définie appartenant au domaine de définition de cet observateur. Le
domaine de définition d’une opération partielle est défini par une précondition.

Revenons a I'exemple des vecteurs. Les axiomes donnés précédemment définissent
I’opération iéme suffisamment par rapport a 1’opération changer-iéme. Cependant
on n’a pas la possibilité avec la signature actuelle d’écrire une expression de sorte
Vecteur sans variable : la seule opération inteme est changer-iéme qui prend en
argument un vecteur... Il faut donc ajouter une opération interne qui correspond au
contenu d’un vecteur non initialisé mais dont on connait les bornes :

vect . Entier x Entier — Vecteur
avec les axiomes
borneinflvect(i,j)) =i
bornesup(vect(i, j)) = j

Il n’y aura pas d’axiomes définissant iéme(vect(i, j), k) puisque vect retourne un
vecteur ol aucun €élément n’est défini. Par contre, il faut écrire la précondition sur
I’opération iéme. Pour cela on a besoin d’une opération auxiliaire sur les vecteurs,
qui permet de savoir si un élément a été associé & un certain indice :

init : Vecteur x Entier — Booléen

avec les axiomes :

init(vect(i, j), k) = faux

(borneinf(v) < i < bornesup(v)) = (init(changer-iéme(v, i, €), i) = vrai)

(borneinflv) < i < bornesup(v) & i#j)= 7
(init(changer-ieme(v, i, €), 7) = init(v, j))

L’opération iéme est définie si, et seulement si :

borneinflv) < i < bornesup(v) & init(v,) = vrai
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La formule ci-dessus est appelée une précondition sur 1’opération iéme.

Il manque les définitions des observateurs bornesup et borneinf sur le résultat de
_ I’opération interne changer-iéme :

borneinf(changer-iéme(v, i, €)) = borneinf(v)
bornesup(changer-iéme(v, i, €)) = bornesup(v)

La définition finale du type Vecteur est donnée Figure 1. Elle est suffisamment
complte : tout vecteur est le résultat d’une opération vect et d’une suite d’opérations
changer-iéme; les axiomes permettent de déduire le résultat de init, bornesup et
borneinf dans tous les cas; pour ce qui est de iéme, on peut établir son résultat, en

sorte Vecteur
utilise Entier, Elément

opérations
vect : Entier x Entier — Vecteur
changer-iéeme : Vecteur x Entier x Elément — Vecteur
ieme : Vecteur x Entier — Elément
init : Vecteur x Entier — Booléen
borneinf :  Vecteur — Entier
bornesup 1 Vecteur — Entier

précondition

~iéme(v, 1) est-défini-ssi
borneinf(v) < i < bornesup(v) & init(v,i) = vrai
axiomes
borneinf(v) <1 < bornesup(v) =
iéme(changer-iéme(v, i, €), i) =e
borneinf(v) < i < bornesup(v) & borneinf(v) < j < bornesup(v) & i#j =
iéme(changer-iéeme(v, i, e), j) = iéme(v,j)
init(vect(i, j), k) = faux
borneinflv) < i < bornesup(v) =
init(changer-ieme(v,i,e),1) = vrai
borneinflv) <i < bornesup(v) & i#j=
init(changer-iéeme(v, i, e), j) = init(v,j)
borneinfivect(i, j)) =i '
borneinfichanger-iéme(v, i, e)) = borneinf{v)
bornesup(vect(i, j)) = j
bornesup(changer-iéme(v, i, €)) = bornesup(v)
avec
v : Vecteur; i, 7, k : Entier; e : Elément

Figure 1. Le type abstrait algébrique Vecteur.
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utilisant les axiomes, quand la précondition est satisfaite, ¢’est-a-dire quand une des
opérations changer-iéme a pour argument 1’indice en argument de iéme.

On prend la convention que si une opération est partielle, sa précondition, convena-
blement instanciée, est implicitement en prémisse de tout axiome ol apparait cette

opération. Autrement dit, les axiomes doivent étre satisfaits pour toutes les valeurs
des variables de sortes convenables vérifiant les préconditions sur les opérations qui
y apparaissent. ’

En conclusion, un critére pour savoir si on a écrit suffisamment d’axiomes est :
peut-on déduire de ces axiomes le résultat de chaque observateur sur son domaine
de définition?

De méme, pour vérifier qu’on n’a pas écrit d’axiomes contradictoires, il faut vérifier
que cette valeur est unique : il serait en effet génant, comme on 1’a vu, de pouvoir
montrer que la borne inférieure d’un vecteur est égale a 0, et qu’elle est également
égale a 1... Cela impliquerait que O est égal a 1, et & partir de 12 on pourrait démontrer
n’importe quoi : on dit alors que les axiomes sont inconsistants.

4. Types abstraits et programmation

A Tissue d’une conception descendante, on veut obtenir 1’algorithme dans un
langage de programmation. Dans ce livre, il s’agit du langage proche de Pascal
décrit au chapitre 1. Il faut donc établir une correspondance entre les types abstraits
utilisés pour concevoir 1’algorithme et les types du langage de programmation. On
présente dans les chapitres suivants des représentations concrétes classiques pour
les principaux types abstraits utilisés dans ce livre, qui sont :

1) les structures séquentielles, essentiellement les listes, et les cas particuliers
de celles-ci que sont les piles et les files;

2) les ensembles, en se limitant aux cas ol les éléments sont pris dans un
domaine fini ou quand les ensembles contiennent peu d’éléments;

3) les structures arborescentes : arbres binaires et arbres planaires généraux ;

4) les structures relationnelles ou graphes.

Auparavant, on rappelle quelques principes de la représentation des objets dans un
langage de programmation du type Pascal.

Un tel langage comporte d’une part des types de base (boolean, integer, real,
char) dont les objets ont une représentation en mémoire bien définie, et d’autre
part des constructeurs (array, record, 1) qui permettent de combiner entre eux les
types de bases pour former des types plus complexes. Dans I'implémentation ces
combinaisons correspondent & des groupements de cellules mémoires.

Il y a essentiellement deux facons de grouper les cellules : par contiguité et par
chatnage. Dans les groupements contigus on assemble des cellules qui sont cote
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cdte dans la mémoire : tableaux, enregistrements. Dans les groupements chainés on
lie entre elles, a I’aide de pointeurs, des cellules situées un peu partout en mémoire.
Un pointeur est une cellule dont le contenu est la désignation (1’adresse) d’une autre
cellule.

On va retrouver ces deux approches pour représenter les différents types étudiés
dans les chapitres suivants, et I’on montrera comment 1’organisation de la mémoire
influe sur la complexité des algorithmes.

Lectures conseillées pour le chapitre 4

Liskov & Guttag, Abstraction and Specification in Program Development, MIT Press
& McGraw-Hill, 1986.

“Algebraic Specifications”, chapitre 22 in : The Software Engineer’s Reference Book,
McDermid ed., Butterworth Scientific Ltd, 1990.



Chapitre 5
Structures séquentielles

On présente ici les listes linéaires qui sont la forme la plus commune d’organisation
des données. On organise en liste linéaire des données qui doivent &tre fraitées
séquentiellement. De plus une liste est évolutive, c’est-a-dire qu’on veut pouvoir
ajouter et supprimer des données. Deux cas particuliers des listes jouent un rdle
important en informatique : les piles, ol les données sont ajoutées et supprimées
a une méme extrémité (le sommet); les files, ol les données sont ajoutées a une
extrémité de la liste (la queue) et supprimées a ’autre extrémité (la téte). On donne
dans ce chapitre différentes représentations des listes linéaires, des piles et des files,
et on les compare.

1. Les listes

Définition : Une liste linéaire ) est une suite finie, éventuellement vide, d’éléments
repérés selon leur rang dans la liste : A =< ey, ...,e, >.

Soit E I’ensemble des €léments, I’ensemble L des listes peut se définir récursivement
par :

L=@+ExL

L’ordre des éléments dans une liste est fondamental. Il faut remarquer que ce n’est
pas un ordre sur les éléments, mais un ordre sur les places des éléments. Ces places
sont totalement ordonnées, c’est-a-dire, qu’il existe une fonction de succession, succ,
telle que toute place est accessible en appliquant succ de maniére répétée a partir de
la premiére place de la liste. Pour toute place p d’une liste A non vide on a donc :

3k > 0 tel que p = succ®(téte())) (1)

ol téte()\) indique la premiere place de \. Chaque place a un contenu, qui est un
élément.
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Le nombre n d’éléments (donc de places) de ) est appelé la longueur de M. Sin =0
1a liste ne contient aucun élément : elle est vide. D’autre part la fonction succ n’est
pas définie pour la n®™¢ place, ce qui revient 2 dire que :

succ™(téte(A)) n’est pas défini.

Parmi les schémas de traitement mis en ceuvre par les algorithmes qui manipulent des
listes, le plus usuel consiste & examiner séquentiellement, dans 1’ordre des places,
toutes les places d’une liste non vide pour appliquer le méme traitement a leur
contenu :

z 1= téte()); traiter(contenu(z));

for i:=1 to longueur()\) — 1 do begin
x := succ(z); traiter(contenu(z))

end;

En plus du traitement séquentiel des éléments en suivant 1’ordre des places, les
opérations de base que 1’on effectue sur les listes sont'les suivantes :

— accéder au k%™ élément;
— supprimer le k**™¢ élément;
— insérer un nouvel élément 2 la k*™¢ place.

1.1. Le type abstrait «Liste itérative»

Si on suit ce qui vient d’étre dit, la signature du type Liste est la suivante ;

sorte Liste, Place
utilise Entier, Elément

opérations
liste-vide : — Liste
acceés : Liste x Entier — Place
contenu . Place — Elément
longueur : Liste — Entier
supprimer : Liste x Entier — Liste
insérer : Liste x Entier x Elément — Liste
succ : Place — Place

Selon la terminologie du chapitre précédent, Liste et Place sont les sortes définies.
Les opérations accés et succ sont les opérations internes de Place; contenu est
un observateur de Place. Les opérations liste-vide, supprimer et insérer sont les
opérations internes de Liste; acceés et longueur sont les observateurs de Liste.

Les opérations ci-dessus ne sont pas définies partout. On a les préconditions
suivantes :
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préconditions
accés(\, k) est-défini-ssi 1 < k < longueur())
supprimer(), k) est-défini-ssi- 1 < k < longueur())
insérer(\, k, e) est-défini-ssi 1 < k < longueur()) +1

{k = longueur () + 1 correspond a I’ ajout en fin de liste}

Ces opérations satisfont les axiomes suivants, oll A est de sorte Liste, & est de sorte
Entier et e est de sorte Elément :
longueur(liste-vide) = 0
A # liste-vide & 1<k < longueur()) =
longueur(supprimer(\, k)) = longueur(A) — 1
1 <k < longueur(\) +1 =
longueur(insérer(\, k, e)) = longueur()) + 1

Ces trois axiomes définissent suffisamment, et de manitre consistante 1’opération
longueur.

11 faudrait maintenant donner les axiomes pour 1’observateur accés. Cependant
le résultat de cet observateur n’est pas trés intéressant : ce qui est vraiment
caractéristique d’une liste ¢’est le contenu de la %™ place.

On se donne donc un nouvel observateur, iéme, de profil :

iéme : Liste x Entier — Elément
et tel que
ieme()\, k) = contenu(acceés (A, k))

- Cette opération a la méme précondition que 1’opération accés, et vérifie les axiomes
ci-dessous, ol ) est de sorte Liste, k, 7 sont de sorte Entier et e est de sorte Elément :
A # liste-vide & 1 < k < longueur()) & 1<i<k=
iéme(supprimer(, k), ©) = iéme(\, 1)
A # liste-vide & 1 < k < longueur(\) & k <i < longueur(\) —1=
iéme(supprimer(\, k), i) = ieme(\,i+ 1)

1<k < longueur(\)+1 & 1<i<k=>
ieme(insérer(), k, e), 1) = ieme(}, i)

1<k <longueur\)+1 & k=i=
ieme(insérer(\, k, e), i) =e

1<k < longueur(\) +1 & k <i< longueur(A)+1=
iéme(insérer(\, k, e), i) = iéme(\, i —1)

L’opération iéme n’étant pas définie pour les listes vides, elle est suffisamment
définie par les axiomes ci-dessus.

Enfin, on a I’axiome suivant sur les places :
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A # liste-vide & 1<k < longueur()\) =
succ(acceés(A, k)) = accés(\, k+1)

1.2. Le type abstrait «Liste récursive »

On aurait pu se donner une autre définition des listes en prenant comme opérations
de base non plus I’acces et I’insertion 2 la k*™¢ place, mais plutdt I’opération téte
qui rend la premiere place d’une liste et I’opération fin qui donne la liste amputée
de sa premiere place. On obtient alors :

sorte Liste, Place
utilise Elément, Entier

opérations
liste-vide : — Liste
téte . Liste — Place
fin : Liste — Liste
cons : Elément x Liste — Liste
premier : Liste — Elément
contenu : Place — Elément
succ : Place — Place
préconditions

téte()) est-défini-ssi \ #£ liste-vide
fin()) est-défini-ssi )\ # liste-vide
premier()\) est-défini-ssi ) # liste-vide

axiomes
X # liste-vide = premier()\) = contenu(téte(\))
fin(cons(e, ) )= A
premier(cons(e, \)) =e
A # liste-vide = succ(téte()\)) = téte(fin(\))

avec
A: Liste; e : Elément

Cette formulation permet de décrire plus facilement les traitements récursifs des
listes alors que la précédente est plus commode pour les traitements itératifs. Au
demeurant ces définitions sont trés proches puisque 1’on peut définir téze, fin et cons
en terme des opérations accés, insérer et supprimer et que I’inverse est également
vrai. Par exemple on a : téte()\) = accés(\, 1) (cf. exercices). On peut aussi définir
les listes récursives «en arrire» en se donnant les opérations dernier et début...
(cf. exercices).
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1.3. Extensions du type liste

On a souvent 2 effectuer sur les listes des opérations plus complexes que celles

’

d’un élément dans une liste. Ces opérations se définissent i partir des opérations de
base données ci-dessus. On les appelle des extensions du type. Il est intéressant de
constater que la concaténation se formule plus facilement pour les listes-itératives
que pour les listes récursives.

1.3.1. Opération de concaténation de deux listes

Cette opération a pour profil
concaténer . Liste x Liste — Liste

Elle consiste & construire une liste en mettant deux listes bout 2 bout. On peut la
définir par les axiomes suivants, olt A et A’ sont de sorte Liste et 7 est de sorte
Entier :
longueur(concaténer(\, X')) = longueur()\) + longueur(\")
1 < i < longueur()\) = iéme (concaténer(), \'), i) = iéme(], )
longueur(\) + 1 < i < longueur()) + longueur(\') =
iéme(concaténer(A, \'), i) = iéme()',i— longueur(\))

Ces axiomes sont suffisamment complets puisque la valeur des observateurs lon-
gueur et iéme peut étre déduite pour concaténer(\, )'), si on connait la valeur de
ces observateurs pour A et \'. "

On aurait aussi pu définir ’opération concaténer récursivement sur les opérations
liste-vide et cons comme suit :

concaténer(liste-vide, \') = N
concaténer(cons(e, )), X') = cons(e, concaténer(), \'))

1.3.2. Opération de recherche d’un élément dans une liste

Cette opération consiste A rechercher si un élément est présent dans une liste et,
dans ce cas, 2 retourner la place de cet élément. Le profil de cette opération est :

rechercher : Liste x Elément — Place

On prend ici la convention que cette opération n’est pas définie si 1’élément
recherché n’est pas présent dans la liste. Pour écrire la précondition sur rechercher,
on se donne V’opération suivante :

est-présent : Liste x Elément — Booléen

avec les axiomes :
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est-présent(liste-vide, e ) = faux
e=¢' = est-présent(cons(e, ), €') = vrai
e # € = est-présent(cons(e, ), €') = est-présent())

Moyennant quoi, on a la précondition et 1’axiome suivants pour rechercher :

rechercher(), €) est-défini-ssi est-présent(), e) = vrai
est-présent(\, e) = vrai => contenu(rechercher(), e)) = e

11 faut noter qu’en cas de répétition de e dans ), cette spécification ne précise pas
de quelle occurrence de e on retourne la place.

Si on veut préciser qu’on cherche la premiere occurrence comme au chapitre 2, on
peut écrire, en les utilisant le type liste récursive (pour le type liste itérative voir
les exercices) :

e = e’ = rechercher(cons(e, )\), €') = téte())
e#e = rechercher(cons(e,A), e') = rechercher(), €')

L’algorithme étudi€é dans le chapitre 2 est une implémentation de 1’opération
rechercher sur une représentation des listes par un tableau. On discute au paragraphe
suivant les diverses représentations des listes.

2. Représentation des listes

2.1. Représentation contigué

La liste est représentée par un tableau dont la i#®™¢ case est la i%™¢ place de la liste.
1l est clair que dans ce cas la longueur de la liste ne peut dépasser la taille du tableau,
qui est surdimensionné. Pour ne pas prendre en compte tous les éléments présents
dans le tableau, mais seulement ceux de la liste, on a besoin de connaitre la longueur
de la liste. La liste est donc représentée par un couple <tableau, entier> (voir figu-
re 1); on a le type Pascal suivant :

type LISTET = record ¢ : array [1°.. Imax] of Elément;
longueur : 0 .. Imax
end;

1 n Imax longueur

tjerie2|e3| .. €n n

Figure 1. Représentation contigué d’une liste.
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N.B. On n’est pas obligé d’utiliser un type enregistrement : il est possible de
représenter une liste par deux variables distinctes, une pour le tableau des éléments,
’autre pour la longueur. Les notations sont plus commodes dans les programmes,
mais la méme entité est représentée par deux objets distincts, ce qui peut étre source

d’erreurs.

Soit L une variable de type LISTET. Si L représente la liste vide, on a
L.ongueur = 0. L’expression L.t[i] dénote, selon le contexte, I’acces 2 la i#éme
place de la liste représentée par L, ou le i*™¢ élément de cette liste. L’opération
succ est représentée par la succession des cases du tableau en mémoire.

Avec cette représentation il est simple d’accéder au k*™¢ &lément d’une liste, et de
parcourir séquentiellement une liste. Il est également facile d’insérer ou de supprimer
le dernier élément; cependant lorsque 1’élément 2 insérer ou supprimer est A la k#¢me
place d’une liste L, avec k < L.Jongueur, il faut déplacer tous les €léments de la
place d’indice k 2 la place d’indice L.longueur dans le tableau pour reconstituer la
structure.

procedure supprimer (var L : LISTET; k : 1.. Imax);
varn:0. Imax;i: 1. Imax;
begin
n := L.longueur,
if £ <n then begin
fori :=kton—1do L.ifs] :=L.t[i+1]; Llongueur :=n -1
end
end supprimer;

procedure insérer (var L : LISTET; k : 1.. Imax; = : Elément);
varn: 0 .. lmax; i:1 . Imax;
begin
n := L.longueur;
if (n <Ilmax) and (k < n + 1) then begin
for i :=n downto k£ do L.t[i + 1] := L.t[];
L.k} :==z; Lilongueur :=n+1
end
end insérer;

On voit qu’une suppression demande au pire n— 1 affectations d’éléments (suppres-
sion du premier élément) et une insertion n + 1 (insertion a la premitre place), ol
n est le nombre d’éléments de la liste.

Cette représentation est relativement bien adaptée aux listes itératives : acces et
parcours sont tres efficaces; mais les adjonctions et insertions ailleurs qu’en fin de
liste sont cofiteuses et il faut savoir majorer la taille des listes.

EHe est par contre mal adaptée aux listes récursives : 1’acces au premier élément
est facile, mais il n’est pas commode de représenter les opérations cons et fin.



70 Structures de données

2.2. Représentation chainée

On utilise des pointeurs pour chainer entre eux les €léments successifs, et la liste est
alarce-déterminde-na !adrea & e AN premie alamen .. e e ' ire AN = ee

par le type PASCAL suivant :
type cellules = record val : Elément; lien : 1 cellules end;
LISTEP =1 cellules;
La figure 2 montre une liste L de type LISTEP, contenant 4 éléments.
L

—tpe] €1 | ! 2| — €3] ——P{ 4| nil

Figure 2. Liste chainée.

La liste vide est représentée par le pointeur nil. Si la liste représentée par L n’est
pas vide, la valeur de L est un pointeur qui représente téte(L); LT .lien représente
fin(L); si la place p est représentée par le pointeur P, succ(p) est représenté par
P1.lien.

Cette représentation nécessite de la place mémoire supplémentaire pour les poin-
teurs. Elle a I’avantage de ne pas imposer une longueur maximum sur les listes;
elle permet de traiter facilement la plupart des opérations sur les listes : le parcours
séquentiel, 1’insertion et la suppression d’un élément 2 une place quelconque, la
concaténation de deux listes, se font par une simple manipulation de pointeurs. Ce-
pendant le calcul de la longueur nécessite le parcours de toute la liste; de méme,
’acces au k*®™¢ élément n’est plus direct : on doit parcourir k¥ — 1 pointeurs 2 partir
de la téte de la liste pour trouver le k%#™¢ élément.

Quoique trés simples dans leur principe, ces procédures sont souvent pro-
grammées de manidre erronée, la manipulation des pointeurs devant se faire
avec soin. On trouvera ci-dessous des fonctions et procédures correspondant
aux opérations longueur, iéme, supprimer et ajouter. On notera I'utilisation
systématique de variables auxiliaires pour parcourir la liste L (I’utilisation de
la variable L pour cela est une erreur fréquente qui a pour effet de perdre
la partie de la liste parcourue) et la nécessité du traitement particulier des
premiers éléments pour la suppression et I’insertion.

function longueur(L : LISTEP ) : integer;

var n : integer; P : LISTEP;

begin
n =0, P :=1L;
while P <> nil do begin n :=n+1; P := P{.lien end;
return (n)

end longueur;
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procedure iéme (L: LISTEP; k: integer; var z: Elément; var erreur: boolean);
{erreur prend la valeur true si, et seulement si, la précondition sur iéme n’est pas
satisfaite}

var ¢ : integer; P : LISTEP;

— begin
P :=L; erreur := false;

fori:=1tok—-1do
if P = nil then begin erreur := true; return end
else P := P1.lien; :
if P = nil then erreur := true else z := P1.val
end iéme;
procedure supprimer(var L : LISTEP; k : integer; var erreur : boolean);
var : : integer; P, PP : LISTEP;
begin
{cas on la liste est vide :}
if L = nil then begin erreur := true; return end;
{cas particulier de la suppression du premier élément 3}
if k£ = 1 then begin L := L1.lien; erreur := false; return end;
{cas général :}
P :=L; erreur := false;
for i :=1to k-1 do begin
PP :=P; P := P1.lien;
if P = nil then begin erreur := true; return end
end;
PP1.lien := P1.lien
end supprimer;

procedure insérer(var L: LISTEP; k: integer; z: Elément; var erreur: boolean);
var ¢ : integer; C, P, PP : LISTEP;
begin
{cas particulier de I'insertion du premier élément :}
if & = 1 then begin :
new(C); Ct.val := z; erreur := false; C1.lien := L; L := C; return
end;
{cas général :}
P :=L; erreur := false;
for i :=1to k-1 do begin
if P = nil then begin erreur := true; return end;
PP :=P; P :=P1.lien
end;
new(C); C1.val := z; Ct.lien := P; PP1.lien := C
end insérer;

On remarque que toutes ces opérations nécessitent au pire ©(n) affectations de
pointeurs, si la liste contient n éléments.
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Cependant, cette représentation permet des adjonctions et des suppressions en milieu
de liste sans déplacements d’éléments. Elle permet aussi de concaténer deux listes
sans recopier la deuxi¢me.

La programmation des fonctions et procédures ci-dessus serait beaucoup plus simple

si on vérifiait les préconditions avant le parcours, plut6t que pendant. Cela nécessite
un parcours supplémentaire de la liste, éventuellement sur toute sa longueur. Une
variante intéressante de cette représentation consiste & prendre un couple <liste
chainée, longueur> et de mettre 2 jour la longueur, comme dans le cas contigu, 2
chaque suppression ou insertion. Cela ne change pas, cependant, I’ordre de grandeur
de la complexité.

1l existe d’ailleurs de nombreuses variantes de la représentation des listes a I’aide
de pointeurs :

a) 11 est parfois commode de définir une liste non pas comme un pointeur sur une
cellule, mais par un bloc de cellules du méme type que les autres cellules de la
liste. Ce bloc ne contient que I’adresse du premier élément de la liste (voir figure
3). L utilisation d’un tel bloc permet d’éviter un traitement spécial pour 1’insertion
et la suppression en début de liste (cf. exercices).

L

\\\“ il €1 | il c2 | ! €3 | —1p e4 | nil
AN

Figure 3. Liste chainée avec téte de liste.

b) On peut aussi créer des listes circulaires : on remplace, dans la demi€re place de
1a liste, le pointeur & nil par un pointeur vers la téte de la liste; de plus si I’on choisit
la derniére place comme point d’entrée dans la liste comme dans la figure 4, on
retrouve la téte de liste en parcourant un seul lien (notons que dans la représentation
classique des listes, pour avoir le premier et le dernier élément, il faut utiliser deux
pointeurs si ’on veut éviter de parcourir toute la liste). Les listes circulaires sont
utiles notamment pour représenter des files (on y revient au paragraphe suivant).

dernier

cl | =t e2 | — 3| — P cd

Figure 4. Liste chainée circulaire.

c) Dans la représentation classique, le parcours des listes est orienté¢ dans un
seul sens : du premier élément vers le dernier élément. Cependant de nombreuses
applications nécessitent de parcourir les listes 2 la fois vers ’avant et vers l’arriere,
et dans ce cas on peut faciliter le traitement en rajoutant des «pointeurs arriere»
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ce qui augmente évidemment la place mémoire utilisée. On obtient alors une liste
doublement chainée : chaque place comporte un pointeur vers la place suivante
et un pointeur vers la place précédente. Sur la figure 5, on a représenté une liste
doublement chafnée circulaire.

e1| T 2| T 3| T o4

i1
/

entrée

Figure 5. Liste doublement chainée circulaire.

2.3. Simulation de pointeurs dans un tableau

Certains langages de programmation ne comportent pas de pointeurs. On peut
cependant simuler dans ce cas la notion de pointeur dans un tableau, 2 I’aide d’entiers
qui représentent 1’indice des places dans le tableau; le type PASCAL suivant décrit
une mémoire ol I’on représente des listes chainées :

type MEM = array [1.. max] of record val : Elément;
suiv : integer end ;

Une liste est alors représentée par un indice dans le tableau de type MEM.

L1 4 1 5
2 1e3| 8
3 ]le4] O
L2 6 4 |el| 2
5 0
6 [e2] 3
LIBRE| 7 7 1
8 1e5]| 0

Figure 6. Listes chainées dans un tableau.
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Le choix pour max d’un nombre assez grand permet non seulement de faire évoluer
une liste en y insérant des éléments, mais aussi de représenter plusieurs listes 2
I’intérieur d’un méme tableau : sur la figure 6 on a représenté dans un méme
tableau, ol max vaut 8, la liste (el, e3,e5) dont I’indice de téte dans le tableau est
T contenu dans Ia variable entiere L1, et'1a liste (e2;e4) dont 'indice de téteestdans
L2; de plus, pour pouvoir insérer et supprimer des éléments dans les listes, il faut
chafner entre elles les cases libres du tableau : insérer dans L1 ou L2 provoque la
suppression de la premitre place de la liste libre (ce qui correspond a un new de
Pascal); supprimer dans L1 et L2 provoque 1’adjonction de la place supprimée en
téte de la liste libre (en Pascal, la restitution des zones de mémoire libres se fait
soit automatiquement par un ramasse-miettes, soit explicitement par I’instruction
dispose). Sur la figure 6, la variable LIBRE contient I'indice dans le tableau de la
premitre place de la liste libre (voir aussi exercices). L’indice 0 correspond ici au
pointeur nil.

3. Les piles et les files

Pour beaucoup d’applications, les seules opérations a effectuer sur les listes sont
des insertions et des suppressions aux extrémités.

3.1. Les piles

Dans les piles les insertions et les suppressions se font a une seule extrémité, appelée
sommet de pile. Les piles sont aussi appelées LIFO, pour Last-In-First-Out, c’est-a-
dire, dernier-entré-premier-sorti; une bonne image pour se représenter une pile est
une ... pile d’assiettes : c’est en haut de la pile qu’il faut prendre ou mettre une
assiette !

Les opérations sur les piles sont : tester si une pile est vide; accéder au sommet
d’une pile; empiler un élément; retirer I’élément qui se trouve au sommet (dépiler).

La signature du type Pile est donc :

sorte Pile
utilise Booléen, Elément
opérations
pile-vide : — Pile
empiler : Pile x Elément — Pile
dépiler : Pile — Pile
sommet : Pile — Elément

est-vide :  Pile — Booléen



Structures séquentielles 75
Les opérations dépiler et sommet ne sont définies que si la pile n’est pas vide :

dépiler(p)  est-défini-ssi est-vide(p) = faux
sommet(p) est-défini-ssi est-vide(p) = faux

Ces opérations vérifient les axiomes suivants, oll p est de sorte Pile, et e de sorte
Elément :

dépiler(empiler(p, €)) = p
sommet(empiler(p, e)) = e

D’autre part, I’opération est-vide vérifie :

est-vide(pile-vide) = vrai
est-vide(empiler(p, e)) = faux

Cette spécification est suffisamment complite car on sait réécrire en utilisant le
deuxiéme axiome toute expression définie, sans variable, comportant une opération
dépiler, en une expression équivalente ne comportant que les opérations pile-vide
et empiler. Or, on peut déduire par les autres axiomes le résultat des observateurs
sommet et est-vide sur toute expression sans variable, définie, ne comportant que
des opérations pile-vide et empiler.

On peut utiliser pour implémenter les piles toutes les représentations étudiées pour
les listes. On montre ici une représentation contigué et une représentation chainée,
avec, pour chaque cas, la représentation correspondante des opérations du type
abstrait Pile.

3.1.1. Représentation contigué des piles

Les éléments de la pile sont rangés dans un tableau, et I’on conserve aussi I’indice
du sommet de pile; on a, par exemple, le type PASCAL suivant :

type PILE = record som : integer;
elts : array [1.. Imax] of Elément
end;

La pile vide est représentée par tout enregistrement dont le champ som contient 0.
Les opérations du type abstrait sont données ci-dessous. ‘

procedure pile-vide(var P : PILE);
begin

P.som :=0
end pile-vide;
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procedure empiler(var P : PILE; z : Elément);
begin
if P.som = Imax then write (‘erreur pile pleine’)
else begin P.som := P.som + 1; P.elts[P.som] := z end

end empiler;

procedure dépiler(var P : PILE);

begin
if est-vide (P) then write (‘erreur pile vide’)
else P.som := P.som —1

end dépiler;

function somme(P : PILE) : Elément;

begin
if est-vide(P) then write (‘erreur pile vide”)
else return (P.elts{ P.som))

end sommet;

function est-vide(P : PILE) : boolean;
return (P.som = 0);

3.1.2. Représentation chainée des piles

Les éléments de la pile sont chainés entre eux, et le sommet d’une pile non vide
est le premier de 1a liste; la pile vide est représentée par nil. On a le type PASCAL
suivant :

type Elt = record val : Elément; lien : 1Elt end;
PILE = 1Elt;

On donne ci-dessous la programmation des opérations sur les piles dans ce cas.

procedure pile-vide(var P : PILE);
begin

P :=nil
end pile-vide;

procedure empiler(var P : PILE; z : Elément);
var E : PILE;
begin
new (E); Et.val := z;, Etlien:==P; P := E
end empiler;

procedure dépiler(var P : PILE);

begin
if est-vide(P) then write (‘erreur pile vide’)
else P := Pt.lien

end dépiler;
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function sommet(P : PILE) : Elément;

begin
if est-vide(P) then write (‘erreur pile vide’)
else return (P1.val)

et

function esr-vide(P : PILE ) : boolean;
return (P = nil);

Les en-tétes de ces procédures sont les mémes pour les deux représentations et
correspondent 2 peu de choses prés, 2 la signature du type Pile. Cela permet,
dans la suite de ce livre, d’utiliser des piles pour certains algorithmes sans préciser
I’implémentation choisie.

La différence entre ces en-tétes et la signature du type Pile vient de 1’utilisation de
procédures oll le méme paramétre (passé par variable) est utilisé comme argument
et comme résultat.

3.2. Les files

Dans le cas d’une file on fait les adjonctions 2 une extrémité, les acces et les
suppressions 2 1’autre extrémité. Par analogie avec les files d’attente on dit que
I’élément présent depuis le plus longtemps est le premier, on dit aussi qu’il est en
tete. Les files sont aussi appelée FIFO pour First-In-First-Out, c’est-a-dire, premier-
entré-premier-sorti. Les opérations sur les files sont : tester si une file est vide;
accéder au premier €lément de la file; ajouter un élément dans la file; retirer le
premier élément de la file. La signature du type File est donc :

sorte File

utilise Booléen, Elément

opérations
file-vide : — File
ajouter . File x Elément — File
retirer : File — File
premier : File — Elément
est-vide . File — Booléen

Les opérations premier et retirer ne sont définies que si la file n’est pas vide :

premier(f)  est-défini-ssi est-vide(f) = faux
retirer(f) est-défini-ssi est-vide(f) = faux

Naturellement, les axiomes different de ceux de la pile en ce qui conceme les
opérations premier et retirer. Pour tout f de sorte File et tout e de sorte Elément,
ona:

est-vide(f) = vrai = premier(ajouter(f, e)) = e
est-vide(f) = faux=> premier(ajouter(f, e)) = premier(f)
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est-vide(f) = vrai = retirer(ajouter(f, e)) = file-vide
est-vide(f) = faux=> retirer(ajouter(f, e)) = ajouter(retirer(f), e)

De plus on a les axiomes suivants pour est-vide :

est-vide(file-vide) = vrai
est-vide(ajouter(f, e)) = faux

On peut représenter les files de mani¢re contigué ou de maniére chainée.

3.2.1. Représentation contigué des files

Dans ce cas on doit conserver ’indice i du premier élément et I’indice j de la
premire case libre apres la file. On fait progresser ces indices modulo la taille /max
du tableau. Le seul point délicat est la détection des débordements (voir la figure 7
et les exercices).

M iélémentsdelaﬁle %\\\\\:}: ii<jj

Figure 7. Etats possibles de la représentation contigu¢ d’une file.

3.2.2. Représentation chainée des files

Dans le cas d’une représentation chainée, soit on a deux pointeurs, téte et dernier,
vers le premier et le dernier élément de la file, soit on utilise le pointeur qui suit
le dernier élément pour repérer le premier élément. On a alors une représentation
circulaire comme le montre la figure 8 b.
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e[ [ Fo{ [ o I—]->{4Inill

b)d,m,-,,&] I*I S T |—+»FLW

Figure 8. Représentation chainée des files.

Les représentations contigués des piles et des files sont trés performantes en place et
en temps mais il faut savoir majorer le nombre d’éléments pour pouvoir les utiliser.
Les représentations chainées prennent plus de place en mémoire mais n’imposent
pas cette majoration.

La programmation des opérations sur les files, dans le cas contigu et dans le cas
chainé est laissée en exercice.
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Exercices

1. On a donné deux définitions de type abstrait pour les listes : le type «liste
itérative» et le type «liste récursive».

a) Montrer que les opérations téte, fin et cons peuvent se définir en termes des
opérations accés, insérer et supprimer.

b) Montrer que les opérations accés, insérer, supprimer et longueur peuvent se
définir en termes des opérations réte, fin et cons.

2. On peut également définir le type liste récursive «en arriére», en prenant, au lieu
des opérations téte et fin, les opérations dernier et début (les autres opérations du
type étant les mémes). L’opération débur donne, pour une liste non vide, 1a liste
privée de son dernier élément et I’opération dernier donne le derier élément d’une
liste qui a au moins un élément.

a) Préciser les domaines de définition de début et de dernier et montrer que ces
opérations se définissent en termes des opérations du type abstrait «liste récursive».

b) Montrer que les opérations téte et fin peuvent se définir 2 I’aide des opérations
début et dernier.

¢) Définir I’opération concaténer en utilisant début et dernier.

3. Définir 1’opération recherche de la premiére occurrence d’un élément dans une
liste pour le type «liste itérative».

4. L’opération inverser consiste a inverser ’ordre des €léments d’une liste. Donner
des axiomes qui définissent cette opération en utilisant les opérations du type «liste
récursive», puis celles du type liste récursive «en arriere ».

5. a) Une autre représentation des listes par tableau consiste & implémenter
différemment 1’opération de suppression : a la place de 1’élément détruit, on met
une valeur spéciale qui ne peut pas étre prise par les éléments de la liste. Définir
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le type correspondant et écrire les procédures de suppression, insertion et recherche
d’un élément dans une liste.

b) Une variante du type LISTEP (cf. figure 3) consiste & considérer une téte
de liste. Comment les opérations sont-elles modifiées ?

¢) Reprendre les questions précédentes dans le cas d’une liste triée.

6. On se donne NV entiers en lecture. Ecrire une procédure qui constitue une liste
chainée de ces entiers. (On donnera une version récursive et une version itérative).

7. Soit L une liste d’entiers représentée par une liste simplement chainée. Donner
une procédure récursive qui effectue le traitement suivant : écrire sur une ligne les
entiers de la liste dans I’ordre ol ils figurent dans L, et sur la ligne suivante la liste
des carrés dans 1’ordre inverse.

8. Ecrire des programmes qui décrivent les opérations d’insertion et de suppression
dans les listes pour la représentation doublement chainée.

9. Pour jouer 8 AM-STRAM-GRAM, N enfants forment une ronde, choisissent 1’un
d’eux comme le premier, commencent & compter 2 partir de lui et décident que le
k**me enfant doit quitter la ronde, puis le 2k*™e, et ainsi de suite.

a) En représentant la ronde des enfants par une liste circulaire, écrire un
programme qui donne la suite des enfants dans I’ordre ol ils sont sortis de la
ronde.

b) Reprendre le probléme avec une représentation de la ronde dans un tableau.

10. On appelle palindrome un mot m qui se lit de la méme fagon de gauche 2 droite
et de droite & gauche. Par exemple les mots «elle» et «radar» sont des palindromes.
Un mot étant considéré comme une liste de caractéres, trouver une représentation
chainée judicieuse pour les mots et écrire une procédure qui reconnait si un mot est
un palindrome.

11. Ecrire deux procédures de fusion de deux hstes triées Ly et Ly sans répétition
d’éléments telles que :

a) pour la premiere procédure, la liste résultante L est triée et chaque élément
apparait dans L autant de fois qu’il apparait dans L; et dans L.,

b) pour la seconde, la liste résultante L est triée et n’a qu’une seule occurrence
de chaque élément.
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12. a) Ecrire une procédure qui concatne deux listes, pour chacune des deux
représentations contigu€ et chainée.

b) En choisissant une représentation chainée, écrire une procédure qui
concaténe une liste de listes.

13. Ecrire une procédure qui inverse une liste chainée sans recopier ses éléments.

14. Soit L une liste chainée. Ecrire des procédures telles que :
a) dans la premitre on supprime toutes les occurrences d’un élément donné z.

b) dans la deuxieme, pour chaque élément de la liste, on ne laisse que sa
premigre occurrence.

15. On considere des polynémes de la forme : P(z) = 4,z +ap—12°% +...+a12°",
avece; >ex > ..>ep, >0.

a) Trouver une représentation adéquate d’un polyndme par une liste chainée.
b) Ecrire une procédure d’addition de deux polynomes.
c¢) Ecrire une procédure de différentiation d’un polynéme.

d) Ecrire une procédure de multiplication de deux polynbémes.

16. Un nombre entier p peut étre codé en représentation binaire : bob; ... b,, avec
n

b =0oul,(1<i<n)etp= Zbﬂ”";. Ecrire une procédure incrément qui
=0

ajoute 1 2 un entier codé en binaire.

17. Trouver comment ranger deux piles dans un seul tableau T' de sorte qu’on ne
puisse plus empiler sur aucune que si le tableau est plein. Ecrire une procédure
empiler(x, T, B) qui empile 1’élément z sur 1’'une des deux piles dans T selon la
valeur du booléen B.

18. Dans cet exercice on étudie quelques propriétés des permutations engendrables
par une pile.

-a) Imaginons quatre voitures vy, v, v et vy arrivant a la queu-leu-leu sur une
route A une seule voie (v; étant en téte), pour entrer dans un garage qui n’a qu’une
seule voie. Les mouvements possibles des voitures sont : une voiture ne peut ressortir
que si elle est la dernidre entrée (les voitures ne peuvent sauter I’une par dessus



Structures séquentielles 83

Sortie g "\ / —«ag—— Entrée

— Y —

PILE

Garage

Figure 9

autre) et les voitures ressortent sur une autre voie que la voie d’entrée. Le garage
fonctionne ainsi comme une pile. On réalise la suite d’actions suivante :

1) rentrer v; ; 2) rentrer ve; 3) sortir ve; 4) entrer v;; 5) entrer vy ; 6) sortir
vg; 7) sortir vz ; 8) sortir v;. Il en résulte que 1’ordre de sortie des voitures
n’est plus vy, v2,vs, v4 Mais vy, v4,v3,v1 : ON a Obtenu une autre permutation.
Supposant que six voitures v1,ve,v3,v4, Vs, Vs S€ présentent dans cet ordre a
I’entrée du garage (v; en téte), peut-on obtenir I’ordre vs, v2, vs, v, v4, V1 (V3
en téte) et ordre v;,vs,v4,v6, v2,v3 (vy en téte) en sortie? Dans les cas od
c’est possible, comment le réaliser?

b) On peut symboliser I’action «entrer une voiture» par le symbole E (Empiler)
et ’action «sortir une voiture» par le symbole D (Dépiler). La suite des actions 1),
..., 8) peut alors &tre symbolisée par EEDEEDDD. Toutes les séquences formées
de E et de D ne s’interprétent pas par une suite d’actions sur la pile. Par exemple
la séquence EDDEEDDE n’a pas de sens puisqu’a un moment, il faudrait dépiler
une pile déja vide. Une séquence formée de E et de D est dite admissible si elie
contient autant de E que de D et si toutes les actions qui Iui correspondent peuvent
étre accomplies dans 1’ordre indiqué par la séquence.

Donner une régle qui caractérise les séquences admissibles, c’est-a-dire les permu-
tations engendrables par une pile.

¢) On note a,, le nombre de permutations de n éléments engendrables par une
pile. Calculer a,,. :

d) Montrer qu’il est possible d’obtenir la permutation p;, ps,...,Pn,
(1 £ pi £ n) & partir de 1, 2,..., n en utilisant une pile si, et seulement si, il
n’y a pas d’indices ¢ < j < k tels que p; < p < ;.

e) Si on utilise une file au lieu d’une pile, quelles sont les permutations de
1, 2,..., n qui peuvent étre obtenues?
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19. Ecrire des procédures qui décrivent les opérations ajouter et retirer dans le cas
d’une représentation des files par tableau. (On peut continuer 2 ajouter des éléments
tant que le tableau n’est pas plein.)

20. Donner une implémentation des opérations du type File dans le cas de la
représentation chainée.

Lectures conseillées pour le chapitre 5

Aho, Hopcroft & Uliman, Data Structures and Algorithms, Addison-Wesley, 1983.
Wirth, Algorithms + Data Structures = Programs, Prentice Hall, 1976.



Chapitre 6
Ensembles

Dans le cas des structures séquentielles étudiées au chapitre précédent, la notion
d’ordre des éléments appartenant & une liste ou une file ou une pile est fondamentale.
Ce n’est pas toujours le cas : I’ordre des éléments peut n’avoir aucune signification
et la propriété importante est la présence ou 1’absence d’un élément.

On retrouve alors la notion d’ensemble d’éléments : on veut pouvoir tester I’ap-
partenance d’un €élément 4 un ensemble, ajouter ou supprimer un élément, tester si
un ensemble est vide, etc. La définition et les propriétés des ensembles sont bien
connues et ne sont pas rappelées ici.

Cependant, dans certains cas on peut &tre amené A considérer des répétitions
d’éléments : on parle alors d’ensembles avec répétitions ou encore de multi-
ensembles. Certaines des représentations décrites dans ce chapitre sont valables
seulement pour les ensembles, d’autres le sont aussi pour les ensembles avec
répétitions.

1. Spécifications des ensembles

1.1. Le type abstrait Ensemble

La signature du type Ensemble comporte au moins les sortes et opérations suivantes :

sorte Ensemble
utilise Elément, Booléen

opérations
ensemble-vide : — Ensemble
ajouter : Elément x Ensemble — Ensemble
supprimer : Elément x Ensemble — Ensemble
- € - : Elément x Ensemble — Booléen

On a plusieurs choix pour le comportement de 1’opération ajouter dans le cas
d’un €lément déja présent et de méme pour 1’opération supprimer dans le cas d’un
€lément absent : on peut émettre un message d’erreur ce qui signifie qu’ajouter et
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supprimer sont des opérations partielles, ou on peut considérer que ces opérations
sont sans effet, ou on peut faire les deux... Dans les axiomes ci-dessous, on considere
qu’ajouter un élément présent ou supprimer un élément absent laisse 1’ensemble
inchangé.

Dans ce qui suit, = et y sont des variables de sorte Elément et e est une variable de
sorte Ensemble.

axiomes
x € ensemble-vide = faux
z =y => (z € ajouter(y, e)) = vrai
z #y = (z € ajouter(y, e)) = (z €e)
z =y = (z € supprimer(y, e)) = faux
z # y = (z € supprimer(y, e)) = (z € €)

Cette spécification peut &tre enrichie par d’autres opérations, par exemple le nombre
d’éléments d’un ensemble :
card : Ensemble — Entier

On a alors les axiomes :

card(ensemble-vide) = 0

(z € ) = vrai = card(ajouter(z, €)) = card(e)

(z € e) = faux=> card(ajouter(z, e)) = card(e) + 1
(z € €) = vrai = card(supprimer(z, €)) = card(e) — 1
(z € e) = faux=> card(supprimer(z, e)) = card(e)

On peut aussi ajouter les opérations classiques sur les ensembles : union, intersection,
complémentaire.

1.2. Enumération d’un ensemble

Dans le cas des listes, on a vu que le traitement de tous les éléments d’une liste
se fait par un parcours séquentiel des places. Dans le cas des ensembles, 1’ordre
de traitement des éléments n’est pas déterminé. Pour traiter tous les éléments
d’un ensemble non vide, on choisit un élément de 1’ensemble, on le traite, et on
recommence sur 1’ensemble obtenu en supprimant ’élément qui vient d’étre traité,
ceci tant que I’ensemble n’est pas vide.

On enrichit donc la signature des ensembles par une opération de choix d’un élément
de profil

choisir : Ensemble — Elément
avec la précondition suivante

choisir(ej est-défini-ssi e # ensemble-vide



Ensembles 87

et Paxiome
(choisir(e) € e) = vrai

s’écrit alors

e =e;

while ¢’ # ensemble-vide do begin
x := choisir(e'); traiter(z);
€' := supprimer(z, €')

end;

ol les opérations sur les ensembles sont représentées selon une des méthodes
étudi€es au paragraphe 2 de ce chapitre.

1.3. Cas des ensembles avec répétitions

Dans le cas des ensembles avec répétitions (appelés aussi multi-ensembles), on a
les mémes opérations que ci-dessus, mais certains axiomes different : en effet, le
nombre d’éléments augmente quand on ajoute un élément déja présent; de méme,
supprimer une occurrence d’un élément n’implique pas que cet élément n’appartient
plus au multi-ensemble, puisqu’il peut étre présent plusieurs fois. Il y a une opération
supplémentaire qui donne le nombre d’occurrences d’un élément dans un multi-
ensemble.

On a donc les axiomes suivants, ol z et y sont des variables de sorte Elément et m
une variable de sorte Multi-ensemble :

sorte Multi-ensemble
utilise Elément, Booléen

opérations :
multi-ensemble-vide : — Multi-ensemble
ajouter : Elément x Multi-ensemble — Multi-ensemble
supprimer : Elément x Multi-ensemble — Multi-ensemble
-€- : Elément x Multi-ensemble — Booléen
card : Multi-ensemble — Entier _
nb-occurrences : Elément x Multi-ensemble — Entier

axiomes

(z € multi-ensemble-vide) = faux

z =y = (z € gjouter(y, m)) = vrai

x £y = (z € gjouter(y, m)) = (z € m)

nb-occurrences(z, m) < 1= (z € supprimer(z, m)) = faux
z # vy = (z € supprimer(y,m)) = (z € m)
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card(multi-ensemble-vide) = 0

card(ajouter(z,m)) = card(m) + 1

(z € m) = vrai = card(supprimer(z, m)) = card(m) — 1
(z € m) = faux = card(supprimer(z, m)) = card(m)

nb-occurrences(z, multi-ensemble-vide) = 0
x =y = nb-occurrences(z, ajouter(y, m)) = nb-occurrences(z, m) +1
x # y = nb-occurrences(z, ajouter(y, m)) = nb-occurrences(z, m)
nb-occurrences(z, m) = 0 = nb-occurrences(z, supprimer(z,m)) = 0
nb-occurrences(z, m) > 1 =

nb-occurrences(z, supprimer(z, m)) = nb-occurrences(z, m) — 1
x # y = nb-occurrences(z, supprimer(y, m)) = nb-occurrences(z, m)

Comme la spécification des ensembles, cette spécification pourrait étre enrichie
d’opérations d’union et d’intersection.

L’énumération des éléments d’un multi-ensemble se fait selon le méme schéma qu’au
paragraphe 1.2, puisque 1’opération supprimer ne supprime qu’une occurrence de
I’élément en argument.

2. Représentation par des tableaux de booléens

Dans le cas o I’on travaille sur des ensembles dont les éléments possibles sont en
nombre fini N, il est possible de représenter tout ensemble par un tableau de NV
booléens : :

type ENSB = array [1..N] of boolean;
Si e est de type ENSB, e[i] a la valeur true si ¢ € e et la valeur false sinon.

Le test d’appartenance d’un €lément i 2 I’ensemble e se fait donc par un simple
acces au tableau. L’adjonction d’un élément 7 a un ensemble e se fait en affectant
la valeur true 2 efi] , et 1a suppression en lui affectant la valeur false.

Ces opérations sont donc représentées de maniere tres efficace puisqu’elles corres-
pondent a un acces ou a une affectation.

Cependant cette représentation est cofiteuse en place mémoire, surtout si IV est grand
et si les ensembles considérés n’ont pas beaucoup d’éiéments.

De plus, I’ensemble vide est représenté par un tableau ol tous les éléments valent
false. De ce fait, 1’initialisation d’un ensemble 2 la valeur ensemble-vide demande
N affectations. De méme, I’énumération de tout ensemble, ou le calcul du nombre
de ses éléments, demande le parcours du tableau, soit N acces.
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opération du type abstrait programmation
ajouter(z, e) elz] := true
supprimer(z, €) elz] := false
zE€e elz]
ensemble-vide for i :=1 to N do e[s] := false;
card(e) c:=0;
 fori:=1to N doif efi] then c:=c+1

Figure 1. Récapitulation de la représentation des ensembles
par des tableaux de booléens.

Notons que cette représentation doit étre modifiée pour les multi-ensembles : dans
ce cas, ce n’est plus un booléen qu’il faut avoir dans le tableau, mais un entier qui
indique le nombre d’occurrences.

Lorsque le nombre des éléments possibles N est trop grand, voire infini (par
exemple, des ensembles d’entiers, de mots...), mais que les ensembles qu’on
manipule effectivement sont de petite taille, une des solutions possibles est d’utiliser
des listes pour les représenter. Cette solution est présentée au paragraphe suivant. -

Remarque : Dans le langage Pascal, il existe un type ensemble, qui est tres
similaire & ce qui vient d’étre présenté : les éléments doivent étre de type scalaire.
La représentation interne est équivalente a des tableaux compressés de booléens,
ayant pour indices le type des éléments.

3. Représentation par des listes

Un ensemble est représenté par une liste de ses n éléments : il y a plusieurs listes
possibles puisque ’ordre des éléments n’a pas de signification.

Le test d’appartenance d’un élément = a un ensemble e représenté par une liste se
fait par un parcours séquentiel de la liste, en comparant chaque élément & z. On
arréte le parcours dés que la comparaison est un succes.

L’adjonction d’un élément z peut se faire de plusieurs manieres : on insere 1’élément
z a une place quelconque de la liste; on verra plus loin que le choix judicieux de
cette place dépend de la représentation de la liste. De plus, on a le choix entre faire
une adjonction «paresseuse», qui ne teste pas si z est déja présent dans la liste avant
de I’insérer, ou faire ce test d’appartenance avant toute adjonction, ce qui nécessite
le parcours de la liste, mais économise de 1a place mémoire, facilite les suppressions
ultérieures, ainsi que le calcul du nombre d’éléments.
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La suppression d’un €élément = nécessite un parcours de la liste. Si 1’adjonction est
paresseuse, il faut parcourir toute 1a liste pour supprimer toutes les occurrences de =,
sinon on peut arréter le parcours dés que I’on a rencontré z. On verra plus loin que
la représentation de la liste influe également sur certains détails de programmation

de I’opération de suppression.

Pour énumérer les éléments de 1’ensemble, dans le cas ol on ne fait pas d’adjonction
paresseuse, il suffit de traiter séquentiellement tous les éléments de la liste; si on
fait de I’adjonction paresseuse, il faut suivre exactement le schéma donné au §1.2,
ce qui est trés inefficace puisque chaque suppression provoque un parcours de la
liste.

Dans le cas des ensembles avec répétitions, cette représentation s’adapte tres
facilement : 1’adjonction se fait comme une adjonction paresseuse dans un ensemble,
mais pour la suppression on s’arréte 4 la premitre occurrence de z. Le test
d’appartenance est inchangé. L’énumération se fait par un parcours de la liste.

Cependant le calcul du nombre d’occurrences d’un élément z dans un multi-
ensemble nécessite le parcours de toute la liste. Dans le cas o ’efficacité¢ de
cette derniere opération est importante, il faut choisir une autre représentation :
“on représente alors le multi-ensemble par une liste de couples

< z, nb-occurrences(x) >

ol chaque €lément apparait au plus une fois. Le calcul du nombre d’occurrences
se fait alors par un parcours de la liste jusqu’a ce qu’on ait trouvé z (ce qui est
similaire au test d’appartenance). Cependant, 1’adjonction nécessite alors également
un parcours de la liste.

Dans les deux paragraphes suivants, on détaille ces opérations dans les cas ol la
représentation des listes se fait de manitre contigué par des tableaux, ou de maniere
chainée (cf. chapitre 5).

3.1. Représentation par un tableau

Le tableau est surdimensionné. Dans le cas ol on teste 1’appartenance avant d’ajouter
un élément, on peut donner comme dimension au tableau le nombre maximum
d’éléments que 1’ensemble sera amené & contenir. Si on fait de 1’adjonction
paresseuse, il faut surdimensionner plus. Les éléments de 1’ensemble sont rangés au
début du tableau. Comme dans le cas des listes, on utilise une variable pour repérer
P’indice du demier élément du tableau appartenant a ’ensemble. On a, par exemple :

type ENST = record ¢ : array [1.. max] of Elément; nb : 0 .. max end;

Comme dans le cas des listes, on note que I’utilisation d’un enregistrement est
facultative et que pour éviter la manipulation de variables pointées, on peut choisir
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de déclarer deux variables distinctes, une de type tableau et une de type entier, pour
chaque ensemble a représenter.

Dans le cas od un ensemble e est représenté par le type ci-dessus, e.t[i] désigne le
i‘*me _¢lément de la liste, et 1’on peut écrire la fonction ci-dessous, qui renvoie la

valeur true si I’élément X appartient 2 la liste et la valeur false sinon.

function appartient(X : Elément; ¢ : ENST ) : boolean;
{cette fonction recherche séquentiellement si I’élément X figure ou non
dans I’ensemble e}
var ¢ : integer;
begin i :=1;

while (i < e.nb) and (X #etfid) doi:=i+1;

if ¢ = e.nb + 1 then return (false)

else return (true)

end appartient;

Remarque : Dans le programme ci-dessus, la condition d’arrét de 1a boucle while
est double : on effectue, 2 chaque itération, un test de fin de liste en plus de la
comparaison entre €léments. Une facon élégante d’éviter ce test est d’utiliser une
sentinelle : on rajoute 4 la fin de la liste (c’est-a-dire & la place e.tfe.nb + 1])
I’élément cherché X de telle sorte que la sortie de la boucle while se fait toujours
sur la rencontre de I’élément X. Si c’est au rang e.nb + 1, c’est que I’élément X
n’appartient pas a la liste initiale. On a alors la fonction ci-dessous :

. function appartient_sent(X : Elément; e : ENST) : boolean;
var k : integer;
begin k :=1; e.tffenb+ 1] := X
while X #e.tlk]do k:=k+1;
if £ = e.nb + 1 then return (false)
else return (true)
end appartient_sent;

Notons que dans ce cas, la constante max dans le type ENST ne correspond plus au
nombre maximum d’éléments, mais & ce nombre plus un.

Si on teste I’appartenance de X 2 e avant d’ajouter, la procédure d’adjonction s’écrit :

procedure agjouterl(X : Elément; var e : ENST);

begin {précondition : e.nb < max}
if not appartient(X,e) then begin e.nb := e.nb + 1;e.tfe.nb] := X end
{appartient peut étre une des deux fonctions ci-dessus; X est inséré en fin
de liste}

end ajouterl ;

Dans ce cas, I’opération de suppression est simple : on cherche I’indice (unique) de
X dans le tableau, s’il existe, et on met le dernier élément & cet indice. On a donc
1a procédure suivante :
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procedure supprimerl(X : Elément; var e : ENST);
var i : integer;
begin
i:=1; {NB : on pourrait utiliser 1 aussi X comme sentinelle}

32=g-41
=1

27y

while (i <-e.nb)-and-(X#-e-t[i))-do
if X = e.t[7] then begin e.t[i] := e.t[e.nb]; e.nb := e.nb -1 end
end supprimerl ;

On remarque que dans ce cas e.nb contient 2 chaque instant le nombre d’éléments
de ’ensemble e.

Ce n’est pas vrai si on fait de I’adjonction paresseuse. Dans ce cas on a :

procedure gjouter2(X : Elément; var e : ENST);

begin {précondition : e.nb < max}
enb:=enb+1; etlenb] =X

end agjouter?;

La procédure correspondant a ’opération supprimer doit alors parcourir toute la
liste et supprimer tous les éléments égaux a X : '

procedure supprimer2(X : Elément; var ¢ : ENST);
var i : integer;
begin
i:=1;
while i < e.nb do
if X #et[iJtheni:=i+1
else begin e t[i] := e.tle.nb]; e.nb:=enb—1 end
end supprimer2;

Enfin, on remarque que I’ensemble vide est représenté par tout e de type ENST tel
que e.nb = 0. L’initialisation d’un ensemble e 2 la valeur ensemble-vide se fait donc
par une simple affectation 2 e.nb de 0.

Dans le cas d’ensembles avec répétitions le type ENST reste utilisable, & condition
d’utiliser la procédure ajouter2 (adjonction sans test d’appartenance préalable) et la
procédure supprimerl (suppression de la premiére occurrence de X).

On peut également utiliser un tableau de couples <élément, nombre d’occurrences>
ol chaque élément apparait au plus une fois. La programmation des opérations dans
ce cas est laissée en exercice.

3.2. Analyse du nombre de comparaisons

L'opération fondamentale est ici la comparaison de deux €léments. On détermine
les complexités en fonction de la longueur n de la liste (qui correspond au e.nb du
paragraphe précédent).
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Certains des algorithmes présentés s’analysent trés facilement. Par exemple, I’ad-
jonction paresseuse (ajouter2) ne demande aucune comparaison, d’oll son nom; par
contre, I’algorithme de suppression qui lui correspond (supprimer2) fait n compa-
raisons dans tous les cas.

L’adjonction avec test d’appartenance préalable (ajouterl) fait le méme nombre
de comparaisons que ce test. L’algorithme de suppression qui lui correspond
(supprimerl) s’arréte soit 2 la fin de 1a liste, soit d&s que 1’on a trouvé X, comme
le test d’appartenance. L’analyse du test d’appartenance suffit donc 2 déterminer la
complexité en nombre de comparaisons de ces algorithmes.

L’analyse de la fonction appartient a été faite au chapitre 2. On s’intéresse ici au
cas ol on utilise X comme sentinelle.

La fonction appartient_sent effectue k comparaisons de X avec un élément de la
liste dans le cas ol I’élément recherché apparait a la place k de la liste (et pas
avant), et elle effectue toujours (n 4+ 1) comparaisons si 1’élément cherché n’est pas
dans la liste d’origine.

Pour calculer le nombre moyen de comparaisons, supposons que g;, soit la probabilité
que ’élément recherché X apparaisse a la place k, pour k = 1,..,n et que p soit la
probabilité pour que I’élément X n’appartienne pas 2 la liste (p + g + ...q, = 1).
. Le nombre moyen de comparaisons pour une recherche est alors :

Moy(n)=1-q1+2-¢¢+...+n-go+(n+1)-p
Lorsque toutes les places de la liste ol peut se trouver 1’élément cherché X sont
€quiprobables, on a les résultats suivants :

a) si on sait que I’élément X appartient a la liste (p = 0)

Moy(n) = > i-(1/n) = (n+1)/2

1<i<n

b) si X a une chance sur deux d’appartenir 2 la liste (p = 1/2) v

Moy(n) = Y i-(1/2n) +(n+1)/2=3(n+1)/4

1<ig<n
N.B. : Ce résultat est légérement différent de celui du chapitre 2 a cause de
I’utilisation de la sentinelle.

Par conséquent, toutes ces opérations, sauf 1’adjonction paresseuse, sont en ©(n)
comparaisons au pire et en moyenne.
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3.3. Représentation par une liste chainée

11 est parfois difficile de déterminer la taille maximum de la liste qui représente un

ensemble. On a déja vu dans le chapitre sur les listes qu’une solution est d’utiliser
des pointeurs pour chainer les éléments entre eux. On va donc reprendre le type
défini précédemment pour les listes, a savoir le type ENSC dans :

type cellules = record val : Elément; lien : 1 cellules end;
ENSC =1 cellules;

Le test d’appartenance se fait de méme par un parcours séquentiel de la liste : -

function appartien(X : Elément; e : ENSC ) : boolean;
{cette fonction recherche séquentiellement si I’élément X figure ou non
dans I'ensemble e}
var p : ENSC;
begin p:=¢;

while (p #nil) and (X # p1.val) do p := pt.lien;

if p =nil then return (false)

else return (true)

end appartient;

Cette fonction s’obtient & partir de la fonction appartient du §3.1 en remplagant ¢
par p, la progression de i par la progression de p, et le test de fin de liste par p #nil.
L’amélioration consistant 3 mettre X comme sentinelle 2 la fin de la liste nécessite
d’avoir prévu un pointeur vers la fin de la liste car, sinon, il faudrait parcourir une
premiere fois la liste pour mettre la sentinelle.

Les autres algorithmes ne sont pas non plus trés différents de ceux vus pour les
tableaux. On peut simplement remarquer que pour 1’adjonction paresseuse, on ajoute
I’élément en début de liste (sauf si on a un pointeur vers la fin de liste, par exemple
a cause des sentinelles, auquel cas on peut indifféremment 1’ajouter au début ou a
1a fin). De méme, I’adjonction avec test préalable peut se faire indifféremment en
fin de liste ou en début de liste.

La suppression se fait en mettant 2 jour des liens comme on I’a vu au chapitre 5,
sans déplacer le dernier élément comme on le fait dans le cas des tableaux.

L’ensemble vide est représenté par le pointeur nil.

L’opération fondamentale prise en compte pour la complexité étant la comparaison
entre éléments, et les programmes ne différant que par la progression et I’arrét dans
1a liste, on retrouve les mémes résultats de complexité que dans le cas des tableaux :
toutes ces opérations, sauf I’adjonction paresseuse, sont en O(n) comparaisons au
pire et en moyenne, ol n est le nombre d’éléments de la liste.
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Cette représentation peut &tre utilisée aussi pour les multi-ensembles. On peut
également utiliser une liste chainée ol chaque €lément apparait au plus une fois,
accompagné du nombre de ses occurrences.

4. Conclusion

On a étudié dans:ce chapitre la représentation des ensembles dans le cas ol le
nombre d’éléments en jeu est petit. Dans tous les cas considérés I’une au moins des
opérations est de complexité au pire et en moyenne :

— soit O(N), ot N est le nombre des éléments possibles;

— soit ©(n) ol n le nombre des éléments présents dans 1’ensemble (en tenant
compte ou non des répétitions).

Cela signifie que ces méthodes deviennent vite inacceptables : au-dela de 1a centaine
d’éléments.

On revient sur ce probléme, comme cas particulier d’un probléme plus général
appelé la recherche associative, dans la troisi¢tme partie de ce livre. On y discute
en particulier I’'intérét de représenter un ensemble par la liste tri€e de ses €léments,
quand il existe une relation d’ordre sur ceux-ci. On voit également comment utiliser
des arbres, ou des méthodes de partage en trés petits sous-ensembles (hachage).
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Exercices

1. On représente 1’opération choisir de maniere a ce qu’elle rende toujours le dernier
élément ajouté et on n’autorise que la suppression de cet élément. Quel est le type
de données obtenu? Méme question avec le premier élément.

2. Soit un ensemble e d’entiers compris entre 1 et N, représenté par un tableau de
booléens.

a) Ecrire une procédure qui construit le sous-ensemble de e formé de tous les
éléments de e qui sont des nombres premiers. On supposera qu’on dispose d’une
fonction qui teste si un entier est un nombre premier.

b) Ecrire une procédure générale qui construit le sous-ensemble de e formé de
tous les éléments de e qui vérifient une certaine propriété. On sait que la propriété
est donnée sous la forme d’une fonction a résultat booléen.

¢) Analyser cette derniere procédure.

3. Programmer et analyser 1’union et 1’intersection de deux ensembles :
a) dans le cas oll les ensembles sont représentés par des tableaux de booléens;

b) dans le cas ol les ensembles sont représentés par des listes.

4. Programmer et analyser les opérations des multi-ensembles dans le cas oll ceux-ci
sont représentés par des listes chainées oll chaque élément apparait au plus une fois,
accompagné du nombre de ses occurrences.

5. Modifier la procédure supprimerl en utilisant X comme sentinelle.

6. Donner une version récursive du test d’appartenance dans le cas ol I’ensemble
est représenté par une liste chainée. En déduire une version itérative équivalente.

7. Dessiner I’arbre de décision correspondant au test d’appartenance dans une liste
de 12 éléments (indépendamment de la représentation de la liste).



Chapitre 7
Structures arborescentes

Un arbre est un ensemble de naeuds, organisés de fagon hiérarchique, a partir d’un
- neeud distingué, appelé racine. La structure d’arbre est ’'une des plus importantes
et des plus spécifiques de I’informatique : par exemple, c’est sous forme d’arbre
que sont organisés les fichiers dans des systémes d’exploitation tels que UNIX ou
MULTICS; c’est aussi sous forme d’arbres que sont représentés les programmes
traités par un compilateur...

Une propriété intrinséque de la structure d’arbre est la récursivité, et les définitions
des caractéristiques des arbres, aussi bien que les algorithmes qui manipulent des
arbres s’écrivent trés naturellement de maniere récursive.

1. Arbres binaires

Examinons tout d’abord quelques exemples simples représentés par des arbres
binaires :

— les résultats d’un tournoi de tennis : la figure 1 montre qu’au premier tour,
Marc a battu Francois, Jean a battu Jules et Luc a battu Pierre ; au deuxiéme
tour Jean a battu Marc, et Paul a battu Luc; et Jean a gagné en finale contre
Paul.

Jean

Ican/ \Paul
AN

Marc Jean Luc

NN I

Frangois Marc Jean Jules Luc Piere  Paul

Figure 1. Tournoi de tennis.
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— le pedigree d’un cheval de course : la figure 2 décrit le pedigree du cheval
Zoe; son pere est Tonnerre et sa mere Belle, 1a mére de Belle s’appelle
Rose et son pere Eclair...

Zoe
T~

Belle Tonnerre
Rose Eclair Nébuleuse Adrien
\ /
Mistigri Mirabelle
Lun/a

Figure 2. Pedigree de Zoe.

— une expression arithmétique dans laquelle tous les opérateurs sont binaires
I’arbre de la figure 3 code 1’expression :

(z—(2*y))+ (& + (y/2)) *3)

T
ANVAN
AN
/

/

\

y z
Figure 3. Expression arithmétique.

La structure d’arbre binaire est utilisée dans de trés nombreuses applications
informatiques; de plus les arbres binaires permettent de représenter les arbres plus
généraux présentés au paragraphe 2.
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1.1. Définitions
1.1.1. Le type arbre binaire

—— Définition 1 —Un arbre binaire est soit vide (noté V), soit de la forme

B =< 0,B;,B; >, ol B; et B; sont des arbres binaires disjoints et 0’ est un
nceud appelé racine.

Cette définition est récursive; elle peut s’écrire sous la forme de P’équation :

B=@+<o, B, B>

ol B représente I’ensemble des arbres binaires, @ représente I’arbre vide, et o désigne
un nceud.

Remarque : 11 est important de noter la non-symétrie gauche-droite des arbres
binaires : I’arbre < 0, < 0, @, @ >, @ > et ’arbre < 0, @, < 0, @, @ >> sont
des arbres binaires différents. Pour pouvoir repérer les nceuds dans un arbre, il faut
associer a chacun d’entre eux un nom différent. Sur la figure 4, on a représenté un
arbre binaire en inscrivant auprés de chaque nceud une lettre indicée qui le désigne.

nl

Figure 4. Représentation graphique d’un arbre binaire.

La signature du type abstrait arbre binaire est :

sorte Arbre ,
utilise Noeud, Elément

opérations
arbre-vide : — Arbre
<—=,—,—>: Ncud x Arbre x Arbre — Arbre
racine :  Arbre — Nceud
g :  Arbre — Arbre
d :  Arbre — Arbre

cbntenu : Nceud — Elément
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Etant donnés B; et B, des variables de sorte Arbre, et o une variable de sorte Nceud,
on a les préconditions et axiomes suivants :

préconditions
racine(B,) est-défini-ssi B, £ arbre-vide

g(B) est-défini-ssi B, # arbre-vide
d(B,) est-défini-ssi B; # arbre-vide

axiomes
racine(< o, By, By >)=o0
g(< 0, Bla B2 >) =B
d(< o0, By, By >)= B,

L’opération contenu permet d’associer 2 chaque Neeud de 1’ Arbre une information
de type Elément.

Un arbre dont les nceuds contiennent des éléments est dit arbre étiqueté.

Si B =< 0, B;, By > est un arbre étiqueté dont la racine contient 1’élément r, on
note, abusivement, B =< r, B;, Bs >.

Le vocabulaire concernant les arbres informatiques est souvent emprunté 2 la
botanique ou a la généalogie ; étant donné un arbre B =< o0, B;, By > :

e 0’ est la racine de B.

o B, est le sous-arbre gauche de la racine de B, (ou, plus simplement, le sous-arbre
gauche de B), et B, est son sous-arbre droit.

e On dit que C est un sous-arbre de B si, et seulement si : C = B, ou C = By, ou
C = B,, ou C est un sous-arbre de B; ou de B;.

e On appelle fils gauche (respectivement fils droif) d’'un nceud la racine de son
sous-arbre gauche (respectivement sous-arbre droit), et 1’on dit qu’il y a un lien
gauche (respectivement droit) entre la racine et son fils gauche (respectivement fils
droit).

¢ Si un nceud n; a pour fils gauche (respectivement droit) un nceud n;, on dit que
n; est le pére de n; (remarquons que d’apres la définition 1 chaque nceud n’a qu’un
seul pere).

¢ Deux neeuds qui ont le méme pere sont dits freres.

e Le nceud n; est un ascendant ou un ancétre du neeud n; si, et seulement si, n;
est le pere de nj, ou un ascendant du pere de n;; n; est un descendant de n; si, et
seulement si n; est fils de n;, ou n; est un descendant d’un fils de n;.

o Tous les nceuds d’un arbre binaire ont au plus deux fils :
— un nceud qui a deux fils est appelé neeud interne ou point double,
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— un neeud qui a seulement un fils gauche (respectivement droit) est dit point
simple a gauche (resp. point simple & droite), ou neeud interne au sens
large,

— un neeud sans fils est appelé neud externe ou feuille.

e On appelle branche de 1’arbre B tout chemin (un chemin est une suite de nceuds
consécutifs) de la racine a une feuille de B : un arbre a donc autant de branches
que de feuilles.

¢ On appelle bord gauche (respectivement droit) de 1’arbre B le chemin obtenu 2
partir de la racine en ne suivant que des liens gauches (respectivement droits) dans
B.

1.1.2. Mesures sur les arbres

On introduit maintenant quelques opérations sur les arbres, & valeurs dans les entiers
(ou dans les réels). Ces opérations seront utiles pour évaluer la complexité des
algorithmes sur les arbres.

e La taille d’un arbre est le nombre de ses nceuds; on définit récursivement
I’opération taille par :

taille(arbre-vide) = 0, et

taille(< 0, By, By >) =1 + taille(B;) + taille(Bs).

e La hauteur d’un neeud (on dit aussi profondeur ou niveau) est définie récursive-
ment de la fagon suivante, étant donné z un nceud de B,

h(z) = 0 si z est la racine de B, et

h{z) = 1+ h(y) si y est le pere de z.

Ainsi la hauteur d’un nceud est comptée par le nombre de liens sur ’unique chemin
de la racine a ce nceud.

e La hauteur ou profondeur d’un arbre B est :
h(B) = max{h(z); z nceud de B}
e La longueur de cheminement d’un arbre B est :
LC(B) = 3 h(z), la somme étant prise sur tous les neeuds = de B.

Notons que I’on peut donner aussi une définition récursive de la hauteur et de la
longueur de cheminement d’un arbre (cf. exercices).

e Dans la longueur de cheminement d’un arbre, on peut distinguer la contribution
des feutlles de celle des autres nceuds :

— la longueur de cheminement externe d’un arbre B est
LCE(B) = 3 h(f), la somme étant prise sur toutes les feuilles f de B.

— la longueur de cheminement interne (au sens large) d’un arbre B est
LCI(B) =Y h(z), la somme étant prise sur tous les nceuds internes (au
sens large) z de B.
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Et I’on a évidemment la relation LC(B) = LCE(B) + LCI(B)

Les quantités longueurs de cheminement, sont des sommes de profondeurs de nceuds ;
en divisant chacune de ces quantités par le nombre de neeuds intervenant dans la

somme, on obtient une notion de profondeur moyenne d’un neeud (quelconque,
externe, ou interne au sens large).

Par exemple la profondeur moyenne externe d’un arbre B ayant f feuilles est
1
PE(B) = } LCE(B)

Il est important de ne pas confondre PE(B) qui est la profondeur moyenne d’une
feuille de B, et h(B) qui est la profondeur maximale des feuilles de B.

Exemple : Sur ’arbre B de la figure 4, la racine n; a pour fils gauche n, et pour
fils droit n4; ng et nyo sont fréres et ng est leur pere; les points doubles sont ny,
n4 €t ng; Ns, g et nqg sont des feuilles; n, et ny sont des points simples a gauche,
et ns est un point simple a droite; le bord gauche est (ny, ns, n3); le bord droit
est (ny, n4, n7); (B3, na, N3, ng, Ng) €t (N1, Mo, N3, Ng, N1p) sont deux branches
de ’arbre. Les hauteurs des nceuds sont h(n;) = 0, h(n2) = h(n4) =1, h(nz) =
h(ns) = h(n7) =2, h(ng) = h(ng) = 3 et h(ng) = h(nio) = 4.

Caractéristiques de V'arbre : h(B) =4; LC(B) = 21; LCI(B) = 9; LCE(B) = 13;
PE(B) = 13/4 = 3.24.

1.1.3. Arbres binaires particuliers

On définit ici certaines formes particulieres d’arbres binaires qui jouent un rdle
important par la suite : les formes extrémes d’arbres binaires (dégénérés , complets
ou parfaits ), et les arbres binaires sans points simples (localement complets).

e Un arbre binaire dégénéré ou filiforme est un arbre formé uniquement de points
simples (voir figure 35.a).

¢ Un arbre binaire est dit complet s’il contient 1 nceud au niveau 0, 2 nceuds au
niveau 1, 4 nceuds au niveau 2,..., 2* nceuds au niveau h (voir figure 5.b). Dans un
tel arbre on dit aussi que chaque niveau est complétement rempli.

Le nombre total de nceuds d’un arbre complet de hauteur A est donc n =
1+2+ .. +2h =211 -1

La définition suivante élargit la notion d’arbre complet aux arbres de taille quelcon-
que.

e Un arbre binaire parfait est un arbre binaire dont tous les niveaux sont
completement remplis, sauf éventuellement le dernier niveau, et dans ce cas les
neeuds (feuilles) du dernier niveau sont groupés le plus 4 gauche possible.



Structures arborescentes 103

Par exemple dans la figure 6, 1’arbre (a) est parfait mais les arbres (b) et (c) ne sont

pas parfaits.
. ﬂ?:o;%@%
@ (b)

Figure 5. Arbres binaires extrémes (a) dégénéré, (b) complet.

(@)

)

Figure 6. Arbres parfait (a), et non parfaits (b) et (¢).

e Un arbre binaire localement complet est un arbre binaire non vide qui n’a pas de
point simple : tous les nceuds qui ne sont pas des feuilles ont deux fils.

Par exemple, les arbres binaires des figures 1 et 3 sont localement complets, mais
celui de la figure 2 ne 1’est pas.

On peut aussi donner une définition récursive des arbres binaires localement
complets analogue a la définition récursive des arbres binaires :
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BC =<o, @, @ > + <o, BC, BC >

ot BC représente ’ensemble des arbres binaires localement complets, et o désigne

un neeud.

o Un peigne gauche (respectivement un peigne droit) est un arbre binaire localement
complet dans lequel tout fils droit (respectivement gauche) est une feuille (voir figure
7). Si PG représente 1’ensemble des peignes gauches, on a donc

PG =<o0, @, >+ <o, PG, <o, @, @ >>.

Figure 7. Arbre peigne gauche.

1.1.4. Occurrence et numérotation hiérarchique

Une fagon classique de désigner un neeud dans un arbre est de lui associer un mot
formé de symboles ‘0’ et ‘1°, qui décrit le chemin de la racine de 1’arbre & ce neeud;
ce mot est appelé occurrence du noeud dans I’arbre. Par définition I’occurrence de
1a racine d’un arbre est le mot vide ¢ et si un nceud de 1’arbre a pour occurrence p,
son fils gauche a pour occurrence u0, et son fils droit a pour occurrence pl.

L intérét de cette notation est de permettre le codage d’un arbre par un ensemble de
mots. Par exemple, ’arbre de la figure 4 est représenté par I’ensemble :

{e, 0, 1, 00, 10, 11, 001, 110, 0010, 0011}

Il est facile de déterminer & partir de cet ensemble de mots les caractéristiques de
P’arbre qu’il représente (cf. exercices).

De plus, ce codage des nceuds est 1i€ a 1a numérotation en ordre hiérarchique. Dans
la numérotation en ordre hiérarchique des ncecuds d’un arbre complet, on numérote
en ordre croissant a partir de 1 tous les nceuds a partir de la racine, niveau par
niveau, et de gauche a droite sur chaque niveau (voir figure 8). Ainsi un nceud
numéroté i dans la numérotation en ordre hiérarchique a son fils gauche numéroté
par 24, et son fils droit par 2; + 1. Il en résulte que si un nceud d’un arbre complet
a pour occurrence y et pour numérotation en ordre hiérarchique ¢, on a la relation

i = 21198 | . ot m est I’entier représenté par p.
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La preuve de ces propriétés est reportée en exercice.

1

N

2/ \3
4 5 6 /\7
8/\9 10/\ 2 s

Figure 8. Ordre hiérarchique.

1.2. Propriétés fondamentales

La profondeur et la longueur de cheminement sont des quantités importantes pour
I’analyse de la complexité d’un certain nombre d’algorithmes : on verra par la
suite que la complexité, en temps ou en place, des algorithmes manipulant des
arbres, s’exprime souvent en fonction de ces deux mesures. Il est donc intéressant
de montrer les relations qui existent entre le nombre total de nceuds d’un arbre et
son nombre de feuilles, sa hauteur ou sa longueur de cheminement. On donne aussi
dans ce paragraphe des résultats de dénombrement d’arbres selon leur taille, qui
sont utiles pour ’analyse de la complexité en moyenne.

1.2.1. Encadrements de la hauteur et de la longueur de cheminement

Lemme 1 : Pour un arbre binaire ayant n nceuds au total et de hauteur » , on a :
logsn] <h<n-1.

Preuve : Pour une hauteur » donnée, les arbres ayant le plus petit nombre de
nceuds sont les arbres dégénérés (voir figure 5.a); et si B est un arbre dégénéré
de hauteur h, alors sa taille est n = h + 1, d’ol la seconde inégalité.

D’autre part, I’arbre de hauteur & ayant le plus grand nombre de nceuds est
Parbre complet (voir figure 5.b). Or, un arbre complet de hauteur h a pour
taille 2°+1 — 1,

Donc pour tout arbre binaire on a n < 2°*1, ce qui implique logan < h + 1,
d’ott {log,n| < h. mi

Remarque : Un arbre binaire parfait avec n nceuds a pour hauteur |log,n|. Cela
provient de ce qu’un arbre binaire parfait de hauteur s contient entre 2" nceuds et
2h+1 _ 1 nceuds.
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Corollaire 1 : Tout arbre binaire non vide B ayant f feuilles a une hauteur h(B)
supérieure ou égale a [log, f].

Preuve : Montrons tout d’abord par récurrence que pour tout arbre binaire
ayantn-nceuds-au-total, dont f feuilles, on.a f < %1»1— :

— la propriété est vraie pour ’arbre réduit a une feuille,
— supposons-la vraie pour tous les arbres binaires ayant moins de n nceuds.

Soit B =< 0, B1, B2 > un arbre ayant n nceuds et f feuilles. Notons n; et
no les nombres de nceuds de B; et de By, et f; et f; leurs nombres de feuilles
respectifs; onan=mn; +ns+1, et f = fi + fo.

Par hypothése de récurrence, ona f; < ﬂlzil et f, < @2—2ﬂ, donc le nombre
de feuilles de Best f = fi + fo < ™ tmt2 _ntl e qui acheve la

2 2
preuve par récurrence.

Maintenant comme la fonction log est croissante sur R™, on a log,f <

log, (n _2" 1), soit 1+ log, f < log,(n + 1).

En prenant la partie entidre supérieure on obtient 1+ [log,f] < [logy(n +1)].
1l en résulte que [log, f] < {log,n] (car [log,(n + 1)] = 1+ [log,n]).
En utilisant le lemme 1, on conclut donc que [log, f] < h(B). i

Lemme 2 : Soit B un arbre binaire ayant » nceuds au total, on a I’encadrement
suivant pour la longueur de cheminement de B :

S llogyk) < Lo < M=

1<k<n

Preuve : Si l'arbre B est dégénéré, ona LC(B) =0+1+2+..+tn—1=

n{n—1)
5 .

A I’opposé, les arbres binaires qui minimisent la longueur de cheminement
sont ceux qui ont toutes leurs feuilles situées sur deux niveaux au plus (voir
exercices). On va supposer ici que les feuilles du dernier niveau sont le plus
a gauche possible, et calculer la longueur de cheminement des arbres parfaits.

Soit B I’arbre parfait de taille n. Si les noeuds de B sont numérotés de 1 a n en
ordre hiérarchique, alors le nceud numéroté k est a la profondeur [log,k]; on
montre cette propriété par récurrence sur la profondeur des nceuds d’un arbre
parfait : le nceud numéroté 1 est a profondeur 0 = [logy1]; supposons que les
neeuds A profondeur k sont numérotés de 2% 4 26+1 —1, et considérons le niveau
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k+1: le nceud le plus a gauche a pour numéro (264! — 1)+ 1 = 28+1; de plus
il y a 2 fois plus de nceuds qu’au niveau précédent; profondeur k+1ily a
donc 2-2* neeuds, dont les numéros vont de 25+ 3 9k+1 { 9k+1 _ | — 9k+2 "1

11 en résulte que LC(B) = Z {logok]. ]

1<k<n

Corollaire 2 : La longueur de cheminement d’un arbre binaire ayant n noeuds au
total, est au minimum de I’ordre de nlog,n et au maximum de 1’ordre de n2.

La preuve de ce corollaire est proposée en exercice. o

Il sera aussi utile pour la suite de connaitre un minorant de la longueur de
cheminement externe, et donc de la profondeur moyenne des feuilles, d’un arbre
binaire ayant f feuilles.

Lemme 3 : Tout arbre binaire B ayant f feuilles a une profondeur moyenne externe
PE(B) supérieure ou égale a log, f.

Preuve : On raisonne par récurrence. La propriété est vraie pour I’arbre réduit
a une feuille, qui a pour profondeur 0. Supposons-la vraie pour tous les arbres
ayant strictement moins de & feuilles. Soit B =< 0, B1, B2 > un arbre ayant
k feuilles. B est de 'une des trois formes de la figure 9.

e Si B est de la forme a) ou b), alors B’ est un arbre avec k feuilles, et 1’on
cherche a prouver la propriété sur B’, ce qui la prouvera a fortiori sur B.

e Si B est de la forme c), ses sous-arbres gauche et droit ont strictement
moins de k feuilles donc ils vérifient le lemme : si k; (respectivement ky) est
le nombre de feuilles de B (respectivement B,) on a PE(B;) > log,k: et
PE(B;) > log, ks ;

or PE(B) =1+ 761—’}5 PE(B,) + Ef%%; PE(B,)

puisque LCE(B) = ky + LCE(B;) + ky + LCE(B,); d’oit

ks

k
! 10g2 ks

PE(B)>1+ log, ky +

1+ Ko 1+ K2

Puisque k; 4 k2 = £, le terme de droite de I’inéquation s’écrit

k— ko

k
alks) =1+ log, (k — ko) + -k—z 10g, k>
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Pour % fixé, il est facile de montrer que g(k») est minimum lorsque k2 = k/2
(c’est en cette valeur que la dérivée s’annule), et 1’on a ¢(k/2) = log,k. En
conséquence PE(B) > log,k. o

ki feuilles k2 feuilles
a) b) c)

Figure 9

Remarque : Le lemme 3 et le corollaire 1 donnent des valeurs trés proches pour
les minorants de k(B) et PE(B), mais cela ne veut pas dire que les valeurs de h(B)
et PE(B) sont trés proches. Considérons 1’arbre peigne By de la figure 7. By a 8
feuilles, donc h(By) > 3 d’apres le corollairel et PE(Bo) > 3 d’apres le lemme 3.
Or, en fait, on calcule que h(Bp) = 7 et PE(B,) = 4.37.

1.2.2. Propriétés des arbres binaires localement complets

Lemme 4 : Un arbre binaire localement complet ayant 7 nceuds internes a (n + 1)
feuilles.

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur le nombre de nceuds internes de
Parbre.

e La propriété est vraie pour ’arbre ayant 0 neeud interne et 1 feuille,
o Supposons-la vraie pour tous les arbres ayant moins de n noeuds internes, et
soit B =< o, By, Bz > ayant n nceuds internes.

Notons n, (respectivement ny) le nombre de nceuds internes de B, (respecti-
vement By);ona:n=mn;+nz+ 1

Par hypothese de récurrence, B, (respectivement Bs) a ny +1 (respectivement
ns + 1) feuilles. Or les feuilles de B sont feuilles de B; ou de B, donc le
nombre de feuilles de B est (n1 + 1)+ (n2+1)=n+1. |

Pour un arbre binaire localement complet, les longueurs de cheminement intemne et
externe vérifient la relation suivante.
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Lemme 5 : Soit B un arbre binaire localement complet ayant . nceuds internes :

LCE(B) = LCI(B) + 2n.

La preuve est laissée en exercice. o

Par exemple, pour I’arbre binaire localement complet B de la figure 3, on a n = 6,
LCI(B) =9 et LCE(B) = 21. :

On précise a présent le rapport entre les arbres binaires et les arbres binaires
localement complets. '

Définition : On appelle complétion locale d’un arbre binaire B I’opération qui
consiste 3 compléter ’arbre B en un arbre BC, en rajoutant des feuilles de telle
sorte que chaque nceud de B, interne ou externe, ait deux fils dans BC.

Par exemple sur Ia figure 10, I’arbre BC est obtenu par complétion locale de I’arbre
B : on a noté par des carrés les feuilles de BC, qui sont les noeuds ajoutés par
I’opération de complétion.

BC

Figure 10. Complétion locale d’un arbre binaire.
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Proposition 1 : Il existe une bijection entre ’ensemble B,, des arbres binaires ayant
n neeuds, et ’ensemble BC,, des arbres binaires localement complets ayant 2n + 1
nceuds.

Preuve : D’apres le lemme 4, si B est un arbre binaire localement complet

ayant 2n + 1 nceuds, 1’arbre B’ obtenu en supprimant toutes les feuilles de B
est un arbre binaire ayant » nceuds. Cette application est bijective : son inverse
est I’opération de complétion locale. o

1.2.3. Dénombrement des arbres binaires

Pour faire une analyse en moyenne d’algorithmes opérant sur des arbres binaires,
il est nécessaire de connaitre le nombre b,, d’arbres binaires de taille donnée n. La
figure 11 énumere les arbres binaires de taille n = 0, 1,2, 3.

, .s . s .. . 1 2n
Proposition 2 : Le nombre d’arbres binaires de taille n est b, = T ( n )
La preuve de cette proposition est donnée dans le paragraphe sur les séries

génératrices de I’annexe. ]

Le nombre bindmial, qui représente le nombre de facons de choisir n éléments

parmi 2n, a €té noté ici ( :) ; il est aussi quelquefois noté C7,.

n=o0 1 (arbre vide) : b0 =1
n=1 O (arbre réduit & I noeud ) bl=1
n=2 b2=2

SN

CLAYN,

Figure 11. Enumération des arbres binaires de taille 0, 1, 2, 3.

Comme conséquence des propositions 1 et 2, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3 : Le nombre bc,, d’arbres binaires localement complets ayant (2n +1)

1 2n
neeuds est be, = ) ( n )
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La figure 12 montre les 5 arbres binaires localement complets avec 7 nceuds :

ave
A\: o/f\jo/\o

Figure 12. Arbres binaires localement complets avec 7 nceuds.

1.3. Représentation des arbres binaires

On décrit ici quelques fagons d’implémenter les arbres binaires, qui seront utilisées
par la suite. Il y a bien d’autres représentations possibles; dans une application
donnée, c’est I’étude des opérations que 1’on veut réaliser sur les arbres qui permet
de déterminer la représentation la mieux adaptée au probleme.

La représentation la plus naturelle reproduit la définition récursive des arbres
binaires. Elle peut €tre réalisée en allouant la mémoire soit de fagon chainée soit de
facon contigué.

1.3.1. Utilisatior de pointeurs

A chaque neeud on associe deux pointeurs, 1’un vers le sous-arbre gauche, ’autre
vers le sous-arbre droit, et I’arbre est déterminé par 1’adresse de sa racine. Lorsque
I’arbre est étiqueté, on représente dans un champ supplémentaire 1’information
contenue dans le neeud. Avec cette représentation, un arbre étiqueté comme celui
de la figure 3 peut étre défini par le type Pascal suivant :

type ARBRE = T Neeud;
Neeud = record val : Elément;
g, d : ARBRE
end;
La figure 13 montre un arbre binaire A de type ARBRE. L arbre vide (4 = nil) est
représenté par une case barrée.

Dans une telle représentation, les opérations du type abstrait Arbre donné au
paragraphe 1.1 se traduisent comme suit : A = nil correspond & A = arbre-vide,
AT.val correspond A contenu(racine(A)), Al.g correspond & g(A), et Al.d correspond
a d(4).

1.3.2. Utilisation de tableaux

Dans le cas ot I’on n’a pas la possibilité d’allouer dynamiquement la mémoire, on
peut simuler la représentation précédente a I’aide de tableaux : A chaque nceud de
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AB—/»E‘EB\
A

Z]I\ x/ /|/\l 1/
)ZI\ =1

i A8

Figure 13. Représentation d’un arbre binaire a 1’aide de pointeurs.

I’arbre on associe un indice dans un tableau a4 deux champs G et D. Le champ
G (respectivement D) contient 'indice associé a la racine du sous-arbre gauche
(respectivement droit). Il faut une convention pour 1’indice associé a I’arbre vide. I
faut aussi connaitre 1’indice dans le tableaun de la racine de 1’arbre. De plus, lorsque
I’arbre est étiqueté, on représente dans un champ supplémentaire V' I’information
contenue dans le neeud.

Avec cette représentation, un arbre étiqueté, contenant moins de /N nceuds, peut €tre
défini par le type Pascal ARBTAB, qui utilise le type TAB :

type TAB = array [1..N] of record V' : Elément;

G :0.N;
D :0.N
end;
ARBTAB = record rac : 0..N;
tab : TAB

end;

Dans ce cas, I’arbre de la figure 13 peut &tre représenté par la variable A de type
ARBTAB, dont le champ rac contient 3, et le champ tab contient le tableau de la
figure 14 (N = 13 est la valeur maximale de la taille des arbres qui peuvent tre
rangés dans ce tableau).

Voyons comment se traduisent les opérations du type abstrait Arbre sur une variable
A de type ARBTAB. Par convention si A.rac = 0, on considere que A représente
I’arbre vide. Sinon soit r > 0 tel que r = A.rac, alors A.tab[r] correspond a
racine(A), A.tab[r].V est le contenu de cette racine, et A.tab[r].G et A.tab[r].D
sont les indices de g(A) et d(4).

Notons que dans la représentation indexée, I’indice associé a chaque nceud de 1’arbre
‘est arbitraire; on peut donc ajouter ou enlever des nceuds de I’arbre sans difficulté,
a condition de «chainer» entre elles les cases libres de facon analogue a ce qui
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vV G D
1
2| d 0 10
3 a 5 6
4| g 0
5| b 2
6| c 13 11
7
8 f 0 0
9, m 0 0
10| ¢ 8 4
1) 1 9 0
12
13| k 0 0

Figure 14. Représentation indexée d’un arbre binaire.

a €t€ fait au chapitre 5 pour les listes; on conserve ainsi, dans les limites de la
place réservée pour le tableau, 1’un des avantages de 1’allocation chainée. Avec des
déclarations de types 1égérement différentes, on pourrait représenter plusieurs arbres
dans le méme tableau, de fagon analogue a ce qui a été fait pour les listes.

1.3.3. Cas particulier : les arbres binaires parfaits

Les arbres parfaits ont une représentation séquentielle trés compacte qui repose sur
la numérotation en ordre hiérarchique des nceuds d’un arbre dans un parcours par
niveaux (figure 8).

L’utilisation de la numérotation en ordre hiérarchique permet de coder les arbres
parfaits de taille n dans un tableau de n cases, comme le montre la figure 15. Si un
nceud est numéroté par ¢ dans la numérotation hiérarchique, alors son fils gauche est
numéroté par 2i, et son fils droit par 2i+1. Donc dans cette représentation le passage
d’un nceud a un autre se traduit par un simple calcul d’indice dans le tableau, calcul
qu’il est bon de mémoriser dans le schéma suivant :

2 < i < n = le pere du neeud d’indice ¢ est a I’indice ¢ div 2
1 < i< ndiv 2 = le fils gauche du nceud d’indice 7 est en 2;
le fils droit du nceud d’indice ¢ est en 2¢ + 1

Notons que cette représentation peut étre utilisée pour des arbres binaires quelcon-
ques, en laissant des cases vides dans le tableau, qui marquent la place des nceuds
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b /a\c

d/ \e f// \\g
h/ \1 \m

123456789 10

abcdefghlm

Figure 15. Représentation d’un arbre parfait dans un tableau.

possibles non présents. Mais elle perd alors son avantage de compacité : la représen-
tation d’un arbre 2 n noeuds peut nécessiter jusqu’a 2™ ~ 1 cases, comme le montre
I’exemple de la figure 16.

AN

Cc

N\

1234567891011 1213 14 15

a b c d

Figure 16. Représentation d’une branche droite par un tableau.

1.4. Parcours d’un arbre binaire

Une des opérations les plus fréquentes mise en oeuvre par les algorithmes qui
manipulent des arbres consiste 2 examiner systématiquement, dans un certain ordre,
chacun des nceuds de 1’arbre pour y effectuer un méme traitement; cette opération
est appelée parcours ou traversée de 1’arbre. On étudie ici un algorithme général de
parcours d’un arbre binaire, que I’on appelle parcours en profondeur & main gauche
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— sous forme récursive et sous forme itérative — et trois ordres classiques induits
sur les nceuds.

Le parcours en profondeur a main gauche consiste 2 tourner autour de ’arbre en
suivant le chemin indiqué sur la figure 17. Ce chemin part 4 gauche de la racine,

et va toujours le plus & gauche possible en suivant I’arbre (notons que 1’on a fait
figurer les sous-arbres vides de I’arbre binaire).

Figure 17. Parcours en profondeur & main gauche.

Dans ce parcours, chaque neeud de arbre est rencontré trois fois : d’abord 2 la
descente (figure 18.a), puis en montée gauche, aprés son sous-arbre gauche (figure
18.b}, et enfin en montée droite, aprés son sous-arbre droit (figure 18.c).

: i

A A A

(a) (b} ()

Figure 18. Rencontres des nceuds lors d’un parcours.

1.4.1. Algorithme récursif de parcours

Lors du parcours en profondeur & main gauche de l'arbre A, on peut faire
correspondre a chacune des rencontres d’un nceud un traitement particulier pour
ce neeud. Appelons TRAITEMENT] (resp. TRAITEMENT2 ET TRAITEMENT?3)
la suite d’actions exécutées lorsqu’un nceud est rencontré pour la premidre (resp.
deuxieme et troisieéme) fois; de plus, envisageons pour les arbres vides un traitement
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spécial : TERMINAISON. Le parcours de 1’arbre est alors décrit récursivement
par la procédure Parcours ci-dessous. Remarquons ici que la complexité, comptée
en nombre de traitements de nceuds, de 1’algorithme de parcours, sur un arbre
comportant n neeuds , est clairement en O(n).

procedure Parcours(A : Arbre);
begin
if A = arbre-vide then TERMINAISON
else begin TRAITEMENTI;
Parcours(g(A));
TRAITEMENT?2;
Parcours(d(A));
TRAITEMENT?3
end
end Parcours;

Le parcours en profondeur & main gauche contient comme cas particuliers trois
ordres classiques d’exploration d’arbres :

1) ordre préfixe ou préordre : si TRAITEMENT2 et TRAITEMENTS3 n’exis-
tent pas, alors TRAITEMENT!1 est appliqué aux nceuds de I’arbre en ordre
préfixe; sur I’exemple de la figure 17 cela correspond & 1’ordre de traitement
ni, Nz, N4, Ng, Ni1, N9, N5, N3, Ng, N0y N7;

2) ordre infixe ou symétrique : c’est I'ordre obtenu lorsque seul TRAITE-
MENT?2 (et TERMINAISON) sont appliqués; sur ’exemple cela correspond
a 'ordre de traitement ng, 111, N4, Mo, N2, N5, N1, Nig, N6, N3, N7}

3) ordre suffixe ou postfixe : c’est 1’ordre obtenu lorsque seul TRAITEMENT?3
(et TERMINAISON) sont appliqués; sur I’exemple cela correspond a 1’ordre
de traitement 11, Ng, Ng, M4, N5, N2, N1g, Ng, N7, N3, Ni.

Remarque : On ne peut pas obtenir ainsi ’ordre hiérarchique (figure 8), car il
correspond 2 un parcours par niveaux de 1’arbre et non a un parcours en profondeur.

1.4.2. Arbre étiqueté représentant une expression arithmétique

Une expression arithmétique peut étre représentée par un arbre binaire dont les
feuilles contiennent des symboles de variables (z, y, z...) oude constantes (2, 3...)
et les neeuds internes contiennent des symboles d’opérateurs (cf. figure 19). Si ’on
ne consideére que des opérateurs binaires, comme +, — , ¥, /, I’arbre binaire est
localement complet.

Pour un tel arbre, les suites des éléments en ordre préfixe, suffixe et symétrique,
correspondent aux différentes représentations habituelles d’une expression arithméti-
que :
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TN

// —\\ // N
X /* \ 3 /\+
2 y / /\ X
y z
Figure 19. Arbre binaire représentant une expression arithmétique.

— en ordre préfixe, on obtient I’expression sous forme polonaise préfixée :
chaque opérateur précede ses deux opérandes; ce qui donne sur ’exemple
de la figure 19: + —z % 2y * 3 + [yzz.

— en ordre suffixe, on obtient I’expression sous forme polonaise postfixée :
chaque opérateur est précédé par ses deux opérandes; ce qui donne pour
I’exemple : 22y x ~3yz/x + *+

Remarquons que pour les deux formes polonaises, la notation est non ambigug, et
il est donc inutile de mettre des parentheses autour des sous-expressions.

S\ N
NN

Figure 20. Ambiguité de la notation symétrique.

Par contre la lecture des éléments de 1'arbre en ordre symétrique produit la notation
symétrique habituelle, mais sans parentheses, ce qui la rend ambigué : par exemple,
I’expression z — 2 x y représente les deux arbres différents de la figure 20.

L’ambiguité peut étre levée en introduisant des parenthéses. Les deux arbres de
la figure 20 sont respectivement représentés par les expressions bien parenthésées
(z ~ (2% y)) et ((x — 2) *xy). L’algorithme ci-dessous écrit I’expression symétrique
bien parenthésée correspondant a un arbre binaire non vide 4. On utilise 1’opération
Seuille de profil

feuille : Arbre — Booléen,

et qui satisfait la propriété
feuille(A) = vrai ssi A # arbre-vide & g(A) =arbre-vide &
d(A) = arbre-vide.
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procedure Sym (A : Arbre);

{Cette procédure écrit I expression symétrique bien parenthésée correspondant
a I arbre binaire A supposé non vide}

begin

if feuille(A) then write(contenu(racine(A)))

else begin write(’(");
Sym(g(A));
write(contenu(racine(A)));
Sym(d(A));
write (°)’)

end
end Sym;

1.4.3. Version itérative du parcours d’arbres binaires

La procédure Parcours est une version récursive du parcours en profondeur a
main gauche d’un arbre binaire. Dans ce parcours chaque nceud est rencontré
trois fois : une premicre fois a la descente, et ’on effectue le TRAITEMENT1
(en abrégé Ti), une deuxieme fois en remontée par la gauche et ’on effectue le
TRAITEMENT? (73) et une troisi¢me fois en remontée par la droite et ’on effectue
le TRAITEMENTS3 (T3). Par exemple sur P’arbre de la figure 17, si I’on note (73, k)
I’action d’effectuer 7; sur le neeud ny, le parcours général donne la suite :

(Ty, 1), (T1, n2), (Tu, na), (T1, ms), (Tn, ns), (T1, ma1), (Iz, n11), (T3, M11)s
(Ts, ng)y (To, na)s (T1, n9), (T2, o)y (T3, mo)s (Ts, na), (Tz, m2), (T1, ms),
(T2’ 1”L5), (T37 n5)v (T?n nZ)’ (T2a 'IL;), (Tla 'n'3)’ (Tla 'n6)’ (Tlv 77'10)’ (TQ, nlﬂ)’
gm nl;)), (Tz, ne)s (T3, ne)s (T2, n3), (T1, na)s (T2, n7), (Ts, nr)s (T3, m3)s

3, M)

L’examen du parcours général suggere 1’algorithme itératif suivant : descendre la
branche gauche de 1’arbre en effectuant 77, et en empilant les nceuds rencontrés;
c’est avec ces nceuds qu’il faudra effectuer T lors de la remontée par la gauche;
il est donc nécessaire de les conserver. De plus I’ordre de rencontre des nceuds
pour 7, est inverse de 1’ordre de rencontre pour T3, d’oll la structure de pile pour
conserver 1'information ; ensuite lorsqu’un neceud est rencontré en remontée gauche
il faut effectuer T, mémoriser le nceud dans une pile, puis il faut travailler sur tout
son sous-arbre droit, et enfin traiter le nceud lui-méme en remontée droite par T.

Pour éviter d’utiliser deux piles, on introduit une marque N qui vaut 1 lorsque le
nceud est rencontré en descente et en remontée gauche, et 2 lorsqu’il est rencontré en
remontée droite. On utilise dans 1’algorithme le type Pile et les opérations empiler,
dépiler et est-vide définies sur ce type au chapitre 5. La pile est formée d’éléments
qui sont des couples (Arbre, marque). Le parcours itératif d’arbres binaires se décrit
comme Suit.
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procedure Parcoursiter (A : Arbre);

var P : Pile; N : integer;

{N est une marque, positionnée au moment de la descente, qui indique au mo-
ment de la remontée si on remonte du sous-arbre gauche (N = 1) ou droit

(N'=2)}
begin
N =1; P :=pile-vide,
repeat
if N=1 then begin
while A <> arbre-vide do begin
TRAITEMENT1;
P := empiler(P, (A, 1));
A := g(A) {descente gauche}
end;
TERMINAISON {traitement de I’arbre vide}
end;
if not est-vide(P) then begin
(A, N) := sommet(P); P := dépiler(P);
if v =1 then begin
TRAITEMENT2; {remontée de la gauche}
P := empiler(P, (A, 2));
A :=d(A) {descente droite}
end
else TRAITEMENT3 {remontée de la droite}
end
until est-vide(P)
end Parcoursiter;

Remarque : La méthode qui vient d’étre présentée pour transformer le parcours
récursif d’arbres binaires en parcours itératif peut étre adaptée pour dérécursifier
beaucoup d’autres algorithmes comportant deux appels récursifs; on en verra des
exemples par la suite.

2. Arbres planaires généraux

On présente maintenant une structure arborescente plus large appelée arbre planaire
général ou plus brievement arbre général ou arbre, ot le nombre de fils de chaque
neeud n’est plus limité 2 deux. La figure 21 montre un exemple d’arbre planaire
général.

2.1. Définitions et propriétés

Un arbre A =< 0, As,..., A, > est la donnée d’une racine et d’une liste finie,
éventuellement vide (si p = 0), d’arbres disjoints. Une liste finie éventuellement
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nl n2

ns n6 n7 n8

nl3 nl4 nls nlé

Figure 21. Arbre planaire général.

vide d’arbres disjoints est appelée une forét. Un arbre est donc obtenu en ajoutant
un nceud racine & une forét.

Ces définitions peuvent tre exprimées par les équations :
A=<o, F>
avecF =0 +A+ <A, A>+<A A A>+...

ol A désigne I’ensemble des arbres planaires généraux, F I’ensemble des foréts et
@ la forét ne contenant aucun arbre.

La signature correspondant a ces définitions est la suivante :

sorte Arbregen, Forét
utilise Nceud, Entier

opérations
cons : Nceud x Forét — Arbregen
racine :  Arbregen — Neceud
list-arbres : Arbregen — Forét
forét-vide : — Forét
ieme : Forét x Entier — Arbregen
nb-arbres : Forét — Entier
insérer . Forét x Entier x Arbregen — Forét

Cette signature peut &tre complétée par d’autres opérations, par exemple supprimer
un arbre d’une forét, ou donner le contenu d’un nceud. Dans un but de simplification
on se limite ici aux opérations de construction et d’acces pour les arbres et les foréts.

FEtant donné des variables, o de sorte Neeud, F' de sorte Forét, A de sorte Arbregen
et 7 de sorte Entier, on a la précondition et les axiomes suivants :
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précondition

insérer(F, i, A) est-défini-ssi 1<i< 1+ nb-arbres(F)
{l’opération insérer permet d& ajouter un arbre & une forét}

axiomes

racine(cons(o, F)) = o
list-arbres(cons(o, F))=F
nb-arbres(forét-vide) = 0
1 <i <14 nb-arbres(F) =
nb-arbres(insérer(F, i, A)) = nb-arbres(F) + 1
1 <k <i= iéme(insérer(F, i, A), k) = iéme(F, k)
k =1 = iéme(insérer(F, i, A), k)= A
t+ 1<k <1+ nb-arbres(F) = iéme(insérer(F,i, A), k) = iéme(F,k — 1)

Remarque : 11 est important de remarquer qu’il n’y a pas de notion gauche-droite
dans les arbres : alors que < 0, <0, @, @ >, @ > et < 0, D, <o, @, B>>
sont deux arbres binaires différents, il n’y a qu’un arbre planaire général avec deux
neeuds I'arbre < 0, < o, @ >>. Une autre différence importante avec les arbres
binaires, est qu’un arbre n’est jamais vide !

Le vocabulaire concernant les arbres est le méme que celui présenté précédemment
pour les arbres binaires a une différence pres : il n’y a plus de notion gauche-droite
pour les fils et pour les sous-arbres. Les fils (et les sous-arbres) d’un nceud sont
ordonnés et I’on parle du premier fils, du deuxieme fils, du troisieme fils... et de
meme pour les sous-arbres. Par exemple sur la figure 21, ng est le premier fils de
n4, et ny3 est le quatrieme fils de ny, ng est le premier fils (et fils unique) de n.,
ni3 est le premier fils de n;, et ny4 son deuxiéme fils.

2.2. Parcours des arbres généraux

Par extension du parcours des arbres binaires vu au paragraphe précédent, on peut
définir un parcours en profondeur 4 main gauche des arbres généraux; dans ce
parcours chaque nceud de 1’arbre est rencontré une fois de plus que son nombre
de fils, et I'on peut faire correspondre 2 chacun de ces passages un certain
traitement du nceud rencontré : on note TRAITEMENT(:) (en abrégé T;) la suite
d’actions exécutées lors du (i + 1)®™¢ passage sur le nceud (figure 22); le premier
traitement sur un nceud est noté TRAITEMENTPREF et le demnier traitement
TRAITEMENTSUFF; on note TERM le traitement particulier des nceuds qui n’ont
pas de fils.

La procédure Parc est une version récursive du parcours d’un arbre général A. Sa
complexité, comptée en nombre de traitements de nceuds, est en ©(n) , si n est le
nombre de nceuds de I’'arbre A.
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Figure 22. Parcours d’un arbre général.

L’opération feuille(A) teste si un arbre A est réduit 4 un seul nceud, c’est-a-dire si
list-arbres(A) = forét-vide.

procedure Parc(A : Arbregen);
var ¢,nb : integer;
begin
nb := nb-arbres(list-arbres(A));
if feuille(A) then TERM
else begin '
TRAITEMENTPREF; {traitement avant de voir les fils}
for i := 1 to nb— 1 do begin
Parc(iéme(list-arbres(A),1));
TRAITEMENT()
end; :
Parc(iéme(list-arbres(A),nb));
TRAITEMENTSUFF {traitement aprés avoir vu tous les fils}
end
end Parc;

Deux ordres naturels d’exploration des arbres généraux sont inclus dans ce parcours.

1) Lordre préfixe, ou chaque nceud n’est pris en compte que lors du premier
passage : cela revient A ne faire intervenir que TRAITEMENTPREF et TERM
dans 1’algorithme de parcours.

2) L'ordre suffixe, o chaque nceud n’est pris en compte que lors du demier
passage : dans I’algorithme de parcours cela revient a ne faire intervenir que
TRAITEMENTSUFF et TERM .

Exemple : La figure 21 est la représentation graphique d’un arbre; on peut aussi
représenter cet arbre linéairement & 1’aide de parentheses :

()  (no(ni(ns)(ne)(n7))(n2(ns))(n3)(na(ne)(ni0(m13)(r14)) (n11) (R12(n15) (16))))
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Cette fagon de noter doit étre familiere aux utilisateurs du langage LISP; ceux qui
ont surtout 1’habitude d’écrire les fonctions dans la notation mathématique usuelle
préferent peut-€tre la représentation linéaire de I’arbre a I’aide de parenthéses et de
virgules :

(b) no(ni(ns, ng, ng), na(ng), n3, nalng, nig(nis, n14), 11, R12(Nis, n16)))

Pour obtenir une représentation des arbres généraux sous la forme (a) il suffit que
les traitements de la procédure de parcours Parc soient les suivants :

— TRAITEMENTPREEF €crit une parentheése ouvrante suivie du contenu de la
racine de A;

— TRAITEMENTSUFF écrit une parenthese fermante ;

— le traitement, réservé aux feuilles, TERM écrit une parenthése ouvrante,
puis le nceud, puis une parenthese fermante ;

— les autres traitements ne font rien.

Pour obtenir une représentation sous la forme (b) il suffit que dans la procédure de
parcours Parc on ait les traitements suivants :

— TRAITEMENTPREEF écrit le contenu de la racine de A et une parenthese
ouvrante;

— les TRAITEMENT(?) écrivent une virgule;
— TRAITEMENTSUFF écrit une parenthése fermante;

— le traitement réservé aux feuilles, TERM, écrit le contenu du nceud.
2.3. Représentation des arbres généraux

2.3.1. Représentations simples

Différentes facons d’implémenter un arbre sont envisageables.

On peut donner pour chaque nceud la liste de ses fils comme sur la figure 23, qui
représente 1’arbre de la figure 21. Cette représentation des arbres peut étre utile,
mais elle se préte mal a une gestion dynamique (cf. exercices).

On peut aussi décrire une représentation analogue 2 celle des arbres binaires :
chaque nceud contient un pointeur vers chacun des sous-arbres (cf. figure 24), et
€ventuellement un champ pour stocker 1’élément contenu dans le nceud. Sauf pour
des cas particuliers d’arbres dont tous les nceuds ont & peu pres le méme nombre de
fils, cette représentation est trop gourmande en place (c’est le nombre maximal de
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mng nj] h2 n3 n4g n5 ng R7 ng n9 njp NI} BI12 NI3 Nl4 KI5 N6

I Zar I A7
] Ny

Figure 23. Représentation d’un arbre par liste de fils.

fils d’un noeud qui détermine le nombre de pointeurs dans tous les nceuds), et donc
peu utilisable.

n0

nl n2

A

n5 né n8 n9 nl0 nil nl2

n7
WA WA A0 WA DA TLPA WA

nl3 nldy nls nl6

W W A WA

Figure 24. Représentation d’un arbre par des n-uplets de pointeurs.

La suite de ce paragraphe est consacrée a une représentation, tres utilisée, des arbres
généraux sous forme d’arbres binaires.

2.3.2. Représentation sous forme d’arbres binaires

On établit ici une correspondance entre les arbres planaires généraux et les arbres
binaires. Rappelons qu’un arbre général est obtenu en ajoutant un nceud racine a
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une forét. De méme qu’on a défini la taille d’un arbre binaire, on définit la faille
d’un arbre général comme le nombre total de ses nceuds: la taille d’une Jorét est
le nombre total de neeuds de tous les arbres qui la composent. On a donc :

taille(forér-vide) =

taille(insérer(F, i, A)) = taille(F) + taille(A)
taille(cons(o, F)) =1+ taille(F)

Lemme 7 : Il existe une bijection entre les arbres généraux ayant n + 1 nceuds, et
les foréts de taille n.

La preuve est évidente : on associe a 'arbre 4 =< 0, Aj,..., Ap > la forét
F =< A;,..., A, >; 'arbre A a un nceud de plus (sa racine) que la forét. La
figure 25 montre la forét associée A ’arbre de la figure 21. mi
nl n2 n3Q0 n4
n9 nliQ 12
n5 a6 n7 ng nll "

nl3 nl4 al5 nl6
Figure 25. Forét associée 2 1’arbre de la figure 21,

Montrons maintenant que 1’on peut coder les foréts par des arbres binaires. La figure
26 montre 1’arbre binaire associé 2 la forét de la figure 25 dans la bijection dite
bijection fils ainé-frére droit.

Figure 26. Arbre binaire associé 2 la forét de la figure 25.



126 Structures de données

Proposition 3 : Il existe une bijection entre les foréts de taille n et les arbres-
binaires ayant n nceuds.

Preuve @ Pour obtenir ’arbre binaire associé A une forét, on construit pour

chaque nceud un lien gauche vers son premier fils (fils ainé), et un lien droit
vers son frére situé immédiatement 2 sa droite dans la forét (on considere que
les racines des différents arbres de la forét sont des nceuds fréres), comme le
montre le schéma de la figure 27.

Inversement, pour revenir de 1’arbre binaire vers la forét qu’il représente, on
effectue 1a transformation inverse de celle de la figure 27 : conserver les liens
gauches; supprimer les liens droits, et construire des liens entre un nceud et
chacun des nceuds du bord droit de son ancien sous-arbre gauche. a

n0 nQ

4 N  m

nl n2 n3 n4
n3
n4
Figure 27. Bijection fils ainé-frére droit.

Les deux résultats précédents permettent maintenant :
— d’une part de dénombrer les arbres généraux (respectivement les foréts)
selon leur taille,
— d’autre part de donner une bonne représentation des arbres (respectivement
des foréts) en termes d’arbres binaires. '

Proposition 4 : Le nombre a,; d’arbres de taille n + 1 est:

= ()
n+l1 —
* n+l1 N7

La preuve est une conséquence immédiate du lemme 7 et des propositions 2
et 3 : il y a autant de foréts de taille n, que d’arbres binaires ayant n noeuds,
et il y a autant d’arbres ayant (n + 1) nceuds que de foréts de taille n. d

La figure 28 montre les 5 arbres que 1’on peut construire avec 4 neeuds.

Proposition 5 : Dans la bijection fils ainé-frere droit entre une forét F' et un arbre
binaire B,
— le bord gauche de B est le méme que le bord gauche du premier arbre de
F,
— le bord droit de B représente la suite des racines des arbres de F/,
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A

Figure 28. Les 5 arbres avec 4 noeuds.

— le parcours préfixe de B donne les nceuds dans le méme ordre que le
parcours préfixe de F,

- le parcours symétrique de B donne les nceuds dans le méme ordre que le
parcours suffixe de F.

Cette propriété, dont la preuve est laissée en exercice, montre que la représentation
des arbres et des foréts par des arbres binaires est utilisable en pratique : les
opérations sur les arbres ne sont en général pas difficiles a décrire sur les arbres
binaires leur correspondant.
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Exercices

1. Montrer que dans un arbre binaire, le nombre maximal de nceuds & profondeur &
est 2%,

2. Montrer que pour tout arbre binaire ayant f feuilles et s nceuds qui ne sont pas
des feuilles,ona: f < s+ 1.

3. On a vu qu’on peut représenter un nceud dans un arbre binaire par son occurrence
dans I’arbre, qui est un mot de {0, 1}*. Exprimer dans cette représentation :

a) le bord gauche et le bord droit de 1’arbre;
b) le pere et le fils d’un neeud;

¢) la hauteur d’un neeud, la hauteur de I’arbre et la longueur de cheminement.

4. La numérotation en ordre hiérarchique d’un arbre binaire consiste a numeroter
en ordre croissant & partir de 1, tous les nceuds possibles d’un arbre binaire, & partir
de la racine, niveau par niveau, et de gauche a droite sur chaque niveau.

a) Montrer que si un nceud est numéroté par ¢ dans la numérotation en ordre
hiérarchique, alors son fils gauche est numéroté par 24, et son fils droit par 2¢ + 1.

b) Ecrire une procédure qui produit la liste des nceuds d’un arbre binaire dans
I’ordre hiérarchique.

¢) Montrer que si un neeud a pour occurrence  (cf. exercice précédent) et pour
numérotation en ordre hiérarchique I’entier 4, alors on a la relation ¢ = ll0g,i] gy,
oll m est ’entier représenté par p.

5. Montrer que pour tout arbre binaire localement complet B ayant n nceuds internes,
on a la relation LCE(B) = LCI(B) + 2n.
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6. Montrer que les arbres binaires qui minimisent la longueur de cheminement (resp.
longueur de cheminement interne et longueur de cheminement externe) sont ceux
qui ont toutes leurs feuilles situées sur deux niveaux au plus.

7. Soit B un arbre binaire de taille n. Le lemme 3 montre 1’encadrement suivant
pour la longueur de cheminement totale LC(B) :

f:Ungz' |<rom <M=l

i=1

n
Etablir I'égalité : ) _|logyi] = 2 + (n + 1)|log,n] — 2U1°%"1+1 En déduire que la
=1
longueur de cheminement est au minimum de I’ordre de nlog,n et au maximum de
I’ordre de n?.

8. Ecrire pour chaque représentation d’un arbre binaire (chainée ou contigug)
a) une fonction qui calcule la hauteur d’un arbre binaire;

b) une fonction qui calcule la longueur de cheminement d’un arbre binaire ;
(on ne supposera pas connue a 1’avance la taille de I’arbre);

¢) une fonction qui indique pour chaque nceud de 1’arbre le nombre de ses
descendants.

9.  a) Ecrire une fonction qui teste 1’égalité de deux arbres binaires étiquetés.

b) Un arbre binaire .S figure dans un arbre binaire 7" s’il lui est égal ou s’il est
€gal & un sous-arbre de T'. Ecrire une fonction récursive figure(S, T) qui indique si
S figure dans T'; si c’est le cas, la fonction renvoie I’adresse du sous-arbre de T
qui est égal & S et sinon renvoie nil.

10. Représenter un arbre binaire localement complet dans un tableau avec seulement
I’adresse du fils gauche, le fils droit étant placé dans une case contigué.

11. a) Est-il vrai que les feuilles d’un arbre binaire occurrent aux mémes positions
relatives dans les trois parcours préfixe, symétrique et suffixe ?

b) Pour chacun des couples de parcours suivants trouver tous les arbres binaires
dont les nceuds apparaissent exactement dans le méme ordre pour les deux parcours
du couple :
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i) préfixe et symétrique,
ii) préfixe et suffixe,
iii) symétrique et suffixe.

12. En utilisant la représentation d’un neeud dans un arbre binaire par son occurrence
(mot de {0, 1}*), caractériser chacun des trois parcours préfixe, symétrique et suffixe.

13. Montrer que si on connait la liste des nceuds d’un arbre binaire en ordre préfixe
et la liste en ordre symétrique, alors on peut reconstruire la structure de I’arbre
binaire. Ce résultat est-il encore valable si on connait seulement 1’ordre préfixe et
I’ordre suffixe? Ou seulement I’ordre symétrique et 1’ordre suffixe?

14. Déterminer les couples d’ordres (X, V), ot X et Y sont pris parmi {préfixe,
suffixe, symétrique} pour lesquels 1’assertion suivante est vraie : on peut tester si
un nceud m est un ascendant d’un neeud n en testant si m précéde n dans 1’ordre
X et si m suit n dans 'ordre Y.

15. Ecrire une procédure qui construit un arbre binaire de profondeur minimum 2
partir de la suite de ses nceuds en ordre préfixe.

16. Donner tous les arbres binaires dont la liste des nceuds en ordre symétrique
coincide avec 1'expression arithmétique : 24+ 3 x4 + 5.

17. Supposons que la liste des noeuds d’un arbre binaire dans I’ordre préfixe soit

n1, M2..., N, et dans I’ordre symétrique ng,, Mg, ..., Nk,-
a) Montrer que la permutation ki, ko,..., k, de 1, 2..., p peut €tre obtenue
en passant 1, 2,..., p dans une pile (cf. exercices sur les listes).

b) Inversement, montrer qu’a toute permutation ki, k2...,k, qui peut €tre
engendrée par une pile on peut associer un arbre binaire tel que la liste de ses nceuds

dans I’ordre préfixe soit n1, ns ..., n, et dans I’ordre symétrique ng,, ng, ..., Nk,-

18. On considére un arbre dont les nceuds intemnes représentent des fonctions d’arité
2, et les feuilles des constantes ou des variables. On veut obtenir I’expression
arithmétique correspondante sous 'une des trois formes : préfixe, symétrique ou
suffixe.

a) Donner une version de la procédure Parcours pour chaque forme préfixe ou
suffixe.

b) Pour la forme symétrique, comment faut-il modifier la procédure Parcours
pour obtenir une notation avec parenthéses et virgules f(a,b)?
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19. Dérécursifier la procédure Sym en s’inspirant de la procédure Parcoursiter.

20. Ecrire dans chacun des cas suivants une procédure récursive qui construit un

arbre binaire a partir de la lecture lin€aire d’une expression arithmeétique bien
parenthésée :

a) ’expression est donnée en ordre préfixe;
b) I’expression est donnée en ordre symétrique;

¢) I’expression est donnée en ordre suffixe.

21. Montrer que la complexité en temps de la procédure Parcours est linéaire.

22. Montrer que dans la procédure Parcoursiter, la hauteur de pile nécessaire est
égale a la hauteur de ’arbre.

23. On définit récursivement une fonction entiere ¢ sur 1’ensemble des arbres
binaires. Appelons g(A) et d(A) respectivement le sous-arbre gauche et le sous-
arbre droit de A :

0 si A est 1’arbre vide
¢(A) = § max(¢(g(4)), ¢(d(A))) si(g(A)) # #(d(A))
$(d(4)) +1 si ¢(g(4)) = ¢(d(4))

Cette fonction ¢ permet d’associer a tout arbre binaire un nombre dit de Strahler.

a) Quel est le nombre de Strahler d’un arbre binaire complet de hauteur n ? Le
nombre de Strahler d’un arbre binaire dégénéré de hauteur n ?

b) Donner une procédure récursive basée sur le parcours suffixe qui calcule le
nombre de Strahler d’un arbre binaire.

24, Définir la structure de données qui permet de représenter 1’arbre planaire de la
figure 23 (représentation par listes de fils).

25. On a montré comment la procédure Parc de parcours a main gauche d’un arbre
planaire général permet d’obtenir deux représentations linéaires avec parenthéses
d’un arbre planaire général. Montrer comment on peut passer de 1’une de ces
représentations a 1’autre.

26. a) Pour chacune des deux représentations linéaires d’un arbre général (cf.
exercice précédent), écrire une procédure récursive qui & tout arbre associe sa
représentation sous forme d’arbre binaire.
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b) Ecrire aussi les procédures qui réalisent les transformations inverses.

27. Montrer que le nombre total » de nceuds qui ne sont pas des feuilles dans une
forét s’exprime simplement en fonction du nombre p de liens droits & nil dans I’arbre

binaire -obtenu par-la-bijection-fils ainé-frére-droit.

28. Une forét peut étre considérée comme induisant un ordre partiel «préceéde» tel
que tout nceud d’un arbre préceéde tous ses descendants dans 1’arbre. Une liste des
neeuds de la forét est dite en ordre topologique si I’ordre séquentiel de la liste
respecte 1’ordre partiel «précede». Les nceuds de la forét sont-ils triés en ordre
‘topologique lorsqu’ils sont listé€s a) en ordre préfixe b) en ordre suffixe ?

29. Démontrer la proposition 5 de la représentation par arbre binaires des arbres
planaires.

30. La bijection fils ainé-freére droit n’est pas «symétrique». En inversant droite et
gauche, mettre en évidence une autre bijection entre les arbres binaires et les foréts.
Décrire des propriétés analogues a celles qui sont énoncées dans la proposition 5.

31. Les arbres binémiaux sont définis, pour £ > 0, par les régles suivantes :

By = o, et By, = cons(o, insérer(list-arbres(By,),1, By))

L’arbre B; est donc formé de 2% nceuds; on dit qu’il est de taille 2¢. Une file

binémiale F, est une suite d’arbres bindmiaux étiquetés de tailles strictement

décroissantes, dont le nombre total de nceuds vaut n ; il y a donc dans F, exactement

un arbre bindmial étiqueté B; pour chaque b; # 0 dans I’écriture binaire de

n = Z b;2¢ . Par exemple, 13 = 8 +4 +1, et I’on a la file bindmiale F3 (figure 29).
i>0

< a ) € ? g >

ZIN
an

d p 1 k

_—

Figure 29. File bindmiale.

Définissons 1’algorithme de concaténation de deux files bindmiales.
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o La concaténation de deux arbres bindmiaux B, et By, est arbre binémial By,
construit comme dans la définition des arbres bindmiaux.

¢ La concaténation de deux files bindmiales F, et F,, peut alors se décrire par

-analogie-avec lalgorithme- classique- d’addition des teprésentations binaires de n-
et m : la concaténation de F,, et F,, se fait en traitant par tailles croissantes les
arbres bindmiaux composant chacune des files, et le résultat de la concaténation de
deux arbres bindmiaux de méme taille constitue la «retenue» pour ’étape suivante.
Initialement il y a au plus deux B, présents, un pour chaque file; si les deux sont
présents, ils sont concaténés pour constituer une retenue B;. A I’étape k, pourk > 1,
il y a au plus trois By présents : un pour chaque file et la retenue. S’il n’y a qu'un
seul By présent, il constitue la k"™ composante du résultat; s’il y a deux B, ils
sont concaténés pour former la retenue By, de I’étape suivante; s'il y en a trois,
deux d’entre eux sont concaténés pour former la retenue suivante, et le troisidme
constitue la composante B;, du résultat.

La procédure se termine quand I’'une des files est épuisée et qu’il n’y a plus de
propagation de retenue.

Le but de Iexercice est de programmer cet algorithme en utilisant la représentation
fils ainé-frére droit des arbres et des foréts.

Lectures conseillées pour le chapitre 7

Knuth, The Art of Computer Programming, Vol.1, Fundamental Algorithms, Addison-
Wesley, 1973.






Chapitre 8
Graphes

1. Définitions et exemples

Beaucoup de problemes de 1a vie courante, tels la gestion de réseaux de communi-
cation ou I’ordonnancement de tiches, correspondent 2 des structures relationnelles
que I’on peut modéliser par des graphes. Informellement un graphe est un ensemble
d’objets, appelés sommets, et de relations entre ces sommets.

Exemple 1 : Dans une carte des liaisons aériennes, les villes sont des sommets
du graphe et I’existence d’une liaison aérienne entre deux villes est la relation du
graphe (figure 1).

Dans cet exemple, la relation est symétrique : on peut raisonnablement supposer
que la compagnie aérienne assure des vols aller-retour. Dans ce cas on dit que le
graphe est non orienté. Si deux sommets 51 et s2 sont en relation, on dit qu’il existe
une aréte entre sl et s2. On peut se poser des questions du type suivant : existe-t-il
un moyen d’aller d’une ville A a une ville B? Quel est le trajet qui nécessite le
moins d’escales? etc.

Exemple 2 : Dans le graphe du flot de contrdle d’un programme, les boites
(instructions ou tests) sont les sommets, et les fleches indiquent les enchainements
possibles entre celles-ci.

Dans cet exemple, la relation n’est pas symétrique : I := I + 1 s’exécute
immédiatement avant S := S + A[I], mais pas I'inverse. Dans ce cas, on dit qu’on
a un graphe orienté. Si deux sommets sl et s2 sont en relation, on dit qu’on a un
arc de sl vers s2.

Exemple 3 : Dans une organisation du travail ol certaines tiches doivent étre
exécutées avant d’autres, on peut schématiser 1’ordonnancement des tiches par un
graphe ou les sommets sont les tiches et ol il existe un arc entre deux tiches ¢;
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J
P4

2

Sarrebriick

Lille @

o Paris

\ Lyone

e Toulouse

Figure 1. Graphe de liaisons aériennes.

I:=1; S:=0

s

S:=S+A[]]

L=+1
L]

Figure 2. Graphe du fl6t de controle d’un programme.

et t; seulement si ¢; doit étre terminée juste avant d’exécuter t;. Le graphe de la
figure 3 décrit la préparation d’un curry d’agneau.
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Un des traitements intéressants sur un tel graphe est un i topologique qui consiste
a trouver un ordre des tiches tel que toute tiche ¢, soit exécutée avant toute tiche
t; §’il existe un arc de ¢; a ;.

t1 2
rouler la viande couper les
dans le curry oignons
t4 [ t3 I
ajouter la faire revenir les
viande dans e oignons dans
la cocotte une cocotte
t7 )/t6 | \ts\ "
ajouter la ajouter le ajouter les raper les
noix de coco yaourt pommes o pommes
\w\ ' /
mélanger ;
t10 i
rectifier
l'assaisonnement
t11 ]

laisser cuire

Figure 3. Exemple de graphe d’ordonnancement de tiches.

Définitions :

e Un graphe orienté G est un couple < S, A4 >, oit S est un ensemble fini de

sommets et ou A est un ensemble fini de paires ordonnées de sommets, appelées
arcs.

o Un graphe non orienté G est un couple < S, A >, ot S est un ensemble fini de
sommets et ou A est un ensemble fini de paires de sommets, appelées arétes.
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e Dans de nombreux problémes, il est naturel d’associer une valeur (on dit aussi un
cofit ou un poids) aux arcs ou aux arétes du graphe. Un graphe valué, orient¢ (resp.
non orienté) est un triplet < S, A,C > ot § est un ensemble fini de sommets, A un
ensemble fini d’arcs (resp. arétes) et C' une fonction de A dans R appelée fonction

de cofit.

On peut alors traiter des problemes tels que : trouver le moyen le plus économique
d’aller de Brest 2 Lyon, connaissant pour chaque ligne aérienne, le prix du billet,
ce qui revient A rechercher un plus court chemin entre deux sommets du graphe.

Remarque 1 : La distinction entre graphes orientés et graphes non orientés n’est
pas aussi catégorique qu’on pourrait le croire : quand on a un graphe orienté, il est
parfois commode de ne pas tenir compte de 1’orientation si le probléme posé est de
nature non orientée. Dans ce cas, on se contente de considérer, provisoirement, que
la relation est symétrique.

Remarque 2 : Certains graphes admettent des boucles, ¢’est-a-dire, des arcs (ou
des arétes) qui connectent un sommet avec lui-méme. On peut aussi trouver dans
un graphe, deux sommets reliés par plusieurs arcs {ou arétes) correspondant a des
relations différentes (cas de multigraphes). On parle dans ce cas d’arcs (ou d’arétes)
multiples. Dans ce qui suit, on suppose que les graphes n’ont ni boucles ni arcs (ni
arétes) multiples (graphes simples).

2. Terminologie

Nous définissons ici le vocabulaire et les notations usuels sur les graphes.

e On note ¢ — y I'arc (z,y); x est ’extrémité initiale de 1’arc, y est son extrémité
terminale. On dit que y est un successeur de et que x est un prédécesseur de y.

De méme, on note z—y 1’aréte {z,y}; = et y sont les deux extrémités de 1’aréte. Par
abus de langage, on dit parfois que y est successeur de x ou que x €St successeur
de y.

e Soit G = < S, A > un graphe. Le sous-graphe de G engendré par S' C S est le
graphe G’ dont les sommets sont les éléments de S’ et dont les arcs (resp. arétes)
sont les arcs (resp. arétes) de G ayant leurs deux extrémités dans S’ (cf. figure 4b).
Autrement dit, on ignore les sommets de S — S’ ainsi que les arcs ayant au moins
une extrémité dans S — S’

e Soit G = < S, A > un graphe. Le graphe partiel de G engendré par A’ C A est
le graphe < S, A’ > dont les sommets sont les éléments de S et dont les arcs (resp.
arétes) sont ceux de A’. Autrement dit, on élimine de G les arcs (arétes) de A — A’
(cf. figure 4c¢).
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e Deux arcs (resp. arétes) d’un graphe orienté (resp. non orienté) sont dits adjacents
s’ils ont au moins une extrémité commune.

Deux sommets d’un graphe non orienté sont dits adjacents s’il existe une aréte les
--joignant.

Dans un graphe orienté, le sommet y est dit adjacent au sommet z s’il existe un arc
T —y.

e Un graphe orienté (resp. non orienté) est dit complet si pour tout couple de
sommets (z,y), il existe un arc z — y (resp. une aréte z—v).

sl 52 s2 Osl 52
s3 ‘ s3 s3
s4 s4 s4
a) G (non orienté) b) sous-graphe ¢) graphe partiel
S'={s2, 53, 54} A'={(s2, s3), (53, s4)}

Figure 4. Exemple de sous-graphe et de graphe particl.

¢ Dans un graphe orienté, si un sommet z est I’extrémité initiale d’un arc u = =z — Y,
on dit que I'arc v est incident @ = vers Pextérieur. Le nombre d’arcs ayant leur
extrémité initiale en z, se note d°*(z) et s’appelle le demi-degré extérieur de z.

On définit de méme les notions d’arc incident vers Uintérieur et de demi-degré
intérieur qui est noté d°(z).

¢ Dans un graphe orienté (resp. non orienté), on appelle degré d’un sommet z, et
on note d°(z), le nombre d’arcs (resp. d’arétes) dont z est une extrémité. Dans
le cas d’un graphe orienté, on a : d°(z) = d°*(z) + d°~(z), pour tout sommet
z. Dans I’exemple de la figure 5, le calcul des degrés du sommet 23 donne :
d°¥(z3) = 2;d°"(23) = 3;d°(23) = 5.

x40
Figure 5. d°F (23) = 2;d°(z3) = 3;d°(x3) = 5.
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e Dans un graphe orienté G (resp. non orient¢), on appelle chemin (resp. chaine)
de longueur ), une suite de () + 1) sommets (s, 51, ..., $1) tels que : pour tout i tel
que 0 <7< A-—1, 8 — s;41 estun arc (resp. une aréte) de G. Par convention, on
dit qu’il y a un chemin de longueur 0 de tout sommet vers lui-méme.

On peut aussi définir de fagon récursive un chemin de longueur A (A > 0) allant du
sommet x vers le sommet y comime :

— siA=1,unarcde z vers y

— sinon la suite composée d’un arc de z vers un certain sommet 2 et d'un
chemin de z vers y, de longueur A — 1.

La définition récursive d’une chaine de longueur A est analogue.

e Un chemin (resp. une chaine) est dit élémentaire s’il ne contient pas plusieurs
fois le méme sommet.

e Dans un graphe orienté (resp. non orienté), un ‘chemin (resp. une chaine)
(s0, 81, ..., 5») dont les X\ arcs (resp. ar€tes) sont tous distincts deux a deux et tel
que les deux sommets aux extrémités du chemin (resp. de la chaine) coincident, est
un circuit (resp. un cycle).

e Un graphe orienté est dit forfement connexe si pour toute paire ordonnée de
sommets distincts (u,v), il existe un chemin de u vers v €t un chemin de v vers u.

Un graphe non orienté est dit connexe si pour toute paire de sommets distincts
{u,v}, il existe une chaine reliant u et v.

o On appelle composante fortement connexe d’un graphe orienté un sous-graphe
fortement connexe maximal, c’est-a-dire un sous-graphe fortement connexe qui n’est
pas strictement contenu dans un autre sous-graphe fortement connexe.

De méme, dans un graphe non orienté, on appelle composante connexe un sous-
graphe connexe maximal. Le graphe de la figure 1 a deux composantes connexes.

Arbres et arborescences en théorie des graphes

On définit en théorie des graphes des structures appelées arbres et arborescences.
Ces structures sont proches de la structure de données qui a €t appelée précédem-
ment arbre planaire général. En théorie des graphes, on appelle arbre un graphe
non orienté, connexe, sans cycle.

Un certain nombre de propriétés caractéristiques des arbres sont énoncées ci-dessous.
Proposition : Soit G = < S, 4 > un graphe non orienté, ayant n sominets. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) G est un graphe connexe sans cycle,
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(2) G est connexe et si on supprime une arte, il n’est plus connexe,
{3) @ est connexe avec (n — 1) arétes,

{4) 7 est sans cycle et en ajoutant une aréte, on crée un cycle,

{5) @@ est sans cycle avec (n — 1) arétes,

{H) tout couple de sommets de S est reli€ par une chaine et une seule.
La preuve de cette proposition est laissée en exercice.

Le type de données arbre planaire général, défini au chapitre 7 correspond plutdt a
la notion d’arborescence définie ci-dessous, car la relation pere-fils est orientée.

Etant donné G =< 5, A > un graphe orienté, on appelle racine de G un sommet
7 de § tel que tout autre sommet de S puisse étre atteint par un chemin d’origine
7. Notons qu’une racine n’existe pas toujours : le graphe de la figure 6 n’a pas de

racine.
510 ’3\5\1
\ / R/

52 © 4 O

Figure 6. Exemple de graphe qui n’est pas une arborescence.

On appelle arborescence un graphe orienté G admettant une racine, et tel que le
graphe non orienté G’, obtenu a partir de G en oubliant 1’orientation des arcs, soit un
arbre. Les propriétés caractéristiques des arborescences sont étudiées en exercice.

Rappelons que dans un arbre planaire général, les successeurs d’un neeud forment
une suite ordonnée. Dans une arborescence ils forment, par contre, un ensemble et
"ordre dans lequel on accede aux éléments de cet ensemble n’est que pure conven-
tion. Par exemple les deux graphes de la figure 7 sont une méme arborescence, mais
si on les considere comme des arbres planaires généraux, ceux-ci sont différents.

81 sl
/ 1)\ 1)\
o O @] o O O
s2 s3 s4 s3 s4 52
Figure 7. Deux arborescences identiques.

Inversement, si on considére un arbre pianaire général comme un graphe, en faisant
abstraction de 1’ordre des fils de chaque nceud, on obtient une arborescence.

Dans le chapitre sur les structures arborescentes, on a donné la définition d’une
forét d’arbres planaires généraux : c’est une liste de tels arbres. On dit la méme
chose & propos des arbres et arborescences de la théorie des graphes, mais on ignore
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P’ordre des arbres (ou arborescences) : un graphe qui est un ensemble fini d’arbres
(ou d’arborescences) disjoints est appelé une forét.

3. Types abstraits Graphes

Sur les exemples proposés ci-dessus, le graphe est donné une fois pour toutes et les
opérations intéressantes sont le test de 1’existence d’un arc (d’une aréte) entre deux
sommets, ou le test de 1’existence d’un sommet parmi les successeurs d’un autre
sommet, etc. De plus, dans bien des cas, on a besoin d’énumérer les successeurs
d’un sommet : il est donc utile de connaitre le demi-degré extérieur de tout sommet
et le £%¢™¢ successeur d’un sommet (I ordre d’ énumération étant arbitraire).

Mais, le plus souvent, le graphe est évolutif et I’on veut pouvoir lui appliquer des
opérations de base qui sont : ajout ou suppression d’un sommet, ajout ou suppression
d’un arc, etc. On retrouve toutes ces opérations dans la signature des graphes.

On va avoir deux types abstraits : un pour les graphes orientés, et un pour les
graphes non orientés. On commence par donner le type sommet, qui est utilis€é par
ces deux types abstraits.

Pour distinguer les sommets d’un graphe, on les étiquette, soit par des chaines de
caracteres, soit par des numéros. C’est cette deuxiéme convention qui est suivie
dans la spécification ci-dessous.

sorte Sommet
utilise Entier

opérations
som : Entier — Sommet
n® : Sommet — Entier
axiomes

n°(som(z)) = ¢, pour tout entier ¢

Dans la suite, quand il n’y a pas d’ambiguité, on ne fait pas la distinction entre un
sommet et son numéro : on consideére que les sommets sont des entiers.

3.1. Spécification des graphes orientés

Un graphe orienté est un ensemble de sommets et un ensemble d’arcs; les arcs sont
des paires ordonnées de sommets. Il y a des similarités entre ce type abstrait et
celui vu pour les ensembles au chapitre 7. Il y a cependant des différences, dues
essentiellement au fait qu’il faut maintenir la cohérence de deux ensembles : ajouter
ou retirer un sommet peut affecter I’ensemble des arcs; ajouter ou retirer un arc
peut affecter I’ensemble des sommets.
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On a pris les conventions suivantes :
— quand on ajoute un sommet, celui-ci est isolé (il n’a aucun arc incident);

— quand on ajoute un arc, si les sommets adjacents 2 cet arc n’appartiennent

pas au graphe, on les ajoute;
— par contre, quand on retire un arc, les sommets adjacents ne sont pas retirés;
— mais quand on retire un sommet, tous les arcs incidents sont supprimés

— les opérations d’ajout d’un sommet ou d’un arc ne sont pas définies si le
sommet ou I’arc est déja présent dans le graphe concemé.

La signature du type abstrait Graphe est la suivante :

sorte Graphe {cas orienté}
utilise Sommet, Entier, Booléen

opérations
graphe-vide : — Graphe
ajouter-le-sommet _q _ : Sommet x Graphe — Graphe

ajouter-I'arc < _,_> a _ : Sommet x Sommet x Graphe — Graphe

-~ est-un-sommet-de _ : Sommet x Graphe — Booléen

< .- > est-un-arc-de . : Sommet x Sommet x Graphe — Booléen
d°t de. dans. : Sommet x Graphe — Entier

- éme-succ-de . dans _  : Entier x Sommet x Graphe — Sommet
d°~ de_ dans. : Sommet x Graphe — Entier

- eme-pred-de _dans _ : Entier x Sommet x Graphe — Sommet
retirer-le-sommet _ de _ : Sommet x Graphe — Graphe

retirer-I'arc < .,_> de _: Sommet x Sommet — Graphe

Dans ce qui suit les variables s,s’,s” sont de sorte Sommet, la variable g est de
sorte Graphe, les variables i, j sont de sorte Entier.

Les domaines' de définition des opérations sont spécifiés par les préconditions
suivantes.

préconditions
ajouter-le-sommet s & g est-défini-ssi s est-un-sommet-de g = faux
ajouter-I'arc < s,s' > a g est-défini-ssi
s#5 & (<s,8 > est-un-arc-de g) = faux
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d°t de s dans g est-défini-ssi s est-un-sommet-de g = vrai
i éme-succ-de s dans g est-défini-ssi
(s est-un-sommet-de g) = vrai & (i < d°" de s dans g) = vrai

d°=-de-s-dans-g-est-défini-ssi-s-est-un-sommet-de-g =vrai
i éme-pred-de s dans g est-défini-ssi
(s est-un-sommet-de g) = vrai & (i < d°~ de s dans g) = vrai

retirer-le-sommet s de g est-défini-ssi s est-un-sommet-de g = vrai
retirer-U'arc < s,s" > de g est-défini-ssi < s,s' > est-un-arc-de g = vrai

Les axiomes sont présentés ci-dessous dans I’ordre suivant : définitions successives
des observateurs est-un-sommet-de, est-un-arc-de, d°*, pour le graphe vide et pour
le résultat des opérations d’ajout de sommet et d’arc; puis définitions de ces
observateurs sur les opérations de suppression d’'un sommet ou d’un arc.

Les axiomes caractérisant le ™€ successeur d’un sommet (éme-succ-de) sont
laissés en exercice, ainsi que ceux caractérisant le demi-degré intérieur (d°~ de)
et le i*™¢ prédécesseur d’un sommet (éme-pred-de).

Rappelons que ’on a pris la convention au chapitre 4 que les axiomes ont comme
prémisses implicites les préconditions, convenablement instanci€es, des opérations
qui y apparaissent.

3.1.1. Définition de est-un-sommet-de sur le graphe vide et les ajouts
s est-un-sommet-de graphe-vide = faux

Le graphe vide correspond a un ensemble vide de sommets.

s = §' = s est-un-sommet-de (ajouter-le-sommet s' a g) = vrai
s #£ 8’ = s est-un-sommet-de (ajouter-le-sommet s' a g) =
s est-un-sommet-de g

s=¢ V s=s"= 5 est-un-sommet-de (ajouter-l'arc < s',s" > a g)
= vrai

Quand on ajoute un arc, si les sommets adjacents a cet arc n’appartiennent pas au
graphe, on les ajoute.
s#s & s#35"
= § est-un-sommet-de (ajouter-I'arc < §',s" > a g) =
s est-un-sommet-de g

3.1.2. Définition de est-un-arc-de sur le graphe vide et les ajouts

< 8,8 > est-un-arc-de graphe-vide = faux
Le graphe vide ne contient aucun arc.
< 5,8 > est-un-arc-de (ajouter-le-sommet s" 4 g) =
< 8,8 > est-un-arc-de g
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Quand on ajoute un sommet, celui-ci est isolé : on n’ajoute aucun arc.

s = 3” & Sl — SIH
= < 8,8 > est-un-arc-de (ajouter-U'arc < s"”,8" > a g) = vrai
8_#,5” v & £ s -

= < 5,8 > est-un-arc-de (ajouter-I'arc < s",s'"" > a g) =
< 8,8 > est-un-arc-de g

3.1.3. Définition du demi-degré extérieur sur les ajouts
Le graphe vide ne contenant aucun arc, d°+ n’est jamais défini sur le graphe vide.

s # s = d°" de s dans (ajouter-le-sommet s' @ g) = d°* de s dans g
s = §' = d°% de s dans (ajouter-le-sommet s' 3 g) =0
Quand on ajoute un sommet, celui-ci est isolé.

s#s & s+#s5" = d° de s dans (ajouter-l'arc < §',8" > d g) =
d°* de s dans g
s=3s8 & s est-un-sommet-de g = vrai
= d°t de s dans (ajouter-I'arc < s',s" > a g) = (d°F de s dans g)+1
s' était déja dans ¢; il a un successeur de plus.

~

s=¢ & s est-un-sommet-de g = faux
= d°t de s dans (aqjouter-l'arc < s',s" > ag) =1
s’ n’était pas dans g; on I’ajoute; il a un successeur, s”.

s=s" & s est-un-sommet-de g = vrai

= d°t de s dans (ajouter-l'arc < s',8" > a g) = (d°t de s dans g)
s’ était déja dans g; il a le méme nombre de successeurs.

~

s=¢" & s est-un-sommet-de g = faux
= d°* de s dans (ajouter-l'arc < s',s" > ad g) =0
s’ n’était pas dans ¢; on 1’ajoute; il n’a aucun successeur.

3.1.4. Définition des observateurs sur le résultat de la suppression d’un
sommet
s = s’ = s est-un-sommet-de (retirer-le-sommet s' de g) = faux
s # s’ = s est-un-sommet-de (retirer-le-sommet s' de g) =
s est-un-sommet-de g

s=s8"Vs =" =< 5,8 > est-un-arc-de (retirer-le-sommet s" de g) = faux
Quand on retire un sommet, on supprime les arcs incidents.
s#s" & & #£s"
= < 8,8 > est-un-arc-de (retirer-le-sommet s de g) =
< 8,8 > est-un-arc-de g
< 8,8 > est-un-arc-de g = vrai
= d°% de s dans (retirer-le-sommet s’ de g) = (d°" de s dans g) —1
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< 8,8 > est-un-arc-de g = faux & s est-un-sommet-de g = vrai
= d°t de s dans (retirer-le-sommet s' de g) = d°* de s dans g

Les autres observateurs sont laissés en exercice.

3.1.5. Définition des observateurs sur le résultat de la suppression d’un arc

s est-un-sommet-de (retirer-I'arc < s',s" > de g) = s est-un-sommet de g
Quand on retire un arc on ne retire pas de sommet.

§ = 8” & S, — 3”’

=< 8,8 > est-un-arc-de (retirer-U'arc < s",s" > de g) = faux

s#s" v g #s"
=< 8,8 > est-un-arc-de (retirer-I'arc < s',s"" > de g) =
< 8,8 > est-un-arc-de g

s =¢ = d°% de s dans (retirer-l'arc < s',s" > de g)=(d°* de s dans g)—1
s # s' = d°t de s dans (retirer-l'arc < s',s" > de gy=d°* de s dans g

Les autres observateurs sont laissés en exercice. Ces axiomes terminent la définition
du type abstrait Graphe, dans le cas orienté.

De plus, pour des raisons de simplicité dans la description du déroulement de certains
algorithmes, on prend la convention que les successeurs d’un sommet sont nUMErotés
de facon croissante :

i < j = n° (i éme-succ-de s dans g) < n° (j éme-succ-de s dans g)

3.2, Compléménts a la spécification des graphes orientés

A partir de ces opérations de base, on peut définir d’autres opérations qui sont trés
utilisées dans les algorithmes travaillant sur un graphe orienté :

premsucc : Sommet x Graphe — Sommet
est définie pour tout sommet s et tout graphe g tels que d°t de s dans g > 1,

etona:
premsucc(s,g) = 1 éme-succ-de s dans g

succsuivant : Sommet x Sommet x Graphe — Sommet
est définie pour tout couple de sommets s, s’ et tout graphe g tels que :
il existe 4,1 <1 < d°" de s dans g, tel que s’ = i éme-succ-de s dans g

et on a alors :
succsuivant(s,s’, g) = (i + 1) éme-succ-de s dans g



Graphes 147

Par ailleurs, on a vu que certains graphes sont valués. Cela signifie qu’on a une
fonction de cofit, de profil (si les colits sont des nombres réels) :

coiit : Sommet x Sommet x Graphe — Réel

Cette opération est définie pour toute paire ordonnée de sommets (s,8") et tout
graphe g tels que < s,s' > est-un-arc-de g = vrai.

Il faut modifier dans ce cas le profil de 1’opération d’ajout d’un arc, car il faut
prévoir le coit de cet arc en opérande :

ajouter-l'arc < _,_ > de-coiit _a _:
Sommet x Sommet x Réel x Graphe — Graphe.

Pour programmer certains algorithmes, il est parfois commode de prolonger I’opéra-
tion de colt a toutes les paires ordonnées de sommets du graphe, y compris celles
qui ne correspondent pas A un arc : on lui fait rendre pour ces paires une valeur
dont on sait qu’elle ne peut &tre un cofit.

D’autres opérations peuvent étre définies & partir de la spécification ci-dessus : par
exemple les opérations nb-sommets et nb-arcs dont la spécification est laissée en
exercice.

Tres souvent, on rencontre dans les algorithmes sur les graphes le schéma suivant de
traitement des successeurs d’un sommet s : «pour chaque sommet y, successeur de
s, effectuer un certain traitement sur y». Ce schéma s’écrit en utilisant les opérations
de base :

for i := 1 to d°* de s dans g do
traiter(i eme-succ-de s dans g);

3.3. Spécification des graphes non orientés

On a la signature suivante :

sorte Graphe {cas non orienté}
utilise Sommet, Entier, Booléen

opérations
graphe-vide : — Graphe
ajouter-le-sommer _a _  : Sommet x Graphe — Graphe

ajouter-l'aréte < _, > & _: Sommet x Sommet x Graphe — Graphe

- est-un-sommet-de _ : Sommet x Graphe — Booléen
< ., - > est-une-aréte-de _ : Sommet x Sommet x Graphe — Booléen
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d° de _ dans _ : Sommet x Graphe — Entier
éme-succ-de - dans _ : Entier x Sommet x Graphe — Sommet
retirer-le-sommet _ de _ : Sommet x Graphe — Graphe

retiver-I aréte-< -, . > de - -Sommet x-Sommet — Graphe

On a des axiomes similaires a ceux du cas orienté en remplacant partout arc par
aréte et d°t par d°. 1l faut cependant modifier et ajouter des axiomes, car on doit
avoir pour tous sommets s, s’ et tout graphe g :

< 8,8 > est-une-aréte-de g =< s',s > est-une-aréte-de g

Par exemple, quand on ajoute une aréte {s, s'}, cela a pour conséquence que < 3,5’ >
est-une-aréte-de g = vrai et < s',s > est-une-aréte-de g = vrai; de méme, le degré
de s et le degré de s sont tous deux augmentés de 1, ou initialisés a 1 s’il s’agit
d’un nouveau sommet.

On définit les opérations premsucc et succsuivant, et le schéma de traitement des
successeurs d’un sommet et la fonction de coiit, comme dans le cas des graphes
orientés.

Les axiomes de cette spécification sont laissés en exercice.

4. Représentations des graphes

On peut représenter les graphes de plusieurs manieres. On peut distinguer deux
grandes classes de représentations, selon que 1’on privilégie le fait qu'un graphe est
un ensemble d’arcs (resp. arétes) ou un ensemble de sommets.

4.1. Utilisation de matrices

Cette représentation correspond au cas ol ’ensemble des sommets du graphe
n’évolue pas; on représente ’ensemble des arcs par un tableau de booléens (cf.
chapitre 6); comme chaque arc est une paire ordonnée de sommets, le graphe
est représenté par une matrice carrée de booléens, dite matrice d’adjacence, de
dimension n x n si le graphe a n sommets. On a donc le type Pascal suivant :

type GRAPHE = array [1..n, 1..n] of boolean;

Lélément d’indices ¢ et j de la matrice est vrai si, et seulement si, il existe un
arc enire les sommets ¢ et j. La figure 8 donne un exemple de graphe avec sa
représentation sous forme matricielle.
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Figure 8. Représentation d’un graphe par une matrice de valeurs booléennes.

Dans le cas ou le graphe est non orienté, 1a matrice est symétrique. Dans le cas ol
le graphe est valué, on utilise une matrice ol I’élément d’indices 7 et § a pour valeur
le poids de 1’arc du sommet ¢ au sommet j (resp. de I’aréte entre les sommets 7 et
7). si cet arc (resp. aréte) existe, et sinon une valeur dont on sait qu’elle ne peut étre
un poids : par exemple, le plus grand entier utilisable si les poids sont des entiers
bormnés supérieurement. La figure 9 montre la représentation d’un graphe orienté,
valu¢ par des entiers positifs, par une matrice d’entiers ot la valeur —1 indique
qu’il n’y a pas d’arc entre les sommets correspondants.

sl 25 s2
Jsl 132 43 1-1 |-1 {32
57 -157(-1 |1

(o] (@]
s3 s4 -14-11-1 -1

Figure 9. Représentation d’un graphe par 1a matrice des coiits de ses arcs.

La représentation matricielle est pratique pour tester i’existence d’un arc (ou d’une
aréte) entre deux sommets : on acceéde directement & 1’élément de la matrice (en
un temps constant). De méme, il est facile d’ajouter ou de retirer un arc ou une
aréte. Il est également facile de parcourir tous les successeurs ou prédécesseurs d’un
sommet. Pour traiter tous les successeurs du sommet ¢, on a le schéma suivant, ol
G est la matrice d’adjacence du graphe :

for j:=1tondeo
if G[i, j] then traiter (3);

Cependant, ce schéma demande n tests quel que soit le nombre de successeurs de
i. Il en est de méme du calcul de d°* ou de d°~. Une consultation complete de
la matrice requiert un temps d’ordre n?, et cette représentation exige un espace
mémoire de @(n?) si le graphe a n sommets, quel que soit le nombre d’arcs ou
d’arétes du graphe. Cela interdit d’avoir des algorithmes d’ordre inférieur a n? pour
des graphes de n sommets, n’ayant que peu d’arcs. Pour remédier a cet inconvénient,
on utilise dans ce cas une représentation appelée «par listes d’adjacence».
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4.2. Utilisation de listes d’adjacence

Une autre représentation classique des graphes consiste a représenter I’ensemble des
sommets et 3 associer & chaque sommet la liste de ses successeurs rangés dans un

certain ordre. Ces listes sont appelées listes d’adjacence.

Dans le cas ol Pensemble des sommets n’évolue pas, ces listes sont accessibles a
partir d’un tableau S, qui contient pour chaque sommet, un pointeur vers le début
de sa liste. La figure 10 donne la représentation sous forme de listes d’adjacence du
graphe de la figure 8. Le type Pascal correspondant est le suivant :

type adr = Tdoublet;
doublet = record no: 1..n; suiv . adr end;
GRAPHE = array [1..n] of adr;

11 est facile de prendre en compte 1’existence de poids sur les arcs en ajoutant un
champ au type doublet.

= -2 1 3

2
3] 4+—m |
4

Figure 10. Représentation d’un graphe par listes d’adjacence.

L’intérét de cette représentation est que 1’espace mémoire utilis€ est, pour un graphe
orienté avec n sommets et p arcs, en ©(n + p). Dans le cas d’un graphe non orienté
avec p arétes, I’espace mémoire est en ©(n+2p). De plus, quand on a besoin de faire
un traitement sur les successeurs d’un sommet s, le nombre de sommets parcourus
est exactement le nombre de successeurs de s, soit d°*(s). Le schéma du traitement
de tous les successeurs du sommet ¢ est donné ci-dessous :

v = Sli];

while v # nil do begin

j :=wvT. no; traiter(j);v :=vT. suiv
end;

Le calcul de d°t se fait suivant ce schéma.

Un algorithme qui traite tous les arcs d’un graphe de p arcs peut donc étre d’ordre
p.

En revanche, cette représentation présente 1’inconvénient d’exiger, dans le pire des
cas, un temps d’ordre n pour tester s’il existe un arc (resp. une aréte) entre un
sommet donné z et un sommet y (cas ol la liste d’adjacence est de longueur n — 1
et oil y est en fin de liste) ou pour I’ajout d’un arc ou d’une aréte (avec test de non
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répétition). Enfin, on note que cette représentation, contrairement aux matrices, ne
permet pas de calculer facilement les opérations relatives aux prédécesseurs (d°~ et
eme-pred-de).

Remarque 1 : Ces deux méthodes de représentation, matrice d’adjacence et listes
d’adjacence, sont valables que les graphes soient orientés ou non. Dans le cas d’un
graphe non orienté, on représente ’aréte z—y par deux arcs z — y et y — .
En conséquence, la matrice d’adjacence d’un graphe non orienté est symétrique.
Dans le cas d’une représentation par listes d’adjacence, chaque fois qu’on trouve le
sommet y sur la liste d’adjacence du sommet z, on trouve le sommet z sur la liste
d’adjacence du sommet y (s’il y a p arétes, on a donc 2p doublets).

Remarque 2 : Il existe des variantes de ces deux représentations. Par exemple, la
représentation par listes d’adjacence peut se faire en utilisant un tableau pour ranger
les listes chainées, comme on I’a vu au chapitre 5 (cf. exercices). Inversement, on
peut vouloir représenter le tableau des tétes de listes par une liste chainée, dans le
cas oll on doit ajouter ou supprimer des sommets (cf. exercices).

Remarque 3 : On peut aussi représenter un graphe par listes d’adjacence des
prédécesseurs de chaque sommet. Pour certains algorithmes, il est méme parfois
efficace (en temps, mais coliteux en mémoire) d’avoir a la fois la liste des successeurs
et la liste des prédécesseurs de chaque sommet. Le tableau de la figure 10 contient
alors deux tétes de liste.

5. Parcours de graphes

Beaucoup de problemes sur les graphes nécessitent un examen exhaustif des
sommets et des arcs (ou arétes) du graphe. On en verra des exemples comme le
tri topologique au chapitre 18 et les connexités au chapitre 19. On va étudier deux
types de parcours qui correspondent & des stratégies d’exploration trés générales :

e Le parcours en profondeur (en anglais depth-first search) consiste, 4 partir d’un
sommet donné€, a suivre un chemin le plus loin possible, puis 2 faire des retours en
arriere pour reprendre tous les chemins ignorés précédemment. On verra qu’un tel
parcours se congoit naturellement de fagon récursive.

e Le parcours en largeur (en anglais breadth-first search) consiste & explorer le
graphe niveau par niveau, 4 partir d’'un sommet donné. Ce parcours, quant & lui, est
intrinsequement itératif,

5.1. Parcours en profondeur : version récursive

On considere un graphe orienté dont tous les sommets sont initialement non marqués.
Le parcours en profondeur consiste & choisir un sommet de départ s, A le marquer et
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a suivre un chemin issu de s, aussi loin que possible, en marquant les sommets au
fur et 2 mesure qu’on les rencontre. Lorsqu’on est en fin de chemin, on revient au
dernier choix fait et on prend une autre direction. On donne ci-aprés la procédure
récursive de parcours en profondeur prof. Lors de 1'exécution de la procédure prof
appelée pour le sommet s, tous les sommets qui n’ont pas €té¢ marqués avant s et
qui peuvent &tre atteints a partir de s sont visités, et rien qu’eux.

Pour obtenir le parcours total du graphe, il faut un programme principal qui appelle la
procédure pour un sommet non marqué, et qui recommence a I’issue de ce parcours
tant qu’il reste des sommets non marqueés.

5.1.1. Algorithme abstrait

Les programmes qui suivent font appel aux opérations et au schéma de traitement
des successeurs du type abstrait donné au paragraphe 3.

Programme principal :

var ¢ : integer; gr : Graphe; marque : array [1..n] of boolean;

begin
for ¢ := 1 to n do marque [i] := false;
for i :=1ton do
if not (marque [i] ) then prof(i, gr, marque)
end;

Procédure récursive :

procedure profis : integer; G : Graphe; var M : array [1..n] of boolean);
{s est un sommet }
var j,v : integer; {v est un sommet }
begin
M|s] := true;
1 {premiére rencontre de s}
for j :=1 to d°" de s dans GG do
begin
v =] éme-succ-de s dans G ; {rencontre de I'arc (s,v) a I’ aller}
if not (M[v]) then prof(v, G, M); {rencontre de I'arc (s,v) au retour}

end
2 { derniére rencontre de s}
end piof;

On illustre cet algorithme en montrant son fonctionnement sur I’exemple de la figure
11.

Exemple : On suppose que 1'ordre d’exploration des successeurs d’un sommet du
graphe de la figure 11, est ’ordre des numéros croissants.
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» Si on insere dans la procédure prof, une instruction d’écriture de.s, au moment de
la premigre rencontre, ligne n° 1, on obtient I’impression des sommiets dans 1’ordre :
51,83, 52, 56, s5, 87, s4, 59, s8.

e Par contre, si cette instruction d’écriture est insérée au moment de la derniere
rencontre, ligne n° 2, on obtient : 52, s6, s3, 85, 57, 51, 59, 54, s8.

s7 sl s5 s8
o]
s6 s3 52 s4
s9
Figure 11.

Pour un parcours donné, tous les appels de prof se font avec les mémes paramétres
G et M. Dans tout ce qui suit, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, prof(s,G, M) est
abrégé par prof{s).

L’algorithme commence par I'appel de prof(sl) qui marque s1, le premier sommet
du graphe puis choisit s3, le premier successeur de s1. Comme s3 est non margué,
il y a appel récursif de prof{s3). Le sommet s3 est alors marqué, et son premier
successeur s2 est choisi. Comme s2 est non marqué, il y a appel de prof(s2). Le
sommet s2 est marqué et son premier successeur sl est choisi. Comme s1 est déja
marqué, et que s2 n’a que ce seul successeur, la procédure prof{(s2) s’arréte et la
visite des sommets reprend au deuxieme successeur de s3, le sommet s6; s6 n’ayant
pas de successeur, prof{(s6) marque s6 et s’arréte tout de suite. Tous les successeurs
de s3 ont été explorés, donc prof(s3) se termine. prof{sl) se poursuit par e choix
de s5, qui n’est pas encore marqué. L’appel prof{s5) marque s5 mais se termine tout
de suite, s5 n’ayant pas de successeur. Le successeur suivant de sl est s6 qui est
déja marqué; prof(sl) consideére donc le dernier successeur s7 de sl qui reste non
marqué. La procédure prof{s7) marque s7 et se termine tout de suite, les successeurs
de s7 ayant déja ét€ marqués. prof(sl) est maintenant terminée : il y a retour dans
e programme principal. Le prochain sommet non encore marqué €tant s4, il y a
appel de prof{s4). Le premier successeur de s4, soit s2 étant déja marqué, prof{s4)
marque s4 et appelle prof(s9), qui marque s9 et se termine ensuite. La procédure
prof(s4) étant terminée, il v a retour dans le programme principal et le sommet s8
est choisi. prof(s8) marque s8 et se termine ensuite, les successeurs s2, s4, 5 de s8
étant déja marqués. Tous les sommets étant marqués, ’algorithme se termine.
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On donne ci-dessous deux versions de 1’algorithme de parcours en profondeur selon
que le graphe est représenté par matrice d’adjacence ou par listes d’adjacence.

5.1.2. Représentation par matrice d’adjacence

type GRAPHE = array [1..n,1..n] of boolean;

procedure prof(i : integer; G : GRAPHE; var A : array [1..n]
of boolean);
var j : integer;
begin

M]i] := true;

for j:=1ton do

if G[i, j] and not (M{5]) then prof(;,G, M)

end prof;

5.1.3. Représentation par listes d’adjacence

type adr = Tdoublet;
doublet = record no : 1..n; suiv : adr end;
GRAPHE = array [1..n] of adr;

procedure prof(i : integer; G : GRAPHE; var M : array [1..n]
of boolean);
var j : integer; s : adr;
begin
MTi) := true;
5 := Gli];
while s #£ nil do begin
7 :=sT.no;
if not (M [5]) then prof(7,G, M);
s :=sT.suiv
end
end prof;

5.1.4. Analyse de la complexité du parcours en profondeur

Généralement, dans les algorithmes de traitement des graphes, on mesure la
complexité en fonction de deux paramétres, d’une part le nombre n de sommets
du graphe, d’autre part le nombre p d’arcs (ou d’ar€tes) du graphe.

Supposons qu’on effectue un parcours en profondeur sur un graphe orienté ayant
n sommets et p arcs (p < n?). Chaque sommet est marqué une et une seule fois,
si bien qu’il y a n appels de la procédure prof. L’examen des marques se fait
exactement n fois dans le programme principal; dans la procédure prof, il se fait
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pour chaque successeur y d’un sommet z, et ceci pour tous les sommets z. Dans le
cas de Ia représentation par listes d’adjacence, cela revient & parcourir I’ensemble des
listes de successeurs : le temps requis est en O(p). Dans le cas de la représentation
par matrices d’adjacence, la consultation de 1a matrice exige un temps en &(n?). En
conséquence, avec une représentation par listes d’adjacence, le temps total requis

est en ©(max(n,p)), et avec une représentation par matrices d’adjacence, il est en
O(n?).

3.2. Parcours en profondeur : version itérative

Dans ce paragraphe, on décrit une version itérative de la procédure prof du parcours
en profondeur d’un graphe. Cet algorithme utilise les opérations des types abstraits
Graphe et Pile.

Comme I’appel récursif dans prof se trouve dans une boucle, il faut garder le sommet
visité, pour savoir ol reprendre la boucle. A la place de chaque appel de prof sur
v, il faut empiler ce sommet v. On remarque que si deux sommets s et v se suivent
dans la pile, c’est que v est un successeur de s. Lorsqu’on a épuisé la visite le
long d’un chemin en profondeur des descendants d’un sommet (booléen poursuite
mis a false), il faut revenir en arri¢re. Pour cela, il faut mémoriser le sommet de
pile, soit v; puis dépiler pour obtenir le sommet s. Le parcours se poursuit alors
en considérant le successeur de s qui vient aprés », pour une visite en profondeur
de ses successeurs. Pour obtenir le parcours du graphe tout entier, il faut ajouter le
programme principal donné au §5.1. en remplacant [’appel de prof par P’appel de
iterprof.

procedure iterprof(s: integer; G: Graphe; var M: array [1..n] of boolean);
{s est un sommet}
var i, j,d : integer; poursuite : boolean; ¢} : Pile;
{t et j sont des sommets}
begin
i := 8;Q := pile-vide; poursuite : = false; M|i] := true;
{1¢7¢ rencontre de i}
Q = empiler (Q,1);
if d°T de i dans G <> 0 then begin
poursiite ; = true; j = premsucc(i, Q)
end;
while not (esr-vide (Q)) do begin
while poursuite do
if not (M [j]) then begin {j n’est pas marqué : on progresse}
M][j] := true; { 17 rencontre de j}
Q = empiler (Q,j);i := j; {on passe aux successeursy
if d°F de i dans G > 0 then j := premsucc(i,G)
else poursuite : = false {pas de successeurs}
end
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else begin {j est marqué : on regarde les autres successeurs de i}
d:=d°t de ¢ dans G

if j <> d éme-succ-de i dans G then j := succsuivant(i, j, )
else poursuite : = false {il n’y a plus d’ autres successeurs de i}

end; .
{retour arriére :}

j 1= sommet(Q); Q := dépiler(Q); {derniére rencontre de j}
if not (est-vide(Q)) then begin

i := sommet(Q);

d:=d°t de i dans G;

if 5 <> d éme-succ-de i dans G then begin

g = succsuivant(i, j, G) ; poursuite . = true

end

{sinon on a marqué tous les successeurs de i;

derniére rencontre de i; on continue le retour arriére}

end
end
end iterprof;

Dans le cas d’une représentation du graphe par une matrice d’adjacence ou par des
listes d’adjacence, on obtient des programmes plus simples (voir exercices).

5.3. Forét couvrante associée au parcours en profondeur

Durant le parcours en profondeur d’un graphe orienté, on distingue différents types
d’arcs.

e Les arcs ¢ — y tels que profiz) appelle prof(y) sont nommés arcs couvranis.
Les arcs couvrants constituent une forét couvrante d’arborescences de recherche
en profondeur.

Soit r un sommet tel que prof{r) est appelée par le programme principal ; considérons
fe sous-graphe G’ des arcs couvrants résultant de 1’exécution de prof(r). Le graphe
non orienté sous-jacent & G’ est clairement connexe. Comme la procédure prof est
appelée exactement une fois pour chaque sommet s de G' qui n’est pas 7,d°~ de
s dans G' =1 pour s # r; de plus, d°~ de r dans G' = 0 (car prof(r) est appelée
par le programme principal). Or, un graphe orienté G’ dont le graphe non orienté
sous-jacent est connexe et tel que tous ses sommets sont de demi-degré intérieur
égal 2 1, sauf un, qui est lui, de demi-degré intérieur nul, est une arborescence de
racine r (voir exercices). Par exemple, sur la figure 12, I’arc s1 — s3 est un arc
couvrant.

e Les arcs dont I’extrémité terminale est un ascendant (au sens de la terminologie des
arbres planaires) de 1’extrémité initiale, dans la forét sont appelés arcs en arriere.
Par exemple, sur la figure 12, I’arc s2 — s1 est un arc en arriére.
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e Les arcs dont ’extrémité terminale est un descendant, dans la forét, de ’extrémité
initiale sont appelés arcs en avant. Par exemple, sur la figure 12, I’arc s1 — s6 est
un arc en avant.

e Les arcs pour-lesquels-il n’existe pas de chemin entre leurs extrémités dans la
forét sont appelés des arcs croisés. Sur la figure 12, s8 — s5 est un arc croisé.

—pe- ArC COUVIant

----= Q4rc en avant

-arc en arriére
mnfor  QFC Croisé

Figure 12. Forét couvrante du graphe de Ia figure 11 et numérotation préfixe.

Si P'on prend la convention de dessiner les différents arcs de la forét au fur et a
mesure qu’ils sont empruntés et les différentes arborescences de la gauche vers la
droite, au fur et 2 mesure qu’elles sont constituées par 1’algorithme, les arcs croisés
sont nécessairement dirigés de la droite vers la gauche.

En effet, raisonnons sur la figure 12. Supposons par exemple, qu’au lieu d’avoir
un arc croisé s7 — s3, on ait un arc s3 — s7, et que par conséquent, s7 soit un
successeur de s3. Comme l'arc s1 — s7 a été dessiné aprés I'arc s1 — 53, au
moment oll on visite s3, le sommet s7 n’est pas encore visité. Comme s7 est un
successeur de s3, prof{s3) doit comporter la visite de s7, et ’arc s3 — 57 devrait
étre un arc couvrant et non pas un arc croisé.

Considérons une numérotation des sommets qui respecte 1’ordre dans lequel ils sont
marqués lors du parcours. Pour cela, il suffit d’ajouter dans la procédure prof, avant
la boucle for (ligne 1), les instructions de comptage suivantes :

comptli] := cpt;

cpt = cpt +1;
et d’initialiser & 1 le compteur cpt dans le programme principal. La numérotation
du sommet i est donnée alors par compt[i]. On obtient les propriétés suivantes :
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— un sommet y est ’'un des % descendants d’un sommet x dans la forét si, et
seulement si : compi[z] < comptly] < compt[z] + k

— si I’arc z — y est un arc couvrant alors compt{z] < compt|y}

- si I’arc x — y est un arc en avant alors compt|z] < compty]
— si l’arc z — y est un arc en arridre alors compt[z] > compt]y)
— si I’arc £ — y est un arc croisé alors compt([z] > compt[y]

La démonstration de ces propriétés est laissée en exercice.

Sur la figure 12 on a indiqué les valeurs de compt pour chaque sommet. Cette
numérotation correspond 2 1’ordre de premiére rencontre des sommets, qui a €té
donné pour les sommets du graphe de la figure 11. Il s’agit de I’ordre préfixe
sur la forét couvrante (considérée comme une forét d’arbres planaires). De méme,
’ordre suffixe sur cette forét couvrante correspond & 1’ordre de derniére rencontre
des sommets. Pour I’obtenir il faut mettre les instructions de numérotation apres la
boucle for (ligne n° 2).

5.4. Parcours en profondeur d’un graphe non orienté

L’algorithme de parcours en profondeur donné est valable aussi bien dans le cas
orienté que dans le cas non orienté. La complexité de 1’algorithme dans le cas non
orienté est du méme ordre : si le graphe a p arétes, cela revient a considérer qu’il
a 2p arcs. La complexité est donc en ©(max (n,2p)) pour une représentation par
listes d’adjacence, et en ©(n?) pour une représentation par matrice d’adjacence.

Notons que le sens du parcours implique une orientation des arétes : on parle donc
encore d’arcs pour la forét couvrante. La forét couvrante associ€e a un parcours en
profondeur d’un graphe non orienté comporte autant d’arborescences que le graphe
a de composantes connexes. On ne distingue plus dans ce cas que deux types d’arcs

— les arcs couvrants : ce sont les arcs ¢ — y tels que prof(z) appelle
directement prof(y).

— les arcs en arriére : ce sont les arcs z = y tels que z est un descendant de
y dans la forét. (Attention si I’aréte y—= est devenue un arc couvrant, on
ne doit pas considérer 1’aréte z—y quand on construit les arcs en arriere.
L’examen de 1’aréte z— n’a pas été suivi par un appel récursif de prof)

Il n’y a plus d’arcs en avant, puisque les arétes ne sont pas orientées.

Il n’y a pas non plus la notion d’arc crois€. En effet, supposons qu’il y ait un arc
croisé (au sens des graphes orientés) de y vers z, c’est-a-dire que z ¢t y ne soient
pas descendants 1’un de I’autre mais soient adjacents, et raisonnons par I’absurde. Si
z est visité avant y, prof{z) est appelée avant prof(y); comme la procédure prof(z)



Graphes 159

ne peut se terminer sans avoir visité tous les sommets accessibles & partir de z,
nécessairement y est visité lors de prof(z), si bien que y est un descendant de z
dans P’arborescence; d’ou la contradiction.

Dans la figure 13, on a donné le graphe non orienté associé au graphe de la figure
11 et on a dessiné la forét couvrante obtenue par un parcours en profondeur du
graphe (toujours avec la convention que les sommets et les successeurs sont choisis
par ordre d’indices croissants). Comme le graphe est connexe, on obtient une seule
arborescence.

s7 sl s5 s8
O 0O
O e O

s6 s3 52 s4

Figure 13. Exemple de forét couvrante associée 4 un graphe non orienté.

5.5. Parcours en largeur

On appelle ce parcours, parcours en largeur, car pour un sommet de départ s on
commence par visiter tous les successeurs de s avant de visiter les autres descendants
de s. Appelons distance de s & y, la longueur d’un plus court chemin issu de s et
allant vers y. Le parcours en largeur consiste a visiter d’abord tous les sommets qui
sont 2 la distance 1 de s, puis ceux qui sont a la distance 2, puis 4 la distance 3 et
ainsi de suite.

Un parcours en largeur du graphe de la figure 11, & partir du sommet s1, visite dans
Pordre :

sl (sommet de départ)
83, 85, 86, s7 (sommets dont la distance a s1 vaut 1)
82 (sommets non encore visité€s dont la distance & s1 vaut 2)

Pour programmer 1’algorithme de parcours en largeur de fagon itérative, on utilise

une structure de file : en effet, lorsque a partir d’'un sommet s, on visite ses
successeurs non marqueés, il est nécessaire de les ranger successivement dans une file
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(FIFO) puisque ia recherche au niveau suivant repartira de chacun des successeurs
de s, a partir du premier.

1 algorithme qui suit, utilise les opérations des types abstraits donnés pour les

graphes et le type File.

procedure larg(s : integer; G : Graphe; var M : array [1..n] of boolean);
{s est un sommet}
var v, w,? : integer; F : File;
{v et w sont des sommets}
begin
F := file-vide; M|s] := true;
F := ajouter(F,s);
while not (est-vide(F')) do begin
v := premier(F); F := retirer(F);
for i := 1 to d°t de v dans G do begin
w = i éme-succ-de v dans G;
if not (M[w]) then begin
Mw] := true; F := gjouter(F,w)
end
end
end
end larg;

Comme pour la procédure prof, lors de I’exécution de larg, appelée pour s, on visite
tous les sommets qui peuvent &tre atteints 2 partir de s et qui n’ont pas encore €té
marqués, et eux seuiement.

Pour parcourir tout le graphe, il faut ajouter dans le programme principai, une
boucle sur tous les sommets du graphe, analogue & celle du programme principal
du parcours en profondeur. Les sommets du graphe de la figure 11 sont alors visités
dans "ordre suivant : s1, 83, 85, 6, s7, 52, s4, s9, s8.

Les procédures obtenues lorsque le graphe est implément€ par matrice d’adjacence
ou listes d’adjacence s’écrivent aisément : elles sont laissées en exercice.

La complexité du parcours en largeur est la méme que ceile du parcours en
profondeur.

Comme pour le parcours en profondeur, on peut associer au parcours en largeur
une forét couvrante. Cette forét couvrante peut étre utilisée, par exemple, pour
déterminer les composantes connexes dans des graphes non orientés.

Selon les applications on utilise soit le parcours en profondeur (tri topologique, plus
courts chemins, connexités...}, soit le parcours en largeur (algorithmes de diffusion,
algorithmes distribués...).
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Exercices

1. a) Déterminer le nombre de graphes orientés (respectivement non orientés)
ayant n sommets (en prenant en compte [’existence de boucles).

b) Reprendre les calculs dans le cas oll on exclut les boucles.

¢) Calculer le nombre d’arétes d’un graphe non orienté complet de n sommets.

2. a)Soit G =< S, A > un graphe non orienté de n sommets : § = {81,82; s 8 }-
Montrer que : 37, _, . d°(s;) est un nombre pair.

b) En déduire que tout graphe a un nombre pair de sommets de degré impair.
3. Démontrer la proposition caractérisant les arbres,

4. S0it ¢ = < 9, A > un graphe orienté ayant n sommets. On appelle (P) la propriété
suivante :

{P) : pour tout couple de sommets z et y de S, il existe un sommet z de S d’oil
partent a la fois un chemin de z vers x et un chemin de z vers .

Si G vérifie (P), G est dit quasi-fortement connexe.

a) Montrer qu’un graphe admet une racine si, et seulement si, il est quasi-
fortement connexe.

b) Soit ' le graphe non orienté obtenu & partir de & en cubliant Uorientation
des arcs. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) G admet une racine et G’ est un arbre.
(2) G' est sans cycle et G vérifie (P).
(3) G admet n — 1 arcs et vérifie (P).

(4) G vérifie (P) et si on supprime un arc queiconque, G' ne vérifie pius (P).



162 Structures de données

(5) 1l existe un sommet r de G tel que tout autre sommet est atteint par un unique
chemin issu de r.

(6) G’ est connexe et il existe un sommet r de G tel que : d° (r) = 0 et pour tout

zF#r,d(z)=1

(7) G' est sans cycle et il existe un sommet r de G tel que : d°~(r) = 0 et pour tout
z#r,d (z)=1.

Ces assertions caractérisent une arborescence.

5. a) Ecrire les axiomes de la spécification des graphes non orientés.

b) Définir les opérations premsucc, succsuivant, et le schéma de traitement des
successeurs d’un sommet.

¢) Donner les axiomes pour les opérations nb-sommets et nb-arétes pour un
graphe non orienté; on rappelle leur profil :

nb-sommets, nb-arétes : Graphe — Entier

TETE svcc
1j1 1} 2
214 2] 3
317 31 0
419 41 1
5 4
6| 0
7 2
8 0
9| 0

Figure 14. Listes d’adjacence représentées par un tableau.

6. On propose ici une autre représentation d’un graphe a I’aide de deux tableaux
TETE et SUCC. La figure 14 donne la représentation du graphe de la figure 8, qui
utilise ces deux tableaux. Le tableau TETE indique pour chaque sommet z, I’indice
dans le tableau SUCC olt commence la liste des successeurs de z. Le premier 0 qui
suit SUCC [TETE[z]] indique la fin de la liste des successeurs de z.

Définir le type Pascal correspondant et discuter les avantages et les inconvénients
de cette représentation. (On évaluera ’espace mémoire utilisé.)
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7. a) On peut modifier 1a représentation par listes d’adjacence en représentant
I’ensemble des sommets par une liste chainée. On associe toujours 2 chaque sommet
la liste de ses successeurs. Par exemple, le graphe de la figure 8 est représenté comme
indiqué a la figure 15.

1 —t— 2 3], | T4
Y Y i

2 1 2
Y Y

3 4

Figure 15. Ensemble des sommets représenté par une liste chainée.
Définir le type Pascal correspondant et discuter les propriétés de cette représentation.

b) Cette derniere représentation peut étre 1égérement modifiée : pour un sommet
donné z, au lieu d’indiquer dans sa liste de successeurs chaque sommet y qui lui est
adjacent, on utilise un pointeur vers le sommet de la liste des sommets correspondant
a ce successeur y. La figure 16 montre la représentation obtenue pour le graphe de
la figure 8.

Définir le type Pascal correspondant et discuter les avantages et inconvénients de
cette représentation.

P RS

pr N ~

| |

Figure 16
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¢) Une autre fagon de représenter un graphe est de considérer son ensemble de
sommets et, non pas la liste des successeurs, mais la liste des prédécesseurs.

Que deviennent la représentation par listes d’adjacence et les représentations définies

dans cet exercice et dans fe précédent ?

8. En supposant les successeurs ordonnés pour chaque sommet, écrire une procédure
de recherche du k**™¢ successeur d’un sommet (lequel n’existe pas nécessairement),
pour chacune des représentations d’'un graphe mentionnées au §4 ou dans les
exercices 6. et 7. a) et b).

9. a) Soit deux graphes G; =< S}, 41 > et Gy =< 5o, A2 > tels que 51 =5,.0n
définit la superposition des deux graphes G et G, comme le graphe G =< 5,4 >
tel que S = S5y et A = A; U A,. Ecrire une procédure de superposition de deux
graphes pour chacune des représentations d’un graphe mentionnées au §4.

b) Soit deux graphes G; =< 51, 41 > et Gy =< §;, A3 > tels que 51NS =0
(cette hypoth&se n’est pas restrictive, il suffit de renommer les sommets). On définit
la juxtaposition des deux graphes G; et G comme le graphe G =< §,A > tel que
S =5,US, et A= A; U A,. Ecrire une procédure de juxtaposition de deux graphes
pour chacune des représentations d’un graphe vues au §4.

10. Un sommet s, d’un graphe orienté s’appelle un puits si pour tout sommet s; # 3p,
I’arc s; — s, est dans le graphe et 1’arc s, — s; n’y est pas.

a) Montrer qu’un graphe orienté peut avoir au maximum un puits.

b) Ecrire une fonction PASCAL qui détermine s’il y a un puits s, dans un
graphe donné. Si oui, elle rend s,, sinon elle rend zéro. Quelle est la complexité de
’algorithme décrit par la fonction?

11. Soit G le graphe de la figure 17.

a) Donner I’ordre de premigre (respectivetnent derniére) rencontre des sommets
lors d’un parcours en profondeur des sommets de G.

b) Dessiner la forét couvrante associée.

sl s2 53

O
s7 s6 s5 s4
Figure 17
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1Z. On insére dans la procédure prof les instructions de comptage comme au §5.3.
Montrer les propriétés suivantes :

(1) un sommet y est 1’'un des % descendants d’un sommet x dans la forét couvrante
si, et seulement si, compi{z] < comptly] < compt[z] + k

(2) si z — y est un arc couvrant, alors compt(z] < compt{y]

{(3) si x — y est un arc en avant, alors compt|z] < compt[y]

(4) si z — y est un arc en arriere, alors compt{z] > compi[y]

(5) si  — y est un arc croisé, alors compt|z] > compt[y].

13. Montrer qu’un graphe orienté admet un circuit si, et seulement si, dans la forét
couvrante associ€e a un parcours en profondeur du graphe on peut trouver un arc
en arriere.

14. En choisissant une représentation des graphes par matrices d’adjacence, montrer
que la procédure itérative de parcours en profondeur se simplifie et peut s’écrire
comme Suit :

procedure iterprofis : integer; G : Graphe; var M : array [1..n]
of boolean);
var 1,7 : integer; ) : PILE;
begin
pile-vide((Q));i := s; M[i] := true; empiier(Q,1);j := 1;
{début du parcours des successeurs de i}
while not (est-vide(Q)) do begin
while j <n do
if Gli, j] and not (M[j]) then begin
M{[j} := true; empiler(Q,j);i:=j;j =1
end
eilse j:= 7 +1;
j = sommet(Q) + 1; dépiler(Q);
if not (est-vide(Q)) then i := sommet(Q)
end
end iterprof;

15. Dans le cas d’une représentation du graphe par un tableau S et des listes
d’adjacence, on peut simplifier la procédure iterprof comme suit :

— on utilise un tableau de pointeurs auxiliaire L tel que L[i] indique pour
chaque sommet ¢ quel est le prochain successeur a visiter. L[¢] est initialisé
& Sli] dans le programme principai;

— le test sur poursuite est remplacé par le test & »i/ de L[i];
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— Vopération premsucc(i, G) se traduit par la premiere consultation de L[s];

— 1’opération succsuivant(i, j,G), ol j est donné par L[i] s’obtient en pour-
suivant 1’exploration de la liste L[z];

Récrire la procédure iterprof dans ce cas.

16. Ecrire une procédure qui indique si un graphe orienté admet une racine. Quelle
est la complexité de la procédure ?

17. On appelle cligue d’un graphe non orienté G tout ensemble de sommets C
tel que deux sommets quelconques de C sont reli€s par une aréte. Montrer que s’il
existe une clique, quel que soit I’endroit olt on démarre dans la clique le parcours en
profondeur de G, tous les sommets de 1a clique apparaissent sur une méme branche
de l’arborescence de recherche en profondeur. Sont-ils nécessairement consécutifs
sur cette branche ?

18. Le but de I’exercice est de détecter ’existence d’un circuit dans un graphe
orienté. On se donne le graphe G représenté par listes d’adjacence.

a) Ecrire une procédure qui construit un tableau P contenant pour chaque
sommet le nombre de ses prédécesseurs. Calculer la complexité de cette procédure.

b) Dans le tableau P, on chaine entre eux les éléments nuls en utilisant la
variable tére, qui contient 1’indice d’un élément nul du tableau. Si ¢ est un sommet
sans prédécesseur, P[i] donne I’indice d’un autre sommet sans prédécesseur, précédé
du signe —, sauf si s est le dernier sommet sans prédécesseur, auquel cas P[] = 0.
Par exemple, le tableau : ’

4 0 3 2 0 1 0
devient 4 0 3 2 -2 1 -5 avec téte =7
ou encore 4 -5 3 2 -7 1 -0 avec tére = 2

Ecrire une procédure qui réalise un tel chainage. Quelle est sa complexité ?

¢) Prouver que 1’algorithme suivant est correct : «Tant que c’est possible,
supprimer du graphe un sommet sans prédécesseur. Si on réussit a supprimer tous
les sommets, le graphe est sans circuit». Programmer cet algorithme et évaluer sa
complexité.

d) Reprendre la question c) en utilisant les différentes représentations d’un
graphe données au §4 et dans I’exercice 7.

19. Ecrire la procédure /arg dans chacun des cas suivants :
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a) avec une représentation du graphe par une matrice d’adjacence;
b) avec une représentation par des listes d’adjacence;

Evaluer dans chaque cas la complexité de la procédure.

Lectures conseillées pour le chapitre 8

Berge, Graphes et hypergraphes, Dunod, 2¢ édition, 1973.
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Chapitre 9
Meéthodes simples

1. Introduction

Une des utilisations les plus communes de I'informatique est le stockage de
collections de données présentant des caractéristiques communes, et la recherche,
parmi ces données, d’éléments satisfaisant certains criteres.

Si, comme c’est souvent le cas, le nombre de données est important, la recherche,
I’adjonction, et la suppression, doivent étre réalisées de maniere 2 ne pas demander
un temps trop long. Ces traitements dépendent évidemment de la représentation
choisie pour structurer les données, que cela soit en mémoire centrale ou en mémoire
secondaire.

1.1. Quelques exemples

Les exemples qui suivent démontrent la diversité des problemes abordés. Considérons
tout d’abord I'exemple d’un annuaire téléphonique informatisé. Cet annuaire
contient I'ensemble des abonnés au téléphone. Ces abonnés sont caractérisés par
leur nom, leur prénom, leur adresse, leur numéro de t€léphone, éventuellement leur
profession, et ils sont tous distincts.

Un annuaire du téléphone est destiné (quand on ’utilise de maniére classique) a
permettre de trouver le numéro de téléphone d’un abonné, étant donnés son nom et
¢ventuellement des caractéristiques complémentaires comme le prénom ou ’adresse.

Le nom joue ici un rdle particulier : la recherche dans 1’annuaire n’est pas prévue
pour rechercher les abonnés de prénoms Annabelle ou Gontran ou ceux qui habitent
rue des Jardiniers 2 Asniéres. Dans ce cas, on dit qu’a chaque élément est associée
une clé (le nom dans cet exemple). On recherche donc les éléments dont la clé est
€gale a une certaine valeur : par exemple, on recherche les abonnés de nom Dupont.
Cette recherche peut donner plusieurs résultats. Dans I’exemple de 1’annuaire,
on peut diminuer le nombre de ces résultats en précisant des caractéristiques
supplémentaires.
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Tl est évident que 'annuaire téléphonique évolue : son organisation doit donc
permetire la suppression d’abonnés et I’adjonction de nouveaux abonnés. Cependant,
ces opérations étant moins fréquemment utilisées que la recherche, on choisira une
représentation qui privilégie les performances de cette derniere opération.

Un autre exempie, assez différent, est cefui d’un dictionnaire du frangais. Dans ce
cas, il n’y a pas d’adjonctions ni de suppressions d’éléments (ou trés rarement). Les
¢lés sont les mots dont on recherche la définition, et il n’y a qu’un élément par clé.

A Yopposé, on peut considérer un dernier exemple ol les adjonctions et les
suppressions sont trés fréquentes, comme la table des utilisateurs connectés, a un
moment donné, A un gros systéme informatique du type réservation de places d’avion
ou consultation de compte bancaire a distance.

1.2, Le probieme

Ces exemples ont en commun le fait que le crii®re de recherche ne porte que sur 1a
valeur de la clé de 1’élément recherché. On appelle une telle opération une recherche
associative.

On pourrait en effet avoir d autres iypes de recherche comme la recherche de
«l’élément présent depuis le plus longtemps dans I ensemble» ou de «I'élément
dont la clé est maximale». On trouvera dans d' autres chapitres de ce livre quelques
exemples de recherche non associative, comme la recherche du k*™¢ plus petit
dlément, ou du minimum. On pourrait méme vouloir faire des recherches beaucoup
plus compliquées : dans le cas de I'annuaire, on pourrait vouloir la liste des
médecins qui habitent des villes de plus de 10 000 habitants... Ce type de recherche,
irés générale, qui ne repose pas sur une identification particuliére des éléments
(la recherche peut se faire selon la profession ou selon le nom...) nécessite une
représentation plus complexe de I ensemble des données. On parie alors de base de
données. ‘

Ce chapitre traite uniquement de recherche associative. Le probléme traité s’énonce
comme suit. Etant donnée une collection C d’éléments, on veut lui appliquer les
trois opérations suivantes : rechercher un élément dont la clé est égale & une certaine
valeur ¢; ajouter un élément; supprimer un élément de cl€ c.

On a donc, en termes de spécification formelle, 1a signature suivante :

sorte Collection
utilise Elément, Cié

opérations
clé : Elément — Clé
collection-vide  : — Collection
ajouter . Elément x Collection — Collection
supprimer . Clé x Collection — Collection

rechercher . (1é x Collection — Elément
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La plupart des algorithmes correspondants sont basés sur des comparaisons entre
clés. Pour I’analyse de ces algorithmes, qui sont présentés dans ce chapitre et aux
chapitres 10 et 11, I’opération fondamentale est donc la comparaison entre clés.
D’autres algorithmes font intervenir aussi des calculs sur les clés (chapitre 12) et
ces calculs sont pris en compte pour établir 1a complexité.

Lorsqu’on recherche une clé qui est présente, on parle de recherche positive. Les
algorithmes de recherche peuvent varier selon qu’il existe ou non plusieurs éléments
ayant la méme clé. Dans ce dernier cas, il faut décider si ta recherche rend toutes les
solutions, ou une solution quelconque, ou une solution particuliere. Dans la suite de
ce chapitre on donne la version des algorithmes de recherche qui rend une solution
quelconque. Si la solution recherchée est particuliere, on le précise. L’adaptation de
ces algorithmes, afin d’obtenir toutes les solutions, n’est en général pas trop difficile :
au lieu de s’arréter aprés avoir trouvé une solution, on continue 1’algorithme sur le
reste de la collection jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de solution possible.

S’il n’existe pas de solution, la recherche se termine sur un échec et ne rend pas de
résultat. On parle alors de recherche négative. 1. opération rechercher est donc une
opération partielle. Certains des algorithmes présentés ici impriment un diagnostic
d’erreur dans le cas d’une recherche négative; d’autres donnent pour résultat une
valeur spéciale (I’outil de programmation naturel serait ici la levée d’une exception,
mais ce n’est pas prévu en Pascal).

La situation est analogue pour la suppression d’une clé. Dans les algorithmes
présentés ici, on a pris la convention de laisser la collection inchangée lorsqu’il
n’y a pas d’élément avec cette clé. Dans le cas ou il existe plusieurs éléments de
méme clé, on supprime 1’élément qui est rendu par la recherche de cette clé.

Pour exprimer ces conventions plus formellement, c’est-a-dire comme des axiomes,
on ajoute a la signature deux opérations auxiliaires : €, qui teste si un élément
existe dans une collection; nb-occurrences qui indique combien d’éléments ont une
clé donnée.
opérations
- & : Elément x Collection — Booléen
nb-occurrences : Clé€ x Collection — Entier

axiomes
(e € collection-vide) = faux
e=¢€ = (e € ajouter(e’,C)) = vrai
e # ¢ = (e € ajouter(e!,C))=e € C

nb-occurrences(c, collection-vide) = 0
clé(e) = ¢ = nb-occurrences(c, ajouter(e,C)) = nb-occurrences(c,C) + 1
clé(e) # ¢ = nb-occurrences(c, ajouter (e, C)) = nb-occurrences(c,C)
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¢ = ¢ & nb-occurrences(c,C) =0 =
nb-occurrences(c, supprimer(c’,C)) =0
= ¢’ & nb-occurrences(c,C) > 1 =
nb-occurrences(c, supprimer(c’,C)) = nb-occurrences(c,C) — 1
¢ # ¢ = nb-occurrences(c, supprimer(c';C)) = nb-occurrences(c,C')

avec
¢, ¢ : Clé; e, € : Elément; C : Collection

On a alors la précondition et les axiomes suivants, qui donnent les propriétés de
rechercher et supprimer :

précondition
rechercher(c,C) est-défini-ssi nb-occurrences(c,C) > 1

axiomes
clé(rechercher(c,C)) = c
(rechercher(c,C) € C) = vrai
e = rechercher(c,C) = (e € supprimer(c,C)) = faux
e # rechercher{c,C) = (e € supprimer(c,C)) = (e € C)

Remarque : Cette spécification n’est pas suffisamment complete au sens du cha-
pitre 4. En effet, on ne peut pas déduire des axiomes quel élément est le résultat de
rechercher. On dit simplement que sa clé est ¢, et qu’il appartient a la collection, ce
qui correspond bien au probléme posé.

Dans la suite de cette partie, plusieurs représentations des collections sont données
ainsi que les algorithmes correspondants pour initialiser, ajouter, supprimer, recher-
cher. Les représentations les plus simples d’une collection utilisent une liste. Si
les clés sont munies d’une relation d’ordre, cette liste peut étre tri€e. Dans ce cas,
on peut trouver des représentations arborescentes plus efficaces : arbres binaires
de recherche, arbres équilibrés. On peut aussi utiliser des décompositions des cl€s
pour partitionner I’ensemble ou méme des codages qui permettent des partitions en
sous-ensembles de trés petites tailles (hachage). Certaines de ces méthodes sont bien
adaptées au cas ol ’ensemble des données n’est pas stocké en mémoire centrale mais
sur un support externe (bande ou disque magnétique). On parle alors de recherche
externe.

Afin de faciliter I’expression des algorithmes, on considire dans la suite que la clé
d'un élément est I élément lui-méme (dans les exemples, il s’agit d’entiers ou de
chaines de caractres). Dans ce cas, 1’opération rechercher du type abstrait perd de
son intérét (étant donnés un élément-clé et une collection elle rend... I’élément-clé
s’il est présent dans la collection). Selon les cas, on modifiera son profil de manire
a ce qu’elle rende un booléen (I’élément est présent ou non) ou la place de I’élément
recherché, ce qui peut &tre utile, par exemple, si la recherche est le prélude a une
suppression.
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Dans le cas ou cette opération rend un booléen, et ol on la renomme €, on peut
remarquer que la spécification des collections est la méme que celle des multi-
ensembles étudiés au chapitre 6.

2. Recherche séquentielle et recherche autoadaptative

La suite de ce chapitre est consacrée aux algorithmes élémentaires de recherche
applicables lorsque la collection des éléments est représentée par une liste. Ces
algorithmes sont exemplaires d’un certain nombre de méthodes de conception et
d’analyse. IIs ont aussi un intérét pratique non négligeable : la recherche séquentielle
convient tout a fait lorsqu’il y a peu d’éléments, et elle peut étre adaptée aux
situations dans lesquelles il y a un grand nombre d’éléments, mais ol ce sont presque
toujours les mémes €léments qui sont recherchés; lorsque la liste des éléments est
triée, on peut aussi faire de la recherche séquentielle, mais on verra aux paragraphes
suivants des méthodes beaucoup plus performantes.

2.1. Recherche dans une liste non triée
La facon de procéder la plus naive consiste a comparer I’éiément cherché X
successivement a tous les éléments de la liste A, selon le schéma séquentiel :

pour ¢ compris entre 1 et longueur()\),comparer X et iéme(A, ),

ol longueur et iéme sont les opérations sur le type abstrait Liste définies au chapitre
5. Ce type de recherche a déja été étudié aux chapitres 2 et 6, et 1’on a vu que quelle
que soit la représentation des listes, I’'une au moins des opérations de recherche,
adjonction ou suppression d’un élément dans une liste qui contient n €léments
nécessite {oujours de 1’ordre de n comparaisons.

Plus précisément on a montré que si g; représente la probabilit€é que 1’élément
recherché X apparaisse 2 la place 7 de la liste (¢ = 1,..,n) et si p est la probabilité
pour que I’élément X n’appartienne pas a la liste (p+q1 +...¢g, = 1), alors le nombre
moyen de comparaisons pour une recherche dans une liste avec sentinelle est :

Moy(n) = 1l.q1 + 2.g2 + ... + n.gn + (n + 1).p.

Dans le cas d’une recherche positive (on recherche un élément dont on sait qu’il
est dans la liste, c’est-a-dire p = 0), on a Moy(n) = 1.1 + 2.2 + ... + n.qy.

I’ensemble des g; étant fixé, cette quantité est minirnum lorsque g1 > g2 > ... > ¢p,
c’est-a-dire, lorsque les éléments les plus recherchés sont en début de liste. Ainsi,
guand on connait les probabilités de recherche des éléments, on sait dans quel ordre
il faut les ranger pour optimiser la recherche séquentielle.
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Mais en pratique, on ne connait pas, en général, les probabilités de recherche des
différents éléments. Cependant, si 1’on doit effectuer un grand nombre de recherches,
il est possible de faire évoluer la liste de sorte que les éléments les plus recherchés
se retrouvent en té€te; on emploie alors le terme de recherche autoadaptative.

Les méthodes de recherche autoadaptative consistent & réorganiser la liste des
éléments au fur et 2 mesure des recherches, pour minimiser le nombre de com-
paraisons lors des recherches suivantes.

Une premiére possibilité est de comptabiliser en mémoire le nombre de recherches
pour chaque élément en réarrangeant constamment les éléments par ordre de
fréquence décroissante. Les éléments tendent alors a se stabiliser en ordre décroissant
de leurs probabilités de recherche, et la liste des éléments est donc organisée de
fagcon optimale pour la recherche séquentielle. Cette méthode a I'inconvénient d’étre
coiiteuse en place a cause des compteurs.

On peut envisager d’autres algorithmes de recherche autoadaptative qui ne gardent
aucune information sur la fréquence de recherche des clés, et donc n’utilisent aucune
mémoire supplémentaire. Mentionnons deux telles méthodes.

Meéthode 1 : apres chaque recherche, placer I’élément recherché en téte de liste.

Meéthode 2 : aprés chaque recherche, on fait progresser 1’élément recherché d’une
place vers la téte de la liste.

La premiére méthode est bien adaptée a la représentation de la liste des éléments
par une liste chainée alors que dans une représentation contigué€, la mise en téte de
I’é1ément recherché nécessite de décaler d’un rang vers la fin de la liste tous les
éléments qui le préceédent. Par contre, 1a seconde méthode est bien adapiée a une
représentation par tableau : a chaque fois qu’un €lément est recherché, on 1’échange
avec 1’élément précédent. '

L’analyse de ces deux méthodes est délicate (Knuth, 1973); elle montre que la
méthode 2 est meilleure asymptotiquement que la méthode 1 : apres n recherches,
lorsque n tend vers 1’infini, le colit moyen d’une recherche est plus petit pour
la méthode 2 que pour la méthode 1. Cependant, par la méthode 1, les éléments
atteignent plus vite un état stationnaire. Le choix de la méthode dépend donc, pour
autant qu’on puisse le prévoir, du nombre de recherches qui seront faites sur la
liste des n éléments : il est démontré que si ce nombre est inférieur ou égal a n?
Ia méthode 1 est préférable, mais au-deld, les performances de la méthode 2 sont
meilleures.

2.2. Recherche séquentielle dans une liste triée

Supposons a présent qu’il existe un ordre total sur les éléments, et que la liste est
triée en ordre croissant. Pour rechercher un élément X, on peut encore évidemment
parcourir séquentiellement 1a liste jusqu’a ce qu’on trouve soit X, soit un €élément
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strictement supérieur a X (on sait alors que 1'élément X n’est pas dans la liste,
puisque les éléments sont rangés par ordre croissant).

Dans le cas le pire (recherche du plus grand élément de la liste, ou recherche d’un
€lément plus grand-que-tous ceux de la liste); il faut faire n (ou n-+1) comparaisons,
comme pour une recherche séquentielle dans une liste non triée.

Examinons les performances en moyenne d’une telle méthode. Notons ¢; la proba-
bilit€ que X soit égal au i*™¢ ¢lément de la liste, pour ¢ = 1,...,n; et notons p; la
probabilité que X soit strictement compris entre le j*™¢ et le (j + 1)**™¢ élément
de la liste, pour j = 1,...,n — 1; enfin py (resp. p,) est la probabilité que X soit
strictement inférieur (resp. supérieur) au premier (resp. dernier) élément de la liste .

On a clairement po +py + ... + P + g1 + ... + g = L.
Le nombre moyen de comparaisons pour une recherche est alors :

Moy(n) = Z i.gi + Z (J+1).p

1<i<n 0<s<n
Plagons-nous dans I’'hypothese d’équiprobabilité py = p; = ... = p, et ¢ = qo =
... = q,, et considérons quelques cas de figures.
e Recherche d’éléments présents dans la liste : tous les p; sont nuls.
Alors ¢; = g3 =... = ¢, = 1/n, d’olt Moy(n) = (n + 1)/2.

Dans ce cas on obtient le méme nombre moyen de comparaisons que pour la
recherche séquentielle dans une liste non triée, ce qui est normal car 1’algorithme
s’arréte différemment uniquement dans le cas ot X n’appartient pas 2 la liste.

e Recherche d’éléments qui ne sont pas dans la liste (par exemple, en vue d’une
adjonction) : tous les ¢; sont nuls.

Alors py =py = ... = p, = 1/(n + 1), d’olt Moy(n) = (n + 2)/2.

Dans ce cas on diminue de moiti€ le nombre moyen de comparaisons par rapport a
la recherche séquentielle dans une liste non triée.

e Recherche d’un élément qui a une chance sur deux d’appartenir a la liste : ¢’est
le cas ou 3} ¢; =Y p; =1/2. On a alors

Moy(n)= (i E 2) + (Q(T:-—l——)- Z (]'f‘l)) = 2%:3’

2n 1<i<n 0<i<n

ce qui est un résultat légérement meilleur que celui qu’on obtient dans les mémes
conditions pour une liste non triée.
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On montre de méme que les opérations d’adjonction et de suppression d’un
élément dans une liste triée nécessitent aussi avec cette méthode de 1’ordre de n
comparaisons.

La méthode-de recherche séquentielle-dans une liste triée ne tient que trés peu
compte du fait que les n €léments de la liste sont rangés en ordre croissant, et sa
complexité est en O(n) comme lorsque les €léments ne sont pas triés.

3. Recherche dichotomique

La méthode que I’on étudie maintenant, dite recherche par dichotomie ou recherche
dichotomique, utilise pleinement le fait que les éléments sont triés; on montre
qu’avec cette méthode, on peut toujours rechercher un élément dans une liste tri€e
en O(logn) comparaisons.

3.1. Recherche d’une occurrence quelconque

Le principe de la recherche par dichotomie de 1’élément X dans une liste triée L
consiste & comparer X avec 1’élément M du milieu de la liste L :

— si X = M, on a trouvé une solution, la recherche s’arréte;

— si X > M, il est impossible que X se trouve avant M dans la liste L, et il
ne reste a traiter que la moitié (droite) de la liste L ;

— de méme si X < M, X ne peut se trouver que dans la moiti€ gauche de L.

On confinue ainsi la recherche, en diminuant de moitié le nombre d’éléments de
la liste restant a traiter, aprés chaque comparaison; et si on recherche X dans une
liste ne contenant aucun élément, la recherche se termine sur un échec : X n’est
pas dans L.

La recherche dichotomique est une méthode de résolution par partition; la stratégie
des méthodes de résolution par partition est la suivante : pour obtenir la solution d’un

" probléme de taille n, on le découpe en a (1 < ¢ < n) sous-problémes analogues
de taille inférieure. Ces méthodes se décrivent donc trés naturellement par des
algorithmes récursifs; leur analyse conduit & des équations de récurrence dites de
partition (cf. Annexe).

3.1.1. Version récursive de la recherche dichotomique

En suivant le principe de la recherche dichotomique, on est naturellement amené a
écrire la procédure récursive suivante :
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procedure dicho(X : El€ément; t : array [1..n] of Elément; g,d: 0..n + 1;
var res : 0..n);

{cette procédure récursive recherche par dichotomie I élément X dans le
tableau t dont les éléments sont triés en ordre croissant; le résultat de la

procédure est contenu dans la variable res : ¢’est 0 si X n’appartient pas
au tableau, et c’est i € {1, .., n} si X se trouve a I'indice i du tableau}

var m : 1..m;
begin if g < d then begm
= (g + d) div 2;
if X = t[m] then res :=m
else if X < ¢[m] then dicho(X,t,g,m — 1, res)
else dicho(X,t,m + 1,d, res)
end
else res := 0
end dicho;

Pour réaliser une recherche sur une liste de n éléments, on appelle cette procédure
avec les paramétres ¢ = 1 et d = n. On remarque que la liste des éléments est
représentée par un tableau; ceci est nécessaire car la recherche par dichotomie
demande un acces direct aux €léments de la liste; une représentation a 1'aide de
pointeurs est donc 2 proscrire puisque, dans ce cas, I’acces a un élément implique
le parcours de tous les éléments qui le préceédent dans la liste.

3.1.2. Justification de I’ algorithme
Pour prouver que la procédure dicho est correcte, il faut montrer les points suivants :
a) la procédure termine toujours (soit avec res > 0, soit avec res = 0),

b) s’il existe un entier ¢ (1 <4 < n) tel que X = ¢[¢] alors, apres exécution de
I’algorithme, on a res > 0 et t[res] = X,

¢) réciproquement, si res > 0 alors il existe un entier ¢ (1 < ¢ < n) tel que
X = tfe].

Le demier point est évident car ’affectation a res d’une valeur m différente de 0 se
fait seulement lorsque le test X = t[m] est vrai.

Pour prouver que la procédure termine, on va montrer que les appels récursifs sont
toujours en nombre fini, c’est-2-dire que la suite (g;,d;) des bornes des différents
sous-tableaux avec lesquels on appelle récursivement la procédure dicho est finie.
Supposons les (g;,d;) construits pour 0 < ¢ < k, avec go = 1 et dy = n; et soit
my = (gr + di) div 2. Plusieurs cas sont 2 considérer :

— 81 g, > dy, ou si X = t[my] alors la procédure termine et il n’y a plus
d’appel récursif’;
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—si g < dp et X < t[my], il y a un appel récursif et gz11 = g €t
diy1 =my — 1; onaalors dgy1 — grv1 < dp — Grs

— si g <dp et X > t[mg), il y a un appel récursif et g1 = my + 1 et
dpyy = di; On a encore di1 — gr41 < di — k-

Ainsi la suite des écarts (d; — g;) est strictement décroissante. Il existe donc un entier
p tel que :

— so0it g, > d,, et dans ce cas la procédure termine avec res = 0,
— soit X = t[m,] avec m, = (g, + d,) div 2, et dans ce cas la procédure
termine avec res = my > 0.

Prouvons enfin le point b).

On suppose qu’il existe un entier ¢ (1 < ¢ < n) tel que X = t[i]. Considérons la
suite (g, di Jo<k<p Précédemment définie. L’entier p est I’indice d’arrét : pour k < p
on a g < d, et d’autre part on a g, > d, ou X = t[m,]. Montrons par récurrence
la propriété (P) suivante :

Pour tout k,0 < k < p, il existe un entier i, gp < ¢ < di, tel que X = t[ik].
— (P) est vraie pour k£ = 0, ¢’est notre hypothese de départ.
— Supposons (P) vraie pour k < p.
Par hypothese de récurrence g < dy ; soit my = (gx + di,) div 2.
Le cas X = t[m;] est impossible par définition de p, car k < p; il reste deux cas :

— s0it X < t[my], et alors i, < my, puisque la liste est triée; comme gr+1 = gk
etdyyy =mp—1,0nagp < ip < dg41, €t X = t[?;k-];

— soit X > t[my], et alors i, > my puisque la liste est friée; comme
Gisr =mp + 1 et dgyy =dg, on a ggpy < i < digr, et X = i)

La récurrence est établie. En conséquence il existe i, tel que g, < 4, < dp. On
n’a donc pas g, > d,. Si la suite est terminée, c’est parce que X = tm,) et res =
m, > 0.

3.1.3. Version itérative de la recherche dichotomique

On peut vouloir transformer, pour des raisons d’efficacité, la procédure récursive
de la recherche dichotomique en une procédure itérative. La transformation est
ici particulidrement simple car, que I'on soit dans le cas X < t[m] ou dans le
cas X > t[m}, ’appel récursif de dicho n’est suivi d’aucun autre traitement : il
équivaut donc 2 recommencer 1’exécution de la procédure en changeant les valeurs
des parametres, et ceci tant que la condition g < d reste vraie, et que X est différent
de t[m)]. Le résultat transmis dépend de la raison pour laquelle la procédure termine :
soit I’élément X est trouvé dans le tableau, et Ia recherche s’arréte 1a, en donnant
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I’indice de I’élément dans le tableau, soit on sort de l’itération sans avoir trouvé
X, et le résultat est 0. Enfin, il faut initialiser les paramétres 2 leurs valeurs pour

le premier appel de Ia procédure récursive. On obtient ainsi la procédure itérative
suivante :

procedure dichoiter(X : Elément; ¢ : array [1..n] of Elément; var res : 0..n);
{version itérative de la procédure dicho}
varm:1.n; g,d:0.n+1;
begin g :=1;d :=n;

while g < d do

begin m := (g + d) div 2;
if X = ¢[m] then begin res := m; return end

else if X < t[m|thend:=m —1else g:=m +1
end;

res =0
end dichoiter;

La transformation de dicho en dichoiter se fait par application d’une régle générale
de transformation des procédures récursives terminales en procédures itératives. Une
procédure ou une fonction est dite récursive terminale s’il n’y a aucun traitement
a exécuter apres chacun des appels a elle-méme qu’elle contient. Pour de telles
. procédures, il existe un schéma de transformation général qui est donné ci-dessous.
Considérons la procédure suivante

procedure P(U) ;

begin if C' then begin D ; P(a(U)) end
else T

end P;

dans laquelle U représente la liste des parametres; C est une condition portant sur
U; D est le traitement de base de la procédure (dépendant de U); «(U) représente
la transformation des parametres; 7" est le traitement de terminaison (dépendant de
U).

Supposons que la procédure P soit appelée avec I’argument V' ; alors cet appel est
équivalent au morceau de programme itératif

var U;
begin U :=V;
while C' do begin
D; U:=a)
end;
T

end;
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Remarquons que cette transformation conserve ’ensemble des calculs effectués par
la procédure. 11 est donc indifférent d’analyser la procédure récursive ou sa version
itérative (voir paragraphe 3.3).

3.2. Recherche de la premiere occurrence
3.2.1. Algorithme

Dans le cas ol il y a plusieurs occurrences de X dans la liste, il se peut qu’on
ne se contente pas d’une solution quelconque, mais qu’on recherche une solution
particuliere, par exemple la premiere occurrence de X (i.e. I'occurrence de X située
le plus & gauche dans la liste); dans cette hypothése, si au cours de la recherche on
trouve un indice m tel que t{m] = X, il faut quand méme continuer la recherche a
gauche de m (m compris) pour savoir si ¢[m/] est bien la premiere occurrence de X
dans la liste, ou s’il y a une occurrence de X a sa gauche. La recherche se poursuit
jusqu’a ce que la liste restant 2 traiter n’ait plus qu’un seul élément : c’est bien
I’occurrence de X cherchée.

Pour obtenir la premitre occurrence de X on modifie la procédure dicho comme
suit :

procedure dichoprem(X : Elément; ¢ : array[l..n] of Elément; g,d: 0..n +1;

var res : 0..n);
var m : 1..n;

begin
if g < d then
begin m := (g + d) div 2; ;
if X < t[m] then dichoprem(X,t, g, m, res)
else dichoprem(X,t,m + 1,d, res)
end
else if X = t[g] then res :=g
else res :=0
end dichoprem;

3.2.2. Justification de I’algorithme

Pour prouver que la procédure dichoprem est correcte, il faut montrer, comme pour
la procédure dicho, les points a), b), c); mais en plus, dans le point b), il faut montrer
que t{res] est la premiére occurrence de X.

Les preuves de a) et ¢) sont analogues & ce qui est fait pour dicho.
Prouvons le deuxieéme point.

On suppose qu’il existe un entier ¢ (1 < i < n) tel que X = t[¢]. On considére la
suite (g, di Jo<k<p des bomes des différents sous-tableaux avec lesquels on appelle
récursivement la procédure dichoprem. L'indice d’arrét p est le premier indice tel
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que d, < gp. On va montrer que pour tout k,0 < k < p, il existe un entier iz,
gk < e < dy, tel que X = ¢, et pour tout 5,1 < j < gi, t[j] # X. La propriété
est vraie pour k = 0 , car go = 1 et dy = n. Supposons la vraie pour k < p

Par ‘hypothése de récurrence g, < dj; soit my, = (gk +di) div 2 Comme
k < p, g, ne peut étre égal A d.

Supposons que gi < di et X < t[my]; comme la liste est triée et qu’il existe
une occurrence de X entre les indices gy, et dy, il existe une occurrence de X
entre g, et my; On a gyy1 = gg €t dipyy = my, €t pour tout 5, 1 < j < grya,s
tlj] # X.

Supposons a présent que g < di et X > t[mk]' comme la liste est trie
et qu’il existe une occurrence de X entre les indices g, et dy, il existe une
occurrence de X entre my et dy ; de plus, toutes les occurrences de X sont a
droite de ¢[my] car ¢ est tri€; on a donc g = my + 1 et dr4+1 = dy et pour
tout j’ 1< .7 < Gk+1, tb] 7é X.

Si p est e dernier indice, ¢’est que d,, < g, ; or, il existe i, tel que g, < i, < d.
Par suite, g, = i, = d, , et X = t[g,]. Comme res = g,,, on a t[res] = X. De plus
t{res] est bien la premiére occurrence de X puisque pour tout j, 1 < j < g,

X # t[3).

3.3. Analyse du nombre de comparaisons

L’opération fondamentale dans la recherche dichotomique est la comparaison entre
I’é1ément cherché et les éléments de la liste.

On étudie d’abord les équations de récurrence vérifiées par les fonctions qui
représentent la complexité de la procédure dichoprem dans le meilleur et le pire
des cas. Puis on analyse la complexité au pire, au mieux et en moyenne de la
procédure dicho en éwdiant I’arbre de décision correspondant.

3.3.1. Analyse de dichoprem

Dans la procédure dichoprem, le nombre de comparaisons est le méme pour une
recherche positive et pour une recherche négative. On montre dans ce paragraphe
que le nombre de comparaison pour une recherche est toujours de 1’ordre de logn.

La procédure dichoprem étant récursive, on cherche 2 exprimer sa complexité sous
forme d’une équation de récurrence. Pour cela, on regarde précisément comment
évolue la taille du sous-tableau ol se fait la recherche. Si n est la taille du tableau
de départ, et que n est pair (n = 2p), on a m = |[(2p + 1)/2] = p. La taille du
sous-tableau de gauche est donc n/2, ainsi que la taille du sous-tableaun de droite. Si
n est impair (n = 2p+ 1), onam = |(2p+ 2}/2] = p+ 1. La taille du sous-tableau
de gauche est donc [n/2] alors que la taille du sous-tableau de droite est |n/2]. Le
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nombre maximum de comparaisons pour une recherche avec la procédure dichoprem
vérifie donc :

Max(1) = 1,et

il

Max(n) = 1 + Max([n/2]), pour n > 1.

Par exemple, si X est strictement inférieur 2 tous les éléments du tableau, on est
dans le cas le pire puisqu’on rappelle toujours la procédure sur le sous-tableau de
gauche.

Montrons par récurrence que Max(n) = [logon] + 1.
C’est vrai pour n = 1.

Supposons que c’est vrai pour tout k¥ < n. On a alors :
Max(n) = 1 + Max([n/2]) = 1+ [log,[n/2]] + 1

— Sin est pair, on a [n/2] = n/2, et la propriété est démontrée.

— Si n est impair, on a [n/2] = (n + 1)/2, ce qui donne Max(n) =
[log,(n+1)]+1; mais dans ce cas, n ne peut &tre une puissance de 2, donc
[log,(n + 1)] = [log,n], ce qui montre la propriété.

L’algorithme se comporte de maniére identique quelle que soit 1a place de I’élément
cherché dans la liste. On a donc une complexité en moyenne trés voisine de la
complexité au pire. On ne calcule pas précisément ici la complexité en moyenne de
dichoprem, mais on prouve qu’elle est de 1’ordre de logn, car la complexité dans
le pire et dans le meilleur des cas sont toutes les deux de 1’ordre de logn.

La taille des sous-tableaux étant comprise entre |n/2] et [n/2], la complexité de
dichoprem dans le meilleur des cas est définie par :

Min(1) = 1, et
Min(n) = 1 + Min(|n/2]), pour n > 1.

On montre par récurrence que :

Min(n) = [log,n) + 1.

Comme la complexité en moyenne d’un algorithme est toujours comprise entre la
complexité dans le meilleur des cas et la complexité dans le pire des cas, on obtient :

[logyn] + 1 < Moy(n) < [log,n] +1

Donc la complexité moyenne de dichoprem vérifie Moy(n) = ©(logn).
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3.3.2. Analyse de dicho

Comme pour tous les algorithmes opérant par comparaisons, on peut illustrer le
comportement de la méthode de recherche dichotomique par un arbre de décision

(chapitre 3).

Par exemple, la recherche par dichotomie d’un élément dans une liste triée ¢ de
12 éléments différents (procédures dicho ou dichoiter) est décrite par I’arbre de l1a
figure 1 : les nceuds internes représentent les comparaisons de 1’élément cherché
avec les €léments ¢[i] de la liste :

- — si X = t[¢] on arréte la procédure;

— 81 X > t[i] (resp. X < t[i]), la procédure se poursuit en comparant X et le
fils droit (resp. gauche) de ¢[¢].

Les feuilles fo, fi, ..., fi2 représentent les cas de terminaison sans succes : si X < ¢[1]
Ia procédure se termine en fy, si tfi] < X < t[i + 1], pour : = 1,..., 11, 1a procédure
se termine en f;, et si X > ¢[12], la procédure se termine en fi,.

t{6]

t[3] t[9]

P TN

t[1] t[7] t[ll]

WA NN
VANVANVAVANPAN

8 19 f10

Figure 1. Recherche par dichotomie dans une liste triée de 12 éléments différents.

Il est facile, sur I’arbre de décision, de compter le nombre de comparaisons
effectuées dans le cas d’une recherche positive et dans le cas d’une recherche
négative ( prof(v) désigne la profondeur du nceud v dans ’arbre, et on compte
2 comparaisons s’il y a un test X = t[m], et un test X < ¢[m]) :

— pour larecherche de X = ¢[2], le nombre de comparaisons est 1 + 2 prof(t[i]),

— pour la recherche d’un élément qui n’appartient pas a la liste, et qui est
dans I’intervalle représenté par la feuille f;, le nombre de comparaisons est

2 prof(f;).
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Une recherche positive nécessite donc un nombre de comparaisons compris entre
1 et 2h — 1, ou h est la hauteur de 1’arbre de décision. Une recherche négative
nécessite 2k comparaisons dans le cas le pire.

Notons A, Parbre de décision associé a 1’algorithme dicho sur une liste de n
éléments. A, est un arbre binaire localement complet ayant n nceuds internes, et
donc n + 1 feuilles. On va montrer que A, a toutes ses feuilles situées sur au plus
deux niveaux, et on sait (cf. corollaire 1, chapitre 7) que la hauteur d’un tel arbre,
sa profondeur moyenne interne et sa profondeur moyenne externe sont de 1’ordre de
logon. On en déduira donc que la complexité de 1’algorithme dicko est en moyenne
et au pire de I’ordre de logon.

Lemme 1: Soit pet k tels que n = 2P + (k — 1), avec 1 < k < 27, alors les feuilles
de P’arbre de décision A,, sont toutes a profondeur soit p, soit p + 1.

Preuve : D’apres 'algorithme dicho, chaque comparaison partage la liste des
éléments restant a traiter en deux sous-listes Ig et Id qui ont, & un élément
pres, la méme cardinalité. Ainsi, 1’arbre de décision A, posséde la propriété
suivante : en chaque nceeud, les nombres de neeuds internes du sous-arbre gauche
et du sous-arbre droit différent au plus de 1.

Montrons qu’un arbre qui a cette propriété vérifie le lemme 1; raisonnons
par I’absurde : soit B un sous-arbre de A, de taille minimum, qui a des
feuilles situé€es a des profondeurs p, et p;, distantes d’au moins deux niveaux
(p2 > p1 +2); notons G (resp. D) le sous-arbre gauche (resp. droit) de B (voir
figure 2). Les feuilles de G (resp. D) sont situées sur au plus deux niveaux
consécutifs, en raison de la propriété de minimalité de B. Supposons que :

1) D a une feuille au niveau p; et n’a donc pas de feuille au niveau p,;

2) G a une feuille au niveau p, et n’a donc que des nceuds internes au niveau
Pi-

Notons alors que D n’a pas non plus de nceud interne au niveau p;, car sinon
D aurait des feuilles au niveau p’ avec p’ > po, €t comme D a aussi une
feuille au niveau p;, B ne serait pas le plus petit sous-arbre ayant des feuilles
séparées d’an moins deux niveaux.

Il en résulte que G a un nceud interne de plus que D au niveau p; et que G a
(au moins) un neeud interne au niveau (po — 1), alors que D n’en a pas (si D
avait un nceud interne au niveau (p; — 1), ce neeud donnerait naissance a un
autre nceud au niveau po, ce qui est contraire a 1’hypothese).

Au total G a donc au moins deux nceuds internes de plus que D, ce qui n’est
pas possible dans ’arbre de décision A,. On a obtenu une contradiction : un
tel sous-arbre B n’existe pas. Donc ’arbre A4,, a ses feuilles sur au plus deux
niveaux.

A partir du corollaire 1 du chapitre 7, on déduit que les feuilles de A,, sont
aux niveaux p et p+ 1. O
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niveau p ;

niveaup, _.

Figure 2

Lemme 2 : Soit h(A4,) la hauteur de ’arbre de décision A, et soit PE(A,) et
PI(A,) les profondeurs moyennes externe et interne de A,, on a

h(4y) = |logyn| + 1

gllog,n]+1
PE(An) = Uog2nJ I,
n+1
tlog,n] + 2 gllog,n]+1

PI(4,) = \_lOgﬂlJ +

n

Preuve : Posons p = |log,n]; d’aprés le lemme précédent, Ia profondeur
maximum des feuilles est p--1; la hauteur de 1’arbre de décision A,, est donc
hAy) = [log,n] + 1.

Soitn =2P +k—1, avec 1 <k < 27 : k est le nombre de nceuds internes au
niveau p; il y a alors 2k feuilles au niveau p + 1, et (n + 1) — 2k feuilles au
niveau p. La longueur de cheminement externe de 1’arbre A,, est donc

LCE(A,)=(p+1)2k+p.(n+1-2k)=2k+p.(n+1)

Comme PE(A,) = nlﬁLC’E(An), en remplacant k par n— 2741, on obtient
donc pour la profondeur moyenne externe :

+1
PE(A,)=p+2— 2

n+1'
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Pour obtenir la profondeur moyenne interne PI(A,) = %—LCI (A,), on utilise

la formule reliant les longueurs de cheminement externe et interne dans un
arbre binaire localement complet, LCE(A,) = LCI(A,)+2n, et I’on obtient :

' +2 ot
PI(A4) =p+ 2522 2 o
n n

Revenons & présent a la complexité de I’algorithme dicho. Etant donnée une liste
triée de n €léments, on note Mingecy, (n) (resp. Moygech, (1), Maxgech, (n)) le
nombre minimum, (resp. le nombre moyen, le nombre maximum) de comparai-
sons pour une recherche positive; et on note Ming..,_(n) (resp. Moygec_(n),
Maxgech_ (7)) le nombre minimum (resp. le nombre moyen, le nombre maximum)
de comparaisons pour une recherche négative.

Une recherche positive se termine a la racine de 1’arbre de décision dans le meilleur
des cas, et dans le pire des cas sur un nceud de profondeur h (ol h est la hauteur de
I’arbre de décision). Une recherche négative se termine dans le meilleur des cas sur
une feuille de profondeur h -1, et dans le pire des cas sur une feuille de profondeur
h. D’apres le calcul du nombre de comparaisons et le résultat concernant la hauteur
de I’arbre de décision, on a donc le théoréme suivant,

Théoreme 1 : La procédure dicho de recherche, positive et négative, dans une liste
tri¢e de n €léments, a pour complexité :

Mingech.. (n)=1 et Maxgech. (n) = 2|log, n] +1,
Mingeen_(n) = 2|log, n] et Maxgeey_ (n) = 2|log, 7] + 2

Pour le calcul de la complexité en moyenne, notons ¢; (i = 1,...,n) la probabilité
de rechercher le :%*™¢ élément de la liste et p; (j = 1,...,n — 1) la probabilité de
rechercher un élément compris entre le j%™¢ et le (4 1)%™¢ élément de la liste; et
soit py (resp. p,) la probabilité de rechercher un élément plus petit que le premier
€lément de la liste (resp. plus grand que le dernier).

Le cofit moyen d’une recherche s’exprime donc en fonction des profondeurs des
nceuds internes tfi] et des feuilles f; de ’arbre de décision A,, par :

Moygech(n) = Z q;-(1 + 2.prof(tfi])) + Z p;-2.prof( f;)

1<i<n 0<i<n

Si I’on suppose que tous les éléments de la liste ont la méme probabilité 1/n d’étre
cherchés, alors le colit moyen d’une recherche positive est :

MOYRechy (R) = ! Z 1+ 2.pr0f(t[i])) = EL—(n +2LCI(A,)) =1+ 2PI(A,)
1<i<n n
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D’autre part, si I’on suppose que toutes les terminaisons en échec ont la méme
probabilité 1/(n+1), alors on peut évaluer le colit moyen d’une recherche négative :

1 2
MOyReCh—-(n) - Z 2pr0f(f_)) = mLCE(An) - 2PE(An)

0<i<n

Théoréme 2 : Les nombres moyens de comparaisons nécessaires pour une recherche
positive et pour une recherche négative dans une liste triée de n éléments en utilisant
Palgorithme dicho vérifient :

MOYRech+ (n) ~2logyn et Moygech_(n) ~ 2logy n.

Preuve : A partir des formules données pour PI(A,) et PE{A,) dans le lemme

2 qui sont

2p+1 92 2p+l
PE(A,)=p+2— nr1 PI(A,)=p+ p—j;—— — S5, avec p = {log,n ],
on obtient

PE(Ay) =log,n +cl(n),et PI(A,) = logyn + c2(n),

ou cl{n) et c2(n) sont des fonctions a valeurs dans un petit intervalle autour
de zéro.

Ce qui prouve le théoreme, d’aprés I'expression de Moygech, (n) et
Moyrech-—(7)- =

Remarque : Les procédures dicho et dichoprem sont toutes deux de complexité
logarithmique, en moyenne et dans le pire des cas. Le facteur 2 qui les différencie
vient de ce que I’on a deux comparaisons par neeud dans le cas de dicho.

3.4. Optimalité

La recherche par dichotomie dans une liste triée de n éléments nécessite, en moyenne
comme au pire, un nombre de comparaisons de 1’ordre de log n. Ce résultat montre
que la recherche dichotomique représente une amélioration importante par rapport
a la recherche séquentielle.

Si I’on considere la classe RC' des algorithmes de recherche qui procédent unique-
ment par comparaisons de I’é1ément cherché avec ceux de la liste et qui s’arrétent
des qu’il y a égalité, on va montrer qu’on ne peut faire mieux que par dichotomie.

Tout algorithme de recherche de la classe RC peut étre décrit par un arbre binaire
de décision (chapitre 3) : chaque neeud interne représente une comparaison entre
I’¢lément cherché X et un élément ¢[i] de la liste. Il y a trois résultats possibles
pour la comparaison : ou bien X = t[i], et dans ce cas 'algorithme termine; ou
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bien X < t[i] (resp. X > t[i]) et le déroulement de I’algorithme se poursuit dans le
sous-arbre gauche (resp. droit) de ce nceud de comparaison.

Chaque exécution de I’algorithme est représentée dans 1’arbre de décision par un
chemin issu de la racine, et le nombre de comparaisons effectuées lors de cette
exécution est proportionnel au nombre de nceuds sur ce chemin. L’algorithme peut
se terminer avec succes sur chacun des n éléments de la liste : il y a donc au moins
n neeuds internes dans [arbre de décision.

Les algorithmes de recherche optimaux dans le cas le pire pour une recherche
positive sont donc ceux dont I’arbre de décision a une hauteur minimale. Or, on a
vu que les arbres binaires pour lesquels ces deux caractéristiques sont minimales
sont ceux dont tous les niveaux sont completement remplis, sauf éventuellement le
dernier. Et I’arbre de décision associé a la recherche par dichotomie est bien un
arbre de cette forme; donc la recherche dichotomique est optimale dans la classe
RC.

La recherche d’un élément n’appartenant pas a la liste se traduit, sur I’arbre de
décision associé & 1’algorithme, par le parcours d’une branche entiére et ’exécution
aboutit, 2 une feuille (vide) de I’arbre de décision. Si la liste est triée, la recherche
négative peut se terminer sur chacun des (n + 1) intervalles entre les €éléments de
la liste, et 1’arbre de décision a donc au moins (n + 1) feuilles. Or, les arbres qui
minimisent Ia profondeur maximale d’une feuille sont aussi ceux dont les feuilles
sont situées sur deux niveaux au plus. Donc, la recherche dichotomique est optimale,
dans le cas le pire, pour une recherche négative.

4. Recherche par interpolation

En pratique, quand on consulte une liste triée, on tient compte de I’élément recherché
pour déterminer les €léments de la liste qui lui sont comparés : par exemple, sil’on
recherche le mot « Ananas» dans un dictionnaire, on ouvrira le dictionnaire vers le
début plutdt qu’au milieu. Ce principe est 2 la base d’une méthode de recherche
dite recherche par interpolation.

Dans la recherche dichotomique, la comparaison a lieu systématiquement avec
1’élément ¢[(g + d) div 2] qui est au milieu de la sous-liste ¢[g]...t[d], et cela quel
que soit I’élément cherché X. Si les éléments sont des nombres, on peut essayer
d’estimer 1a place de X dans la sous-liste; sous I’'hypoth&se que les nombres de la
sous-liste forment une progression réguliére, il parait raisonnable d’aller chercher X
autour de la place p définie par p = g+ ((d — g).(X —t[g]) div (#[d] — t[g])), comme
le montre la figure 3.

On compare donc X et ¢[p] :

— si X = t[p|, on a terminé;
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t[d]

tlg]

g p d

Figure 3. Recherche par interpolation.

— si X'<{[p], on recommence une recherche par interpelation de X sur

tlgl, ., t[p — 1];
— st X>¢[p], on recommence une recherche par interpolation de X sur
tlp+1],....¢d).

Ainsi I’algorithme de recherche par interpolation se distingue de celui de la recherche
dichotomique uniquement par un calcul plus compliqué des places des éléments a
comparer avec X.

On peut montrer, mais 1'analyse est difficile, que sous I’hypothese d’une distribution
uniforme des éléments, le nombre moyen de comparaisons pour rechercher un
élément est de 1’ordre de log;(logyn).

Ceci est une amélioration importante par rapport 2 la recherche dichotomique : sur
une liste comportant 10°, soit & peu prés 23° éléments, une recherche par dichotomie
nécessite en moyenne log, (10°), soit & peu pres 30 comparaisons, et une recherche
par interpolation n’en demande en moyenne qu’a peine 5.

Est-ce a dire qu’il faut abandonner la recherche dichotomique pour la recherche par
interpolation? Et que penser alors de «1’optimalité» de la recherche dichotomique
vue précédemment ?

En fait, la recherche dichotomique est optimale dans la classe des algorithmes qui
n’operent que par comparaisons (et n’effectuent aucun calcul a partir des éléments) ;
or, la recherche par interpolation calcule 1a place des essais de recherche i partir
des €léments eux-mémes (qui doivent étre des nombres); elle n’appartient donc pas
a la classe des algorithmes qui n’opérent que par comparaisons et il n’est donc pas
contradictoire de trouver un nombre moyen de comparaisons d’ordre de grandeur
strictement inférieur 2 log,n.
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D’autre part, la recherche par interpolation n’est efficace que si les éléments
augmentent de facon réguliere dans la liste, et méme dans ce cas, il faut compter
le temps de calcul supplémentaire de la place du prochain essai; ceci explique que
la-recherche par-interpolation-n’est-intéressante-en pratique-que lorsque-le nombre
d’éléments de la liste est tres grand (car log(logn) est alors beaucoup plus petit que
log n), ou lorsque les comparaisons sont trés cofiteuses en temps : ¢’est en particulier
le cas si la liste est stockée en mémoire externe; les comparaisons nécessitent alors

des accés & la mémoire externe, qui prennent un temps de 'ordre de 10° fois
supérieur au temps d’une opération dans Punité centrale.
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Exercices

1. Ecrire des algorithmes de recherche séquentielle, itératif et récursif, dans le cas
ou la liste des éléments est représentée par une liste chainée.

2. Connaissant les probabilités de recherche des éléments d’une collection, dans quel
ordre faut-il ranger ces éléments pour maximiser le nombre de comparaisons de la
recherche séquentielle? Quel est dans ce cas le nombre moyen de comparaisons
pour une recherche positive? Comparer avec le cas ol ’ordre de rangement des
éléments est optimal.

3. Dessiner I’arbre de décision correspondant a I’algorithme de recherche séquen-
tielle sur une liste de 12 éléments.

4. L’algorithme ci-dessous effectue Iinterclassement des deux listes triées contenues
dans les tableaux 1 et ¢2; le résultat est dans le tableau ¢; t1 et t2 ont respectivement
n et m éléments.
1i=1;7:= 1k :=1;
while (i < n) and (j < m) do begin
if t1[d] < t2[y] then begin ¢[k] := ¢1[i);¢ :=i + 1 end
else begin t[k] :=¢2[j];7:= 7+ 1 end;
ki=k+1
end;
if i < n then {on recopie la fin de t1}
for j :=i to n do begin t[k] :=t1{j];k :=k + 1 end
else {on recopie la fin de 2 }
for i := j to m do begin t[k] := t2[i];k : =k + 1 end;

a) Quelle est la complexité au pire, en nombre de comparaisons et en nombre
de transferts d’éléments du tableau de cet algorithme ?

b) Calculer les complexités en moyenne, en prenant les conventions suivantes :
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~ ¢ =m/(m +n) est la probabilité que ¢1[n] soit plus petit qu'un élément de
t2;

— on considére que les éléments de ¢2 ont tous la méme probabilité d’Etre le

plus petit élément de ¢2 supérieur a t1{n};

~ de méme, on considére que les éléments de t1 ont des probabilités €gales
d’étre le plus petit élément de t1 supérieur & ¢2{m)].

¢) Transformer cet algorithme en plagant une sentinelle judicieusement choisie
a la fin de ¢1 et t2, de maniére 2 éviter le if-then-else de la fin. Que deviennent les
complexités en moyenne ?

Dans quel cas cet algorithme est-il aussi bon que le précédent?

5. Programmer les deux méthodes de recherche autoadaptative présentées au §4,
ainsi que la méthode avec compteurs de fréquences. Comparer les performances
expérimentales de ces algorithmes avec les résultats théoriques du §4, en exécutant
les programmes sur des exemples judicieusement choisis.

6. Dérécursifier la procédure dichoprem.

7. Ecrire un algorithme de recherche dichotomique de la derniére occurrence d’un
élément (le tester pour la recherche de 2 dans la liste (1, 2, 3)).

8. Ecrire un algorithme de recherche binaire selon le méme principe que la recherche
dichotomique, mais en divisant la liste des éléments en deux sous-listes de tailles
respectives 1/3 et 2/3 de la taille de la liste totale. Analyser cet algorithme, et
comparer avec la recherche dichotomique.

9. Ecrire un algorithme de recherche trichotomique d’un élément X dans une liste
triée contenant n éléments, sur le principe suivant :

Comparer X avec I’élément en position |n/3| puis le comparer éventuellement avec
1’élément en position |2n /3] ; si ’on n’a pas trouvé X, la recherche se poursuit alors
sur une liste qui contient trois fois moins d’éléments que la liste d’origine.

Analyser cet algorithme et le comparer a la recherche dichotomique.

10. Peut-on dessiner un arbre de décision correspondant a la recherche par interpo-
lation ?
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11. Combien d’éléments examine-t-on lors de la recherche par interpolation de
I’élément 2k — 1 (k entier relatif) dans un tableau ¢ qui contient les n premiers
entiers pairs rangés en ordre croissant, i.e., ¢[i] = 2i pouri = 1,...,n?

Lectures conseillées pour le chapitre 9

Horowitz & Sahni, Fundamentals of Computer Algorithms, Pitman, 1978.

Knuth, The Art of Computer Programming, Vol. 3 : Sorting and Searching, Addison-
Wesley, 1973.






Chapitre 10
Arbres binaires de recherche

On a étudié au chapitre précédent le probléme de la recherche dans une collection
d’éléments ordonnés entre eux : on a montré que lorsque 7 éléments sont représentés
par une liste contigué triée, on peut toujours effectuer une recherche en Oogn)
comparaisons. Mais la représentation contigué est mal adaptée lorsque la collection
évolue : une adjonction ou une suppression peuvent nécessiter ©(n) opérations.

Lorsque la collection des éléments n’est pas figée, il parait donc nécessaire d’utiliser
une représentation chainée, bien que cela prenne de la place supplémentaire en
meémoire. Si I’on utilise une liste chainée (cf. chapitre 5), I’adjonction d’un élément
peut étre effectuée en un nombre constant d’opérations, mais c’est la recherche et
la suppression d’un €lément qui demandent trop de temps (©(n) comparaisons au

pire).

Quand on veut que les trois opérations — recherche, adjonction, suppression —
soient effectuées avec la méme efficacité, les représentations les mieux adaptées
sont les structures arborescentes. Les méthodes de recherche arborescentes reposent
toutes sur le méme principe : la comparaison avec le (ou les) élément(s) d’un
nceud de I'arbre permet d’orienter la suite de la recherche dans 1’arbre. La structure
fondamentale est celle d’arbre binaire de recherche.

1. Définition et recherche

On peut représenter une collection ordonnée de n éléments par un arbre étiqueté
ayant n nceuds (chapitre 7). Chaque nceud contient un élément et la répartition des
¢léments dans ’arbre permet de guider la recherche en faisant des comparaisons.

1.1. Arbre binaire de recherche

Définition : Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire étiqueté tel que
pour tout nceud v de 1’arbre :
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— les éléments de tous les nceuds du sous-arbre gauche de v sont inférieurs
ou égaux a [’élément contenu dans v,

— et les éléments de tous les nceuds du sous-arbre droit de v sont supérieurs
a I’élément contenu dans . '

11 résulte immédiatement de cette définition que le parcours symétrique d’un arbre
binaire de recherche produit la suite des éléments triée en ordre croissant.

Sur la figure 1.a on a dessiné un arbre binaire de recherche qui représente 1’ensemble
E = {a,d,e,g,1,l,q,t} muni de ’ordre alphabétique. Notons qu’il y a plusieurs
représentations possibles d’un méme ensemble par un arbre binaire de recherche :
I’arbre de la figure 1.b représente aussi .

(a)

Figure 1. Arbres Binaires de Recherche.

1.2. Recherche d’un élément

Pour rechercher (une occurrence) d’un élément dans un arbre binaire de recherche,
on compare cet élément au contenu de la racine :

— §’il y a égalité, on a trouvé 1’élément et la recherche est terminée (recherche |
positive), '

— si I’élément est plus petit (resp. plus grand) que celui de la racine, on
poursuit la recherche dans le sous-arbre gauche (resp. droit); si ce sous-
arbre est vide, il y a échec : I’élément n’appartient pas a 1’arbre binaire de
recherche initial (recherche négative).

Rappelons que si B =< o, G, D > est un arbre étiqueté dont la racine contient
1’élément », on note (cf. chapitre 7) B =<r, G, D >.

La spécification de 1’opération de recherche d’un élément (que I’on suppose de sorte
Elément) dans un arbre binaire de recherche s’écrit :

rechercher . Elément x Arbre — Booléen
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Si G et D sont des variables de sorte Arbre, z et r des variables de sorte Elément,
on a les axiomes suivants :

axiomes
rechercher(x, arbre-vide) = faux
T =1 = rechercher(z, <r, G, D >) = vrai
z <1 = rechercher(z, <, G, D >) = rechercher(z, @)
x >r = rechercher(z, <r, G, D >) = rechercher(z, D)

Une version récursive de 1’algorithme de recherche est donnée dans la fonction
chercher, qui utilise le type Pascal ARBRE.

type ARBRE = Tnceud;
nceceud = record
val : Elément;
g, d : ARBRE
end;

function chercher(X : Elément; A : ARBRE) : boolean:
{cette fonction récursive recherche si un élément X appartient & un arbre bi-
naire de recherche A; le résultat est true si X appartient a A, et false sinon}
begin

if A = nil then chercher := false

else if A1.val = X then chercher := true

else if X < A7.val then chercher := chercher (X, A1.g)
else chercher .= chercher(X, A1.d)

end chercher;

Cet algorithme a une forme semblable a celle de 1’algorithme de recherche di-
chotomique; la récursion est terminale, mais la fonction renvoie un résultat. La
transformation en une version itérative est laissée en exercice.

2. Adjonction d’un élément

L’adjonction d’un élément dans une collection quelle qu’en soit la représentation,
se fait toujours selon le principe suivant : d’abord déterminer la place ol ’on doit
faire I’adjonction, puis réaliser I’adjonction 2 cette place. Dans un arbre binaire de
recherche, I’opération d’adjonction se décompose en une étape de recherche, qui
renvoie des informations sur la place ol doit étre inséré le nouvel élément, suivie
de I'adjonction proprement dite.

2.1. Adjonction aux feuilles

Pour ajouter un élément dans un arbre binaire de recherche, on le compare au
contenu de la racine pour déterminer s’il faut I’ajouter dans le sous-arbre gauche
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ou le sous-arbre droit, et I’on rappelle la procédure récursivement. Le dernier appel
récursif se fait sur un arbre vide et I’on crée alors a cette place le neeud contenant
I’élément 2 ajouter. Le nouveau nceud devient donc une feuilte de I’arbre binaire de
recherche. Décrivons la spécification de 1’opération d’adjonction aux feuilles d’un

arbre binaire de recherche :
ajouter-feuille : Elément x Arbre — Arbre

Si G et D sont des variables de sorte Arbre, z et r des variables de sorte Elément,
on a les axiomes suivants :

axiomes
ajouter-feuille(z, arbre-vide) = < =, arbre-vide, arbre-vide >
z <1 = ajouter-feuille(z, < r,G, D >) =< r, ajouter-feuille(z,G), D >
¢ > r = ajouter-feuille(z, < r,G,D >) =< r,G, ajouter-feuille(z, D) >

2.1.1. Procédures d’adjonction

Les procédures ajouterfeuille et ajouterfeuilleiter sont une version récursive et une
version itérative de ’adjonction aux feuilles dans un arbre binaire de recherche. Dans
le programme récursif, c’est le passage par référence du parametre A qui permet
d’affecter 2 un de ses champs un pointeur vers le nceud créé. Dans une version
itérative de 1’algorithme, 1’affectation de ce lien doit étre explicite. La procédure
ajouterfeuilleiter résoud le probleme en testant avant chaque progression dans ’arbre
si le nceud suivant sera une feuille. (Une autre fagon de faire, laissée en exercice,
consiste & conserver 2 chaque étape de la progression dans 1’arbre des informations
concernant le nceud précédent.)

procedure ajouterfeuille (X : Elément; var A : ARBRE);
{procédure récursive d’ adjonction d’'un élément X aux feuilles d’un arbre
binaire de recherche A}
begin
if A = nil then begin new(A); AT.val:= X; AT.g :=nil; AT.d :=nil end
else if X < A7.val then ajouterfeuille(X, A1.9)
else ajouterfeuille(X, A1.d)
end ajouterfeuille;

procedure ajouterfeuilleiter(X : Elément; var A : ARBRE);
{procédure itérative d& adjonction d’un élément X aux feuilles d’un arbre
binaire de recherche A}
var B, Aux : ARBRE;

poursuite : boolean;
begin

new(B); Bl.val := X; B1.g :=nil; Bl.d ;= nil;

{création du neeud contenant Iélément a ajouter}
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if A = nil then 4 .= B
else begin
Aux = A; poursuite = true;
while poursuite do
if X < Aux?.val then

{on teste avant chaque progression dans I arbre si le neud
suivant sera une feuille}
if Aux?.g = nil then begin
Auxt.g == B;
poursuite = false
end
else Aux := Aux].g {on descend a gauche}
else if Aux7.d = nil then begin
Auxl.d = B;
poursuite := false
end
else Aux := Aux?.d {on descend a droite}
end
end ajouterfeuilleiter;

2.1.2. Construction d’un arbre binaire de recherche par adjonctions
successives aux feuilles

On peut construire un arbre binaire de recherche par adjonctions successives a partir
de la donnée de la suite de ses éléments : par exemple, 1’adjonction successive
des €léments e,3,a,t,d, g,q,{ conduit aux arbres binaires de recherche dessinés sur

®@\a

L® O

Figure 2. Construction par adjonctions successives aux feuilles.
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la figure 2, et ’arbre résultant de toutes les adjonctions est celui de Ia figure 1.a.
D’autres fagons d’ordonner la suite des éléments en entrée peuvent aussi conduire au
méme arbre binaire de recherche résultat, par exemple, 1’adjonction successive des
éléments dans I'ordre e,a,d, 1, g, t, g,1 conduit au méme arbre. On étudie en exercice

Ie nombre de fagons d ordonner ta suite des éléments en entrée qui-produisent le
méme arbre binaire de recherche.

2.2. Adjonction a la racine

On peut ajouter un élément, non seulement aux feuilles, mais & n’importe quel
niveau d’un arbre binaire de recherche, et en particulier 2 la racine (ceci est a
rapprocher des méthodes de recherche séquentielle autoadaptative : 1’adjonction a
la racine peut présenter des avantages, par exemple dans le cas ol c’est juste apres
I’adjonction d’un élément que 1’on effectue le plus de recherches le concernant).

Pour ajouter un élément X 2 la racine d’un arbre binaire de recherche, il faut d’abord
couper I’arbre binaire de recherche initial en deux arbres binaires de recherche G et
D contenant respectivement tous les éléments inférieurs ou égaux a X, et tous les
éléments supérieurs & X (figure 3), puis former I’arbre dont la racine contient X, et
qui a pour sous-arbre gauche (resp. droit) I’arbre binaire de recherche G (resp. D).
On obtient bien un arbre binaire de recherche.

Figure 3. Coupure selon I’élément f.

C’est évidemment 1’étape de coupure qui est la plus délicate; il est important de
remarquer qu’il n’est pas nécessaire de parcourir tous les nceuds de 1’arbre initial
A pour former G et D. Ce sont les nceuds situés sur le chemin C suivi lors de la
recherche de X qui déterminent la coupure : en effet, si un nceud de C' contient
un élément plus petit (resp. plus grand) que X, il vient se placer sur le bord droit
de G (resp. bord gauche de D), et par la propriété d’arbre binaire de recherche, il
entraine avec lui dans G (resp. D) tout son sous-arbre gauche (resp. droit).
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La spécification de 1’opération d’adjonction 2 la racine dans un arbre binaire de
recherche se décrit comme suit :

ajouter-rac : Elément x Arbre — Arbre,

S1 G et D sont des variables de sorte Arbre, z et r des variables de sorte Elément,
on a les axiomes suivants :

axiomes
ajouter-rac(z, arbre-vide) = < z, arbre-vide, arbre-vide>
racine(gjouter-rac(z, <r, G, D>)) =z
z <1 = glajouter-rac(z, < r, G, D >)) = glajouter-rac(z, G))
d(ajouter-rac(z, <r, G, D >)) = < r, d(ajouter-rac(z, G)),D >
z > r = glagjouter-rac(z, <r, G, D >)=<r, G, glajouter-rac(z, D)) >
d(ajouter-rac(z, < r, G, D >)} = d(ajouter-rac(z, D))

2.2.1. Procédure de coupure

La procédure couper réalise la coupure de 1’arbre binaire de recherche A selon
I’élément X ; le résultat est un couple (G, D) d’arbres binaires de recherche : G
contient tous les éléments de A plus petits que X (au sens large) et D contient tous
les €lément de A plus grands que X. Le passage par référence des parametres G et
D permet, comme dans la procédure ajouterfeuille, de «raccrocher» les sous-arbres.
De plus il faut passer le parametre A par référence, car 1’arbre d’origine est modifié
du fait de 1a manipulation des pointeurs.

procedure couper(X : Elément; var A,G,D : ARBRE);
{procédure récursive de coupure de I’arbre binaire de recherche A, selon
I'élément X, en deux arbres binaires de recherche G et D ; G contient
tous les éléments de A inférieurs ou égaux a X et D tous les élément de A
Strictement supérieurs a X'}
begin
if A = nil then begin G :=nil; D := nil end
else if X < ATval then begin

D = A; couper(X, Al.g, G, D1.g)

end

else begin

G = A; couper(X, Al.d, GT.d, D)

end
end couper;

Notons que dans le cas ol X est dans I’arbre A, le chemin C de coupure selon
I’élément X dans la procédure couper est le chemin de recherche de X suivi du
bord gauche du sous-arbre droit du (premier) nceud contenant X. On peut améliorer
cette procédure en arrétant la récursion d&s que 1’on rencontre 1’é1ément de coupure
(cf. exercices).
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D’autre part, la procédure couper étant récursive terminale, elle peut étre dérécur-
sifiée sans pile. L’écriture de la version itérative de la coupure est renvoyée en
exercice (attention au passage par référence des parameétres G et D).

2.2.2. Justification de I’algorithme

11 est intéressant de prouver la correction de ’algorithme de coupure, en particulier
dans le cas oli I’élément X est déja dans ’arbre A.

Tout d’abord 1’algorithme termine toujours : a chaque appel récursif, on descend
d’un niveau dans 1’arbre, et 1’on arrive donc au bout d’un nombre fini d’appels
(puisque la hauteur de I’arbre est finie) sur un arbre vide, ol ’on s’arréte.

Ensuite raisonnons par récurrence sur la hauteur des arbres, pour montrer que
I’algorithme construit un arbre binaire de recherche G qui contient tous les éléments
de A inférieurs ou égaux 4 X et un arbre binaire de recherche D qui contient tous
les éléments de A strictement supérieurs a X :

— i A est vide, alors G et D sont vides, et 1a propriété est vraie,
— sinon, notons r le contenu de la racine de A.

Supposons que X < 7.

L’algorithme de coupure sur g(A4) construit deux arbres binaires de recherche Gy et
Dy. Montrons que si la propriété est vraie pour Gy et Dy, elle est aussi vraie pour
les arbres G = Gg et D =< r, Dy, d(A) > construits a cette ¢tape.

Par hypothdse de récurrence, Gy (resp. Do) contient tous les éléments de g(A)
inférieurs ou égaux a X (resp. strictement supérieurs a X).

Puisque G = Gy et que X < 7, G est un arbre binaire de recherche qui contient
tous les éléments de A inférieurs ou égaux a X.

Montrons maintenant que D =< 7, Dy, d(4) > est bien un arbre binaire de recherche
dont tous les éléments sont strictement supérieurs a X.

Le sous-arbre gauche Dy de D provient de g(A); ses éléments sont donc inférieurs
ou égaux i r. Le sous-arbre droit de D est d(A4), donc ses €léments sont strictement
supérieurs a r. Ainsi, D est un arbre binaire de recherche. De plus il contient tous
les éléments de A strictement supérieurs 4 X, A savoir r, les éléments de d(A), et
tous les éléments de g(A) strictement supérieurs a X.

Le cas ou X > r se traite de fagon analogue.

2.2.3. Procédure d’adjonction a la racine

La procédure ajouterrac, d’adjonction d’un élément X & la racine d’un arbre binaire
de recherche A, utilise 1a procédure de coupure de ’arbre binaire de recherche selon
cet élément.
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procedure ajouterrac(X : Elément; var A : ARBRE);

{cet algorithme réalise I'adjonction de I'élément X a la racine de I’ arbre bi-
naire de recherche A; il utilise la procédure de coupure d’un arbre binaire de
recherche}

var R : ARBRE;

begin
new(R); R.val .= X ;
couper(X,A,R7.g,R1.d);
A=R

end qjouterrac;

3. Suppression d’un élément

Pour supprimer un élément d’une collection, il faut tout d’abord déterminer sa place,
puis effectuer la suppression proprement dite, qui s’accompagne éventuellement
d’une réorganisation des €éléments.

Dans un arbre binaire de recherche, la suppression de I’élément commence par sa
recherche, et la suite dépend de la place de I’é1ément 2 supprimer dans 1’arbre.

o Si c’est un neeud sans fils, 1a suppression est immédiate (c’est le cas, par exemple,
pour le nceud contenant g, noté simplement g, dans I’arbre binaire de recherche de
la figure 1.a).

o Si c’est un neeud qui a un seul fils, il suffit de le remplacer par ce fils, et 1’arbre
résultant reste un arbre binaire de recherche (par exemple, la suppression de ¢ dans
I’arbre de la figure 1.a donne I’arbre binaire de recherche de la figure 4.a).

e Si ¢’est un neeud qui a deux fils, il y a deux solutions pour conserver la structure
d’arbre binaire de recherche (éléments en ordre croissant dans la lecture symétrique),
tout en modifiant le moins possible ’arbre binaire initial :

— soit remplacer le neeud contenant 1’élément & supprimer par celui qui lui est
immédiatement inférieur (qQui contient le plus grand élément de son sous-
arbre gauche) : le remplacement de e par d dans 'arbre de la figure 4.a
donne ’arbre de la figure 4.b,

— soit remplacer le nceud contenant 1’élément & supprimer par celui qui lui est
immédiatement supérieur (qui contient le plus petit élément de son sous-
arbre-droit) : le remplacement de ¢ par [ dans 1’arbre de la figure 4.a donne
I’arbre de la figure 4.c.

Ces deux solutions sont équivalentes lorsque tous les éléments de 1’arbre binaire de
recherche sont distincts; (le lecteur est invité a étudier le cas ou 1’arbre binaire de
recherche contient des éléments égaux). On a choisi ici de décrire 1’algorithme de
suppression en utilisant la premi¢re solution.
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Figure 4. Suppressions dans un arbre binaire de recherche.,

3.1. Spécification de la suppression

L’opération de suppression d’un élément dans un arbre binaire de recherche utilise
I’opération max, qui renvoie I’élément maximal d’un arbre binaire de recherche, et
I’opération dmax qui renvoie 1’arbre privé de cet élément.

supprimer : Elément x Arbre — Arbre
max : Arbre — Flément
dmax . Arbre — Arbre

Si G et D sont des variables de sorte Arbre, z et r des variables de sorte Elément,
on a les préconditions et axiomes suivants :

préconditions
max(G) est-défini-ssi G # arbre-vide
dmax{G) est-défini-ssi G # arbre-vide

axiomes
supprimer(z , arbre-vide) = arbre-vide
z =71 = supprimer(z, < r,G, arbre-vide>) = G
z =1 & D # arbre-vide
= supprimer(z, <, arbre-vide, D >) = D
z =1 & G # arbre-vide & D # arbre-vide
= supprimer(z, < r,G, D >) = <max(G), dmax(G@), D >
z <7 = supprimer(z, < r,G,D >) = <r, supprimer(z,G), D >
z > r = supprimer(z,< r,G,D >) = < r,G, supprimer(z, D) >
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max (< r,G, arbre-vide>) = r

dmax (< r,G, arbre-vide>) = G

D # arbre-vide = max(< r,G, D >) = max(D)

D # arbre-vide = dmax(< r,G,D >) =<r, G, dmax(D) >

3.2. Algorithme de suppression

La procédure supprimerabr utilise la procédure supmax de suppression du maximum
dans un arbre binaire de recherche.

procedure supmax(var MAX : Elément; var A : ARBRE);
{cet algorithme supprime le neeud contenant I’ élément maximal dans un
arbre binaire de recherche A non vide; il donne pour résultats I’ élément
maximal, et I’arbre binaire de recherche A privé du nceud contenant cet
élément}
begin

if A7.d =nil then begin MAX := AT.val; A .= A7.g end

else supmax(MAX, AT.d)

end supmax;

procedure supprimerabr(X : Elément; var A : ARBRE);
{cet algorithme supprime un neeud contenant X dans I’ arbre binaire de
recherche A; il donne pour résultat A si X n’est pas dans A, et sinon
A privé de X ; il utilise la procédure de suppression du maximum dans
un arbre binaire de recherche}
var MAX : Elément;
begin
if A<>nil then
if X < A1.val then supprimerabr(X, AT.g)
else if X > A1.val then supprimerabr(X, A1.d)
else {AT.val = X}
if A7.g =nil then A :=A7.d
else if A7.d =nil then A:= At.g
else {AT1.d <> nil et AT.g <> nil}

begin

supmax(MAX, A7.g);
At.wval .= MAX

end

end supprimerabr;

4. Analyse du nombre de comparaisons

On analyse maintenant les différents algorithmes présentés dans le paragraphe
précédent, dans le cas ol tous les éléments sont distincts. On montre que leur
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complexité en temps est logarithmique en moyenne, alors qu’elle est lindaire dans
le pire des cas.

Les algorithmes de recherche, adjonction et suppression dans un arbre binaire
—...de recherche operent par comparaisons : la comparaison entre deux €léments est.
I’opération fondamentale pour mesurer la complexité en temps de ces algorithmes.
Or, le nombre de comparaisons faites par chacun des algorithmes peut étre lu
directement sur 1’arbre binaire de recherche.

Pour I’algorithme de recherche :

— dans le cas d’une recherche positive terminée sur le nceud v, le nombre de
comparaisons est 2 prof(v)+ 1, ol profiv) est la profondeur du nceud v dans
P’arbre (cf. chapitre 7 pour la définition de la profondeur d’un nceud dans
un arbre);

— dans le cas d’une recherche négative terminée aprés le neeud v, le nombre
de comparaisons est 2(prof(v) + 1).

Dans I'algorithme d’adjonction aux feuilles, il faut diviser par deux le nombre de
comparaisons pour une recherche négative (il y a un test par neeud au lieu de deux).

Pour une adjonction a la racine, I’algorithme compare I’élément a insérer uniquement
aux contenus des noeuds situés sur son chemin de recherche dans 1’arbre ; le nombre
de comparaisons effectuées est donc exactement le méme que pour 1’algorithme
d’adjonction aux feuilles.

Pour la suppression, le nombre de comparaisons entre éléments est le méme que
pour la recherche de I’élément & supprimer dans 1’arbre,

Remarquons que si 1’on veut aussi tenir compte du temps de recherche de 1’é1ément
qui remplace 1’élément supprimé, il faut ajouter la complexité de la procédure
supmax; dans cette procédure, le test d’arbre vide est 1’opération fondamentale.
{Dans le cas de la recherche et de I’adjonction, le nombre de tests d’arbre vide n’est
pas significatif, car il est €égal au nombre de comparaisons d’éléments.)

D’analyse des algorithmes de recherche, adjonction et suppression, se raméne donc
a I’étude de la profondeur des nceuds dans les arbres binaires de recherche.

4.1. Cas extrémes d’arbres binaires de recherche

On a vu au chapitre 7 que la profondeur et la profondeur moyenne d’un arbre binaire
de taille n sont des quantités toujours comprises entre n et logsn.

Dans un arbre binaire de recherche dégénéré, la recherche d’un élément nécessite
en moyenne et dans le cas le pire, un nombre de comparaisons /inéaire par rapport a
la taille de I’arbre : par exemple, si I’on construit un arbre binaire de recherche par
adjonctions successives, en insérant les ¢léments par ordre croissant, on obtient
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un arbre dégénéré comme celui de la figure 5.a dans lequel la recherche du
n'*™¢ élément inséré nécessite 2n — 1 comparaisons, et la recherche d’un élément
quelconque de 1’arbre nécessite en moyenne un nombre de comparaisons égal

(2 —1)=mn
1<i<n

3

On est dans la méme situation si I’on insere les éléments dans un «ordre» mal
choisi, par exemple dans I’ordre f,a,e,b,d,c, comme 2 la figure 5.b.

Figure 5. Arbres binaires de recherche dégénérés.

En revanche, si I’arbre binaire de recherche est «bien équilibré» (toutes les feuilles
sont situées sur deux niveaux seulement), la recherche d’un élément est, en moyenne
et dans le pire des cas, logarithmique par rapport 2 la taille de I’arbre (cf. chapitre
9, analyse de la procédure dicho).

4.2. Cas moyen d’arbres binaires de recherche

On montre ici que le nombre de comparaisons pour la recherche, 1’adjonction ou
la suppression d’un élément dans un arbre binaire de recherche de taille n est en
moyenne de 1’ordre de log n. 11 faut pour cela calculer la profondeur moyenne d’un
nceud dans un arbre binaire de recherche quelconque. On s’intéresse donc a une
double moyenne : moyenne sur tous les neeuds d’un arbre, qui est un arbre moyen
parmi tous les arbres binaires de recherche.

4.2.1. Notion de moyenne

Les arbres binaires de recherche sont-ils en moyenne plutdt dégénérés ou plutdt
€quilibrés ? I faut ici s’arréter sur la notion de moyenne sur 1’ensemble des arbres
binaires de recherche. On considere que les arbres binaires de recherche sont obtenus
uniquement par adjonctions successives aux feuilles de n éléments distincts, et
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on fait I’hypothese que les n! ordres d’adjonction possibles de ces éléments sont
équiprobables.

A chacun de ces ordres correspond un arbre binaire de recherche. Des ordres
—différents peuvent donner des-arbres binaires de recherche identiques. Par exemple, -
les adjonctions successives de 2, 3, 1 ou de 2, 1, 3 donnent I’'unique arbre de la
figure 6.

Figure 6

On a donc un ensemble avec répétitions de n! arbres binaires de recherche qui sont
équiprobables. On appelle ABR,, cet ensemble. Par exemple, pour n = 3, on a les
arbres de la figure 7.

"oy %0 ™o ™o o o

Figure 7

L’analyse qui suit montre qu’un arbre binaire de recherche est en général bien
équilibré : la moyenne des profondeurs moyennes, interne et externe, sur les arbres
de ABR, est en ©(logn).

4.2.2. Complétion locale W’un arbre binaire de recherche

Revenons 2 1a notion de construction d’un arbre binaire de recherche par adjonctions
successives aux feuilles. Dans un arbre binaire T' contenant n éléments,illy an+1
possibilités d’adjonction aux feuilles : on peut matérialiser ces n + 1 possibilités en
complétant I’arbre T par des feuilles carrées , de maniére a ce que tout nceud de T
ait deux fils. L.a figure 8 montre un arbre binaire de recherche 7" et son complété 7,
(cf. chapitre 7 pour la définition de la complétion locale d’un arbre binaire, et les
propriétés associées). L’arbre T, a n neeuds internes et n + 1 feuilles carrées.

Si T est un arbre binaire de recherche, chaque feuille carrée du complété T, (a
P’exception de la premiere et de la dernitre) est située, en lecture symétrique, entre
deux nceuds internes n; et nj, et représente 1’endroit oll se termine la recherche
négative d’un élément compris entre les contenus de n; et de n;. La premiére (resp.
demiere) feuille marque I’endroit ol se termine la recherche négative de tout élément
inférieur (resp. supérieur) a tous les éléments de I’arbre T
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Figure 8. Complétion locale d’un arbre binaire de recherche.

4.2.3. Profondeur moyenne de recherche dans les arbres de ABR,,

Par définition, les arbres binaires de recherche contenus dans ABR, sont tous
obtenus par adjonction aux feuilles d’un élément dans un arbre binaire de recherche
de n — 1 éléments, lui-méme obtenu uniquement par des adjonctions aux feuilles.
Tous les ordres d’adjonction étant équiprobables, ce dernier élément peut, avec une
méme probabilité 1/n, étre le plus petit, le p?®™¢ plus petit (p = 2,... ,n—1), ou le
plus grand. L’adjonction peut donc se faire en chacune des n places possibles avec
une probabilité 1/n.

Soit T un arbre de ABR,, et T, son arbre complété. L’arbre T, a n + 1 feuilles. On
définit la profondeur moyenne d’adjonction (ou de recherche négative) comme la

profondeur moyenne externe de 7, : PE(T,) = ﬁ% - LCE(T,).

On considere a présent PE,,, la profondeur moyenne d’adjonction (ou de recherche
négative) dans un arbre de ABR,, les n! arbres binaires de recherche étant
€quiprobables :

PEnzi > PE(Tc)zl >

|
" TcABR, " reapr, 1

- LCE(T).

L’étude de Z LCE(T.) va permettre d’établir une relation de récurrence sur

TEABR,
PE,.

Soit 7" un arbre binaire de recherche de (n —1) éléments, et soit f une feuille de son
complété T, sur laquelle est faite une adjonction. Soit T le résultat de 1’adjonction
(figure 9) :

LCE(T.) = LCE(T]) — prof(f) + 2(prof(f) + 1)
= LCE(T)) + prof{f) + 2
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-
T'c= TCZ

ﬁ f a—naeud ajouté

Figure 9

Par définition, chaque arbre de ABR,, provient d’un arbre de ABR,_; dans lequel
on a fait une adjonction aux feuilles, d’ou

> rosmy= ¥ (X @oE@m)+penn+2)

T€ABR, T'€ABR, -1 " f feuille de T}
or
> ( > LCE(Tg)):n- > LCET)
T'€ABR,—1  f feuille de T} T'€ABR, 1
et
> (X wewn)= ¥ resm
T'"€ABRy.1 * f feuille de T T'€ABR,a
d’ol

Y LCET) =2 -(n-1'+@m+1) Y  LCET)

Te€ABR, T'€CABRn_1 '

1 1
En utilisant la définition de PE,, PE, = — »_ .LCE(T), on obtient :
7! reapr, ¥+ 1

1 2 2
PE, = (—- Z LC’E(TC’)) + . c’est-a-dire PE, = PE,_; + —— .
n+

"N TeABR,_: n+1

Cette relation de récurrence, avec la condition initiale PE; = 1 (pour I’arbre binaire
de recherche contenant un seul élément), admet pour solution :

PEn = 2Hn+1 - 2,

1 " .
ol Hyy = Z - estle (n + 1)**™° nombre harmonique.
1<i<nt1 ®
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La profondeur moyenne PI,, d’un nceeud interne dans un arbre de ABR,,, ¢’est-3-dire
la profondeur moyenne d’une recherche positive, se calcule de maniere semblable :

1
PI, = — Z Z . LCIT.)

T
N pcaBRr, T

or, puisque T, est localement complet, LCI(T.) = LCE(T,) — 2n, d’olt

PIn:(1+§)PEn—2:2(1+%)Hn+1—%»4:2(1+%)Hn—4

La proposition suivante résume les résultats obtenus.

Proposition 1 : Dans un arbre binaire de recherche obtenu par adjonctions suc-
cessives de n éléments distincts, les n! permutations possibles des éléments étant
équiprobables, les nceuds externes et internes sont en moyenne 4 une profondeur
de I'ordre de logn. L’expression des profondeurs moyennes externes et internes est
plus précisement :

1
PE,=2H,.1—2 et PI, = 2(1+ —)Hn —4.
n

4.3. Conclusion

On a donc montré que la complexité des algorithmes de recherche, adjonction et
suppression dans un arbre binaire de recherche est en moyenne logarithmique, alors
qu’elle est linéaire dans le cas le pire ol I’arbre est dégénéré.

Notons MaXecn+(n) (resp. Maxpech., Max,gj, Maxgypp) le nombre maximum de
comparaisons pour une recherche positive (resp. pour une recherche négative, pour
une adjonction, pour une suppression) dans un arbre binaire de recherche contenant
n éléments.

La hauteur de I’arbre dégénéré étant n — 1, ces quatre quantités sont en O(n) :

MaXpecht (n) = Maxsupp(n) = 2n — 1
Maxeep-(n) = 2n
Maxadj(n) = 7n.

Le facteur multiplicatif deux pour la recherche et la suppression vient du fait qu’il
y a dans ces deux algorithmes deux tests par nceud, et il n’y a qu’un test par nceud
dans les algorithmes d’adjonction.

Notons aussi Moyechi(n) (resp. Moyreen., Moy.gj, Moysypp) le nombre moyen
de comparaisons pour une recherche positive (resp. pour une recherche négative,
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pour une adjonction, pour une suppression) dans un arbre binaire de recherche
quelconque, i.e. obtenu par adjonctions successives de n éléments distincts, les n!
ordres d’adjonction étant équiprobables.

D’aprées la proposition 1

Moyrecn+(n) = MOysupp(n) = 2PI, +1
Moyrech-(n) = 2PE,
MOYadj(n) = PE,.

Ces quatre quantités sont donc en ©(logn).

Les arbres binaires de recherche permettent de rechercher, ajouter et supprimer un
élément d’une collection avec une complexité qui est en moyenne logarithmique.
Cependant, la complexité au pire est linéaire. Le chapitre suivant présente des
structures arborescentes pour lesquelles la complexité de ces opérations reste
logarithmique dans le cas le pire.
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FExercices

1. Ecrire un algorithme récursif et un algorithme itératif qui impriment la liste des
éléments d’un arbre binaire de recherche en ordre croissant.

2. a)La figure 1.a représente un arbre binaire de recherche résultant de 1’adjonc-
tion successive aux feuilles, a partir de 1’arbre vide, des éléments e, 4,g,a,t,d,q,!.
Donner d’autres ordres d’entrée des €léments qui construisent le méme arbre. Com-
bien y a-t-il de permutations de !’ensemble {e,¢,g,a,t,d,q,l} qui donnent par
construction 1’arbre de la figure 1.a?

b) Plus généralement, étant donné un arbre binaire de recherche T de taille n,
montrer que le nombre de permutations des éléments de T" qui donnent exactement
T dans la construction par adjonctions successives aux feuilles, est n! divisé par le
produit des tailles de tous les sous-arbres de 7' (voir la définition de sous-arbre d’un
arbre binaire au chapitre 7).

3. Donner une version itérative de 1’algorithme d’adjonction dans un arbre binaire
de recherche, en utilisant un pointeur pere du pointeur courant.

4.  a) Ecrire une procédure itérative de coupure d’un arbre binaire de recherche.

b) Ecrire une procédure récursive de coupure qui s’arréte dés qu’on rencontre
I’élément selon lequel se fait la coupure.

5. L’arbre binaire de recherche U est la fusion des arbres binaires de recherche A
et B, si U contient tous les éléments de A et tous les éléments de B. En utilisant
la procédure de coupure, écrire une procédure de fusion de deux arbres binaires de
recherche.

6. On s’intéresse ici aux arbres binaires de recherche pouvant contenir des éléments
égaux de type entier que 1’on veut pouvoir distinguer selon leur ordre d’entrée dans
’arbre, appelé occurrence.
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Les opérations de base auxquelles on s’intéresse sont :
— I’ajout d’un él¢ément,
— la suppression de la k*™¢ occurrence d’un élément,
— la recherche de la k%™¢ occurrence d’un élément.

On a donc les déclarations Pascal suivantes :
— procedure chercher(A : ARBRE; n,k : integer; var B : ARBRE );
— procedure agjouter(var A : ARBRE; n : integer);
— procedure supprimer(var A : ARBRE; n,k : integer);

ou k représente 1’occurrence de 1’élément n, et B 1’adresse de 1’él€ément recherché
ou nil.

On désire que les éiéments €gaux soient consécutifs sur un chemin de 1’arbre issu
de la racine. Ecrire les procédures ci-dessus de fagon a ce que cette contrainte soit
respectée (donner une version récursive et une version itérative).

7. Comme dans 1’exercice précédent, on considere des arbres binaires de recherche
avec éléments égaux distinguables par leur ordre d’arrivée, et on veut maintenant
que la lecture en ordre symétrique de 1’arbre binaire de recherche fournisse les
éléments égaux par ordre d’ occurrences croissantes.

a) Ecrire une procédure d’adjonction (on pourra faire I’adjonction a la racine
ou aux feuilies).

b) Montrer que la lecture en ordre symétrique des arbres binaires de recherche
construits par ajouts successifs a la racine fournit bien les éléments égaux par ordre
d’occurrences croissantes.

¢) Caractériser les nceuds correspondant a des éléments égaux.

d) Ecrire des procédures, récursive