M1 Informatique Année 2019-2020

] Sémantique
Feuille n° 6 : Types polymorphes - Systéme F

(Correction)

Université de Paris

Exercice 1 :

— Evaluer (Aa.(z[a — o) (Ay : a.y))[int x bool]

(z[int x bool — int x bool]) (Ay : int x bool.y)

— Evaluer (AB. Az : 8 — a.x y)[int — int] (A\z : int — int.h)
>

h

— Soient U et V sont deux termes quelconques de type A. Soient T', F et I fThenElse[A] M UV
les termes suivants

T
F
IfThenElse[A] M UV

Ao Az a )y : a.x
Aoz oy @ avy
M[A]UV

Evaluer I fThenElse[A] T U V et I fThenElse[A] F U V. Quels sont les types de T', F
et I fThenElse?
>
IfThenElse[A]| T UV
TAUV

Lol

(A Xz : a Xy : a.x)AUV

Az : AXy: Ax)UV

Ay AV

U

IfThenElse[A| FUV =
FAUV =
(Ao Xz ady : ay) AUV —
(Ax: Ay : Ay)V —
Ny Ay)V —
Vv

>

Bool =Va.ao - a — «

T F:Voaoa—a— «

IfThenElse :V3.(Va.a - a—a) > — =
IfThenElse[A]: Voo »>a—a) 2 A—-A— A
IfThenElse[A| M : A— A— A

IfThenElse[A| M UV : A

M Voo - a— «

MA:A—->A— A

M[AJUV:A

— Soit M un terme de type A et N un terme de type B. Soient Pi[A][B](L), P»[A][B](L)
et Pair[A][B] M N les termes suivants :
Py[A][B](L)
By[A|[B](L)
Pair[A][B] M N

L[A|(Az : A My : B.x)
L[B](Ax : A.)\y : B.y)
Aa.(Ax: A— B — a.xMN)
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Evaluer P;[A|[B]|(Pair[A][B] M N) et P2[A][B](Pair[A][B] M N). Quels sont les types
de Py, Py et Pair?
>
P[A][B)(Pairl A)[B] M N)
(Aa.(Mdx: A— B — a.xMN))A(Ax : Ay : B.x)
(M:A—B— AzMN)Ax: Ay : B.x)
(A : Ay : Bx)MN
(\y : B.M)N
M

Bo[A][B)(Pair[A][B] M N)

(Aa.(Az: A — B = a.xMN))B(Az : Ay : B.y)
(M:A— B— BaxMN)(Ax: A)y: By)

(A : Ay : By)MN

(\y : B.y)N

N

> AxB=Va.(A—->B—a—a)
Pair : Vay Nas.ap = as = (Va.(ag = ag — a — «a))
Pair[A][B]: A— B — (Va.(A - B — a — «))
Pair[A][Bl M N :Va.(A— B = a — «a)
Py Vog Vag.(Va.(ag 5 as > a— @) > o
P A]B]: Va.(A—=B—a—a) > A
L:Va.(A— B —a—a)
PAB] L: A
LIA]:A—-B—-A— A
L[A](Ax : AXy:B.ux): A
— Soient M et N deux termes quelconques de type C. B. Soient Case[A][B][C] L (A\x :
A.M) (\y: B.N)), L[A][B] Ly et I3]A][B] L les termes suivants :

L[A][B](L1) = Aadz:A—aldy:B—= ozl

L[A][B](L2) = Aadx:A— aldy: B — ayls
CaselA][B][C] L (Axz: A.M) (\y: B.N) = L[C](A\xz: A.M)(\y: B.N)

Evaluer Case[A][B][C] I [A][B](L1) (Az : A.M) (\y : B.N) et Case[A][B][C] I2[A][B](Lz2) (A\x :

A.M) (Ay : B.N). Quels sont les types de I, I et Case?
>

VAN

U AN

Case|A|[B)[C](I1[A|[B)(L1), A : A.M, \y : B.N)

(Aadz: A— ady: B— axl)C(Az: AM)(A\y: B.N) —
(M:A—=CAly:B— CzxL)(Az: AM)(\y: B.N) —
(Ay:B—C.(\x: AM)L;)(A\y : B.N) —
(A AM)Ly —
MA{z/L:}
CaselA][B][C](I2[A][B](L2), Ax : A.M,\y: B.N) —*
N{y/L2}

> A+ B=Va.(A—a)—> (B—=a) > a

I Yo Vas.ap — aq + as.

IL[A][B]: A— A+ B.

L1 cA

L:A+B

LICl:(A=-C)—» (B—=C)—C

LIC] (Ax:AM) (\y: B.N):C

case : Yoy Nag Vaz.a; + as — (1 — az) = (ae = az) = as
case[A]|[B][C]:A+B—-(A—-C)—»(B—-C)—=C
case[A][B]IC] L:(A—-C)— (B—=C)—C
case[A][B][C] L (Ax : AM) (A\y: B.N):C
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Exercice 2 :
Dans cet exercice, nous allons encoder les types simples et les termes usuels qui les habitent.

1. Les entiers sont représentés par le type int = Va.ae — (o — «) — a. Donner un encodage
du 0, du successeur et de l'itérateur.

2. On veut former le type liste(a) et de constantes nil, t1(), hd() et :: avec les régles de
typage suivantes :

nil:  Voliste(a)

cons: Voa.a X liste(a) — liste(a)
hd: Voaliste(a) — o

tl: Va.liste(a) — liste(a)

On choisit le type liste(a) = V3.6 — (a« — f — ) — [. Donner l'encodage des
constructeurs de ce type.

3. Définir un type arbre et donner les encodages des constructeurs.

Exercice 3 :

1. Donner une extension de l'algorithme de typage a la ML aux cas des listes.

>

A= ... | liste(4)

M= ..
nil |
hd(M) |
ti(M) |
MM

A < Valiste(a) A < Voa.(a x liste(a) — liste(a))
I'kFmnil: A I'cons: A
A < Va.(liste(a) — «) A < Va.(liste(a) — liste(a))
'hd: A T'Htl: A

A < Vap.(liste(a) x 8 x 8 — f3)
I'if then else :A

2. Donner une dérivation de types pour le terme Af. AL f(hd (1)) :: map(f, t1(1))
>
Soit ' = f:a— f,1: liste(a). On suppose map : Vaf.(a — B x liste(a) — liste(3)).

'k hd:liste(a) =« T 1:liste(w)
T+ hd(l) : a
T+ fhd(l): 8

''f:a—p

THfia—sB [+ tl: liste(«) — liste(a) T F1:liste()

I'Fmap: a— B x liste(a) — liste(3) T'Ft1(l) : liste(«)

TH{(f,tl(1)) : « = B x liste(«)

T'F map(f,tl(1)) : liste(p)
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I'F cons : g x liste(S) — liste(p) I hd(l) : B N map(f,i;l.(.l)) : liste(5)
T'F (f hd(l), map(f,t1(1))) : B x liste(B)
L'k f(hd(l)) :: map(f,t1(1)) : liste(5)

f:Vavp.(a— 8) F AlLf(hd(l)) :: map(f,t1(1)) : liste(a) — liste(5)

FALALf(hd()) s map(f,t1(])) : (o — B) — liste(a) — liste(f)



