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3.2 Le modèle relationnel du second ordre . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Introduction

La sémantique dénotationnelle� La sémantique dénotationnelle est l’étude mathématique des langages de pro-
grammation et de leur compilation �1.
Formellement, on associe à un programme une fonction qui va de l’ensemble
modélisant les arguments du programme vers l’ensemble modélisant ses résul-
tats. Ici, on étudie les programmes et le type (entier, flottant, fonction...) des
arguments et des résultats. Par exemple, on peut associer à un programme qui
prend deux arguments de type entier et renvoie leur somme de type entier, la
fonction sum : N × N → N. Si cette abstraction est un bon modèle, son étude
mathématique pourra donner des informations sur les propriétés du programme
et de sa compilation.
Le même objet est utilisé pour modéliser le programme ou son type. On parlera
respectivement de sémantique des termes ou de sémantique des types.

Les modèles classiques

De nombreux travaux en semantique dénotationnelle ont été consacrés à la mo-
délisation d’un langage de programmation simplifié appelé PCF (une extension
du lambda-calcul simplement typé obtenue en ajoutant les points fixes). Dans
ce langage, les programmes sont appelés des termes.
On peut citer comme exemples :
• Le modèle des domaines de Scott et des fonctions continues, dans lequel les

types sont modélisés par des cpo (i.e. des ensembles dont les parties dirigées
possèdent une borne supérieure2) et les termes sont interprétés par des fonc-
tions continues (i.e. des fonctions monotones qui préservent les sups filtrants).
La notion de continuité sert à traduire une propriété simple des programmes.
Etant donné un argument, on dit qu’un programme termine s’il calcule le
résultat en un temps fini. Dans ce cas, il n’a besoin que d’une quantité finie
de l’information contenue dans l’argument. Ceci se traduit par :
Soient x un argument, f un programme. Pour tout b fini tel que f(x) ≥ b, il
existe x0 ⊆ x fini tel que f(x0) ≥ b.

• Le modèle des domaines de Berry et des fonctions stables, dans lequel les
types sont modélisés par des dI-domaines (i.e. un cas particulier de cpo) et

1Cours d’introduction aux Modèles des langages de programmation - MPRI 2005.
2On appelle sup filtrant une telle borne.
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les termes sont interprétés par des fonctions stables (i.e. qui préservent les
sups filtrants et les bornes inférieures des parties finies non vides).
Dans le modèle de Berry, on peut traduire une propriété un peu plus forte
que la continuité de Scott. Si, étant donné un argument, un programme ter-
mine, alors il existe un ensemble minimal fini contenant toute l’information
nécessaire au calcul du résultat. Ceci se traduit par :
Soient x un argument, f un programme. Pour tout b fini tel que f(x) ≥ b, il
existe x0 ⊆ x fini tel que f(x0) ≥ b et si y ⊆ x vérifie f(y) ≥ b, alors x0 ⊆ y.

• Le modèle de Girard des espaces cohérents et des fonctions stables, dans lequel
les types sont modélisés par des espaces cohérents (i.e. ensembles munis d’une
relation de cohérence) et les termes sont interprétés par des cliques (i.e. une
partie de l’espace cohérent dont tous les éléments sont en relation deux à
deux).
Les espaces cohérents sont des cas particuliers de dI-domaines. Une clique est
une formulation concrète des fonctions stables (en fait ces deux notions sont
isomorphes).

• Le modèle relationnel des ensembles et relations, dans lequel les types sont
modélisés par des ensembles et les termes par des relations.
C’est le modèle le plus simple du λ-calcul simplement typé.

La théorie catégorique des modèles

La mise en évidence de points communs entre les différents modèles du lambda-
calcul typé a permis de définir un cadre d’étude plus général : la théorie catégo-
rique des domaines. Une catégorie est définie par des objets et des morphismes
entre ces objets. Dans cette théorie, les types sont maintenant interprétés par
les objets et les termes par les morphismes.
On constate que les modèles précédemment cités sont des cas particuliers de
cette théorie :
• Dans le modèle de Scott, on utilise la catégorie dont les objets sont les do-

maines de Scott et les morphismes les fonctions continues.
• Dans le modèle de Berry, on utilise la catégorie dont les objets sont les do-

maines de Berry et les morphismes les fonctions stables.
• Dans le modèle de Girard, on utilise la catégorie Coh dont les objets sont les

espaces cohérents et les morphismes les fonctions stables.
• Dans le modèle relationnel, on utilise la catégorie dont les objets sont les

ensembles et les morphismes les relations.

Les foncteurs pour interpréter les termes

Dans la suite, nous évoquerons un cas particulier du modèle catégorique où on
interprète les types par des catégories et les termes par des foncteurs entre ces
catégories. Le modèle est alors la catégorie des catégories et des foncteurs. Plus
précisément, il s’agit d’un modèle du lambda-calcul simplement typé proposé par
J.-Y. Girard dans les années 80. Ce modèle transpose le modèle de Berry aux
catégories. On suppose donc que les catégories (modélisant les types) préservent :
• les colimites filtrées qui correspondent aux sups filtrants
• les produits fibrés qui correspondent aux bornes inférieures

5



On suppose aussi que les foncteurs (modélisant les termes du calcul) préservent
les colimites filtrées et les produits fibrés.
Lorsque les types sont modélisés par la seule catégorie Set3, les foncteurs sont
dits normaux. R. Hasegawa [1] a récemment généralisé ce modèle à PCF [1].

Les foncteurs pour interpréter les types

Nous allons maintenant nous intéresser aux programmes qui prennent des ar-
guments de types différents. Par exemple, en CAML, le programme append
concatène des listes sans s’occuper du type des éléments qui les composent. On
dit ainsi qu’un programme est polymorphe lorsqu’il utilise un même algorithme
pour traiter des données de types différents.
On étudiera un langage de programmation simplifié appelé le système F [2]
(λ-calcul polymorphe).

On s’intéressera à des programmes polymorphes qui s’appliquent à des argu-
ments de type paramétré. Les arbres, les listes ou les graphes sont des exemples
classiques de types paramétrés. En effet, ce sont des structures qui prennent
en argument un type (par exemple le type entier ou le type listes d’entiers) et
renvoient un type (par exemple le type des graphes d’entiers ou le type graphe
de listes d’entiers).

Pour décrire les types paramétrés, on va utiliser des foncteurs. Dans le cadre de
la sémantique des types, on peut assimiler un foncteur à deux opérateurs. Le
premier prend des briques dans un ensemble et produit l’ensemble des édifices
constructibles selon certaines règles. Le second s’attache à renommer les briques
dans chacun des édifices.
Par exemple, pour les graphes, le foncteur G prend comme briques l’ensemble
des noeuds X et lui associe les graphes symétriques non étiquetés de sommets
pris dans X :
• si N = {1, . . . , n, . . .} et Y = {a, b, c, d}, alors

∈ G(Y ).

b

a

a∈ G(N)

2

3

1 et

• si f : N → Y , alors G(f) renomme, dans les édifices de G(N), les noeuds
étiquetés par N en des noeuds étiquetés par Y . Par cette opération, on obtient
un édifice de G(Y ).

3Catégorie des ensembles et fonctions.
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1 a

b

3

2 b

2

c

f
f : 1 7→ a

f

f

2 7→ b

3 7→ c

f

Etant donnée une catégorie T de types et de fonctions de renommage, on inter-
prète ainsi un type paramétré A par un foncteur noté [A] : T → T.
On peut citer deux exemples :
• J.-Y. Girard [2], il y a tout juste vingt ans, a introduit cette méthode de

modélisation. Il a proposé comme catégorie de types la catégorie CohInj des
espaces cohérents et des plongements (injections qui préservent la relation de
cohérence). Les types paramétrés sont interprétés par des foncteurs stables
(i.e. foncteurs de CohInj → CohInj qui préservent les colimites filtrées et
les produits fibrés)

• Sous la direction de T. Ehrhard, A. Bac a proposé la catégorie de types INJ

des ensembles et injections. Les types paramétrés sont interprétés par des
foncteurs de INJ dans INJ dits stables (i.e. caractérisés par la préservation
dans INJ des colimites filtrées et des produits fibrés)

On va maintenant expliquer comment on interprète les termes du système F.
On utilise la sémantique des termes : un terme est interprété par un morphisme
de l’ensemble modélisant son argument vers l’ensemble modélisant son résultat.
Pour se ramener à cette méthode, on instancie le paramètre du type du terme.
Ainsi, un terme t de type paramétré A → B sera interprété pour chaque type
S ∈ T par un morphisme [t]S de [A](S) vers [B](S).
• Dans le modèle de J.-Y. Girard, pour chaque espace cohérent S, un terme t de

type paramétré A→ B est interprété par une clique [t]S ⊆ [A](S) × [B](S).
• Dans le modèle proposé par T. Ehrhard et A. Bac, pour chaque ensemble S,

un terme t de type paramétré A → B est interprété par une partie [t]S ⊆
[A](S) × [B](S).
Le modèle relationnel de la sémantique des termes peut alors se généraliser
en un modèle de la logique linéaire avec second ordre4 dans la sémantique des
types.

Les foncteurs analytiques

Les foncteurs qui sont utilisés dans la théorie des domaines ressemblent aux
foncteurs analytiques utilisés en combinatoire. Commençons par introduire ce
sujet.

4La logique linéaire du second ordre est équivalente au système F par l’isomorphisme de
Curry-Howard.
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Le coefficient d’ordre n d’une série génératrice s’écrit comme le cardinal d’un
ensemble intéressant construit à partir de n éléments. S’inspirant de cette idée,
Joyal a élaboré une théorie catégorique de la combinatoire dans laquelle les
foncteurs analytiques s’expriment sous la forme d’une série génératrice.
On décrit ainsi l’ensemble des édifices comme l’union disjointe des édifices qui
ont n briques. On remarque que chacun de ces édifices peut être obtenu par
renommage à partir d’un édifice ayant des briques de noms différents dit sous
forme normale. Par exemple, la fonction de renommage G(f) effectue la trans-
formation suivante :

1 a

b

3

4 b

2

c

f
f : 1 7→ a

f

f

2 7→ b

3 7→ c

4 7→ b

f

Ainsi, on décompose formellement :

G(X) =
∑

Gn ×Xn

où Gn est l’ensemble des formes normales à n briques (plus précisément dont
les briques sont dans {1, . . . , n}).

Les foncteurs analytiques ressemblent, de par leurs propriétés, aux foncteurs
utilisés en théorie des domaines :
Dans les années 80, A. Joyal [3] a établi une équivalence entre les foncteurs ana-
lytiques utilisés en combinatoire et les foncteurs de Set dans Set qui préservent
les colimites filtrées et des produits fibrés faibles dans Set.
Dans un même temps, J.-Y. Girard [4], partant de la théorie des domaines,
a montré que ses foncteurs normaux pouvaient s’écrire sous forme d’une série
entière. Ce sont donc des cas particuliers des foncteurs analytiques. M. Fiore et
N. Gambino travaillent à étendre le modèle de Girard aux foncteurs analytiques.
Il s’agit ici de sémantique des termes : les foncteurs analytiques sont utilisés pour
interpréter les termes du calcul.
Par ailleurs, les foncteurs stables de T. Ehrhard et A. Bac préservent les coli-
mites filtrées et les produits fibrés faibles sur la catégorie INJ. Pour des raisons
techniques (que nous n’aborderons pas dans ce rapport), les foncteurs stables
doivent être étendus à la catégorie Set. Ils ressemblent donc fortement à des
foncteurs analytiques. Il s’agit ici de sémantique des types : les foncteurs stables
sont utilisés pour interpréter les types d’un calcul polymorphe.

Les ponts qui existent entre la combinatoire et la sémantique ne sont pas éton-
nants. En effet, ces deux domaines modélisent les mêmes structures de données.
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Foncteurs analytiques

• F (X) =
P

F [n] ×Sn X
n

• préserve les produits fibrés faibles

dans Set

Foncteurs normaux

• F (X) =
P

F [n] × Xn

• F préserve les produits fibrés forts

dans Set

Foncteurs stables

• Absence de représentation

• F préserve les produits fibrés faibles

dans INJ

)

(

Notre contribution

C’est dans ce contexte que ce stage s’est déroulé :
La première question a été de clarifier la relation entre foncteurs stables, fonc-
teurs normaux et foncteurs analytiques. Nous avons montré que les foncteurs
normaux sont des cas particuliers des foncteurs analytiques et que ces derniers
sont des cas particuliers des foncteurs stables. Cependant, nous avons exhibé
des contre-exemples montrant que ces inclusions sont strictes. Nous avons, par
ailleurs, montré que la théorie développée par A. Bac et T. Ehrhard peut s’adap-
ter au cadre des foncteurs analytiques. Dans un deuxième temps, on a étudié les
formes normales qui apparaissent dans la théorie de A. Joyal. On s’est attaché
à comprendre leurs propriétés dans le modèle de la logique linéaire avec second
ordre.
Finalement, en utilisant les foncteurs analytiques pour modéliser la logique li-
néaire du second ordre, on espère pouvoir utiliser les outils développés par les
mathématiciens sur les séries entières pour mieux comprendre les modèles de
l’informatique.
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Le rapport

Ce rapport commence (cf. chapitre 1) par une étude détaillée des foncteurs ana-
lytiques tels qu’ils apparaissent dans la théorie de A. Joyal [3]. Dans ce chapitre,
on introduit des outils fondamentaux comme les formes normales faibles et les
éléments génériques qui serviront dans le chapitre suivant. On s’attache aussi
à mieux comprendre ces notions au travers d’exemples (comme les foncteurs
couple et multiensemble).
Dans le chaptitre 2, on démontre la caractérisation des foncteurs analytiques en
terme de préservation de colimites filtrées et de produits fibrés faibles. Puis on
utilise ce théorème pour montrer que les coefficients des foncteurs analytiques
sont uniques à isomorphisme près. Enfin, on étudie les différentes opérations
que l’on peut effectuer sur les foncteurs analytiques, notamment celles qui ap-
paraissent dans le modèle de la logique linéaire du second ordre.
Le chapitre 3 compare les foncteurs analytiques et les foncteurs stables. On y
trouve également la description du modèle décrit par A. Bac transposé au cadre
des foncteurs analytiques.
Nous avons finalement (cf. chapitre 4) étudié une autre caractérisation des fonc-
teurs stables qui permet de faire le lien avec les préfaisceaux.
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Chapitre 1

Etude des foncteurs
analytiques

Les foncteurs analytiques ont été introduits par André Joyal dans [3]. Ce sont
des foncteurs qui peuvent s’écrire sous la forme d’une série entière dont les
coefficients sont des espèces de structure. Une espèce de structure est un foncteur
qui permet de décrire des objets comme des arbres, des listes, des graphes... (cf.
[5]) et dont les morphismes sont des renommages bijectifs de ces objets. Dans
un premier temps (1.1) nous donnons la définition de ces notions.
Les foncteurs analytiques se rapprochent des foncteurs stables de par leur ca-
ractérisation : ils préservent les colimites filtrées et les produits fibrés faibles
respectivement dans Set (la catégorie des ensembles et des fonctions) et dans
INJ (la catégorie des ensembles et des injections). Dans un deuxième temps
(1.2), nous montrons que les foncteurs analytiques vérifient bien cette propriété.
De plus, dans le chapitre 2, nous montrerons que ces deux propriétés caracté-
risent les foncteurs analytiques.
Nous consacrons la deuxième section à la description d’outils, qui nous serviront
dans le chapitre 2. Certains d’entre eux sont définis dans un cadre catégorique
général, pour d’autres on se placera dans le cadre de la catégorie des ensembles.
Nous avons notamment besoin d’introduire la notion de catégorie des éléments
qui permet de traduire mathématiquement le renommage des édifices. Puis nous
faisons une hypothèse supplémentaire qui nous permet d’interpréter les notions
de minimaux (interprétés par les supports) et de formes normales faibles-WNF
(interprétées par les éléments génériques).

1.1 Définitions et premières propriétés

Pour définir les espèces de structure, qui sont les coefficients de la série de
Taylor d’un foncteur analytique, nous avons besoin de considérer la catégorie
des entiers et des bijections. Deux points de vue existent sur cette catégorie et
nous les utilisons indifféremment :
La catégorie Σ(∗)1 des entiers et des bijections est équivalente à la catégorie B

1C’est-à-dire le monöıde libre engendré par un élément ∗.
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des ensembles finis et des bijections.
En effet, le foncteur E : n ∈ Σ(∗) → [n] = {1, ..., n} ∈ B est plein et fidèle et pour tout S ∈ B il

existe n = card(S) tel que S ∼= E(n). Donc E est une équivalence de catégorie. [6]

1.1.1 Définitions

Pour définir les foncteurs analytiques, nous adoptons le point de vue de A. Joyal
[3]. Cependant, il existe d’autres définitions que nous décrivons en annexe B.

Définition 1.1.1. Un foncteur F : Set → Set est dit analytique s’il existe un
foncteur (appelé espèce de structure) F [ ] : Σ(∗) → Set tel que F est isomorphe
à ∑

n

Set([n],−) × F [n] /Sn

Pour un ensemble A, l’action de Sn sur Set([n], A)×F [n] est la suivante. Soient
σ ∈ Sn, p : [n] → A, s ∈ F [n].

σ.(p, s) = (p ◦ σ−1, F [σ](s))

On peut donner une généralisation de cette définition aux foncteurs analytiques
à plusieurs variables et plusieurs composantes.
Soit ~F : Setd → Setp un foncteur. On note : ∀~n = (n1, . . . , nd),

∀ ~A = (A1, . . . , Ad),

~A~n = (An1
1 , . . . , And

d ), S~n = Sn1 × · · · × Snd
.

Pout tout j ∈ {1, . . . , p}, on note F (j) : Setd → Set la j-ème composante du

foncteur ~F . Pour tout i ∈ {1, . . . , d}, on note ~Fi : Xi 7→ ~F (I, . . . , Xi, . . . , I) le
foncteur partiel en la ième variable.

Définition 1.1.2 (Foncteurs analytiques à plusieurs variables). On dit que ~F
est analytique lorsque chacune de ses composantes F (j) est analytique. C’est-à-
dire qu’il existe un foncteur F (j)[ ] : Bd → Set tel que :

∀ ~A ∈ Setd, F j( ~A) =
∑
~n∈Nd

F j [~n] × ~A~n/S~n

Les propriétés qui suivent sont toutes énoncées dans le cas d’une variable et
d’une composante, mais elles se généralisent sans difficulté au cas de plusieurs
variables et de plusieurs composantes.

1.1.2 Propriétés de préservation

Ce paragraphe est consacré aux deux propriétés caractéristiques des foncteurs
analytiques : la préservation des colimites filtrées et la préservation des produits
fibrés faibles. Nous fournissons aussi un contre-exemple qui montre que tous
les foncteurs analytiques ne préservent pas les produits fibrés forts. Ceci les
différencie des foncteurs normaux (qui préservent les colimites filtrées et les
produits fibrés forts) de J.-Y. Girard [4] qui sont en fait un cas particulier de
foncteurs analytiques.
Les démonstrations du paragraphe suivant sont catégoriques et peuvent être
passées lors d’une première lecture sans nuire à la compréhension de la suite.

12



Proposition 1.1.3. Tout foncteur analytique préserve les colimites filtrées :

∀(Ai)i∈I , F (colim
i∈I

Ai) ≃ colim
i∈I

F (Ai)

Remarque 1.1. Dans la suite, le signe égal désignera souvent une équivalence.

Démonstration. Commençons par montrer que si la colimite est filtrée, alors
Set(n, colim(Ai)) = colim(Set(n,Ai)). En appliquant le foncteur homset au
cocône partant de la limite filtrée, on obtient :

Set(n,Ai)

τi

((QQQQQQQQQQQQQ
µi◦

))
colim(Set(n,Ai))

u //___ Set(n, colim(Ai))

Set(n,Aj)

τj

66mmmmmmmmmmmm
µj◦

66

Montrons que u est injective : soient f et g ∈ colim(Set(n,Ai)) telles que
u(f) = u(g). Comme la colimite est filtrée, il existe k et f ′, g′ ∈ Set(n,Ak) tels
que µk ◦ f ′ = f et µk ◦ g′ = g. Soit x ∈ [n], µk ◦ f ′(x) = µk ◦ g′(x). Par définition
de colim(Ai), µk est injective, donc f ′(x) = g′(x). Comme cette égalité est vraie
pour tout x, f ′ = g′ puis f = g.
Montrons que u est surjective : soit f ∈ Set(n, colim(Ai)), alors pour tout
x ∈ [n], f(x) ∈ colim(Ai). Comme la colimite est filtrée, et que [n] est fini, il
existe k et pour tout x, il existe ax ∈ Ak tels que ∀x ∈ [n], µk(ax) = f(x). Si
on définit g ∈ Set(n,Ak) par : g(x) = ax, alors τkg est un antécédent de f par u.

Comme le produit cartésien possède un adjoint à gauche, il préserve les colimites
[6]. D’où :

Set(n, colimAi) × F [n] = colim(Set(n,Ai) × F [n])

D’après le théorème de Fubini [6] la cofin commute à toute colimite. D’où :

∫ n

Set(n, colimAi) × F [n] = colim(

∫ n

Set(n,Ai) × F [n])

Ce qui nous permet de conclure gràce à la définition des foncteurs analytiques
par les extensions de Kan donnée dans l’annexe B.

Proposition 1.1.4. Tout foncteur analytique préserve les produits fibrés faibles
larges.

Remarque 1.2. On utilisera deux notions : les produits fibrés faibles (c’est-à-dire
binaires) et les produits fibrés faibles larges (c’est-à-dire dénombrables).

Démonstration. Pour plus de clarté, la démonstration est rédigée pour des pro-
duits faibles binaires mais elle se généralise telle quelle aux produits faibles
larges. Commençons par montrer que si W est un produit fibré faible de A et B,
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alors Set(n,W )×F [n]/σn est un produit fibré faible de Set(n,A) × F [n]/σn et
de Set(n,B) × F [n]/σn
Soit donc le diagramme :

W

π2

��

π1 // A

f

��
B g

// C

On applique le foncteur G( ) = Set(n, ) × F [n]/σn, on factorise par le produit
fibré fort P qui existe toujours dans Set pour obtenir le diagramme suivant :

Wn × F [n]/σn

G(π2)

''

G(π1)

((

s

((Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

P

τ2

��

τ1 // An × F [n]/σn

G(f)

��
Bn × F [n]/σn

G(g)
// Cn × F [n]/σn

P est formé des couples : ([p, x], [q, y]) tels que [f ◦p, x] = [g◦q, y] avec p : n→ A,
q : n→ B, et x, y ∈ F [n].
Pour montrer que G(W ) est un produit fibré faible, il suffit de montrer que s
est surjective.
Soit donc un élément ([p, x], [q, y]) de P . Comme [f ◦ p, x] = [g ◦ q, y], il existe
σ ∈ S telle que : f ◦ p ◦ σ−1 = g ◦ q et σ(x) = y.
On obtient un wedge qui s’appuie sur le produit fibré faible, d’où l’existence de
k :

n p◦σ

��

q

##

k

  A
A

A
A

W

π2

��

π1 // A

f

��
B g

// C

On a donc construit [k, y] ∈ Set(n,W ) × F [n]/Sn tel que

G(π1)([k, y]) = [π1 ◦ k, y] = [p ◦ σ, y] = [p, σ−1(y)] = [p, x]

G(π2)([k, y]) = [π2 ◦ k, y] = [q, y]

Donc par définition de P ,

s([k, y]) = ([p, x], [q, y])

Comme dans Set, les coproduits commutent aux produits fibrés forts, ils com-
mutent aussi aux produits fibrés faibles. D’où :∑

n

Set(n,
∏
C

Ai) × F [n]/Sn =
∏
G(C)

∑
n

Set(n,Ai) × F [n]/Sn
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Le contre-exemple ci-dessous montre le rôle du quotient par les groupes de per-
mutation Sn dans la définition des foncteurs analytiques. Dans sa définition des
foncteurs normaux comme séries entières [4], J.-Y. Girard ne tenait pas compte
de ce quotient. Il a aboutit à des foncteurs caractérisés par la préservation des
colimites filtrées et des produits fibrés forts : les foncteurs normaux. Ces fonc-
teurs sont donc un cas particulier des foncteurs analytiques.

Contre-Exemple 1.1.1. Les foncteurs analytiques ne préservent pas (en gé-
néral) les produits fibrés.

Démonstration. On considère le foncteur analytique : F ( ) = Set(2, )/S2

Soient A = {a1, a2}, B = {b1, b2} et C = {c} où tous ces éléments sont distincts
deux à deux. On va montrer que F (A×B) = (A×B)2/S2 et F (A)×F (B) = A2/
S2 ×B2/S2 ne sont pas isomorphes. Comme F est un foncteur, le diagramme
suivant commute :

F (A×B)

h

''O
O

O
O

O
O

F (π1)

&&

F (π2)

&&

F (A) × F (B)
: π′

1 //

π′
2

��

A2/S2

c

��
B2/S2 c

// C2/S2

Comme F est analytique, F (A × B) est un produit fibré faible et h est donc
surjective. Il suffit alors de montrer que h n’est pas injective.
On considère le couple ([1 7→ a1, 2 7→ a2], [1 7→ b1, 2 7→ b2]) dansA2/S2×B2/S2.
On va exhiber deux antécédents distincts de ce couple par h.
Les classes de fonctions :

k1 = [1 7→ (a1, b1), 2 7→ (a2, b2)]

k2 = [1 7→ (a1, b2), 2 7→ (a2, b1)]

vérifient :

h(k1) = h(k2) = ([1 7→ a1, 2 7→ a2], [1 7→ b1, 2 7→ b2])

k1 6= k2

1.2 Quelques outils

Afin de montrer que les deux propriétés de préservation des colimites filtrées et
de préservation des produits fibrés faibles caractérisent les foncteurs analytiques,
nous avons besoin de nouveaux outils. Tout d’abord, nous introduisons la caté-
gorie des éléments d’un foncteur qui permet de modéliser les édifices (appelés
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éléments) associés à un foncteur. Ensuite, nous verrons les notions de minimaux
et de forme normale faible. Cette dernière nous permettra au chapitre suivant
de construire les coefficients (l’espèce de structure) de la série du foncteur ana-
lytique.
De plus, au fur et à mesure que les notions sont définies, nous donnons des in-
terprétations et des exemples pour mieux comprendre la structure des foncteurs
analytiques.

1.2.1 Catégorie des éléments

Soit C une petite catégorie.

Définition 1.2.1. Soit un foncteur F : C → Set. La catégorie el(F) est la
catégorie formée des
• Objets : (A, a) tels que a ∈ F (A)
• Morphismes : f : (A, a) → (B, b) où f ∈ C(A,B) est un morphisme de C tel

que b = F (f)(a)

Remarque 1.3. Le nom de catégorie des éléments vient du fait que l’on considère
un élément ( i.e. un édifice de F (A)) dont on observe le renommage par les
morphismes. Si ce renommage est bijectif, on dit que les deux édifices sont
isomorphes dans el(F).

Proposition 1.2.2. Si F préserve les produits fibrés faibles dénombrables dans
C, alors el(F) possède les produits fibrés faibles dénombrables. De plus, si

C
gj //

gi

��

Bj

fj

��
Bi

fi

// A

est un produit fibré faible et si (Bi, bi)
fi
→ (A, a), alors il existe

c ∈ F (C) tel que : (C, c)
gj //

gi

��

(Bj , bj)

fj

��
(Bi, bi)

fi

// (A, a)

est un produit fibré faible.

Démonstration. On prend un produit fibré faible (gi) de (fi). Comme F préserve
les produits fibrés faibles, F (C) est un produit fibré faible de F (Bi) → F (A), et
le diagramme suivant commute :

1

bi

��

bj

&&a

��

∃c

""
F (C)

F (gi)

��

F (gj)
// F (Bj)

F (fj)

��
F (Bi)

F (fi)
// F (A)
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1.2.2 Hypothèse supplémentaire

Dans cette partie, nous supposons que ”tous les foncteurs considérés préservent
les inclusions”.
Cette hypothèse est naturelle car si on considère deux ensembles d’étiquettes
X ⊆ Y , l’ensemble des édifices construits à partir deX est inclus dans l’ensemble
des édifices construits à partir de Y , c’est-à-dire en termes de foncteurs : F (X) ⊆
F (Y ) (où F est un foncteur analytique).
De plus, cette hypothèse n’est pas restrictive car tout foncteur analytique est
isomorphe à son développement en série de Taylor. Or, ce dernier préserve les
inclusions. Via un isomorphisme, on peut donc toujours travailler dans le cadre
de cette hypothèse.
Etudions les caractéristiques d’un tel foncteur.

Proposition 1.2.3. Soit F : Set → Set un foncteur analytique qui préserve
les inclusions. Alors,

f : A→ B, B ⊆ C, ⇒ F (A
f
→ B) = F (A

f
→ C)

f : A→ B, S ⊆ A, ⇒ ∀s ∈ F (S), F (f)(s) = F (f|S)(s)

Dans ce rapport, nous travaillons à isomorphisme près. C’est-à-dire que nous ne
considérons que la structure de nos édifices. Plus particulièrement, nous identi-
fions un édifice et son renommage bijectif. Cependant, pour pouvoir interpréter
les notions de minimaux et WNF, nous avons besoin de donner un représentant
universel de nos édifices.
Grâce à la propriété de préservation des inclusions, on peut considérer un en-
semble référent d’étiquettes noté I (supposé dénombrable). En effet, pour tout
ensemble X , on peut trouver une injection f qui renomme les édifices avec des
étiquettes de I et qui, si X ⊆ Y , préserve l’inclusion des structures :

F (f)(X) ⊆ F (f)(Y ).

1.2.3 Minimaux et supports

Plaçons-nous à présent dans la catégorie Set. Soit F : Set → Set un foncteur.
Nous introduisons dans ce paragraphe la notion de minimal. Elle se rapproche
de la notion de support (ensemble des noms qui apparaissent dans un objet)
décrite au paragraphe suivant.

Minimaux

Définition 1.2.4. Un objet (S, s) de el(F) est dit minimal lorsque S est fini
et que tout morphisme (A, a) → (S, s) est une surjection.

Proposition 1.2.5. Soient ~n ⊆ ~I et a ∈ F (~n). (n1, . . . , nd, a) est minimal dans
el(F) si et seulement si pour tout i ∈ {1, . . . , d}, (ni, a) est minimal dans el(Fi).

Démonstration. Soient (~m, b) et ~s = (s1, . . . , sd) : (~m, b) → (~n, a) dans el(F).
(~n, a) est minimal si et seulement si chacune de ses composantes si est surjective.

17



Proposition 1.2.6. Soient (A, a) minimal dans el(F) et (A, a)
u
→ (B, b). Si u

est surjective, alors (B, b) est minimal dans el(F).

Démonstration. Soit (C, c)
s
→ (B, b) dans el(F). Comme u est surjective, s se

relève en une fonction s′ telle que le diagramme suivant commute :

(A, a)
u // // (B, b)

(C, c)

s′
ccH

H
H

H
H
s

OO

Comme (A, a) est minimal, s′ est surjective et donc s aussi.

Proposition 1.2.7. Si F préserve les colimites filtrées dans Set, alors pour
tout (A, a) ∈ el(F) il existe un Sa ⊆ A fini et sa ∈ F (Sa) tels que (Sa, sa) est
minimal et a = F (⊆)(sa).

Démonstration. A =
⋃
S⊆A
fini

S

Comme F préserve les colimites filtrées, F (A) = colim
S⊆A
fini

F (S)

Soit a ∈ colim
S⊆A
fini

F (S). Il existe S ⊆ A fini et s ∈ F (S) tels que a = F (⊆)(s).

On choisit Sa de cardinalité minimale.
Soit g : (T, t) → (Sa, sa), on suppose que g n’est pas surjective.
Soient S′ = g(T ) ( Sa et s′ = F (g)(t), alors card(S′) < card(Sa) et
a = F (⊆)(s′) et s′ ∈ F (S′).
Ce qui contredit la minimalité de Sa.
Donc g est surjective et (Sa, sa) minimal.

Interprétation des minimaux : les supports

Intuitivement, le support d’un édifice est l’ensemble des noms qui apparaissent
effectivement sur les briques de cet édifice.

Proposition 1.2.8. Soit a ∈ F (I). Il existe |a|F ⊆ I fini tel que (|a|F , a) est
minimal dans el(F). De plus, pour S ⊆ I, (S, a) est minimal si et seulement si
S = |a|F . On appelle |a|F le support de a.

Démonstration. D’après la proposition 1.2.7, il existe (Sa, sa) tel que a = F (⊆
)(sa). Comme F préserve les inclusions, on a sa = a. On pose |a |F= Sa
Remarquons que d’après la preuve de la proposition 1.2.7, pour tout S tel que

a ∈ F (S), on a |a|F ⊆ S. Si (S, a) est minimal, alors (|a|F , a)
⊂
→ (S, a) dans el(F)

et de plus ce morphisme est surjectif par minimalité de (S, a) donc S = |a|F .

Proposition 1.2.9 (Foncteurs de plusieurs variables). Soit F : Setd → Set

un foncteur analytique de plusieurs variables qui préserve les inclusions. Soit

a ∈ F ( ~X), alors
−→
|a| = (|a|F1 , . . . , |a|Fd

)
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Exemple 1.2.1. On considère le foncteur C : X 7→ X2 qui permet de construire
les couples d’éléments de X .
C est bien analytique et on vérifie qu’il préserve l’inclusion.
Soit a ∈ I2 alors il existe (a1, a2) ∈ I2 tel que a = (a1, a2). Le support de a est
l’ensemble {a1, a2}.

Exemple 1.2.2. On considère le foncteur exponentiel EXP : X 7→
∑

nX
n/

Sn qui permet de construire les multiensembles. De par sa forme, EXP est
analytique et préserve les inclusions.
Si m est un multiensemble dont les noms sont dans I, c’est-à-dire que m ∈
EXP (I), alors le support |m|EXP dem est l’ensemble des noms qui apparaissent
effectivement dans m.

La proposition suivante exprime qu’un renommage transforme le support d’une
structure en le support de son image.

Proposition 1.2.10. Soit (X, a)
f
→ (Y, b) dans el(F). On note fa la restriction

de f à |a|F et |b|F = fa(|a|F ).

Si (|a|F , a) est minimal dans el(F), alors (|a|F , a)
fa
→ (|b|F , b) où (|b|F , b) est

minimal.

Démonstration. a ∈ F (|a|F ) et b = F (f)(a) donc b ∈ F (f)(|a|F ) = |b|F et

(|a|F , a)
fa
→ (|b|F , b) est bien définie et surjective. Comme fa est surjective et

d’après 1.2.6, (|b|F , b) est minimal.

1.2.4 Weak Normal Form (WNF) et génériques

Dans son papier, A. Joyal a introduit la notion d’éléments génériques pour
démontrer la caractérisation des foncteurs analytiques en termes de préservation
de colimites filtrées et de produits fibrés faibles. Cependant, cette notion n’était
pas catégorique. C’est pourquoi, Ryu Hasegawa a reformulé cette notion en les
WNF. De plus, dans la description des foncteurs normaux, J.-Y. Girard utilise
des formes normales pour démontrer une caractérisation de ces foncteurs en
termes de préservation de colimites filtrées et de produits fibrés forts. Ainsi, les
WNF permettent de faire un lien entre les éléments génériques et les formes
normales.
Dans ce paragraphe, nous donnons la définition et les propriétés catégoriques
des WNF. Dans le paragraphe suivant, nous particularisons cette notion à la
catégorie Set, ensuite nous montrons une caractérisation des WNF que nous
utiliserons par la suite, et enfin, nous établissons les liens avec la notion de
générique qui reste l’approche la plus simple de ces objets.

Definitions

Définition 1.2.11 (WNF). Soit A un objet de C. Une WNF de A est un couple
formé d’un objet X et d’un morphisme p : X → A tels que :
∀Y, ∀q : Y → A,
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(i) ∃h ∈ C↓A(X,Y ) i.e : X
h //_______

p
  @

@@
@@

@@
Y

q
��~~

~~
~~

~

A

commute

(ii) ∀f, g ∈ C↓A(X,Y ), tq X
f //
g

//

p
  @

@@
@@

@@
Y

q
��~~

~~
~~

~

A

commute

∃u : X
∼ //

p

  @
@@

@@
@@

X

p
~~~~

~~
~~

~

A

, tq. f = g ◦ u

Remarque 1.4. Les WNF existent dans un cadre catégorique général. Leur défi-
nition se rapproche de celle des objets initiaux dans la catégorie slice (cf. A.1.2).
La différence réside dans l’unicité de h qui est ici à isomorphisme près. Ryu [1]
appelle les WNF des objets transitifs.

Définition 1.2.12. On dit qu’un objet X de C est une WNF lorsque (X, idX)
est une WNF de X .

Nous verrons par la suite que lorsqu’on se place dans la catégorie el(F) avec F
analytique (X, f) est une WNF de A si et seulement si X est une WNF.

Définition 1.2.13 (Propriété de WNF). On dit que la catégorie C possède la
propriété de WNF lorsque chacun de ses objets possède une WNF.

Propriétés

Proposition 1.2.14 (unicité à isomorphisme près). Soient f et g deux WNF
de A. Alors il existe un isomorphisme u tel que :

X
∼

u
//

f   @
@@

@@
@@

Y

g
��~~

~~
~~

~

A

Démonstration. Comme f et g sont des WNF de A, il existe u et v qui font
commuter le diagramme :

X u
//

f   @
@@

@@
@@

Y

g

��

v
// X

f~~~~
~~

~~
~

A

Comme f est une WNF de A, il existe un isomorphisme w de X tel que si
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u∗ = u ◦ w, alors idX = v ◦ u∗. On obtient :

X
u∗

//

id

''

f   @
@@

@@
@@

Y

g

��

v
// X

f~~~~
~~

~~
~

A

Comme g est une WNF de A, il existe un isomorphisme w′ de Y tel que si
v∗ = v ◦ w′, alors idY = u∗ ◦ v∗. Donc u∗ est un isomorphisme.

Proposition 1.2.15 (Réciproque). Soit X
f
→ A une WNF de A. Soit u : X

∼

→

Y un isomorphisme, alors Y
f◦u−1

→ A est une WNF de A.

Démonstration. Soit Z
h
→ A. Comme f est une WNF, il existe k tel que :

Y
u−1

//

g
  @

@@
@@

@@
X

k //

f

��

Z

h~~~~
~~

~~
~

A

Soient k1 et k2 tels que :

X
u //

f   @
@@

@@
@@

Y
k1 //
k2

//

g

��

Z

h��~~
~~

~~
~

A

Il existe v isomorphisme de X
→

f A tel que (k1 ◦ u) = (k2 ◦ u) ◦ v donc
w = u ◦ v ◦ u−1 vérifie k1 = k2 ◦ w.

Proposition 1.2.16. Soient X,Y deux WNF et X
u
→ Y , alors u est un iso-

morphisme.

Démonstration. On considère le diagramme suivant :

X

u

��
Y

idY

//

v

>>~
~

~
~

Y

puis le diagramme :

X

idX

��
X

idX

//

v◦u

>>}}}}}}}
idX

>>}}}}}}}
X

Comme X est une WNF, il existe v′ un isomorphimse de x tel que
v′−1 ◦ v ◦ u′ = idY donc u est un isomorphisme.
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Caractérisation des WNF dans el(F)

Plaçons-nous à présent dans la catégorie Set. Soit F : Set → Set un foncteur.
Un résultat important de cette partie est la caractérisation des WNF grâce
à l’utilisation des minimaux (sous l’hypothèse que notre foncteur préserve les
colimites filtrées et les produits fibrés faibles). Ce résultat permettra de donner
une intuition sur les WNF : ce sont les couples (n, x) tels que n est le support
de x et les noms qui apparaissent dans x n’apparaissent qu’une seule fois.

Théorème 1.2.17. Soit F un foncteur préservant les colimites filtrées et les
produits fibrés faibles. Soit (X,x) un objet de el(F). Les propositions suivantes
sont équivalentes :
(i) (X,x) est une WNF.
(ii) ∀ (S, s) minimal, tout morphisme (S, s) → (X,x) est un isomorphisme.
(iii) ∀(A, a), tout morphisme (X,x) → (A, a) est une WNF de (A, a) dans

el(F).

Démonstration. Soit F un tel foncteur.
(i) ⇒ (ii) On suppose que (X,x)

id
→ (X,x) est une WNF dans el(F).

Soient (S, s) un objet minimal et (S, s)
f
→ (X,x). Comme id est une WNF de

(X,x), il existe g tel que le diagramme suivant commute :

(X,x)

idX $$H
HH

HH
HH

HH

g //_________ (S, s)

f{{vvv
vv

vv
vv

(X,x)

Comme f ◦g = id, g est injective. De plus, g est à valeurs dans le minimal (S, s),
elle est donc surjective. Finalement, f est un isomorphisme en tant qu’inverse
de g.
(ii) ⇒ (iii) On suppose que ∀ (S, s) minimal, tout morphisme (S, s) → (X,x)

est un isomorphisme.
Soient (A, a) ∈ el(F) et f : (X,x) → (A, a) un morphisme. Pour montrer que f
est une WNF de (A, a), il nous faut vérifier deux propriétés :
• Soient (Y, y) ∈ el(F) et g : (Y, y) → (A, a) un morphisme.

Comme F préserve les produits fibrés faibles (par 1.1.4), il existe (D, d) pro-
duit fibré faible de f et g dans el(F). Comme F préserve les colimites filtrées,
il existe (S, s) minimal et un morphisme (S, s) → (D, d). On obtient donc le
diagramme suivant :

(S, s) //

σ

��

(D, d) //

��

(Y, y)

g

��
(X,x)

f // (A, a)

Comme (S, s) est minimal, σ est un isomorphime. On a donc construit un

morphisme (X,x)
h
→ (Y, y).
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• On suppose à présent que l’on a deux morphismes

(X,x)

$$H
HH

HH
HH

HH

f //
g

// (Y, y)

{{www
ww

ww
ww

(A, a)

On construit (D, d) produit fibré faible de

f et g, puis (S, s) minimal tel que :

(S, s) //

σ′

**

σ

��

(D, d) //

��

(X,x)

g

��
(X,x)

f // (Y, y)

Alors, σ et σ′ sont des isomorphismes et u = σ′ ◦ σ−1 est un isomorphisme
tel que f = g ◦ u

Finalement, (X,x) → (A, a) est une WNF de (A, a).
(iii) ⇒ (i) On choisit (A, a) = (X,x) dans (iii), alors idX : (X,x) → (X,x)

est une WNF. Donc X est une WNF.

Proposition 1.2.18. Soit F un foncteur préservant les colimites filtrées et les
produits fibrés faibles. Soit (X,x) une WNF de el(F), alors (X,x) est minimal.

Réciproquement, on verra qu’un minimal n’est pas toujours une WNF (cf. 1.5).
Ce stage nous a permis de mieux le comprendre.

Démonstration. On sait d’après 1.2.7 qu’il existe (S, s)
f
→֒ (X,x) telle que (S, s)

est minimal. D’après la caractérisation 1.2.17, alors f est un isomorphisme. Donc
(X,x) est minimal car isomorphe à un minimal (cf. 1.2.6).

Génériques

Les élément génériques ont été définis par A. Joyal dans [3].
Après avoir introduit cette notion, nous la comparons avec la notion de WNF :
les éléments génériques sont tous des WNF et si l’on suppose que le foncteur
préserve les colimites filtrées et les produits fibrés faibles alors il y a équivalence
entre les deux notions.

Définition 1.2.19. Soit F : Set → Set un foncteur. On dit que (X,x) est un
élément générique de el(F) lorsque pour tous f, g, il existe h tel que :

(Y, y)

f

��
(X,x)

h

;;v
v

v
v

v

g
// (Z, z)

.

Proposition 1.2.20. Soit F : Set → Set un foncteur. Tout élément générique
de el(F) est une WNF.
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Démonstration. Soient (A, a), (Y, y) ∈ el(F), f : (Y, y) → (A, a) et g : (X,x) →
(A, a).
• Comme (X,x) est un élément générique, il existe h : (X,x) → (Y, y) tel que

le diagramme suivant commute :

(Y, y)

f

��
(X,x)

h

;;v
v

v
v

v

g
// (Z, z)

• Soient h, k : (X,x) → (Y, y) tels que le diagramme suivant commute :

(Y, y)

f

��
(X,x)

h

;;vvvvvvvvv

k

;;vvvvvvvvv

g
// (Z, z)

On considère le diagramme suivant :

(X,x)

h

��
(X,x)

p
::v

v
v

v
v

k
// (Y, y)

p existe car (X,x) est générique. On vérifie en utilisant le diagramme suivant
que p est un isomorphisme :

(X,x)

p

��
(X,x)

q
::v

v
v

v
v

id
// (X,x)

.

Proposition 1.2.21. Soit F un foncteur préservant les colimites filtrées et les
produits fibrés faibles. Toute WNF de el(F) est un élément générique.

Démonstration. On suppose que (X,x) est une WNF, alors d’après le théorème
1.2.17, ∀(A, a), tout morphisme (X,x) → (A, a) est une WNF de (A, a) dans
el(F). D’où (X,x) est générique.
Réciproquement, On suppose (X,x) générique, on veut montrer que
(X,x) → (X,x) est une WNF. Soit f : (Y, y) → (X,x). Comme (X,x) est
générique, il existe h tel que le diagramme suivant commute :

(Y, y)

f

��
(X,x)

h

::v
v

v
v

v

id
// (X,x)
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Pour la deuxième partie de la définition de WNF, on considère le diagramme :

(Y, y)

f

��
(X,x)

g

::vvvvvvvvv

h

::vvvvvvvvv

id
// (X,x)

puis le diagramme :

(X,x)

h

��
(X,x)

k

::v
v

v
v

v

g
// (Y, y)

Montrons que k est un isomorphisme :

(X,x)

k

��
(X,x)

l

::v
v

v
v

v

id
// (X,x)

Par un stratagème similaire, on vérifie que l est l’inverse de k.

Interprétation des WNF

Proposition 1.2.22. Si (X,x) est une WNF dans el(F), alors il existe y ∈
F (I) et un isomorphisme u : (X,x) → (|y|F , y).

Démonstration. D’après 1.2.18, (X,x) est minimal donc fini. Comme I est infini,
il existe une injection u : X →֒ I. On pose y = F (u)(x). (u(X), y) est minimal
car u : (X,x) → (u(X), y) est un isomorphisme. Par unicité du support, u(X) =
|y|F (cf. 1.2.8).

Une WNF est une structure dans laquelle les noms n’apparaissent qu’une seule
fois. La proposition suivante exprime le fait que toute substitution qui trans-
forme un élément et son support en une WNF est en fait un renommage (injec-
tif).

Proposition 1.2.23. Soit (|a|F , a)
s
→ (|x|F , x). Si (|x|F , x) est une WNF dans

el(F), alors s est bijective.

Démonstration. cf. 1.2.8 et 1.2.17.

Exemples

Dans les exemples suivant, les WNF sont exactement les structures dont les
noms sont distincts deux à deux.

Exemple 1.2.3. (a, b) ∈ C({a, b}) est générique si et seulement si a 6= b.
C[2] = {(a, b) | a, b ∈ [2], a 6= b} = {(1, 2), (2, 1)}.
C[n] = ∅, si n 6= 2.

25



Démonstration. On considère les diagrammes suivant :

({c, d}, (c, d))

c=d

��
({a}, (a, a)) a=c

// ({c}, (c, c))

({x, y}, (x, y))

f

��
({a, b}, (a, b)) g

// ({s, t}, (s, t))

Dans le premier cas, il est impossible de trouver une fonction h : {a} → {c, d}
telle que (c, d) = (h(a), h(a)). Par contre dans le deuxième cas, la fonction a 7→ x
et b 7→ y convient (il suffit de faire une étude de cas).
On remarque enfin que (n, (a, b)) ne peut être générique dans el(C) que s’il
est minimal. Or, si n ≥ 3, (n, (a, b)) n’est pas minimal et n’est donc pas une
WNF.

Remarque 1.5. On remarque dans cet exemple que (a, (a, a)) est minimal mais
n’est pas une WNF.

Exemple 1.2.4. Soit M ∈ EXP ({1, . . . , n}).
(n,M) est générique si et seulement si M = {1, . . . , n} : il n’y a pas de répétition
dans M . EXP [n] = {{1, . . . , n}} ≃ {∗}.

Démonstration. C’est le même principe que pour C.
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Chapitre 2

Propriétés des foncteurs
analytiques

Dans le chapitre 1, nous avons introduit de nombreux outils (notamment, les
éléments génériques et les WNF). Nous allons nous en servir maintenant pour
montrer un théorème fondamental : le théorème de caractérisation des foncteurs
analytiques. Sa preuve repose sur une propriété de forme normale : tous les
édifices associés à notre foncteur sont engendrés par une WNF (un édifice dont
toutes les étiquettes sont différentes) via un renommage qui identifie certaines
des étiquettes.
Dans la deuxième partie de ce chapitre, nous présentons une conséquence du
théorème fondamental : à isomorphisme près, les coefficients de la série d’un
foncteur analytique sont uniques. Ceci permet de faire l’analogie avec les séries
génératrices. On parlera de série de Taylor.
Dans un troisième temps, nous étudions les opérations sur les foncteurs qui
préservent l’analyticité. Les démonstrations de cette partie utilisent la carac-
térisation des foncteurs analytiques et l’unicité du développement en série de
Taylor.

2.1 Caractérisation des foncteurs analytiques

2.1.1 Le théorème

Théorème 2.1.1. Soit F : Set → Set. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) F est analytique.
(ii) F préserve les colimites filtrées et les produits fibrés faibles dénombrables.
Dans ce cas, on a

(iii)∀(A, a) ∈ el(F ), ∃(X,x) t.q. (X,x) → (A, a), (X,x) WNF et X est fini.

Démonstration. La première implication a été montrée dans le chapitre 1. Pour
la réciproque, on va utiliser la propriété (iii) comme intermédiaire. Ensuite
on va introduire l’espèce des structures des éléments génériques. Enfin on va
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construire une transformation naturelle ι entre la série entière engendrée par
l’espèce de structure des génériques et notre foncteur analytique. Il nous restera
à montrer que c’est un isomorphisme. C’est à cet endroit qu’interviendra la
caractérisation des WNF (injectivité) et la propriété (iii) (surjectivité). Pour
(i) ⇒ (ii), cf. 1.1.3 et 1.1.4.

(ii) ⇒ (iii) On raisonne par l’absurde :
On suppose que : ∃(A, a) ∈ el(F ) t.q. ∀(X,x) avec X fini, si ∃(X,x) → (A, a),
alors (X,x) n’est pas une WNF. (∗)
Soit donc un tel (A, a). D’après 1.2.7 il existe (X0, x0) minimal tel que

(X0, x0)
f
→ (A, a).

On effectue une construction par récurrence de :
(Xn, xn) minimal non WNF et pn+1 : (Xn+1, xn+1) → (Xn, xn) surjective non
injective.
On suppose ces objets construits jusqu’au rang n.
(Xn, xn) n’est pas une WNF. Par 1.2.17(ii), il existe (Xn+1, xn+1) minimal

et (Xn+1, xn+1)
pn
→ (Xn, xn) qui n’est pas un isomorphisme. pn est surjec-

tive car (Xn, xn) est minimal. En composant les pn, on obtient un morphisme
(Xn+1, xn+1) → (A, a) où (Xn+1, xn+1) n’est pas une WNF par (∗).
Ce qui termine la récurrence.
On remarque que card(Xn) est une suite strictement croissante.

Soit (D, d) le produit fibré des morphismes (Xn, xn) → (A, a) (cf. 1.2.2). Soit
(S, s) un minimal (cf. 1.2.7) tel que :

(S, s) //

sm

++

sn

��

(D, d) //

��

(Xm, xm)

��
(Xn, xn) // (A, a)

On choisit n tel que card(S) < card(Xn). sn est surjective car (Xn, xn) est
minimal. On arrive donc à une contradiction.

(iii+ ii) ⇒ (i)
On construit une espèce de structure F ◦[ ], puis un isomorphisme naturel1 ι
entre le foncteur analytique induit F ◦( ) et F .

On définit l’espèce de structure F ◦[ ] : Σ(∗) → Set par :

F ◦[n] = {a | ([n], a) WNF}

F ◦[σ] = F (σ), σ ∈ Sn

1Cette transformation naturelle peut être construite pour n’importe quel foncteur sans
supposer qu’il préserve les colimites filtrées et les produit fibrés faibles, on utilise ces hypothèses
pour montrer que cette transformation est un isomorphisme.

28



On en déduit un foncteur analytique :

F ◦(A) = ΣAn×F ◦[n]/Sn

F ◦(f) : [p, x] 7→ [f ◦ p, x], f : A→ B

Soit A un ensemble, on définit ιA : F ◦(A) → F (A) par : Pour tout n ∈ Σ(∗),

An × F ◦[n]/Sn → F (A)

[p, x] 7→ F (p)(x)

ιA est bien définie : Soit (p ◦ σ−1, F (σ)(x)) un autre représntant de (p, x) où
σ ∈ Sn, alors F (p ◦ σ−1)(F (σ)(x)) = F (σ)(x).
ι est une transformation naturelle : Pour tout f : A→ B une fonction, on vérifie
que le diagramme suivant commute.

F ◦(A)
ιA //

F◦(f)

��

F (A)

F (f)

��
F ◦(B)

ιB // F (B)

Soit [p, x] ∈ F ◦(A), on a bien : F (f ◦ p)(x) = F (f)(F (p)(x)).

Pour tout A, ιA est injective :
Soient (p, x) ∈ An × F ◦[n] et (q, y) ∈ Am × F ◦[m] tels que F (p)(x) = F (q)(y).
Par définition de F ◦[ ], ([n], x) et ([m], y) sont des WNF. Par (ii) on peut utiliser
1.2.17(iii), p et q sont donc des WNF de A. Par 1.2.14, il existe un isomorphisme
u tel que le diagramme suivant commute.

([m], y)

q

��
([n], x)

u

::t
t

t
t

t

p
// (A, a)

Donc (p, x) et (q, y) sont dans la même classe d’équivalence dans
An × F ◦[n]/Sn, ce qui prouve l’injectivité de ιA.

Pour tout A, ιA est surjective.
Soit a ∈ F (A). Par (iii) il existe (X,x) tel que (X,x) → (A, a) est une WNF
avec X fini et (X,x) est une WNF. Soient n = card(X) et u : [n]

∼
→ X . On pose

x′ = F (u−1)(x). On sait d’après 1.2.15 que ([n], x′) est une WNF et il existe

([n], x′)
f
→ (A, a). La classe de (f, x′) est donc un antécédent de a.

2.1.2 Son interprétation

Le théorème 2.1.1 s’interprète de la façon suivante :

Proposition 2.1.2. Pour tout a ∈ F (X), il existe w ∈ W tel que (|w|F , w) est

une WNF de el(F ) et (|w|F , w)
p
→ (|a|F , a) est une surjection.

29



Ceci signifie que pour toute structure a ∈ F (X), il existe une autre structure
w ∈ F (W ) telle que tous les noms |w|F n’apparaissent qu’une fois dans w et il
existe une substitution p qui égalise certains noms dans w pour obtenir a.

Exemple 2.1.1. On retrouve les isomorphismes :

C(X) = X2 ≃ [2] ×S2 X
2

EXP (X) =
∑
n

Xn/Sn ≃
∑
n

{∗} ×Sn
Xn

2.2 Unicité du développement en série de Taylor

Théorème 2.2.1. [3] Le développement en série de Taylor d’un foncteur ana-
lytique est unique à isomorphisme près. Plus précisément, soit F un foncteur
analytique, il existe un isomorphisme entre l’espèce de strucuture F ◦[ ] définie
dans la preuve de 2.1.1 et l’espèce de structure F [ ].

Démonstration. Cet isomorphisme est donné par φ :

F [n] 7→ F ◦ [n]

a 7→ [idn, a]

Montrons que cette fonction φ est bien définie :

Lemme 2.2.2. Si a ∈ F [n] alors (n, [id, a]) est une WNF.
D’où [id, a] ∈ F ◦[n].

Démonstration du lemme. On considère le diagramme suivant :

(n, [id, a])

id &&MMMMMMMMMM

? //__________ (X,x)

fyysss
sss

sss
s

(n, [id, a])

x ∈ F (X) =
∑

nX
n × F [n]/Sn, il existe m, p : m → X et b ∈ F [m] tels que

x = [p, b].
f est une fonction de (X,x) sur (n, [id, a]) donc

[id, a] = F (f)(x) = F (f)([p, b]) = [f ◦ p, b].

On en déduit que m = n et qu’il existe σ ∈ Sn tel que id = f ◦ p ◦ σ et
a = F [σ](b).
Ainsi, p ◦ σ : n→ X et F (p ◦ σ)([id, a]) = [p ◦ σ, a] = [p, F [σ−1](a)] = [p, b].

(n, [id, a])

id &&MMMMMMMMMM

g◦σ //__________ (X, [p, b])

fxxqqqqqqqqqq

(n, [id, a])
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On considère à présent le diagramme :

(n, [id, a])

id &&MMMMMMMMMM

k1 //
k2

// (X, [p, b])

fxxqqqqqqqqqq

(n, [id, a])

Pour i ∈ {1, 2}, on a F (ki)([id, a]) = [ki, a] = [p, b], il existe donc σi ∈ Sn tel
que b = F [σi](a) et p = ki ◦ σ

−1
i .

Finalement, k1 = p ◦ σ1 = k2 ◦ σ
−1
2 ◦ σ. Ce qui termine la preuve.

Montrons que φ est injective : Soient a et b tels que [id, a] = [id, b]. Il existe
σ ∈ Sn telle que : id = σ et b = F [σ](a) = a.

Montrons que φ est surjective : Soit (X,x) ∈ el(F ) une WNF. Il existe n,
p : n→ X et b ∈ F [n] tels que x = [p, b]. On va montrer que p est une bijection.
On considère le diagramme :

(X, [p, b])

id &&MMMMMMMMMM

f //__________ (n, [id, b])

p
xxqqqqqqqqqq

(X, [p, b])

f existe car (X,x) est une WNF.
D’après le lemme précedent, (n, [id, b]) est une WNF. Par 1.2.17 et parce que

F est analytique, (n, [id, b])
g
→ (X, [p, b]) est une WNF de (X, [p, b]). Comme

id : (X, [p, b]) → (X, [p, b]) est aussi une WNF de (X, [p, b]) et par 1.2.14, il
existe u un isomorphisme tel que p ◦ u = id donc p est lui-même une bijection.
Finalement, [p, b] = [id, F [p−1](b)]. Ce qui prouve la surjectivité de φ.

2.3 Opérations classiques sur les foncteurs ana-
lytiques

Le but des deux parties qui suivent est d’étudier les opérations qui conservent
l’analyticité. La première partie est tirée de [3] et s’appuie sur la caractérisa-
tion des foncteurs analytiques. Le théorème d’unicité du développement en série
de Taylor permet de calculer l’effet de ces opérations sur les espèces de struc-
ture (c’est-à-dire les coefficients de la série). La deuxième partie est consacrée
à l’étude de deux opérateurs plus originaux : l’opérateur de quantification du
second ordre et l’opérateur de point fixe. Ces deux constructions servent dans
l’élaboration du modèle relationnel du second ordre décrit dans la partie sui-
vante.
Nous commençons par justifier que les opérations suivantes préservent l’analy-
ticité, puis nous donnons les formules pour déduire les espèces de structure.
Ici encore les démonstrations peuvent être passées en première lecture sans que
la compréhension en soit affectée.
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2.3.1 Somme

Définition 2.3.1. Soient F et G deux foncteurs de Set dans Set. La somme
de ces deux foncteurs est le foncteur :

(F +G)(X) = F (X) +G(X)

Où + désigne le coproduit (l’union disjointe dans Set).

Proposition 2.3.2. Si F et G sont analytiques, alors F +G l’est aussi.

Démonstration. • Le foncteur préserve les colimites filtrées. D’après le théorème
de Fubini ([6] p.230), les coproduits commutent aux colimites :

(F +G)(colim
i

Xi) = F (colim
i

Xi) +G(colim
j

Xj)

= (colim
i

F (Xi)) + (colim
j

G(Xj))

= colim
i

colim
j

(F (Xi) +G(Xj))

= colim
k

(F (Xk) +G(Xk))

La dernière égalité est obtenue en remarquant que la colimite est filtrée.
• Le foncteur préserve les produits fibrés faibles.

Soit le produit fibré faible :

W //

��

A

��
B // C

Comme F et G sont analytiques, F (W ) et G(W ) sont les produits fibrés
faibles respectifs :

FW //

��

FA

pF

��
FB qF

// FC

GW //

��

GA

pG

��
GB qG

// GC

On considère le diagramme :

X f

%%

g

%%

FW +GW //

��

FA+GA

pF +pG

��
FB +GB

qF +qG

// FC +GC

On pose
XF = ((pF + pG) ◦ f)−1(FC) = f−1(FA)

XG = ((pF + pG) ◦ f)−1(GC) = f−1(GA)
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On pose de même

YF = ((qF + qG) ◦ g)−1(FC) = g−1(FA)

YG = ((qF + qG) ◦ g)−1(GC) = g−1(GA)

Comme (pF + pG) ◦ f = (qF + qG) ◦ g, on a les égalités XF = YF et XG = YG,
XF et XG forment une partition de X . On obtient les diagrammes :

XF f|XF

  

g|XG

$$

h

""E
E

E
E

FW //

��

FA

��
FB // FC

XG f|XG

  

g|XG

$$

k

""E
E

E
E

GW //

��

GA

��
GB // GC

La fonction h + k : XF + XG → F (W ) + G(W ) permet de montrer que
F (W ) +G(W ) est un produit fibré faible.

Proposition 2.3.3. L’espèce de structure de F +G est donnée par la formule :

(F +G)[n] = F [n] +G[n]

Démonstration. On utilise le théorème d’unicité des coefficients du développe-
ment en série de Taylor (cf. 2.2.1).

(F +G)(X) = F (X) +G(X) par définition

=
∑
n

F [n] ×Xn/Sn) +
∑
n

G[n] ×Xn/Sn) F,G analytiques

=
∑
n

((F [n] ×Xn/Sn) + (G[n] ×Xn/Sn) Fubini

=
∑
n

(F +G)[n] ×Xn/σn F+G analytique

2.3.2 Produit fini

Définition 2.3.4. Soient F et G deux foncteurs de Set dans Set. Le produit
cartésien de ces deux foncteurs est le foncteur :

(F ·G)(X) = F (X) ×G(X)

Proposition 2.3.5. Si F et G sont analytiques, alors F ·G l’est aussi.

Démonstration. On utilise 2.1.1.
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• Le foncteur préserve les colimites filtrées. Comme le produit cartésien admet
un adjoint à droite, il commute aux colimites ([6] p.118).

(F ·G)(colim
i

Xi) = F (colim
i

Xi) × (colim
j

Xj)

= (colim
i

F (Xi)) × (colim
j

G(Xj))

= colim
i

colim
j

(F (Xi) ×G(Xj))

= colim
k

F (Xk) ×G(Xk)

La dernière égalité est obtenue en remarquant que la colimite est filtrée.
• Le foncteur préserve les produits fibrés faibles. Soit le produit fibré faible :

W //

��

A

��
B // C

Comme F et G sont analytiques, F (W ) et G(W ) sont les produits fibrés
faibles respectifs :

FW //

��

FA

��
FB // FC

GW //

��

GA

��
GB // GC

On considère le diagramme :

X f

%%

g

%%

FW ×GW //

��

FA×GA

��
FB ×GB // FC ×GC

Par définition du produit cartésien, si on note f1 et f2 les composantes de f ,
on obtient les diagrammes suivants :

X f1

��

g1

##

h1

""D
D

D
D

FW //

��

FA

��
FB // FC

X f2

��

g2

##

h2

""D
D

D
D

GW //

��

GA

��
GB // GC

La fonction (h1, h2) : X → F (W ) × G(W ) permet de montrer que F (W ) ×
G(W ) est un produit fibré faible.
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Proposition 2.3.6. L’espèce de structure de F ·G est donnée par la formule :

(F ·G)[n] =
∑

p+q=n

F [p] ×G[q]

Démonstration. On utilise le théorème d’unicité du déveleppement en série de
Taylor 2.2.1.

F ·G(X) =
∑
n

F ·G[n] ×Sn
Xn

= (
∑
p

F [p] ×Xp/Sp) × (
∑
q

G[q] ×Xq/Sq)

=
∑
p

∑
q

F [p] ×G[q] ×Xp ×Xq/Sp/Sq) Fubini

=
∑
n

∑
p+q=n

F [p] ×G[q] ×Xp ×Xq/Sn (∗)

=
∑
n

(
∑

p+q=n

F [p] ×G[q]) ×Xn/Sn

(∗) l’action de Sn sur F [p]×G[q] ×Xp ×Xq est la suivante : soient σ ∈ Sn et
(x, y, f, g) ∈ F [p]×G[q]×Xp×Xq, alors σ ·(x, y, f, g) = (F [σ|p](x), F [σ|q ](y), f ◦
σ|p, g ◦ σ|q

Définition 2.3.7. Soit F un foncteur de Set dans Set, soit I un ensemble
dénombrable. On pose

F I(X) = Set(I, F (X))

Proposition 2.3.8. Si F est analytique, et I est fini, alors F I est analytique
et son espèce de structure est donnée par la formule :

F I [n] =
∑
f∈In

∏
i∈I

F [f−1(i)]

Démonstration. On prouve que F I est analytique par récurrence sur le cardinal
de I.

2.3.3 Quotient

Définition 2.3.9. On dit qu’un groupeG agit de façon naturelle sur un foncteur
si l’action ρX : G×F [X ] → F [X ] (de G sur F (X)) est naturelle en X c’est-à-dire
que pour tout f : X → Y le diagramme suivant commute :

G× F (X)

1G×F (f)

��

ρX // F (X)

F (f)

��
G× F (Y )

ρY // F (Y )

Remarque 2.1. Il revient au même de supposer que F est un foncteur de Set

dans G− Set, où G− Set est la catégorie des ensembles munis d’une action
du groupe G et des fonctions qui respectent cette action de groupe.
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On peut alors définir le foncteur quotient :

Définition 2.3.10. Soit F : Set → Set un foncteur, soit G un groupe qui agit
sur chacun des F (X) de façon naturelle pour X ∈ Set. On définit le foncteur
F/G : Set → Set par :

F/G(X) = F (X)/G

∀x ∈ X, F/G(f)(x) = F (f)(x)/G

Démonstration. On vérifie que F/G(f) est bien définie :
Soient g ∈ G, x ∈ F (X) et f : X → Y , le diagramme de naturalité de l’action
de groupe assure : F (f)(g · x) = g · F (f)(x). Ainsi, deux éléments d’une même
orbite sont envoyés sur la même orbite par F (f).

Proposition 2.3.11. Si F est analytique et si l’action de G sur F est naturelle,
alors F/G est analytique.

Démonstration. • Le foncteur préserve les colimites filtrées.
Il nous suffit de montrer que (colim F (Xi))/G est solution du même problème
universel que colim(F (Xi)/G) :

F (Xi)/G

φij

��

fi

&&

ιi

((QQQQQQQQQQQQ

(colim F (Xi))/G
g //___ Y

F (Xj)/G fj

88

ιj

66nnnnnnnnnnnn

Si g existe, elle doit vérifier : ∀i ∈ I, ∀α ∈ F (Xi)/G, g(ιiα) = fi(α).
On montre maintenant qu’une telle fonction existe. Soient une orbite ω ∈
(colim F (Xi))/G et x ∈ colim F (Xi) un représentant de ω. Alors, il existe i et
a ∈ F (Xi) tels que si on note α l’orbite de a par l’action de G alors ω = ιi(α).
De plus, si β ∈ F (Xj) est tel que ω = ιi(β), alors comme la colimite est filtrée,
il existe k tel que γ = φik(α) = φjk(β). Donc fi(α) = fk(γ) = fj(β).
On a donc montré l’existence et l’unicité de g.

• Le foncteur préserve les produits fibrés faibles.
On considère le produit fibré faible W :

W
ψ //

φ

��

A

f

��
B g

// C

Comme F est analytique, FW est un produit fibré faible :

FW
Fψ //

Fφ

��

FA

F (f)

��
FB

F (g)
// FC
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Comme l’action de G sur F est naturelle, on a le diagramme suivant :

FW/G
F/G(ψ)//

F/G(φ)

��

FA/G

F/G(f)

��
FB/G

F/G(g)
// FC/G

On veut vérifier que FW/G est un produit fibré faible. Dans le diagramme
commutatif suivant, montrons l’existence de h tel que :

X p

##

q

##

h

##F
F

F
F

F

FW/G
F/G(ψ)

//

F/G(φ)

��

FA/G

F/G(f)

��
FB/G

F/G(g)
// FC/G

Soit ω ∈ X . On pose α = p(ω) et β = q(ω) et γ = F/G(f)(α) = F/G(g)(β).
Soit c ∈ γ. Il existe b ∈ β et a ∈ α tels que c = F (f)(a) = F (g)(b). Comme
FW est un produit fibré faible, il existe y ∈ FW tel que si µ est l’orbite de
y sous l’action de G, alors α = F/G(π)(µ) et β = F/G(ψ)(µ). On remarque
que µ ne dépend pas du choix de a et b. On définit h(ω) = µ.

Proposition 2.3.12. Si F est analytique et si G agit naturellement sur F ,
alors l’espèce de structure qui détermine F/G est donnée par la formule :

F/G[n] = F [n]/G

Démonstration. On va utiliser le théorème fondamental 2.1.1 et montrer que :
F [n]/G est l’ensemble {ω ∈ F/G(n) | (n, ω)WNF}. Pour cela on va montrer :
(n, x) est une WNF de F si et seulement si (n, ω) est une WNF de F/G où ω
est l’orbite de x pour l’action de groupe de G.
On utilise l’équivalence WNF-générique. On suppose (n, x) générique. On consi-

dère (n, ω)
f
→ (m,α) et (o, β)

g
→ (m,α) dans el(F/G).

On remarque qu’il existe a et b tels que dans el(F ) :

(o, b)

g

��
(n, x)

f
//

h

;;v
v

v
v

v

(m, a)

et α et β sont les orbites respectives de a et b.

On vérifie que (n, ω)
h
→ (o, β) dans el(F/G).
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Réciproquement, on suppose que (n, ω) est une WNF. Soient x ∈ ω et (n, x)
f
→

(m, a) et (o, b)
g
→ (m, a). Comme l’action de G est naturelle, on peut passer ces

fonctions au quotient :

(o, β)

g

��
(n, ω)

f
//

h

::v
v

v
v

v

(m,α)

où α et β sont les orbites respectives de a et b. Il existe g ∈ G tel que b =
g · F (h)(x). On pose h′ = g · h, alors h′ fait commuter le diagramme :

(o, b)

g

��
(n, x)

f
//

h′
;;v

v
v

v
v

(m, a)

2.3.4 Colimite filtrée

Proposition 2.3.13. Soit (Fi)i∈I une famille filtrée de foncteurs analy-
tiques (i.e : I est un ensemble filtré : ∀i, i′ ∈ J, ∃k ∈ I ∃i→ k, i′ → k et
∀i, j, i ⇉ j, ∃k ∃i ⇉ j → k). Alors, colim(Fi) est analytique.

Démonstration. • Le foncteur préserve les colimites filtrées.
Soient (Fi)i∈I une famille filtrée de foncteurs analytiques et (Xk)k∈K une
famille filtrée d’ensembles.

colim
i∈I

Fi(colim
k∈K

Xk) = colim
i∈I

colim
k∈K

Fi(Xk)

Fi analytique.

= colim
k∈K

colim
i∈I

Fi(Xk)

Fubini

• Le foncteur préserve les produits fibrés faibles.
Soit le produit fibré faible :

W //

��

A

��
B // C

Comme chacun des Fi est analytique, FiW est un produit fibré faible :

FiW //

��

FiA

��
FiB // FiC
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Soit Pi le produit fibré fort dans Set. Il existe pour chaque i une fonction hi
surjective qui fait commuter le diagramme :

FiW

!!

##

hi

##F
FF

FF
FF

FF

Pi //

��

FiA

��
FiB // FiC

On sait d’après [6] que dans Set, les colimites et produits fibrés forts com-
mutent, ainsi colim

i
Pi est le produit fibré de :

colim
i

Pi //

��

colim
i

FiA

��
colim

i
FiB // colim

i
FiC

De plus, pour tout i, hi est surjective donc la fonction
colim

i
(hi) : colim

i
FiW → colim

i
Pi est surjective et fait commuter le

diagramme suivant. Donc colim FiW est un produit fibré faible.

colim
i

FiW

&&

$$

colim
i

hi

&&MMMMMMMMMM

colim
i

Pi //

��

colim
i

FiA

��
colim

i
FiB // colim

i
FiC

Proposition 2.3.14. L’espèce de structure du foncteur colimite est donnée par
la formule :

(colim
i∈I

Fi)[n] = colim
i∈I

(Fi[n])

Démonstration. On utilise le théorème d’unicité du développement en série de
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Taylor :

colim(Fi(X)) =
∑
n

(colim Fi)[n] ×Sn
Xn

= colim
∑
n

Fi[n] ×Xn/Sn

=
∑
n

colim (Fi[n] ×Xn/Sn)

Fubini

=
∑
n

(colim Fi[n] ×Xn)/Sn

cf. 2.3.3

=
∑
n

(colim Fi[n]) ×Xn/Sn

2.3.5 La composition

Définition 2.3.15. Soient F et G deux foncteurs de Set dans Set. Le foncteur
composé est défini par : F ◦G(X) = F (G(X)).

Proposition 2.3.16. Si F et G sont analytiques, alors F ◦G est aussi analy-
tique.

Démonstration. • Le foncteur préserve les colimites filtrées.
Comme F et G sont analytiques, ils préservent les colimites filtrées :

F ◦G(colim
i

Xi) = F (G(colim
i

Xi))

= F (colim
i

G(Xi))

= colim
i

F (G(Xi))

= colim
i

F ◦G(Xi)

• Le foncteur préserve les produits fibrés faibles.
Soit le produit fibré faible :

W //

��

A

��
B // C

Comme G est analytique, G(W ) est un produit fibré faible :

GW //

��

GA

��
GB // GC

Comme F est analytique, F ◦G(W ) est un produit fibré faible :

F ◦G W //

��

F ◦G A

��
F ◦G B // F ◦G C
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Proposition 2.3.17. L’espèce de structure de F ◦G est donnée par la formule :

F ◦G[n] =
∑
p

F [p] ×Sp

∑
f :n→p

p∏
i=1

G[f−1(i)]

Démonstration. On utilise le théorème d’uncité du développement en série de
Taylor (cf. proposition2.2.1).

F ◦G(X) =
∑
n

F ◦G[n] ×Sn
Xn

= F (G(X))

=
∑
p

F [p] ×G(X)p/Sp proposition 2.3.8

=
∑
p

F [p] ×
∑
n

Gp[n] ×Xn/Sn

=
∑
n

(
∑
p

F [p] ×Sp
Gp[n]) ×Sn

Xn

Pour conclure, on rappelle que Gp[n] =
∑
f∈{1,...,p}n

∏
i∈{1,...,p} F [f−1(i)]

2.4 Opérations spécifiques à notre étude

2.4.1 Le second ordre

L’opération que l’on va construire dans ce chapitre est un cas particulier de
l’opération de quotientage définie dans la section précédente. On se donne un
foncteur F : Setd+1 → Set analytique et qui préserve les inclusions. La quanti-
fication du second ordre par rapport à la dernière variable agit comme un lieur.
Pour exprimer cette liaison, on va utiliser un ensemble infini dénombrable (par
exemple I) dans lequel évoluera le nom de cette variable liée et on va faire agir
le groupe des permutations via le foncteur sur la structure des éléments. On
obtient alors la classe des représentants d’un élément modulo α-conversion.

Définitions du foncteur second ordre T F

On se donne I un ensemble infini dénombrable.

Définition 2.4.1. Soit un foncteur F : Setd+1 → Set. SI agit sur F ( ~X, I) de

façon naturelle : ∀σ ∈ SI , σ · a = F ( ~X, σ)(a).
On appelle foncteur second ordre de F et on note T F : Setd → Set le foncteur :

∀ ~X ∈ ob(C), T F (X1, . . . , Xd) = F ( ~X, I)/SI

Ainsi, si α ∈ T F ( ~X) et ~f : ~X → ~Y , alors ∀a ∈ α,

α = (a)F~I = {F ( ~X, σ)(a) | σ ∈ SI}

On définit alors l’action de T (F ) sur les morphismes comme suit :

∀~f ∈ Setd( ~X, ~Y ), T F (~f)(α) = (F (~f, a))F~I = {F (~f, σ)(a) | σ ∈ SI}
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Remarque 2.2. Si (a)F~I = F (~f, I)(β), alors il existe b ∈ β tel que F (~f, I)(b) = a.

Proposition 2.4.2. Soit F un foncteur analytique sur Setd+1 qui préserve les
inclusion, alors T F est analytique et préserve les inclusions.

Démonstration. F est analytique, on peut donc écrire :

T F (X) = 〈
∑
n

∑
k

[F [n, k] × Ik ×Xn]/Sn × Sk〉/SI

SI commute aux coproduits
∑

n

∑
k, en effet SI préserve les classes pour k et

n donnés.

T F (X) =
∑
n

∑
k

〈[F [n, k] × Ik ×Xn]/Sn × Sk〉/SI

Les actions respectives des deux groupes SI et Sn × Sk sont indépendantes.
On peut donc interchanger les quotients.

T F (X) =
∑
n

∑
k

[F [n, k] × Ik ×Xn]/SI/Sn × Sk

Comme SI et Sk n’agissent que sur certaines des composantes du produit
cartésien, on a :

T F (X) =
∑
n

[
∑
k

F [n, k] × 〈Ik/SI〉/Sk] ×Xn/Sn

Donc T F est analytique.
On doit maintenant vérifier que ce foncteur préserve les inclusions : Soit A ⊂ B,
∀α ∈ T F (A), ∀a ∈ α, a ∈ F (A, I) ⊂ F (B, I), donc α = (a)F~I ∈ T F (B).

Remarque 2.3. D’après l’unicité du développement en série de Taylor, on sait que
l’espèce de structure des WNF de T F est isomorphe à F [n, k] × 〈Ik/SI〉/Sk.
Dans les paragraphes suivants, on va essayer de retrouver ce résultat à la main
pour expliciter cette bijection.

Les supports dans el(T F )

On cherche à présent l’expression du support de α ∈ T F (X) en fonction du
support d’un de ses représentants.

Proposition 2.4.3. ∀ ~X ∈ ob(C), ∀α ∈ T F ( ~X), ∀a ∈ α, a ∈ F ( ~X, I),

|α|T F = (|a|F1 , . . . , |a|Fd
)

Démonstration.

Lemme 2.4.4. Soit (~n, k) le support de a dans el(F ). Alors ~n est le support de
(a)F~I dans el(T F ).
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Démonstration. D’après 1.2.8, il suffit de montrer que (~n, (a)F~I ) est minimal.

Soit (~m, β)
~s
→ (~n, (a)F~I ). Montrons que ~s est surjective.

Soit b ∈ β tel que a = F (~s, idI)(b) : (~m, I, b)
(~s,idI)
−→ (~n, I, a).

D’après le lemme 1.2.10, si (~mb, kb) est le support de b, si on note ~na = ~s(~mb)

et ka = idb(kb) = kb, alors (~mb, kb, b)
~sb,idb−→ (~na, ka, a) et (~na, ka) est le support

de a. On en déduit que ~na = ~n.

Proposition 2.4.5. Réciproquement, soit ~n le support de α, alors pour tout
a ∈ α, il existe ka ⊆ I tel que (~n, ka) est le support de a. De plus, ka est unique
à isomorphisme près.

Démonstration. Soit a ∈ α, alors (a)F~I = α. a ∈ F (~n, I). Soit (~na, ka) ⊆ (~n, I)

le support de a dans el(F ). D’après le lemme 2.4.4, ~na est le support de α, donc
~n = ~na et (~n, ka) est le support de a. Soit a′ ∈ α. Il existe σ ∈ SI telle que

(~n, I, a′)
(id,σ)
−→ (~n, I, a) dans el(F ).

On vient de montrer l’existence de ka′ tel que (~n, ka′ , a
′) est minimal. On note

k′ = σ(ka′), on remarque que k′ et ka′ sont en bijection. D’après le lemme 1.2.10

(~n, ka′ , a
′)
σk

a′

→ (~n, k′, a) où (~n, k′, a) est minimal. D’après la proposition 1.2.8,
k′ = ka. Finalement, il existe une bijection entre ka et ka′ .

Les WNF dans el(T F )

On a déjà vu que l’opérateur T préserve l’analyticité. On va maintenant expri-
mer l’isomorphisme entre WNF et la formule trouvée précédemment en 2.4.2.

Proposition 2.4.6. Soit F un foncteur analytique sur Setd+1. Alors T F est
analytique et l’espèce de structure associée des WNF T F [~n] est isomorphe à :

∑
k

F [~n, k] ×Sk
(Ik/SI) =

∑
k

F [~n, k] ×Sk
Part(1, . . . , k)

où Part(1, . . . , k) est l’ensemble des partitions de l’ensemble {1, . . . , k}.

Dans le lemme suivant, on identifie une partition à un renommage qui égalise
les noms dans chacun des ensembles qui forment cette partition.

Lemme 2.4.7.

Part(1, . . . , k) ≃ Ik/SI

Démonstration. On considère la fonction φ : Ik → Part{1, . . . , k} qui à toute
fonction p : k → I associe la partition de {1, . . . , k} formée par les orbites de la
relation d’équivalence : x ∼p y ⇔ p(x) = p(y).
φ est surjective. Soit w = {w1, . . . , wj} une partition de {1, . . . , k}. On pose
∀x ∈ {1, . . . , k}, p(x) = l tel que x ∈ wl alors φ(p) = w. Soient p ∈ Ik et
σ ∈ SI . Alors φ(p) = φ(σ ◦ p). En effet, σ est une bijection donc ∀x, y ∈
{1, . . . , k}, p(x) = p(y) ⇔ σ◦p(x) = σ◦p(y), ainsi les partitions déterminées par
∼p et ∼σ◦p sont identiques. La fonction mboxφSI : Ik/SI → Part{1, . . . , k}
est donc bien définie.
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φSI est surjective car φ l’est.
φSI est injective. En effet, soient p, q ∈ Ik telles que φ(p) = φ(q). Alors
∀x, y ∈ {1, . . . , k}, p(x) = p(y) ⇔ q(x) = q(y). On définit σ : I → I par
∀x ∈ {1, . . . , k}, σ(p(x)) = q(x) et ∀y /∈ p({1, . . . , k}, σ(y) = y.

Il nous faut expliciter le lien entre les WNF de F , les partitions des ensembles
finis et les WNF de T F .
Le lemme suivant exprime le fait que si l’on prend une WNF de el(F ) et si on
égalise (par p) des noms dans la dernière variable, on obtient une WNF dans
el(T F ).

Lemme 2.4.8. Soient (~n, k′, a′) ∈ el(F ) une WNF de F et p : k′ ∈ k. On pose
a = F (id, p)(a′) et k = p(k′) (alors (~n, k) est le support de a cf. lemme 1.2.10).
Si α = (a)F~I , alors (~n, α) est une WNF de T F .

Démonstration. Pour montrer que (~n, α) est une WNF, on considère le dia-
gramme :

(~o, γ)

~g

��
(~n, α)

~f

// (~m, β)

On choisit b ∈ β puis c ∈ γ tels que l’on ait le diagramme suivant :

(~o, I, c)

(~g,id)

��
(~n, I, a)

(~f,id)

// (~m, I, b)

D’après 1.2.10 on a le diagramme suivant dans el(F ) :

(
−→
|c|F , c)

(~g,id)

��
(~n, k, a)

(~f,id)

// (
−→
|b|F , b)

Comme (~n, k′, a′) est une WNF, on obtient le diagramme commutatif :

(
−→
|c|F , c)

(~g,id)

��
(~n, k′, a′)

(~id,p)

//

(~h,q)

44jjjjjjjjjj

(~n, k, a)
(~f,id)

// (
−→
|b|F , b)
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avec ~f = ~g ◦ ~h et q = p. Donc le diagramme suivant commute :

(
−→
|c|F , c)

(~g,id)

��
(~n, k, a)

(~f,id)

//

(~h,id)
::u

u
u

u
u

(
−→
|b|F , b)

En passant au quotient, on obtient :

(~o, γ)

~g

��
(~n, α)

~h

::v
v

v
v

v

~f

// (~m, β)

D’après 1.2.21, (~n, α) est une WNF de el(T F ).

Lemme 2.4.9. Réciproquement, si (~n, α) est une WNF de T F , pour tout a ∈

α, pour tout (~n′, k′, w)
(~f,p)
→ (~n, k, a) WNF dans el(F ) (avec k = p(k′)) et si

a0 = F (~f, id)(w), alors

α = (F (
−→
id, p)(a0))

F
~I

et (~n, k′, a0) est une WNF de el(F )

Démonstration. α = (a)F~I = (F (~f, p)(w))F~I = (F (
−→
id, p)(F (~f, id)(a)))F~I =

(F (
−→
id, p))F~I .

On pose a′ = F (id, p)(w). D’après le lemme 2.4.8, (~n′, (a′)F~I ) est une WNF.

De plus, en passant au quotient (~n′, k, a′)
(~f,id)
→ (~n, k, a) dans el(F ), on obtient

une application entre deux WNF : (~n′, (a′)F~I )
~f
→ (~n, α) dans el(T F ). ~f est un

isomorphisme d’après 1.2.16. On en déduit que l’isomorphime (~f, id) transforme

la WNF (~n′, k′, w) en la WNF (~n, k′, a0).

Lemme 2.4.10. Soient (~n, k, a) ∈ el(T F ), p : k → I, τ ∈ Sk et σ ∈ SI.

(F (
−→
id, p)(a))F~I = (F (

−→
idF, p ◦ τ−1)(F (

−→
id, τ)(a)))F~I (F (

−→
id, σ ◦ p)(a))F~I .

Démonstration.

(F (
−→
id, p)(a))F~I = {F (

−→
id, σ′ ◦ p)(a) | σ′ ∈ SI} = (F (

−→
id, σ ◦ p)(a))F~I

(F (
−→
id, p)(a))F~I = (F (

−→
id, p ◦ τ ◦ τ−1)(a))F~I = (F (

−→
id, p ◦ τ−1)(F (

−→
id, τ)(a)))F~I

Lemme 2.4.11. Soient (n, k, a), (n′, k′, a′) des WNF de el(F ) et p : k → I,
p′ : k′ → I tels que

(F (id, p)(a))F~I = (F (id, p′)(a′))F~I .
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Alors, il existe un isomorphisme u : (|a|F , a) → (|a′|F , a′) dans el(F ) et σ ∈ I
tels que p = σ ◦ p′ ◦ u.
Ainsi, on a l’égalité entre les partitions wp = wp′◦u (cf. lemme 2.4.7).

Démonstration. Comme (F (id, p)(a))F~I = (F (id, p′)(a′))F~I , il existe σ ∈ SI telle

que F (id, p)(a) = F (id, σ ◦ p′)(a′). On note c cette valeur commune. D’après
1.2.22 et 1.2.10, on a le diagramme :

(~n, k, a)
(
−→
id,p) //

u
%%L

L
L

L
L

(|c|F , c)

(~n′, k′, a′)

(
−→
id,σ◦p′)

OO

L’existence de l’isomorphisme u est justifiée par la définition 1.2.11 et 1.2.16,
ainsi

p = σ ◦ p′ ◦ u.

Démonstration de la proposition 2.4.6. On définit l’application :

φ :
∑
k

F [~n, k] ×Sk
(Ik/SI) → T F (~n)

[a , wp] 7→ (F (id, p)(a))F~I

Elle est bien définie (cf. 2.4.10).
Elle est bien à valeurs dans T F [~n] (cf. 2.4.8). Elle est surjective par 2.4.9 et la
caractérisation 3. des foncteurs analytiques 2.1.1. Elle est injective (cf. 2.4.11).

Exemples

Les deux premiers exemples n’ont qu’une seule variable, l’opérateur T les trans-
forme en foncteur constant.

Exemple 2.4.1. Comme seule l’espèce de structure d’ordre 2 est non vide, on
a :

T C = C[2] ×S2 Part{1, 2}

C[2] = {(a, b) ∈ [2]2|(2, a, b) WNF} = {(1, 2), (2, 1)}

Part{1, 2} = {[{1}, {2}], [{1, 2}]}

Soient a 6= b ∈ I

pa,b : [2] → I
1 7→ a
2 7→ b

pa,a : [2] → I
1 7→ a
2 7→ a

Les partitions qui correspondent à ces deux fonctions sont : wpa,b
= {[{1}, {2}]}

et wpa
= [{1, 2}]. En effet cette première fonction correspond à l’identité, alors
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que cette deuxième fonction identifie les deux éléments (elle les met dans le
même paquet). S2 égalise les deux éléments de C mais laisse inchangées les
deux partitions dans Part{1, 2}.
Ainsi,

T C = C[2] ×S2 I
2/SI

= {(1, 2), (2, 1)} ×S2 {p̄a,b, p̄a}

= {p̄a,b, p̄a}/S2

∼ {{(a, b)| a, b ∈ I, a 6= b}, {(a, a)|a ∈ I}}

On retrouve l’isomorphisme avec

T C = {{σ · (a, b)|σ ∈ SI}|(a, b) ∈ I2}

= {{(a, b)| a, b ∈ I, a 6= b}, {(a, a)|a ∈ I}}

Exemple 2.4.2.

T EXP =
∑
n

EXP [n] × Part{1, . . . , n}/Sn

EXP [n] = {{1, . . . , n}} ≃ {∗}. D’où

T EXP =
∑
n

Part{1, . . . , n}/Sn

2.4.2 Le point fixe

L’opérateur de point fixe va nous permettre de construire des structures ré-
cursives comme les listes ou les arbres. On construit celui-ci en appliquant les
opérations de composition et de colimite filtrée.

Définition 2.4.12. Soit F un foncteur analytique de deux variables. On note
FF le plus petit point fixe de F . Pour le définir, on pose :

∀X, ∀f ∈ Set(X,Y ),
F0(X) = ∅

Fn+1(X) = F (X,Fn(X))
F0(f) = ∅

Fn+1(f) = F (f, Fn(f))

Comme pour tout X , on a l’inclusion ι0 : ∅
⊂
−→ F1(X)

et pour tout n, l’injection ιn : Fn(X)
F (X,ιn−1)

−→ Fn+1(X),
la famille Fn(X) est une famille filtrée.
On définit alors :

FF (X) = colim Fn(X) = ∪Fn(X)

FF (f) = colim Fn(f) = ∪Fn(f)

où la colimite d’une telle famille de fonctions est définie par l’unique fonction
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faisant commuter le diagramme suivant :

Fn(X) //

Fn(f)

&&NNNNNNNNNNN
Fn(Y )

##
colim Fn(X)

colim Fn(f) //______ colim Fn(Y )

Fm(X) //

Fm(f)
88ppppppppppp

Fm(Y )

;;

Proposition 2.4.13. Si F est un foncteur analytique de deux variables, alors
FF est aussi un foncteur analytique.

Démonstration. On applique les opérations de colimite 1.1.3 et de composition
2.3.5.

Exemple 2.4.3. On definit le foncteur : Fl(X,Y ) = 1 + X × Y . Il est bien
analytique (cf. 2.3.1 et 2.3.2).
On peut alors prendre son point fixe pour définir le foncteur liste :

LIST = FFl

En effet,

Fl,0(X) = ∅ liste vide

Fl,1(X) = 1 +X Ensemble de la liste vide et des listes à un élément

Fl,2(X) = 1 +X +X2
Ensemble des listes d’au plus deux éléments

Fl,n(X) = 1 +X + · · · +Xn
Ensemble des listes d’au plus n éléments

T Fl =
∑
n

Xn
Ensembles des listes d’éléments de X

Les WNF dans el(FF )

On cherche à exprimer les WNF de FF en fonction de celles de F .

Proposition 2.4.14. Soit F : Set2 → Set un foncteur analytique. L’espèce de
structure associée au foncteur analytique FF est donnée par les formules :

∀r, FF [r] = ∪
p
Fp[r]

∀r, Fp+1[r] =
∑
k

∑
n+

P

i

li=r

F [n, k] ×SI

k∏
i=1

Fp[li]

Démonstration. On va utiliser la formule des espèces de structure des colimites :
FF (X) = colimFp(X) et Fp+1(X) = F (X,Y ) ◦ (idX , Fp(X)).

F [r] = colimFp[r]
= ∪Fp[r]
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Puis, on utilise le théorème d’unicité du développement en série de Taylor.

Fp+1(X) =
∑

Fp+1[r] ×Sr
Xr

= F (X,Fp(X))

=
∑
n,k

F [n, k] ×Xn × Fp(X)k/Sn × Sk

=
∑
n,k

F [n, k] ×Xn × (
∑
l

F kp [l] ×Sl
X l)/Sn × Sk

=
∑
r

∑
n+l=r

∑
k

F [n, k] × F kp [l] ×Xr/Sk × Sr

=
∑
r

〈
∑
k

∑

n+
k

P

i=1

li=r

F [n, k] ×Sk

k∏
i=1

Fp[li]〉 ×Sr
Xr

Pour mieux comprendre cette formule, on peut regarder les premiers termes :

F0[r] = ∅

F1[r] = F [r, 0]

F2[r] =
∑
k

∑
n+

P

li=r

F [n, k] ×Sk
(F [l1, 0] × · · · × F [lk, 0])

Soit r ∈ N donné. on cherche à décrire les WNF de F2[r], on se donne k ≤ r− 1

et une partition n+
k∑
i=1

li = r.

On utilise une description sous forme d’arbre :

k fils

F [n, k]

F [l1, 0] F [l2, 0] F [lk, 0]

· · ·

r = n +
∑

li

Chaque arête représente l’opération produit cartésien.
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On reprend cette description pour les WNF de Fp :

k fils

· · ·

F [nε, k]

F [n2, k2] F [nk, kk]

F [−, 0] F [−, 0]

r = n +
P

ni + · · ·

F [ni1,...,ip , ki1,...,ip−1
]

F [−, 0]

F [n1, k1]

ki1,...,ip−1 fils

Chaque arête représente l’opération produit cartésien et la hauteur de l’arbre
est p.
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Chapitre 3

Le modèle relationnel du
second ordre.

Cette partie est consacrée à la description d’un modèle de la logique linéaire du
second ordre, décrit par A. Bac dans sa thèse [7], puis il repris et simplifié par
T. Ehrhard dans [8]. Pour commencer, on introduit la notion de foncteur stable
qui a été utilisée par les deux auteurs dans la description du modèle. Puis on
compare les foncteurs analytiques aux foncteurs stables. On verra notamment
que tout foncteur analytique est stable mais que la réciproque est fausse. Dans un
deuxième temps on remarquera que les foncteur analytiques peuvent remplacer
les foncteurs stables dans le modèle décrit par A. Bac et T. Ehrhard.

3.1 Foncteurs stables ou foncteur analytiques ?

3.1.1 Foncteurs stables

On note INJ la catégorie des ensembles quelconques munis des injections et Inj

la catégorie des ensembles finis munis des injections.

Définition 3.1.1. Un foncteur F : Set → Set est dit stable lorsque sa res-
triction à INJ (F|INJ : INJ → INJ) préserve les colimites filtrées, les produits
fibrés et les inclusions.

On remarque que F étant défini sur Set, il transforme les injections en injections.
En effet dans Set, ι est une injection si et seulement si il existe s tel que s◦ι = id ;
comme F est un foncteur F (ι) ◦ F (s) = F (id) = id.

Proposition 3.1.2. Soit F : Inj → Inj un foncteur qui préserve les inclusions,
les colimites filtrées dans Inj et les produits fibrés dans Inj. On peut définir son
extension F : INJ → INJ par les formules :

∀X ∈ INJ, F (X) = colim
S⊂X

F (S)

∀f ∈ INJ(X,Y ), F (f) = colim
S⊂X

F (fS)

Le foncteur ainsi défini est stable.
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Démonstration. La fonction colim
S⊂X

22fS est définie comme l’unique solution du

problème universel suivant :

F (S)

##H
HH

HH
HH

HH

F (f|S)
// F (T )

##H
HH

HH
HH

HH

F (X)
colim F (f|S)

// F (Y )

F (S′)

;;vvvvvvvvv F (f|S′ )
// F (T ′)

;;vvvvvvvvv

• F préserve les inclusions dans INJ : Si X ⊂ Y , alors ∀S ⊂ X,S ⊂ T donc
∪

S⊂X
F (S) ⊂ ∪

S⊂Y
F (S). On a montré que F (X) ⊂ F (Y ).

• F préserve les colimites filtrées dans INJ : On considère la colimite filtrée
suivante :

Xi� _

αij

��

� r

ηi

$$I
IIIIIIII

colim Xi

Xj

, �

ηj

::uuuuuuuuu

On remarque tout d’abord que si Si ⊂ Xi, alors ηi(Si) ⊂ colim Xi est fini.
On en déduit que ∪F (ηi) : F (Xi) = ∪

Si⊂Xi

F (Si) →֒ ∪
S⊂colim

i
Xi

F (S). On peut

à présent considérer le diagramme :

F (Xi) � t

µi

&&NNNNNNNNNNN� _

F (αij)

��

� ~

∪F (ηi)

((
colim

i
∪

S⊂Xi

F (S) ∃!h //___ ∪
S⊂colim Xi

F (S)

F (Xj)
* 


µj

88ppppppppppp
 � ∪F (ηj)

66

Il nous suffit de montrer que h est une bijection.
Tout d’abord, montrons la surjectivité de h. On remarque que pour toute
partie finie S ⊂ colim Xi, il existe i0 et Si0 ⊂ Xi0 tels que S = ηi0(Si0) (car
la colimite est filtrée). Soit x ∈ ∪

S⊂colim Xi

F (S), alors il existe S ⊂ colim Xi

telle que x ∈ F (S). Ainsi, il existe i et Si tels que F (S) = F (ηi)(Si), donc
il existe xi ∈ Si tels que x = F (ηi)(xi). Comme le diagramme précédent
commute, on en déduit que h(µi(xi)) = x. Montrons l’injectivité de h. Soient
x, y ∈ colim

i
∪

S⊂Xi

F (S) tels que h(x) = h(y). Comme la colimite est filtrée, il

existe i et s, t ∈ ∪
Si⊂Xi

F (Si) tels que x = µi(s) et y = µi(t). Par commutativité
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du diagramme précédent, h(x) = F (ηi)(s) = F (ηi)(t) = h(y). Comme F (ηi)
est une injection, on a s = t et donc x = y.

F préserve les produit fibré dans INJ : Soit P le produit fibré de deux injec-
tions f et g. Soient SA ⊂ A et SB ⊂ B deux ensembles finis et SP le produit
fibré des injections f|SA

et g|SB
. On considère le diagramme suivant :

F (SP ) �
� //

� _

��

� r

$$H
HH

HH
HH

HH
F (SA)� _

⊂

��

� n

f|SA

��

F (D) �
� //

� _

��

F (A)� _

f

��
F (SB) �

� ⊂ //
� u

g|SB //

F (B) �
�

g
// F (C)

F (SC)
R2

⊂

ddIIIIIIIII

Pour conclure, on se sert de l’expression des produits fibrés dans INJ : SP =
{(a, b)|a ∈ Sa, b ∈ Sb, g(a) = g(b)}, et le produit fibré PF de F (f), et F (g)
est donné par PF = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B, f(a) = g(b)} = ∪

SA,SB

SP . Comme

SP ⊂ F (D) fini, on a PF ⊂ F (D). On est donc dans la situation suivante :

F (D)� r

∃!h

$$H
HHHHHHHH

� ~

##

� e

$$

PF
� � //
� _

��

⊂

ddHHHHHHHHH
F (A)� _

F (f)

��
F (B)g

� � F // F (C)

Donc PF ⊂ F (D) →֒ Pf , d’où PF = F (D) et F (D) est bien le produit fibré
de f et g.

3.1.2 Deux notions différentes

Proposition 3.1.3. Tout foncteur analytique qui préserve les inclusions est un
foncteur stable.

Démonstration. Soit F un foncteur analytique qui préserve les inclusions. Alors
par la caractérisation des foncteurs analytiques, F préserve les colimites filtrées
et les produits fibrés faibles sur Set.
On remarque que toute famille filtrée dans Inj est aussi une famille filtrée dans
Set et que les colimites dans ces deux catégories cöıncident. Ainsi, F|Inj préserve
les colimites filtrées dans Inj. Montrons tout d’abord que, dans Inj, les produits
fibrés faibles sont tous des produits fibrés forts. Soit W un produit fibré faible
dans Inj de deux injections f et g. Alors W est solution du problème :
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X � p

  B
B

B
B
� �

��

� `

##

W
� � p //
� _

q

��

A� _

f

��
B
� �

g
// C

On suppose qu’il existe deux fonctions h, k : X →֒ W qui font commuter le
diagramme précedent. Alors, p ◦ h = p ◦ k. Comme p est injectif, on en déduit
h = k. Ainsi, W est un produit fibré fort dans Inj. Montrons que les produits
fibrés de deux injections dans Inj et dans Set cöıncident : On considère le
produit fibré P dans Set des deux injections f et g :

P
p //

q

��

A� _

f

��
B
� � g // C

Montrons que p et q sont des injections. Soient x, y ∈ P tels que p(x) = p(y).
Alors, f(p(x)) = f(p(y)), puis g(q(x)) = g(q(y)) et par injectivité de g,
q(x) = q(y). Or, dans Set, on sait exprimer les produits fibrés faibles :
P = {(a, b) | f(a) = g(b)}. Ainsi, x = (p(x), q(x)), y = (p(y), q(y)). On en
déduit que x = y. Donc P est aussi le produit fibré de f et g dans les Inj.
Comme F préserve les produits fibrés faibles, on en déduit que F (P ) est un
produit fibré faible dans Set de F (f) et F (g). F (f) et F (g) sont des injections,
donc F (P ) est un produit fibré faible dans Inj, c’est donc un produit fibré fort
dans les Inj. Ainsi, F|Inj préserve les produits fibrés dans Inj.

Remarque 3.1. Les notions de foncteurs stables et analytiques ne cöıncident pas.
La première est plus générale que la seconde. Le foncteur d’extension continue
de la proposition suivante prouve ce fait.

Notation. On notera dans la suite Fin la catégorie des ensembles finis dont les
morphismes sont les fonctions. On remarque que cette catégorie est une sous-
catégorie pleine de Set.

Définition 3.1.4. Soit 2− : Fin → Finop le foncteur qui à un ensemble associe
ses parties et à une fonction associe la fonction image réciproque :

∀X ∈ Fin, 2X = {p : X → {1, 2}} = P(X)

∀f : X → Y, 2f = f∗ : 2Y → 2X

p 7→ p ◦ h
Z ⊂ Y 7→ f−1(Z)

On note 2− : Finop → Fin le foncteur qui agit de la même façon mais dont les
domaines et codomaines ont été interchangés.
On considère alors le foncteur 22−

: Fin → Fin qui est le composé des deux
foncteurs précédent.
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Définition 3.1.5. On définit le foncteur d’extension continue 22−

: Set → Set

par les formules suivantes :

∀X ∈ Set, 22X

= colim
S⊂X

22S

∀f ∈ Set(X,Y ), 22f

= colim
S⊂X

22fS

Remarque 3.2. On remarque que si S ⊂ T sont finis, alors 22S

⊂ 22T

. Comme

la famille (22S

)S⊂X est filtrée on sait calculer sa colimite dans Set :

22X

= colim
S⊂X

22S

= ∪
S⊂X

22S

De plus, si T est fini, alors 22T

= ∪
S⊂T

22S

.

Proposition 3.1.6. Le foncteur 22−

est un foncteur stable, mais il n’est pas
analytique.

Démonstration. On va montrer dans les lemmes qui suivent que ce foncteur pré-
serve les inclusions, les colimites filtrées et les produits fibrés sur Inj (cf.3.1.2),
mais qu’il ne préserve pas les produits fibrés faibles dans Set.

Lemme 3.1.7. Le foncteur 22−

préserve les inclusions dans Inj.

Démonstration. Si X ⊂ Y , alors les parties de X (2X) sont incluses dans celles

de Y . De même, 22X

⊂ 22Y

.

Lemme 3.1.8. Le foncteur d’extension continue défini en 3.1.5 préserve les
colimites filtrées.

Démonstration. On considère la colimite filtrée :

Si

αij

��

ηi

$$H
HHHHHHHH

colim Si

Sj

ηj

;;vvvvvvvvv

On considère ensuite le diagramme commutatif suivant :

22Si
� ~

µi

""

� _

22
αij

��

� r

22ηi

$$I
IIIIIIII

22colim Si
� �

∃!h
// X

22Sj  
�

µj

<<

, �

22
ηj

::uuuuuuuuu
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On veut montrer l’existence d’une unique injection h.

On commence par l’unicité et on suppose que h existe. Soit α : 22colim

→ {0, 1}.
Comme colim Si est finie, elle ne possède qu’un nombre fini de parties. Comme
la colimite est filtrée, il existe i tel que pour tout x ⊂ colim Si il existe xi ⊂ Si
telle que x = ηi(xi). Comme de plus ηi est injective, ce xi est unique, c’est
xi = η−1

i (x). On choisit i le plus petit indice vérifiant ces propritétés. Si on pose
βi : xi 7→ α(ηi(xi)), on a α = 22ηi

(β). L’unique fonction h qui convient (si elle
existe) vérifie h(α) = µi(βi).
On pose donc h : α 7→ µi(βi) et on vérifie qu’elle convient en utilisant le fait
que le diagramme ci-dessus commute.

Dans les lemmes qui suivent, on va montrer que F préserve les produits fibrés
dans Inj.

Notation. Soit f ∈ Fin(X,Y ). On note ∃f : 2X → 2Y la fonction qui à une
partie de X associe son image directe par f ( ∃f : Z ⊂ X 7→ f(Z))

Lemme 3.1.9. Soient f une fonction quelconque, g une injection et P le produit
fibré de ces deux fonctions :

D� _

k

��

h // A� _
g

��
B

f
// C

alors le diagramme suivant commute :

2D� _

∃k

��

2A
h∗

oo
� _

∃g

��
2B 2C

f∗

oo

Démonstration. Soit x ⊂ A. Alors, ∃k ◦ h∗(x) = k(h−1(x)) et
f∗ ◦ ∃g(x) = f−1(g(x)). On pose y = h−1(x), alors ∃k ◦ h∗(x) = k(y) et
f∗ ◦ ∃g(x) = f−1(g ◦ h(y)). Comme f ◦ k = g ◦ h, on a k(y) = f−1(g ◦ h(y))
d’où ∃k ◦ h∗(x) = f∗ ◦ ∃g(x).

Corollaire 3.1.10. Si m : A →֒ B est une injection, alors m∗ ◦ ∃m = id.

Démonstration. On considère le produit fibré de m et m :

D� _

��

� � // A� _

m

��
A
� �

m
// B

On sait que D ≃ {(a, a′) ∈ A2 | m(a) = m(a′)}. Comme m est injective,
D ≃ {(a, a) | a ∈ A} ≃ A. Donc A est le produit fibré dans le diagramme
suivant :

A

id

id
A� _

m

��
A
� �

m
// B
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En appliquant le lemme précédent, le diagramme suivant commute :

2A

id

��

2A
id

oo

∃m

��
2A 2A

m∗
oo

On en déduit m∗ ◦ ∃m = id.

Lemme 3.1.11. Soient f et g deux injections et P le produit fibré de ces deux
fonctions :

D� _

k

��

� � h // A� _
g

��
B
� �

f
// C

alors, dans le diagramme suivant, 2C est une somme amalgammée dans Set :

2D 2A_?h∗
oo

2B
?�
k∗

OO

2C_?
f∗

oo ?�

g∗

OO

Démonstration. On se place dans les hypothèses du lemme et on considère le
diagramme suivant :

Z

2D
δ

``A
A

A
A

2A

β

oo

_?h∗
oo

2B
?�

k∗

OOα

PP

2C_?
f∗

oo ?�

g∗

OO

On veut montrer l’existence d’un unique δ : 2D → Z qui fasse commuter le
diagramme précédent.
On suppose qu’une telle fonction existe. Elle doit vérifier les propriétés sui-
vantes :

δ ◦ k∗ = α

On utilise le corollaire 3.1.10. Comme k est une injection, on a k∗ ◦ ∃k = id.
Donc, (si elle existe) δ = α ◦ ∃k. Elle est unique.
On pose δ = α ◦ ∃k et on vérifie qu’elle fait commuter le diagramme :

δ ◦ h∗ = α ◦ ∃k ◦ h∗

D’après le lemme précédent, ∃k ◦ h∗ = f∗ ◦ ∃g, d’où :

δ ◦ h∗ = α ◦ f∗ ◦ ∃g = β ◦ g∗ ◦ ∃g = β
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On a donc bien les deux égalités :

δ ◦ h∗ = β et δ ◦ k∗ = α

Lemme 3.1.12. Le foncteur 2− : Fin → Finop est adjoint à gauche de 2− :
Finop → Fin.

Démonstration. On a les isomorphismes naturels suivant :

Finop(2X , Y ) ≃ Fin(Y, 2X) definition de −op

≃ Fin(X × Y, 2) par adjonction du produit cartésien

≃ Fin(X, 2Y ) et de l’exponentielle

Lemme 3.1.13. Soient f et g deux injections et P le produit fibré de ces deux
fonctions :

D� _

k

��

� � h // A� _
g

��
B
� �

f
// C

alors dans le diagramme suivant 22D

est un produit fibré faible :

22D

� _

k∗∗

��

� � h∗∗
//
22A

� _

g∗∗

��
22B � �

f∗∗
// 22C

Démonstration. On se place sous les hypothèses de ce lemme. D’après le lemme
précédent, 2D est une somme amalgamée dans Fin du diagramme :

2D 2A_?h∗
oo

2B
?�

k∗

OO

2C_?
f∗

oo ?�

g∗

OO

Ainsi, 2D est un produit fibré dans Setop dans le diagramme suivant :

2D� _

��

� � // 2A� _

��
2B

� � // 2C

Comme 2− : Finop → Set admet un adjoint à gauche, ce foncteur transforme
les produits fibrés faibles de Finop en produits fibrés faibles de Fin (par [6]
p.118, les produits fibré forts sont transformés en dex produits fibrés forts et les
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surjections en surjections cf.A.4). Ainsi, 22D

est un produit fibré faible dans le
diagramme suivant :

22D

� _

k∗∗

��

� � h∗∗
//
22A

� _

g∗∗

��
22B � �

f∗∗
//
22C

On a donc montré que le foncteur 22−

préserve les produits fibrés faibles dans
Inj.

Le contre-exemple suivant montre que 22−

ne préserve pas les produits fibrés
faibles dans Set :

Contre-Exemple 3.1.1. On considère le produit fibré faible suivant :

0 1

a2, a3

a1 0
1

a1
a2

a3

b1
b2

d2

d1
h

k

f

g

a1

d1
d2

b1
b2

0

d1, d2

b1, b2

D

B

A

C

On veut montrer que 22D

n’est pas un produit fibré faible dans le diagramme
suivant où P désigne le produit fibré fort :

22D

k∗∗

""

h∗∗

��

s

!!C
C

C
C

P

p

��

q
//
22A

g∗∗

��
22B

f∗∗

//
22C

Pour cela, il suffit de montrer que s n’est pas surjective.
On choisit :

α : 2A → {0, 1}
∅ 7→ 0

A, {a1}, {a2, a3} 7→ 0
{a1, a2}, {a1, a3} 7→ 1

β : 2B → {0, 1}
x 7→ 0

Alors, (α, β) est dans le produit fibré fort P . Pourtant il n’admet pas d’an-

técédent dans 22D

. En effet, si on suppose l’existence d’un tel antécédent
δ : 2D → {0, 1}, on aurait : α = h∗∗(δ) = δ ◦ h∗ et β = k∗∗(δ) = δ ◦ k∗

,c’est-à-dire :

δ(D) = δ(h∗({a1, a2}) = α({a1, a2}) = 1 et δ(D) = δ(k∗(B)) = β(B) = 0
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On aboutit ainsi à une contradiction. (On rappelle que h∗ est la fonction image
réciproque par h.)

3.2 Le modèle relationnel du second ordre

Dans le premier paragraphe, on va décrire la logique linéaire du second ordre.
Ensuite, on adapte le modèle relationnel de T. Ehrhard et A. Bac en remplaçant
les foncteurs stables par les foncteurs analytiques dans la catégorie Rel(n).
Enfin, on décrit l’interprétation dans ce modèle des formules puis des preuves
de la logique linéaire du second ordre.
On remarquera en conclusion que ce modèle n’est pas compatible avec l’élimi-
nation des coupures, ce n’est donc pas tout à fait un modèle. . .

3.2.1 La logique linéaire du second ordre

La syntaxe de la logique linéaire du second ordre est formée des formules
construites en utilisant les variables du second ordre : {X,Y, . . .} et les diffé-
rents connecteurs :
• La négation linéaire ( ⊥),
• Les connecteurs multiplicatifs : le ou multiplicatif (

&

) et le et multiplicatif
(⊗) que l’on appelle respectivement par et tenseur,

• Les connecteurs additifs : le ou additif (⊕) et le et additif (&) que l’on appelle
respectivement plus et avec,

• Les connecteurs unaires exponentiels : l’infinité de ressources (!) et
l’incertitude de ressource (?) que l’on appelle respectivement bien sûr et pour-
quoi pas,

• Les quantificateurs du second ordre : le pour tout (∀) et le il existe (∃).
La notion de preuve en logique linéaire est définie par le calcul des séquents ci-
dessous. Dans ce calcul, l’élimination des coupures est vraie. Malheureusement
notre modèle ne la modélise pas correctement.
Les règles sont divisées en plusieurs groupes :
• Groupe identité :

Axiome
⊢ X,X⊥

⊢ Γ, A ⊢ ∆, A⊥

Coupure
⊢ Γ,∆

• Groupe structurel :

⊢ Aσ(1), . . . , Aσ(1)
Echange

⊢ A1, . . . , An
• Groupe logique :

– Règles multiplicatives

⊢ 1
⊢ Γ

⊢ Γ,⊥

⊢ Γ, A ⊢ ∆, B

⊢ Γ,∆, A⊗B

⊢ Γ, A,B

⊢ Γ, A

&

B

– Règles additives
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⊢ Γ,⊤

⊢ Γ, A

⊢ Γ, A⊕B

⊢ Γ, B

⊢ Γ, A⊕B

⊢ Γ, A ⊢ Γ, B

⊢ Γ, A&B

– Règles exponentielles

⊢ Γ
Affaiblissement

⊢ Γ, ?A
⊢ Γ, ?A, ?A

Contraction
⊢ Γ, ?A

⊢ Γ, A
Déréliction

⊢ Γ, ?A

⊢ ?Γ, A
Promotion

⊢ ?Γ, !A

– Règles du second ordre

⊢ Γ, A

⊢ Γ, ∀X.A

⊢ Γ, A[B/X ]

⊢ Γ, ∃X.A

3.2.2 Le modèle relationnel

Cette partie est tirée de l’article [8] dans lequel on a remplacé les foncteurs
stables par les foncteurs analytiques.

Définition 3.2.1 (Parties Invariantes). Soient n ∈ N et F : Setn → Set un
foncteur analytique. Une partie invariante de F est un sous-ensemble x ⊆ F (In)
qui est invariant sous l’action du groupe SI :

∀a ∈ x, ∀~σ ∈ SI , F (~σ)(a) ∈ x

On note x : F

Soit n ∈ N. La définition suivante généralise la catégorie des ensembles et rela-
tions.

Définition 3.2.2 (Catégorie Rel(n)). Les objets de la catégorie Rel
(n) sont

les foncteurs analytiques de Setn → Set.
Etant donnés deux foncteurs analytiques F et G, les morphismes Rel(n)(F,G)
sont les parties invariantes de F ×G.
Le morphisme identité de F est donné par l’ensemble diagonal
IdF = {(a, a) | a ∈ F (In)) qui est une partie invariante.

3.2.3 Interprétation des formules

Proposition 3.2.3. Soit n ∈ N. La catégorie Rel(n) est monöıdale, close et
symétrique.

La catégorie Rel(n) est donc un modèle de la logique linéaire du premier ordre
dans lequel les formules sont interprétées par des foncteurs analytiques de Setn

dans Set et dont les preuves sont interprétées par des parties invariantes.
Soient A et B deux formules de la logique linéaire du second ordre. On note
~ζ la liste de longueur n, sans répétition des variables du second ordre, qui
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contient toutes les variables libres de A et B. On définit alors par induction

sur la longueur des formules le foncteur analytique [A]
~ζ : Setn → Set par les

constructions suivantes.
• [A⊥]

~ζ = [A]
~ζ

• [A⊗B]
~ζ = [A

&

B]
~ζ = [A]

~ζ × [B]
~ζ

• [A⊕B]
~ζ = [A&B]

~ζ = [A]
~ζ + [B]

~ζ

• [!A]
~ζ = [?A]

~ζ = EXP ◦ [A]
~ζ

• [∀ξA]
~ζ = [∃A]

~ζ = T [A]
~ζ,ξ

3.2.4 Construction d’opérations

Pour interpréter les preuves de la logique linéaire du second ordre, nous avons
besoin de certaines constructions qui sont décrites dans ce paragraphe.

Le foncteur substitution de type

Lemme 3.2.4. Soient F : Setn → Set un foncteur analytique, x ⊂ F (I) une

partie invariante de F et ~X un n-uplet d’ensembles. Si a ∈ F ( ~X), alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe une injection ~f :|a |F→ ~I telle que F (~f)(a) ∈ x.

2. Pour toute injection ~f :|a |F→ ~I telle que F (~f)(a) ∈ x.

Démonstration. On remarque tout d’abord que puisque | a |F est fini et ~I est

infini, il existe toujours des injections de |a |F dans ~I. Pour prouver l’équivalence,
on utilise l’invariance de x.

Définition 3.2.5 (Instanciation des ensembles invariants). Soient
F : Setn → Set un foncteur analytique et x ⊂ F (I) une partie inva-

riante de F . Pour tout n-uplet d’ensembles ~X , on définit x ~X comme l’ensemble

des a ∈ F ( ~X) qui vérifient l’une des propriétés 1 . ou 2 . (i.e. qui s’envoient dans
x par une injection) :

x ~X = {a ∈ F ( ~X) | ∃~f :|a |F→ ~I, F (~f)(a) ∈ x}

= {a ∈ F ( ~X) | ∀~f :|a |F→ ~I, F (~f)(a) ∈ x}

Proposition 3.2.6 (Propriétés des instanciations des ensembles invariants).
Soient F,G,H : Setn → Set trois foncteurs analytiques, x ⊂ F (I) une partie

invariante de F et ~X un n-uplet d’ensembles.

• L’instanciation x ~X ⊂ F ( ~X) est invariante sous l’action du groupe
n∏
i=1

SXi
à

travers le foncteur F . Ainsi, si L : Setp → Setn est analytique, alors xL(~I)

est une partie invariante de F ◦ L.
• Id ∈ Rel(n)(F, F ) étant le morphime identité associé à F , l’instanciation

Id ~X ⊆ F ( ~X) × F ( ~X) est l’ensemble diagonal : Id ~X = {(a, a) | a ∈ F ( ~X)}.

• Soient s ∈ Rel(n)(F,G) et t ∈ Rel(n)(G,H), alors

(t ◦ s) ~X ⊇ t ~X ◦ s ~X
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et cette inclusion est une égalité si et seulement si ~X est un n-uplet formé
d’ensembles finis.

Définition 3.2.7 (Substitution de types). Soient p, n ∈ N et H : Setn → Setp

un foncteur analytique. Alors il existe un foncteur lax H∗ : Rel(p) → Rel(n) :
Ce foncteur envoie F ∈ Rel(p) sur F ◦ H ∈ Rel(n) et s ∈ Rel(p)(F,G) sur
sH(~I).

Le foncteur H∗ est lax car il ne vérifie qu’une version faible de la propriété de
composition des foncteurs. On n’a pas toujours égalité dans l’équation suivante :

H∗(t ◦ s) ⊇ H∗(t) ◦H∗(s)

Le foncteur projection

Définition 3.2.8 (Projection). On appelle projection ou foncteur oubli le fonc-
teur analytique P : Setn+1 → Setn :
• P (X1, . . . , Xn, Xn+1) = (X1, . . . , Xn)
• P (f1, . . . , fn, fn+1) = (f1, . . . , fn)

Par pré-composition, ce foncteur induit un foncteur lax P ∗. En fait, ce foncteur
est un vrai foncteur (i.e. P ∗(t ◦ s) = P ∗(t) ◦ P ∗(s) ).

Proposition 3.2.9. • P ∗ : Rel(n) → Rel(n+1) est un foncteur.
Soient F,G ∈ Rel(n).
• P ∗(F ) = F ◦ P

• Si s ∈ Rel(n)(F,G) (i.e. s ⊆ F ( ~In)×G( ~In) partie invariante), alors P ∗(s) =
s~In = s ∈ Rel(n+1)(P ∗F, P ∗G)

De plus, P ∗(F ) : Setn+1 → Set est un foncteur analytique, i.e.
P ∗(F ) ∈ Rel(n+1).

Définition 3.2.10 (Introduction). Soient F ∈ Rel(n+1), G ∈ Rel(n) et

t ∈ Rel(n+1)(G ◦ P, F ) (i.e. t ⊆ G(~I) × F (~I, I) invariant par permutation). On

définit Λ(t) ⊆ G(~I) × T F (~I) par :

Λ(t) = {(γ, (a)F~I ) | (γ, a) ∈ t}

Proposition 3.2.11. Soient F ∈ Rel(n+1), G ∈ Rel(n) et
t ∈ Rel(n+1)(G ◦ P, F ). Alors Λ(t) ⊆ G(~I) × T F (~I) est une partie inva-
riante de G× T F , c’est-à-dire Λ(t) ∈ Rel(n)(G, T F ).

On utilisera cette opération pour interpréter la règle d’introduction du quanti-
ficateur du second ordre.

Définition 3.2.12 (Elimination). Soit F ∈ Rel(n+1). On définit

εF ⊆ T F (~I) × F ( ~I, I) par :

εF = {((a)
~I
T F , a) | a ∈ F ( ~I, I)}

Proposition 3.2.13. Soit F ∈ Rel(n+1). Alors εF est une partie invariante de
T F × F . C’est-à-dire :

εF ∈ Rel(n)(P ∗T F, F )
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Cette opération sera utilisée pour interpréter la règle d’élimination du quanti-
ficateur universel du second ordre et la règle d’introduction du quantificateur
existentiel du second ordre.

Proposition 3.2.14 (Egalités). Les équations suivantes sont vérifiées :

Λ(t) ◦ s = Λ(t ◦ P ∗(s)))

εF ◦ P ∗(Λ(t)) = t

Λ(εF ) = Id

Proposition 3.2.15. L’opération de quantification de second ordre définit
un foncteur T : Rel(n+1) → Rel(n) dont l’action sur les morphismes s ∈
Rel(n+1)(F, F ′) est définie par T s = Λ(s ◦ εF ) ∈ Rel(n)(T F, T F ′).

Proposition 3.2.16. Le foncteur T est adjoint à droite du foncteur
P ∗. C’est-à-dire qu’il existe une bijection naturelle entre Rel(n)(G, T F ) et
Rel(n+1)(P ∗G,F ).

3.2.5 Interprétation des preuves

Proposition 3.2.17. La catégorie Rel(n) munie des opérations Λ, P ∗, T , de
εF et de la substitution des types permet de modéliser les preuves de la logique
linéaire du second ordre.

Remarque 3.3. Comme l’opération de substitution des types met en jeu des
foncteurs lax, notre interprétation des preuves n’est pas stable par élimination
des coupures. Par contre, la substitution de type (précomposition par un fonc-
teur analytique H) préserve les connecteurs logiques et les opérations sur les
preuves :
• H∗(F ×G) = H∗(F ) ×H∗(G)
• H∗(F +G) = H∗(F ) +H∗(G)
• H∗(EXP ◦ F ) = EXP ◦H∗(F )
• H∗(T F ) = T H∗(F )

Si Γ = (A1, . . . , Ap) est un contexte dont les variables libres sont toutes dans ~ζ,

on définit le foncteur analytique [Γ]
~ζ : Setn → Set par : [Γ]

~ζ =
∏p
i=1[Ai]

ζ .

Une preuve π d’un séquent ⊢ Γ est interprétée par une partie invariante [π]
~ζ du

foncteur [Γ]
~ζ .

On ne va décrire que quelques règles de construction de [π]ζ .
On suppose que π termine par une règle de promotion.

...ρ

⊢ ?A1, . . . , ?Ap, B

⊢ ?A1, . . . , ?Ap, !B

Alors [π]
~ζ est l’ensemble à n + 1-couple de la forme

(
∑p

j=1m
1
j , . . . ,

∑p
j=1m

p
j , [b1, . . . , bk]) avec (m1

j , . . . ,m
p
j , bj) ∈ [ρ]

~ζ pour
chaque j.
La règle de coupure est interprétée par la composition. On suppose que π termine
par une règle de coupure.

64



...λ
⊢ Γ, A

...ρ

⊢ A⊥,∆

⊢ Γ,∆

Soit ~ζ la liste des variables du second ordre qui apparaissent dans ∆ et Γ. On note

n sa longueur. On a [λ]
~ζ : [Γ]

~ζ × [A]
~ζ et [ρ]

~ζ : [A]
~ζ × [∆]

~ζ . Alors la preuve π est

interprétée par la composition de ces deux parties invariantes : [π]
~ζ = [ρ]

~ζ ◦ [λ]
~ζ .

On suppose que π termine par une règle d’introduction du ∀ :

...ρ

⊢ Γ, A

⊢ Γ, ∀ξA

où ξ n’apparâıt pas dans les variables libres ~ζ de Γ. Alors [ρ] est une partie

invariante de (P ∗[Γ]
~ζ) × [A]

~ζ,ξ. On pose [π]
~ζ = Λ([ρ]

~ζ,ξ) qui est bien une partie

invariante de [Γ]
~ζ × T [A]

~ζ,ξ.
On suppose que π termine par une règle d’introduction du ∃ :

...ρ

⊢ Γ, A[B/ζ]

⊢ Γ, ∃ξA

où ξ n’apparâıt pas dans les variables libres de Γ et de B. Soit ~ζ l’ensemble
des variables libres de la conclusion que l’on peut supposer ne pas contenir ξ,
on note n sa longueur. On note H : Setn → Setn+1 le foncteur analytique

défini par H( ~X) = ( ~X, [B]
~ζ( ~X)). Alors [A[B/ξ]]

~ζ = H∗([A]
~ζ,ξ) (on le prouve

par induction sur A).

On peut appliquer H∗ à ε[A]
~ζ,ξ

partie invariante de P ∗(T [A]
~ζ,ξ) × [A]

~ζ,ξ. On

obtient H∗(ε[A]
~ζ,ξ

) partie invariante de T [A
~ζ,ξ] ×H∗([A

~ζ,ξ]) = [∃]
~ζ × [A[B/ξ]]

~ζ

On pose [π]
~ζ = [ρ]

~ζ ◦H∗(ε[A]
~ζ,ξ

) partie invariante de [∃ξA]
~ζ × [Γ]

~ζ .
A cause de cette dernière règle, quand π se réduit par élimination des coupures

à π′, on n’a que l’inclusion : [π′]
~ζ ⊆ [π]

~ζ . L’interprétation est de moins en moins
précise au cours de la réduction.
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Chapitre 4

Lien avec les faisceaux

Ce chapitre présente un lien entre les faisceaux et les foncteurs stables. C’est
un exercice tiré du livre de Mac Lane et Moerdijk [9] qui m’a été proposé par
Martin Hyland.

4.1 Cotopologie

Soit C une petite catégorie.

Définition 4.1.1 (Cocrible). SoitX ∈ ob(C). Un cocrible deX est un ensemble
R de morphismes partant de X stable par composition à gauche :

∀Y, Z ∈ ob(C) ∀f ∈ C(X,Y ) ∀g ∈ C(Y, Z), f ∈ R ⇒ g ◦ f ∈ R

Définition 4.1.2 (Cocrible engendré). On appelle cocrible sur X engendré par
les fonctions fi : X → Yi et on note < fi, i ∈ I >, le cocrible :

〈fi, i ∈ I〉 = {g ◦ fi | i ∈ I, g : Yi → Z}

Définition 4.1.3 (Cotopologie). Une cotopologie T sur C est la donnée pour
chaque X ∈ ob(C) d’un ensemble T (X) de cribles tel que :

1. C(X, ) ∈ T (X)

2. ∀R ∈ T (X), ∀f : X → Y, Rf = {g : Y → Z | g ◦ f ∈ R} ∈ T (Y )

3. ∀R ∈ T (X), ∀R′ crible de X,
Si ∀f : X → Y ∈ R, R′f ∈ T (Y ), alors R′ ∈ T (X)

Définition 4.1.4 (Faisceau sur T ). Soit un foncteur F : C → Set. On dit que
F est un faisceau sur T lorsque :
∀X ∈ C, ∀R ∈ T(X), ∀(xh)h∈R telle que xh ∈ F (cod(h)) et ∀g xg◦h =
F (g)(xh).

∃!x ∈ F (X) tel que ∀h ∈ R,F (h)(x) = xh

On dit alors que la famille xh est compatible.
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4.2 Faisceaux ou foncteurs stables ?

On considère la catégorie Inj des ensembles finis munis des injections.

Proposition 4.2.1 (Somme amalgamée dans Inj). La catégorie Inj admet des
sommes amalgamées, i.e. étant donnés i, j, j′, f, f ′ il existe k, g, g′ tels que le
diagramme suivant commute.

i
� � f //
� _

f ′

��

j � _

g

���
�

�

j′
� � g′ //___ k

De plus, i est le produit fibré de g et g′ dans Inj.

Démonstration. On pose k = i+(j− i)+(j′− i). Comme f et f ′ sont injectives,
les ensembles i, f(i) et f ′(i) sont en bijection. On peut donc construire les
fonctions :

g : f(i) →֒ i
j − f(i) →֒ j − i

g′ : f ′(i) →֒ i
j − f ′(i) →֒ j − i

De plus, i est isomorphe à {(x, x′) ∈ (j, j′) | g(x) = g′(x′)} = {(f(y), f ′(y)) | y ∈
i}.

Remarque 4.1. On peut représenter k par le schéma :

i

j − i

j′ − i

Proposition 4.2.2 (Cotopologie Atomique). A chaque i ∈ ob(Inj), on associe
l’ensemble T(i) des cocribles non vides de i, alors T est une cotopologie de Inj.
On l’appelle la cotopologie atomique.

Démonstration. On doit vérifier les trois points de la définition d’une cotopolo-
gie :

1. Pour tout i ∈ ob(Inj), l’ensemble des injections partant de i : Inj(i, ) est
un crible non vide.

2. ∀R ∈ T(i), ∀f : i →֒ j, Rf = {g : j →֒ k | g ◦ f ∈ R} ∈ T(j) car
c’est un crible non vide. En effet, soit f ′ ∈ R. On construit la somme
amalgamée :

i
� � f //
� _

f ′

��

j � _

g

���
�

�

j′
� � g′ //___ k

Alors g ◦ f = g′ ◦ f ′ ∈ R, d’où g ∈ Rf .
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3. Finalement,

∀R ∈ T(i), ∀R′ crible de i, puisque R est non vide, ∃f : i →֒ j ∈ R, R′f ∈
T(j), alors R′f = {g : j →֒ k | g ◦ f ∈ R} est non vide, R est non vide.

Théorème 4.2.3. Soit un foncteur F : Inj → Set qui préserve les injections.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. F est un faisceau pour la cotopologie atomique.

2. ∀i, j ∈ Inj, ∀f : i→ j,

∀(xh)h∈<f> compatible, ∃!x ∈ F (i) tel que ∀h ∈< f >,F (h)(x) = xh.

3. ∀i, j ∈ Inj, ∀f : i→ j,

soit k = i+ 2 · (j − i) le pushout de f et f : i � _

f

��

� � f // j � _
p

��
j �
�

q
// k

∀y ∈ F (j) tel que F (p)(y) = F (q)(y), ∃!x ∈ F (i) tel que y = F (f)(x).

4. F préserve les pullbacks.

Démonstration.1 ⇒ 2 En effet, la condition 2 est une restriction de la condition
1 aux cribles engendrés par une seule injection.

2 ⇒ 1 Soit R un crible non vide de i. Soit (xh)h∈R une famille compatible, alors
∀f ∈ R, on considère le crible < f >. (xg◦f ) est compatible et d’après la
condition 2, il existe xf ∈ F (i) tel que ∀g, xg◦f = F (g ◦ f)(xf ).

On va voir que ces xf ne dépendent pas du choix de f . Soient f, f ′ ∈ R, il
existe g, g′ tels que g ◦ f = g′ ◦ f ′ (cf. 4.2.1). La condition de compatibilité
impose xg◦f = F (g ◦ f)(xf ) = xg′◦f ′ = F (g′ ◦ f ′)(xf

′

). Comme F (g′ ◦ f ′)

et F (g ◦ f) sont des injections, xf = xf
′

. On a donc trouvé x (cette valeur
commune à tous les cribles engendrés par une fonction de R), qui vérifie
la condition de faisceau.

2 ⇒ 3 Soient f : i →֒ j et k = i+ 2(̇j − i) la somme amalgamée de f et f :

i
� � f //
� _

f

��

j � _

p

���
�

�

j �
� q //___ k

Soit y ∈ F (j) tel que F (p)(y) = F (q)(y). On pose xf = y et pour tout
g : j →֒ , xg◦f = F (g)(y). Par la propriété de la somme amalgammée, si
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g ◦ f = g′ ◦ f , on a :

i
� � f //
� _

f

��

j � _

p

���
�

�
� p

g

��

j �
� q //___� l

g′

//

k

r

��<
<

<
<

l

On a donc
xg◦f = F (g)(y) = F (r ◦ p)(y)

= F (r)(F (p)(y))
= F (r)(F (q)(y))
= xg′◦f

et la famille (xh)h∈<f> est bien définie. Elle est compatible :
xg◦(g′◦f) = F (g ◦ g′)(xf ) = F (g) ◦ F (g′)(xf ) = F (g)(xg′◦f ). Par la condi-
tion 1, il existe un unique x ∈ F (i) tel que y = xf = F (f)(x).

3 ⇒ 2 Soit (xh)h∈<f> une famille compatible. On considère la somme amalgamée
de f et f :

i
� � f //
� _

f

��

j � _

p

���
�

�

j �
� q //___ k

Comme p ◦ f = q ◦ f et ∀g, xg◦f = F (g)(xf ), on a F (p)(xf ) = F (q)(xf ).
D’après la condition 2, ∃!x ∈ F (i) tel que xf = F (f)(x)

4 ⇒ 3 Soit k la somme amalgmée de f et f :

i
� � f //� _

f

��

j � _

p

���
�

�

j �
� q //___ k

D’après 4.2.1, i est le produit fibré de p et q. D’après la condition 4, F (i)
est le pullback de F (p) et F (q). On considère alors le diagramme :

1 y

  

y

!!

∃!x

!!B
B

B
B

F (i) �
� F (f) //

� _

F (f)

��

F (j)� _

F (p)

��
F (j)

� � F (q) // F (k)
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3 ⇒ 4 Soit i le produit fibré de g et g′ :

i
� � f //___
� _

f ′

���
�

�
j � _

g

��
j′
� � g′ // k

On peut alors identifier k à :

j − i

j′ − i

i k′

On pose h = g ◦ f = g′ ◦ f ′. h correspond à l’inclusion de i dans la patate
ci-dessus. On considère la somme amalgamée l de h et h :

i
� � h //� _

h

��

k � _

p

���
�

�

k
� � q //___ l

On peut identifier l = i+ 2 · (k− i) à la patate suivante où on a indicé les
deux copies de k − i.

i

(j − i)1

(j′ − i)1

(j − i)2

(j′ − i)2 k2

k1

On définit une fonction r : k →֒ l comme suit :

r|g(j) = p
r|g′(j′) = q

enfin, r envoie les éléments de k′ sur leur copie dans k′1 (ce dernier
choix est arbitraire et n’a aucune d’importance). On vérifie que r est
bien défini : Seuls g(j) et g(j′) s’intersectent. Soit x ∈ g(j) ∪ g(j′) alors
∃y ∈ i tel que x = g ◦ f(y) = g′ ◦ f ′(y) = h(y) car i est le poduit fibré
de g et g′. Ainsi, p(x) = p ◦ h(y) = q ◦ h(y) = q(x) car l est la somme
amalgamée de h et h.

On peut résumer les fonctions g, g′, p, q, et r par les diagrammes :
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j − i

j′ − i

i k′ i

(j − i)1

(j′ − i)1

(j − i)2

(j′ − i)2
k2

k1

r
p

j

g

i

j − i

j′ − i

(j − i)1

(j′ − i)1

(j′ − i)2

i

k2

(j − i)2

j′

g′

k′

q

k1

On a p ◦ g = r ◦ g et q ◦ g′ = r ◦ g′.

On veut montrer que F (i) est le produit fibré de F (p) et F (q) :

F (i) �
� F (f) //

� _

F (f)′

��

F (j)� _

F (g)

��
F (j′) �

� F (g′) // F (k)

Soient y ∈ F (j) et y′ ∈ F (j′) tels que F (g)(y) = F (g′)(y′). On cherche un
unique x ∈ F (i) tel que y = F (f)(x) et y′ = F (f ′)(x′). Soit z = F (g)(y) =
F (g′)(y′) ∈ F (k), alors

F (p)(z) = F (p ◦ g)(y) = F (r ◦ g)(y) = F (r)(F (g)(y))
= F (r)(F (g′)(y′)) = F (r ◦ g′)(y′) = F (p ◦ g′)(y′)
= F (q)(z)
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On applique alors la condition 3. Il existe ainsi un unique x ∈ F (i) tel
que z = F (h)(x). Comme z = F (g)(y) = F (g)F (f)(x) et F conserve les
injections, on a : y = F (f)(x). De même, y′ = F (f ′)(x′).

Pour finir, on considère le diagramme :

X
� �

η

!!

� b

η′

""

� p

""D
D

D
D

F (i)
� � F (f) //

� _

F (f)′

��

F (j)� _

F (g)

��
F (j′)

� � F (g′) // F (k)

Pour tout a ∈ X , on pose ya = η(a) et y′a = η′(a). Comme le diagramme
précédent commute, les conditions décrites ci-dessus sont réunies, il existe
donc un unique xa ∈ F (i) tel que la fonction

X →֒ F (i)

a 7→ xa

est bien définie, injective et fait commuter le diagramme précédent.
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Conclusion

Pendant ce stage, j’ai pu découvrir la théorie des foncteurs analytiques et com-
prendre ses liens avec la sémantique dénotationnelle. Grâce aux outils combi-
natoires (WNF), nous avons mieux compris certaines constructions du modèle
relationnel du second ordre. Ainsi, les opérations de quantification du second
ordre et de point fixe peuvent s’exprimer directement sur les coefficients des
foncteurs analytiques.
Par ailleurs, les foncteurs analytiques semblent être un outil efficace pour rempla-
cer les foncteurs stables dans le modèle relationnel du second ordre, ces derniers
étant trop complexes.
Le modèle relationnel du second ordre ne modélise pas bien l’élimination des
coupures. Pour résoudre ce problème, on pourra peut-être utiliser les transfor-
mations naturelles cartésiennes à la place des objets de type variable.
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Annexe A

Rappels catégoriques

A.1 Catégories

Définition A.1.1 (Petites catégories). Une petite catégorie C la donnée :
• d’un ensemble d’objets ob(C
• pour tous objets A,B ∈ ob(C), d’un ensemble de morphisme noté C(A,B).
• d’un morphisme idA : A→ A, pour chaque objet A, appelé identité sur A,
• d’un morphisme g ◦ f : A→ C pour toute paire de morphisme f : A→ B et
g : B → C, appelé composée de f et g, qui sont tels que
– la composition est associative : pour tous morphismes f : A→ B, g : B →
C et h : C → D, (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h),

– les identités sont des éléments neutres de la composition : pour tout mor-
phisme f : A→ B, idB ◦ f = f = f ◦ idA.

Les catégories Set et INJ sont des petites catégories.

Définition A.1.2 (Catégorie slice). Soient C une petite catégorie et A ∈ ob(C).
On appelle catégorie slice et on note C ↓ A la catégorie dont :
• les objets sont les couples 〈f,B〉 où B ∈ C et f : B → A.
• les morphismes sont les h : 〈f,B〉 → 〈f ′, B′〉 où h : B → B′ est tel que le

diagramme suivant commute :

B
h //

f ��@
@@

@@
@@

B′

f ′

~~}}
}}

}}
}

A

A.2 Foncteurs

Définition A.2.1. Un foncteur F : C → D d’une catégorie C dans une caté-
gorie D est la donnée
• d’une fonction qui, à tout objet A de C, associe un objet F (A) de D,
• d’une fonction qui, à tout morphisme f : A→ B de C, associe un morphisme
F (f) : F (A) → F (B) de D, qui
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– respectent les identités : pour tout objet A de C, F (idA) = idF (A),
– respectent la composition : pour tous objets A, B et C et morphismes
f : A→ B et g : B → C de C, F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

A.3 Colimites filtrées

Définition A.3.1. Une catégorie J est dite filtrée lorsqu’elle vérifie les condi-
tions suivantes.
• ob(J) n’est pas vide.
• Pour tous objets j, j′ ∈ J, il existe un objet k ∈ ob(J) et deux morphismes
j → k et j′ → k dans J

• Pour deux morphismes parallèles u, u′ : i → j dans J, il existe un objet
k ∈ ob(J) et un morphisme v : j → k tel que v ◦ u = v ◦ u′.

Définition A.3.2. Soient J et C des catégories, F : J → C un foncteur et
C ∈ ob(C). On appelle cône τ de base F et de sommet C le diagramme suivant :

F (i)
F (u) //

τi

##F
FF

FF
FF

FF
F (j)

τj

��

F (v) // F (k)

τk

{{ww
ww

ww
ww

w

C

où u : i→ j et v : j → k dans J.

Définition A.3.3. Soient J et C des catégories, F : J → C un foncteur et
C ∈ ob(C) et τ un cône de base F . On appelle colimite la solution du problème
universel suivant.

F (i)
F (u) //

τi

++

ρi

$$I
III

II
II

I
F (j)

τj

$$

ρj

��

F (v) // F (k)

τk

yy

ρkzzuuuuuuuuu

colim
j∈J

F (j)

∃!

���
�

�

C

On dit que la colimite est filtrée lorsque la catégorie J est filtrée.

Proposition A.3.4. Les catégories Set et INJ admettent toutes les colimites.

Définition A.3.5. On note N la catégorie dont les objets sont les entiers natu-
rels et les morphismes sont définis par : ∀n ≤ m,N(n,m) = ≤. Cette catégorie
correspond à l’ordre total des entiers naturels. On note aussi :

N = {0 → 1 → 2 → · · · }

.

Proposition A.3.6. Soient F : N → Set un foncteur et C ∈ ob(Set) et τ un
cône de base F . La colimite filtrée de τ cöıncide avec l’union :

colim
n∈N

F (n) = ∪
n∈N

F (n)

.
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A.4 Produits fibrés

Définition A.4.1. On appelle produit fibré de deux fonctions f et g, la solution
P unique à isomorphisme près du problème universel suivant :

X
∃!h

  @
@

@
@

��

##

P //

��

A

f

��
B

g // C

Remarque A.1. Dans Set, le produit fibré existe toujours et il est isomorphe à :

{(a, b) | a ∈ A, b ∈ B, f(a) = g(b)}

Définition A.4.2. On appelle produit fibré faible de deux fonctions f et g, une
solution W du problème suivant :

X
∃h

  B
B

B
B α

��

β

##

W
p1 //

p2

��

A

f

��
B g

// C

Proposition A.4.3. On se place dans la catégorie Set1. Pour montrer qu’un
ensemble W est un produit fibré faible, il suffit de montrer que l’unique fonction
s telle que le diagramme suivant commute est surjective.

W
s

  A
A

A
A p1

��

p2

##

P
π1 //

π2

��

A

f

��
B g

// C

Démonstration. En effet, si s est surjective, alors il existe i telle que s ◦ i = id.
Comme P est un produit fibré, il existe un unique k tel que le diagramme suivant

1On peut se placer sur n’importe qu’elle caégorie où les épis sont splitting
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commute :

X

∃?h   B
B

B
B

k

��

α

��
β

))

W p1

��s ((
p2

##

P

i

``AAAAAAAA
π1 //

π2

��

A

f

��
B g

// C

On pose h = i ◦ k et on vérifie qu’elle convient :

p1 ◦ h = p1 ◦ (i ◦ k) = (π1 ◦ s) ◦ i ◦ k = π1 ◦ k = α

p2 ◦ h = p2 ◦ (i ◦ k) = (π2 ◦ s) ◦ i ◦ k = π2 ◦ k = β
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Annexe B

Autres définitions des
foncteurs analytiques

Nous allons dans cette annexe donner d’autres définitions équivalentes des fonc-
teurs analytiques : une définition (cf. [10]) qui s’exprime en terme d’extension
de Kan, et une définition (cf. [1]) qui s’exprime en termes de quotient par des
sous-groupes du groupe des permutations. Dans ce paragraphe, nous présentons
ces différentes définitions, et nous démontrons leur équivalence.

B.1 Définition via les extensions de Kan

La définition des foncteurs analytiques peut être reformulée grâce aux extensions
de Kan :

Proposition B.1.1. On considère le foncteur K : Σ(∗) →֒ Set. Un foncteur
F : Set → Set est analytique si et seulement s’il est l’extension de Kan à gauche
d’une espèce de structure F [ ] : Σ(∗) → Set le long de K :

Set

Σ(∗)

F [ ]

OO

� �

K
//

=⇒

Set

F ( )

aaD
D

D
D

D
D

D
D

D

Le foncteur K est défini par : K : n ∈ Σ(∗) → [n] = {1, ..., n} ∈ Set

Démonstration. On va utiliser la formulation des extensions de Kan par les
cofins [6] :

∀A ∈ Set, (LanKF [ ])A =

∫ n∈Σ(∗)

Set([n], A) · F [n]
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Dans Set, les copuissances existent, ce sont les produits cartésiens. D’où :

∀A ∈ Set, (LanKF [ ])A =

∫ n

Set([n], A) × F [n]

La cofin est définie comme la solution du problème universel suivant :
∀σ : m→ n ∈ Σ(∗),

An × F [n]

''OOOOOOOOOOOO

%%
An × F [m]

An×F [σ]ppppp

77ppppp

Aσ×F [m]

NNN
NN

''NN
NN

N

∫ n
An × F [n] //___ X

Am × F [m]

77oooooooooooo

99

Comme les morphismes dans Σ(∗) sont des bijections, X ne s’appuie que sur
les wedges de la forme :

An × F [n]

��
An × F [n]

An×F [σ]pppp

88pppp

Aσ×F [n]

NNNN

&&NNNN

X

An × F [n]

Aσ−1
×F [σ]

OO

@@

Tous les éléments d’une orbite de An × F [n] sous l’action de Sn (cf.Def 1.1.1)
sont envoyés sur le même élément dans X . On peut donc factoriser le cône par
le quotient :

An × F [n]

''PPPPPPPPPPPP

&&
An × F [n]

An×F [σ]pppp

88pppp

Aσ×F [n]

NNNN

&&NNNN

An × F [n]/Sn
//___ X

An × F [n]

Aσ−1
×F [σ]

OO

77nnnnnnnnnnnn

88
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On prend la somme de chacun des wedges :

An × F [n]

σ

��

''((QQQQQQQQQQQQQ

∑
nA

n × F [n]/Sn
////___ X

Am × F [m]

σ′

GG

7766mmmmmmmmmmmmm

La somme que l’on vient de construire est solution du même problème universel
que la cofin. On a alors :

∫ n

An × F [n] =
∑
n

An × F [n]/Sn

B.2 Définition via les sous-groupes de Sn

Voici une troisième définition équivalente de foncteur analytique qui est utilisée
dans le papier de Ryu Hasegawa [1].

Proposition B.2.1. Un foncteur F est analytique si et seulement s’il peut
s’écrire sous la forme :

F (A) =
∑
n,◦

Set(n,A)/Gn,◦

où Gn,◦ est un sous-groupe de Sn.

Démonstration. Soit F un foncteur analytique :

∀A ∈ Set, F (A) =
∑
n

An × F [n]/Sn

Pour tout n, on peut écrire F [n] comme l’union disjointe de ses orbites par
l’action de Sn :

F [n] =
∑
◦

F◦[n] ≃
∑
◦

Sn/Gn,◦

où Gn,◦ est le stabilisateur d’un élément de F◦[n]. En utilisant le fait que les
coproduits commutent aux quotients et aux produits cartésiens (cf. paragraphe
suivant), on obtient :

F (A) =
∑
n

∑
◦

An × (Sn/G◦)/Sn

80



Reste à montrer que : [An × (Sn/Gn,◦)]/Sn ≃ An/Gn,◦.
On considère la fonction :

An/G◦ → [An × (Sn/G◦)]/Sn

[p] 7→ [p, (1)]

Cette fonction est bien définie : soit σ ∈ G◦ alors

[p, (1)] = [p, (σ)] = [σ · (p ◦ σ−1, (1))] = [p ◦ σ−1, (1)]

Cette fonction est surjective : soit [p, (σ)] ∈ [An × (Sn/G◦)]/Sn alors,

[p, (σ)] = [p ◦ σ−1, (1)]

Cette fonction est injective : soient [p, (1)] = [p′, (1)], alors il existe σ ∈ Sn tel
que p ◦ σ−1 = p′ et (σ) = (1) ∈ Sn/G◦. De cette dernière égalité, on déduit que
σ ∈ G◦ et [p] = [p′] ∈ An/G◦.

La réciproque peut se montrer en utilisant les WNF comme dans la preuve de
2.1.1. En effet, les foncteurs de la forme

∑
i Set(n,−)/Gni

où Gni
est un sous-

groupe de Sn préservent les produits fibrés faibles et les colimites filtrées.
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